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O N  T H E  T H E O R Y  O F  N O R M A L  ZONE PROPAGATION IN SUPERCONDUCTORS 
A.V1. G u r e v i c h ,  R . G .  Mints 

The I n s t i t u t e   f o r  High   Tempera tures  
Moscow 127412,  USSR 

T h i s  p a p e r   c o n t a i n s  a s t u d y   o f   p r o p e r t i e s  
o f   s t a b l e   n o r m a l   ( N )   r e g i o n s   o f   f i n i t e   s i z e  - 
r e s i s t i v e   d o m a i n s  ( R . D . ) ,  i n   s u p e r c o n d u c t o r s  
( S )  w i t h   t r a n s p o r t   c u r r e n t  I .  I t  is demons t r a -  
t e d   t h a t   i n   h o m o g e n e o u s   s u p e r c o n d u c t o r s  R . D .  
a r e  m o v i n g   d u e   t o   t h e r m o e l e c t r i c   e f f e c t  (Thom- 
s o n   h e a t )  w h i l e  t h e   r a t e   o f  R . D . ,  vdi  f o r  d i f -  
f e r e n t   m a t e r i a l s   r a n g e s   f r o m  1 t o  1 0  cm/s .  I t  
i s   a l s o  shown t h a t   t h e   t h e r m o e l e c t r i c   e f f e c t  
l e a d s   t o   a s y m m e t r y  i n  t h e  r a t e   o f   t h e  N - S  
boundary a v ,  r e l a t i v e   t o  t h e  d i r e c t i o n   o f   I ,  
w i t h  A V  N v d .  The c o n d i t i o n s   f o r   l o c a l i z i n g  
R . D .  i n   a n   i n h o m o g e n e o u s   s u p e r c o n d u c t o r   h a v e  
b e e n   o b t a i n e d ,   a s   w e l l   a s   t h e  I-V c h a r a c t e r i c -  
t i c s   o f  a s a m p l e  w i t h  R . D .  H y s t e r e s i s   e f f e c t s  
a r e   d i s c u s s e d   a s s o c i a t e d  w i t h  the  l o c a l i z a t i o n  
o f  R . D  a n d   t h e   t h e r m o e l e c t r i c   e f f e c t .  

1. I n t r o d u c t i o n  

The p r o p a g a t i o n   o f  N-zone i n   s u p e r c o n d u c -  
t o r s  w i t h  t r a n s p o r t   c u r r e n t   h a s   b e e n   r e p e a t e d -  
l y   d i s c u s s e d  i n  l i t e r a t u r e   ( c f . ,   R e f s . '  ' 2 )  , 

T h i s   h o w e v e r ,   m a i n l y   i n v o l v e d   t h e   s t u d y   o f  a 
s i n g l e  N-S boundary   movemen t   due   t o   Jou le   hea t  
r e l e a s e  i n  t he   N-zone .   The   p rob lem  o f   t he   ex i s -  
t e n c e ,  under t h e   s a m e   c o n d i t i o n s ,   o f  1 imi   t ed  
s t a b l e   N - r e g i o n s   s u c h   a s  R . D .  h a s   been   cons ide -  
r a b l y   l e s s   s t u d i e d .  On t h e   o t h e r   h a n d ,   t h e  
b e h a v i o u r   o f   s u c h  R . D .  i n   r e a l   s u p e r c o n d u c t i n g  
s y s t e m s  may b e   o f   c o n s i d e r a b l e   p r a c t i c a l   i n t e -  
r e s t .  

2 , B a s i c   e q u a t i o n s  

F o r   s i m p l i c i t y ,   l e t  us' c o n s i d e r  t h e  c a s e  
when t h e   p h a s e   d i s t r i b u t i o n   i n  a supe rconduc-  
t o r  is d e s c r i b e d  by t h e   s o l u t i o n   o f   t h e   o n e -  
d i m e n s i o n a l  h e a t  e q u a t i o n  

where f = W - Q, W = h ( T )   ( T - T o ) / d  i s  h e a t  
t r a n s f e r  t o  a c o o l e r   w i t h  a t e m p e r a t u r e  T o ,  
h ( T )  i s  h e a t   t r a n s f e r   c o e f f i c i e n t ,  d = A / p ,  
A i s   t h e   a r e a  P i s   t h e   c r o s s   s e c t i o n a l   p e r i -  
m e t e r  o f  t h e   s a m p l e ,   q ( T ,  l j [  ) i s   t h e   t h e r m o -  
e l e c t r i c   c o n s t a n t  ( T h o m s o n   c o n s t a n t ) ,   j = I / A ,  

3 i s   h e a t   c a p a c i t y ,  X i s  h e a t   c o n d u c t i -  

v i t y ,  Q i s  J o u l e   h e a t   r e l e a s e   p e r   u n i t   v o l u m e  
which  can be w r i t t e n   a s :  

. 2  
Q =  $? 

where 6 i s  c o n d u c t i v i t y ,  j c  i s   t h e   c r i t i c a l  
c u r r e n t   d e n s i t y ,  T r  i s  t h e  r o o t   o f   t h e   e q u a t -  
i o n  j = j c ( T r ) .  The f u n c t i o n   ( T )   d e f i n e s  
t h e   s t a t e   o f   s u p e r c o n d u c t o r ,   i . e . ,   n o r m a l   s t a t e  
a t  T > T c ,  r e s i s t i v e   s t a t e   a t  T c  7 T 7 T r ,  s u p e r -  
c o n d u c t i n g   s t a t e   a t  T C. T r  (Tc i s   t h e   c r i t i c a l  
t e m p e r a t u r e   o f   s u p e r c o n d u c t o r ) .   I n   a n   i n h o m o g e -  
neous   s ample ,  f ,  ae , q a n d   d e p e n d   e x p l i c i t -  
l y  upon  both T and x .  

C o n s i d e r   f i r s t   t h e  movement  of a s i n g l e  
N-S boundary  i n  a homogeneous   superconductor  
a t  a c o n s t a n t   r a t e  v .  C l e a r l y ,   t h e   i n c l u s i o n  
o f  Thomson h e a t  Q T  = - j q  - i?T w i l l   l e a d  t o  
asymmetry i n   t h e   r a t e   o f  t h e  N-S boundary 
r e l a t i v e   t o   t h e   d i r e c t i o n   o f  I i n a s m u c h   a s  
Q i s  i n d e p e n d e n t   o f   t h e   s i g n   o f  j w h i l e  Q T  

v a r i e s   t h e   s i g n  upon t h e   c h a n g e   o f  j t o  - j  

( a t   r e a l   v a l u e s   o f   p a r a m e t e r s  E=OT/QMj&&)<<i). 

The r a t e  v c a n   b e   f o u n d   i n   t h e   g e n e r a l  
c a s e   o n l y   n u m e r i c a l l y ,   o r   f o r   m o d e l s   i n   w h i c h  
E q .  ( 1 )   i s   s o l v e d   a c c u r a t e l y   ( t h e   p r o c e d u r e   f o r  
f i n d i n g  v i s  d e s c r i b e d ,   f o r   e x a m p l e ,   i n   R e f s ! ' 2 ) .  
We s h a l l   d e m o n s t r a t e   h e r e   t h e   i n f l u e n c e  o f  
t h e r m o e l e c t r i c   e f f e c t  i n  t h e   c a s e   w h e r e  v i s  
s m a l l ,  i . e . ,  = ( I  - I p ) / I p  << 1 where  I i s  
t h e  minimum p r o p a g a t i o n   c u r r e n t   o f   t h e  N-zone p 1  . 
The s o l u t i o n   t o  E q .  ( 1 ) ,   s a t i s f y i n g   t h e   b o u n d a -  
r y   c o n d i t i o n s  T ( w )  = T o ,  T ( - - ) =  T N , E \ L w = O  
i n  a s y s t e m   o f   c o o r d i n a t e s   m o v i n g   a t  a r a t e  v ,  
a t  & << 1 ,  8 4  1 has  t h e  form:  

EJX 
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The  formulae  ( 4 ) ,  ( 5 )  d e s c r i b e   t h e   s t a t i c  N-S 
boundary  having a w i d t h  o n  t h e   o r d e r   o f  L = 
( d a e / h ) ” 2 ,  w i t h  T ( 0 )  = Tc’, and T N  and I 
b e i n g   d e f i n e d  by t h e   “ e q u a l   a r e a   t h e o r e m  . 
S ( I p ,  T N )  = 0 ,  W(Ip,  T N ) =  Q ( I p y  T N ) .  Using 
Eqs.(4)  ( 5 ) ,  we f i n d   t h a t  v +  = v o  + A V  where 
v +  a r e   t h e   r a t e s  o f  N-S b o u n d a r y   p a r a l l e l  ( v + )  
and a n t i p a r a l l e l  ( v - )  t h e   c u r r e n t ,  v o  and b v  
b e i n g   d e f i n e d   t o  an   accu racy  u p  t o  max ( & ,  8 ) 

E1 , 

1 by t h e   e x p r e s s i o n s :  

where j = I p / A ,  Y = f12 S ( 1 ,  T N )  l s = I p  . 
U s i n g   t h e   f o r m u l a e   ( 6 ) ,  (7), we f i n d   t h e   c u r -  
r e n t s  I a n d   I -   a t   w h i c h  v + = O  and v - =  0 ,  r e s -  
p e c t i v e l y .  As a r e s u l t ,  1; = 1 - A I ,  1; = 

I P  + A I ,  where 

7 0  

P 3 1  

+ 
P P 

P 

Td 

Note t h a t   a 1  and A v depend on t h e   v a l u e  
o f  q ( T )  i n  t h e  N ( r e s i s t i v e )   r e g i o n s   o f   t h e  
s a m p l e   i n a s m u c h   a s   t h e   t h e r m o e l e c t r i c   e f f e c t s  
i n  t h e   S - r e g i o n s   a r e   n e g l i g i b l y   s m a l l .   I n  p a r -  
t i c u l a r ,   f o r  a c o m p o s i t e   s u p e r c o n d u c t o r ,   A I  
a n d  A V  on ly   depend  on t h e   t h e r m o e l e c t r i c   c o n -  
s t a n t s  of  normal  metal  i n  t h e   c o m p o s i t e   i n a s -  
much a s  6,/ 6,  << 1 where 6 and 6 ,  a r e   t h e  
c o n d u c t i v i t i e s   o f   n o r m a l   m e t a l   a n d   s u p e r c o n -  
d u c t o r  i n  t h e   c o m p o s i t e ,   r e s p e c t i v e l y .  From E q .  
( 6 )  we d e r i v e   t h a t  A V  .- j q / 9  ( f o r  e x a m p l e ,  
we s h a l l   a s s u m e  q 7 0 ) .  Assuming 9 = 1 0  er‘g/cm K ,  
j = 5 . 1 0  4 A/cm2, q = T-10-8V/K  and  TN=20 K ,  we 
f i n d  ~ v ~ 1 0  cm/s  which i s  i n  q u a l i t a t i v e  
a g r e e m e n t   w i t h   t h e   d a t a   o f   R e f .  . 

4 3 

3 

I t   f o l l o w s  f r o m   t h e   f o r m u l a e   ( 6 ) , ( 7 )   t h a t :  + 1 )  a t   I p  I I -  we o b t a i n  v+  7 0 ,  v-40.   In  
t h i s   r e g i o n  b o t h  N a n d   S - s t a t e s   o f   t h e   s a m p l e  
w i t h   c u r r e n t   a r e   m e t a s t a b l e .   I n d e e d ,  a r e l a t i -  
v e l y  s t r o n g  f l u c t u a t i o n   o f  T a t   t h e   s a m p l e  
e d g e   t r a n s f o r m s   t h e   s a m p l e   f r o m   N - s t a t e   t o  
S - s t a t e  ( v -  4 0 )  a n d ,   v i c e   v e r s a ,   f r o m   t h e  
S - s t a t e  t o  N - s t a t e   ( v + > O ) .   T h e r e f o r e ,   t h e  
t h e r m o e l e c t r i c   e f f e c t   l e a d s ,   a t  I 4 I < I -  t o  
h y s t e r e s i s  upon t h e   d e s t r u c t i o n  ( r e s t o r a t i o n )  

P 

+ 
. P   P ’  
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o f   s u p e r c o n d u c t i v i t y   w i t h   c u r r e n t ;  2 )  a t   1 = 1  
P 

we o b t a i n  v +  = - v -  = A V .  I n   t h i s   c a s e ,   i f   t h e  
l e n g t h   o f   t h e   N - z o n e  Z x= L ,  E does  n o t  v a r y  
w i t h  t i m e ,   i . e . ,   t h e r e   o c c u r s  a R.D.  moving a t  
a r a t e   o f  v d  = A V .  T h e r e f o r e ,  v d  depends  on t h e  
p r e s e n c e   o f   t h e   t h e r m o e l e c t r i c   e f f e c t .  

3. R . D .  i n  a homogeneous   supe rconduc to r  

The t e m p e r a t u r e   d i s t r i b u . t i o n   i n  R . D .  may 
b e   o b t a i n e d   a t   a n   a r b i t r a r y   r a t i o   o f  X and L ,  
i . e  , a t  I f I . T h e   c o r r e s p o n d i n g   s o l u t i o n  t o  
E q . ( l ) ,   s a t i s f y i n g   t h e   b o u n d a r y   c o n d i t i o n s  
T(+co) = T o ,  0 i n  a s y s t e m   o f   c o o r d i n a -  
t e s  m o v i n g  a t  a r a t e   o f  v d  h a s ,   a t  E 4 1 ,  t h e  
form : 

P 

T m  

1x1 - - 2 - ’ 1 2  \ 2 S - 1 / 2  d T + 0 ( € )  ( 9 )  
T 

H e r e ,  T, i s   f o u n d   f r o m   t h e   e q u a t i o n  S ( 1 ,  T , ) = O  
h a v i n g   n o n t r i v i a l  ( T m  f T o )  s o l u t i o n s   o n l y  a t  
I 7 I . The r a t e  v d  = A V  , where A v i s  d e f i n e d  
by t h e   f o r m u l a  ( 7 )  w i t h  T n  = T,. Using E q . ( 9 ) ,  
t h e  I-V c h a r a c t e r i s t i c   o f  R . D .  V = V ( j )  i n  a n  
i n f i n i t e   s u p e r c o n d u c t o r   c a n  be d e r i v e d  i n  t h e  
g e n e r a l   f o r m :  

P 

v = 2  1 / 2  f m  2 6 - 1  ( j  - j c )  S - ’ / 2 d  T , ( 1  0 )  

T r  
A n  a n a l o g o u s   s t a t i o n a r y  R . D .  was c o n s i d e r e d  by 
t h e   a u t h o r s   o f   R e f . 4 .   W i t h o u t   t a k i n g  i n t o  
a c c o u n t   t h e   b o i l i n g   c r i s i s   o f   t h e   c o o l e r ,   t h e  
V = V ( j )  dependence  i s  shown q u a l i t a t i v e l y   i n  
F i g . 1  ( c u r v e  1 ) .  The d r o p p i n g   c h a r a c t e r   o f  I-V 
c h a r a c t e r i s t i c   i s   i n d i c a t i v e   o f   t h e  R . D .  i n s t a -  
b i l i t y   i n   t h e   f i x e d   c u r r e n t   r e g i m e .  The s t a b i l i -  
z a t i o n  o f  R.D. can be e f f e c t e d  by s h u n t i n g  t h e  
sample w i t h  a r e s i s t a n c e   r < l s I   w h e r e   V ( 1 )  
i s   f o u n d  w i t h  t h e   a i d  o f  t h e   f o r m u l a  ( 1 0 ) .  

The  movement  of R . D .  i n  a homogeneous 
s u p e r c o n d u c t o r  may l e a d  t o  t h e   g e n e r a t i o n  o f  
v a r i a b l e   e l e c t r i c   f i e l d  a n d   c u r r e n t 5 ,   a n a l o g o u s -  
l y   w i t h  Gann e f f e c t  i n  s e m i c o n d u c t o r s 6 .   S u c h  a 
g e n e r a t o r   c a n   b e   v i s u a l i z e d   a s   f o l l o w s .  The 
s a m p l e   i s   d i v i d e d   i n t o   r e g i o n  1 where I > I  

P 
a n d   r e g i o n  2 where I < I   ( f o r   e x a m p l e ,   d u e  t o  
d i f f e r e n t   v a l u e s   o f   h e a t   t r a n s f e r ,  h l  and h 2 ,  
i n  t h e   r e g i o n s  1 a n d  2 ) .  Then, R.D. c a n   o n l y  
e x i s t   i n   r e g i o n  1 b e c a u s e  i t  d i s a p p e a r s  o n  
g e t t i n g   t o   t h e   “ c o o l e r ”   r e g i o n  2 .  R . B .  may 

P 
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F i g . 1  

e m e r g e   e i t h e r   d u e   t o   e x t e r n a l   h e a t   p u l s e s   o r  
b e c a u s e   o f   i n h o m o g e n e i t i e s   i n   t h e   s u p e r c o n d u c -  
t o r   p r o p e r t i e s ,   f o r   e x a m p l e ,   i n   a " w e a k ' >   l i n k  
f e a t u r i n g  a r e d u c e d   c r i t i c a l   c u r r e n t 5 .   I n  s o  
d o i n g ,   t h e   g e n e r a t i o n   f r e q u e n c y  i s  e q u a l   t o  
v d / L 1   w h e r e  L1  i s  t h e   d i s t a n c e   f r o m   t h e   p o i n t  

o f  R D. f o r m a t i o n   t o   t h e   b o u n d a r y   o f   t h e   r e -  
g i o n s  1 and  2. 

-- 4.  R . D .  ___--__ i n  a n   i n h o m o g e n e o u s   s u p e r c o n d u c t o r  

I n   a n   i n h o m o g e n e o u s   s u p e r c o n d u c t o r ,  R . D .  

may l o c a l i z e  o n   t h e   i n h o m o g e n e i t y 7 .   C o n s i d e r  
now a s t a t i c   l o c a l i z e d  R . D . ,  a s s u m i n g   t h e   i n -  
h o m o g e n e i t y   t o   b e   i n   t h e  -1 c x ~ 1  r e g i o n ,   w i t h  
e 4 L where  L i s   o f   t h e   o r d e r   o f   t h e  R . D .  

l e n g t h .   F o r   s i m p l i c i t y .  assume q = 0 .  Then,  a t  
I! 4 L ,  Eq ( 1 )  w i t h i n   t h e   i n h o m o g e n e i t y   c a n   b e  

s o l v e d   i n   t h e   g e n e r a l   f o r m .  The c o n t i n u i t y   c o n -  
d i t i o n s   T ( +  &? ) and  % f o r   t h e   s o l u t i o n  
a t   \ x / <  e a n d   f o r   t h e   s o l u t i o n   a t  1x1 > e  
( c g - ,   f o r m u l a  ( 9 ) )  y i e l d   t h e   f o l l o w i n g   e q u a t i o n  
f o r   d e t e r m i n i n g   t h e  maximum t e m p e r a t u r e   i n   t h e  
doma in ,  T, = T ( 0 ) :  

I + e  

where  

-e 

fm and  Zm a r e   t h e   v a l u e s   o f  f and  ae i n   t h e  
h o m o g e n e o u s   p o r t i o n   o f   t h e   s u p e r c o n d u c t o r   a t  
T = T,. I f  f and  a d o   n o t   e x p l i c i t l y   d e p e n d   o n  
x ,  F = 0 .  The e x i s t e n c e   o f   n o n - t r i v i a l  s o l u -  
t i o n s   t o   E q s . ( l l ) ,   ( 1 2 ) p o i n t s   t o   t h e   p o s s i b i -  
l i t y  o f   e x i s t e n c e   o f   l o c a l i z e d  R . D .  o n   t h e  
h o m o g e n e i t y .   F r o m   t h e   p h y s i c a l   s t a n d p o i n t ,  such 
l o c a l i z a t i o n   i s   a s s o c i a t e d   w i t h   i n c r e a s e d   h e a t  
r e l e a s e   o n   t h e   i n h o m o g e n e i t y .   I n   t h i s   s e n s e ,  
t h e   c o n d i t i o n  e < < L   e n a b l e s   o n e   t o   r e g a r d   t h e  
i n h o m o g e n e i t y   i n   E q . ( l )   a s  a p o i n t   h e a t   s o u r c e ,  
F ( T ,  j ) .  s ( x ) .  It s h o u l d   b e   s t r e s s e d   t h a t   t h e  
v a l u e   o f  F i s   n o t  a c o n s t a n t   h e r e   b u t   i s   f o u n d  
s e l f c o n s i s t e n t l y   f r o m   E q s . ( l l ) , ( l 2 ) .  The  tem- 
p e r a t u r e   d i s t r i b u t i o n   a n d  I-V c h a r a c t e r i s t i c  
o f   l o c a l i z e d  R . D .  a r e   p r o v i d e d   b y   t h e   f o r m u l a e  
( 9 ) , ( 1 0 )   w h e r e  T, i s   f o u n d   f r o m   E q s . ( l l ) , ( l 2 ) .  
E q s . ( l l ) , ( l 2 )  m a y   h a v e   s e v e r a l   r o o t s ,   w h i c h  
p o i n t s  t o  t h e   p o s s i b i l i t y   o f   l o c a l i z i n g  R . D .  
o f   s e v e r a l   t y p e s   d i f f e r i n g   b y   t h e   v a l u e  o f  T,. 
R . D .  o f   e a c h   t y p e   h a s   o n   t h e  I-V c u r v e   i t s  
b r a n c h   d e f i n e d   b y   E q . ( l O ) .  

A s   a n   e x a m p l e   i l l u s t r a t i v e   o f   s o l u t i o n s  
t o   E q s . ( l l ) ,  ( i 2 ) ,  we s h a l l   c o n s i d e r  a c a s e  
when h i s   i n d e p e n d e n t   o f  T w h i l e   t h e   i n h o m o g e -  
n e i t y   i s   d u e   t o  a d e c r e a s e   o f  ae and  6 a t  
1x1 < e , w i t h  ae and  6 b e i n g   r e 1   a t e d   t o   e a c h  
o t h e r   b y   m e a n s   o f   W i e d e m a n n - F r a n z   l a w .   I n   t h i s  
case,   F2 /F :  = 4d . i2Qkr2   where  i = j / j o ,  

j o = j c ( T o ) , F ,  = ( T c  - T o ) h / d ,  Q = ( T  - T o ) /  
( T c  - T o ) ,  o( =dj;/(7,-T,)Gh i s   S t e k l y   p a r a m e t e r ,  

m o g e n e o u s   N - p o r t i o n   h a v i n g  a l e n g t h   o f  2 e  a t  
T = T,, A R  i s   e x c e s s ,  as  compared t o  R, r e s i s -  
t a n c e   o f   i n h o m o g e n e i t y ,   a n d  aR >> R .  N o t e   t h a t  
F = 0 a t   T < T r .  The I-V c h a r a c t e r i s t i c   o f   a n  
R . D .  l o c a l i z e d   o n   s u c h   a n   i n h o m o g e n e i t y   i s  
shown i n   F i g . 1   ( c u r v e  2). T h e   m o s t   i m p o r t a n t  
i s  t h e   e x i s t e n c e   o f  R . D .  i n   t h e  j r c j <  j r e g i o n  
w h e r e   t h e  I-V c h a r a c t e r i s t i c  i s  t w o - v a l u e d  
w h i l e   o n e  o f  i t s   b r a n c h e s   i s   r i s i n g .  A t  j = j r  

( c f . ,   F i g . l ) ,  R.D. o n   t h e   i n h o m o g e n e i t y   d i s -  
a p p e a r s   i n  a j u m p .   T h e   e x p r e s s i o n   f o r  ir=jr/jo 

i n   t h e   c a s e  when jc=jo(l - 9 )  w h i l e  k? and  6 
a r e   i n d e p e n d e n t   o f  T h a s   t h e   f o r m :  

r l Z  R , R i s   t h e   r e s i s t a n c e   o f  a ho-  e &R 

P 

ir= ( 1 / ( 4 d : )  + 2 / d 1 ) 1 ' 2 - 1 / ( 2 d 1 )   ( 1  3 )  

where  d l =  ( 1  +r2) GL , r2k  I. The f o r m u l a   f o r  
jp  i s  d e r i v e d   f r o m   E q . ( 1 3 )   b y   t h e   s u b s t i t u t i o n  
dl+.( '. T h e r e f o r e ,   t h e   d i f f e r e n c e   b e t w e e n  
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j r  and  j will o n l y   b e   c o n s i d e r a b l e   i n   t h e  
c a s e   o f  a s t r o n g   i n h o m o g e n e i t y   a R / R . - L / e .  It 

c a n   b e   s h o w n   t h a t   t h e   e f f e c t   o f   o t h e r   i n h o m o -  
g e n e i t i e s   ( f o r   e x a m p l e ,  i n  jc ,  h ,   e t c . )   i s  
r e l a t i v e l y   s m a l l   i n a s m u c h   a s   a n y   i n h o m o g e n e i t y ,  
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