
 משוואות דיפרנציאליות רגילות

 14 פתרו�+תרגיל

 1שאלה 
0x: מצא פתרו� טורי למשוואה .א x− =��. 
 . הראה כי הפונקציות המתקבלות ה� הפתרונות המוכרי� למשוואה .ב

 1תשובה 

)נציב  .א )
0

n
n

n

x t a t
�

�
):  במשוואה ונקבל∑= )( )( ) 012

0
2 =−++∑

�

�
� n

n
nn xaann. 

): ונקבל נוסחת נסיגה )( )212
++

=�
nn

a
a n

n. 

): פתרו� נוסחת הנסיגה ) ( ) ( )
2 2 1

0 1
0 0

1 1

2 ! 2 1 !
n n

n n

x t a t a t
n n

� �
�

� �
= +

+
∑ ∑. 

)הפונקציות שהתקבלו ה�  .ב )sinh
2

t te e
t

	
−

)  � ו = )cosh
2

t te e
t



+

=. 
 

 2שאלה 
 :י שיטת וריאציית הפרמטרי� את המשוואות הבאות"פתור ע

tanx .א x t+ 0  כאשר ��= t π< <. 
 .ב

1

sin
x x

t
+ =��� 0  כאשר � t π< <. 

 2תשובה 
): הפתרונות להומוגנית .א ) ( ) ( )1 2cos , sint t t tξ ξ= 1נחפש . = 1 2 2px c cξ ξ= + ) �כ

שג� הנגזרות מקיימות 
� � � � � �

1 1 2 21 1 i i i
pi n x c cξ ξ∀ ≤ ≤ − = ונקבל את מערכת �+

): המשוואות ) ( )
( ) ( )

1 2

1 22

cos sin 0

sin cos tan

c t c t

c t c t t

+ =− + =
� �

� �

1נחל� את  

2

c

c

   
�

�
י הכפלת "ע (

1
cos sin

sin cos

t t

t t

  − ונקבל  :
2

11

sin

cos

t
c

t

−
=� ,1

1 1 sin
sin ln

2 1 sin

t
c t

t

+ = −  −  .

2 sinc t=� �2ולכ cosc t= : ומכא� הפתרו� הכללי−

( ) 1 2

cos 1 sin
cos sin ln

2 1 sin

t t
x t t t

t
α α

+ = + −  − . 



): הפתרונות להומוגנית .ב ) ( ) ( ) ( )1 2 3cos , sin , 1t t t t tξ ξ ξ= = נחפש . =
1 1 2 2 3 3px c c cξ ξ ξ= + :  ונקבל את מערכת המשוואות+

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2 3

11 2

1

1 2

cos sin 0

sin cos 0

cos sin sin

c t c t c

c t c t

c t c t t �

 + + =− + =− − =

� � �

� �

� �

 �ג� כא� נוכל למצוא את ההפכית ל 

cos sin 1

sin cos 0

cos sin 0

t t

t t

t t

  −  − − 
22, ואז נקבל.  ואז להכפיל בה 1c = 2c ומכא� �− t= − .

11

cos

sin

t
c

t
= ) או �− )1 ln sinc t= − .3

1

sin
c

t
3 ומכא� �=

1 1 cos
ln

2 1 cos

t
c

t

− + =  −   .
: ומכא� הפתרו� הכללי

( ) ( )1 2 3

1 1 cos
cos sin sin cos ln sin ln

2 1 cos

t
x t t t t t t t

t
α α α

+ = + + − − −  −  

 3שאלה 

2נתונה המשוואה  2 1
0

4
t x tx t x + + − =  �� sinנתו� כי . � t

t
מצא את .  הוא פתרו� שלה

0tונ� בתחו� התב ( בעזרת שיטת הורדת הסדרהפתרו� הכללי של המשוואה  .)בלבד<

 3תשובה 

): נציב )sin t
x u t

t
:  את המשוואה הליניארית�u במשוואה ונקבל עבור =

sin 2 cos 0u t u t+ =�� ) ללא הקבוע( שפתרונה �
2

1

sin
u

t
=� ⇐ ( )cotu t= נציב ונקבל , −

)ר "פתרו� נוס# למד )2

cost
y x

t
= 1: ר"ופתרו� כללי למד, − 2sin cosc t c t

t

+. 
הערה זו לא . ( באופ� כללי כל השיטות שלמדנו תקפות לגבי משוואות מתוקנות:הערה חשובה

 ).קשורה לתרגיל זה

 4שאלה 
sinנתונה המשוואה  tx x t e+ )התחלה  ע� תנאי ��= ) ( )0 2, 0 1x x= =�. 

0tמצאו פתרו� טורי בסביבת  .א ) עד קרוב = )3o t. 

0εומצאו , העריכו את השגיאה .ב t כ� שלכל < ε≤מתקיימת ההערכה . 



 4תשובה 
נסמ�  .א

2
0 1 2

0

n
n

n

x c c t c t c t
�

�
= + + + =∑�⇐( ) 1

0

1 n
n

n

x n c t
�

�
�

= +∑�⇐

( )( ) 2
0

2 1 n
n

n

x n n c t
�

�
�

= + +∑�� .
3

sin
3!

t
t t= − +� ,

2 3

1
2 6

t t t
e t= + + + +� .

 :נציב את כל אלה במשוואה ונקבל

( )( ) 3 2 3

2
0 0

2 1 1
3! 2 6

n n
n n

n n

t t t
n n c t c t t t

� �

	

 


  + + + − + = + + + +    ∑ ∑ � � .
ק לדעת את שלושת המקדמי� הראשוני� כי אנו מעונייני� בקרוב מספי(נשווה מקדמי� 

( )3o t (0
2: 2 1t c =,1

3 0: 6 1t c c+ ) תנאי התחלה = ) ( )1 00 2, 0 1x c x c= = = =� 

⇐2 0.5c = ,3 0c )ולכ� . = )2
3

31 2 0
2 2!

t
x t t R t= + + + ⋅ +

⋅
ומתקיי� , 

( )
� � ( )4

4
3 , 0 1

4!

x t
R t t

θ θ= < <. 

)בסעי# זה אנו צריכי� להערי� את  .ב )3R t . ראשית המשוואה שלנו היא מהצורה
( ), ,x f t x x=�� ) כאשר � )1 2 3 2 1

1, , sin
x

f x x x e x x= נשתמש בהוכחת משפט הקיו� . −
)ראשית נקח מלב� סביב נקודת ההתחלה . היחידות כדי להערי� את השגיאהו  למשל 0,1,2(

[ 1,1] [ 2,2] [ 3,3]D = − × − ×  fנערי� את ). נית� לבחור מלב� יותר קט� א� לא הכרחי (−
): ל"במלב� הנ ) 1

1 2 3 2 1, , sin 2xf x x x e x x e= − ≤ ). ���x ג� של ברור כי זה החס (+
tכ� שא� ) לפי קיו� ויחידות (εועכשיו נבחר  ε≤ אז ( ) ( )( ), ,t x t x t D∈� . �תנאי ראשו

0 הוא כמוב� εעל  1ε< :  השני נשתמש בכלל ליבני�בשביל התנאי. ≥
( ) ( ) ( )

0
0

t
x t x x s ds= + ∫  ולכ� �

( ) ( ) ( )
0

0 1 max 1 3
t

Dt
x t x x s ds x ε ε�≤ + ≤ + ≤ +∫ � 1ולכ� נדרוש , � 3 3ε+ ≤ 

2כלומר נדרוש 

3
ε )תנאי שלישי . ≥ ) ( ) ( )

0
0

t
x t x x s ds= + ∫� �  ולכ� ��

( ) ( ) ( ) ( )
0

0 2 max 2 max 2 2
t

D D
x t x x s ds x f eε ε ε= + ≤ + ≤ + ≤ + +∫� � �� �� 

1ולכ� נדרוש 

2e
ε ≤

+
0.1εכ יש שלושה תנאי� ולמשל "סה. נעבוד .  עונה על כול�=
עכשיו במלב� היותר קט� 

1 [ , ] [ 2,2] [ 3,3] [ 0.1,0.1] [ 2,2] [ 3,3]D ε ε= − × − × − = − × − ×  מתקיי�, −

( )
1 2 3

, , x x x

d d
x x f t x x f f x f x

dt dt
′ ′ ′= = = + +��� �� � � :  נערי� בנפרד את כל אחד מהגורמי���



1 1

1

0.1
2 1 2 1cos cos 2 4x x

xf e x x e x x e′ = − ≤ + ≤ + ≤ ,
2 1sin 1xf x′ = − ≤ ,

3
0xf ′ =. 

ולכ� 
1 2 3 1 2 3

4 1 2 6x x x x x xx f f x f x f f x f x′ ′ ′ ′ ′ ′= + + ≤ + + ≤ + ⋅ ≤��� � �� � ��. 

( ) ( )
1 2

cos sin

cos sin sin cos

t
x x

t

d d d
x x f f x e x t x t

dt dt dt

e x t x t x t x t

′ ′= = + = − − =

= − + − −

���� ��� � �

� �� �

, 

0.1ולכ�  3 2 2 2 20tx e x x x x e e≤ + + + + ≤ + + + + + ≤���� � �� t לכל � ε≤. 

]בקטע : לסיכו� 0.1,0.1]t∈  אנו יכולי� לתת הערכה לשגיאה והיא −

( ) ( ) 4 4
3

20

4! 24

x t
R t t t

θ
= ≤
 ל"מש. ����


