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 אביב-תל אוניברסיטת
  2020 ינואר 4,  'א' סמ, א''פתש ,הנדסהל הפקולטה

   0509174510 ,   משוואות דיפרנציאליות רגילות להנדסת חשמל ואלקטרוניקהב סמסטרה סוףמטלת 
  ' א. לבנטפרופ: המורה

  
  שבוע: עבודההביצוע  משך
  פתרונות ממשיים. אם לא נאמר אחרת צריך לחפש ת.נקודו 15היא בונוס עד ל 5 שאלה .נקודות 25-ל תשוו 1-4ות שאל כל

  (למשל אפשר לא להכפיל מטריצות).סופיות לא חייבים לפשט ביטוים בתשובות 
  

  פתרונות
גיאות שאריתמטיות שעלולות להופיע למטה. בהתאם לכך אני גם לא מוריד נקודות על השגיאות על האני מראש מבקש לסלוח לי 

  כאלה של הסטודנטים. 
  

  כאשר תנאי התחלה נתונים: בעיית קושילאת הפתרון הכללי ופתרון  מצאו.  .1 שאלה
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- -- + =&& & , (0) 1,  (0) 0,  1y y t= = ,, נתונים שני פתרונות פרטיים: &> ty t y t e= = + ;  

2 44 6 tt y ty y t e- + = -&& & , (1) 0,  (1) 1,  0y y t= = >&.  
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t ty y y+
- -- + =&& & , (0) 1,  (0) 0,  1y y t= = ,, נתונים שני פתרונות פרטיים: &> ty t y t e= = +  

ואחד מפתרונות הפרטיים  hy למשוואה ההומוגנית למצוא את הפתרון הכללי כסכום של הפתרון הכללי איהתוכנית של הפתרון ה

  הנתונים. 

tההפרש   tt e t e+ - צריך למצוא עוד פתרון  hy לילאת הפתרון הכ ה ההומוגנית. כדי לחשביהוא בהכרח פתרון פרטי לבע =

  . מחפשים אותו דרך הורדת סדר.אותה משוואה הומוגניתל נוסף בלתי תלויפרטי 

נוסחת אבל פי ל. זה מתקיים פהו ,1רשת שהמקדם של הנגזרת הגבוהה שווה וסחה דו. נשים לב שהנAbelנשתמש בנוסחת  
1
1( )t

tw w+
-= - 1ת כלשהן לבעיה ההומוגנית. נפריד משתנים והוא ורונסקיאן של שני פתרונ w, כאשר &- 2
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- -- - = + = + - +ò ò 2נקבל % ln( 1) 2ˆ ˆ( ) ( 1)t t tw t ce ce t+ -= = - ,ˆ 0, cc e= %. 

)כהפתרון הראשון ו teניקח את  )y t .כהפתרון השיני  
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2ידוע לבעיה ההומוגנית, רק הפתרון ההוא  te-מכוון ש 1y t= . הבדיקה מראה שהוא באמת וסףנהפתרון ה שמש אתיכול ל +

2גנית. מכאן מקבלים את הפתרון הכללי:  ומקיים את המשוואה ההומ
1 2 1 2( 1) ,  ,t

hy y t c t c e t c c= + = + + + Î¡.  

 ------------------------------------  
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 2 44 6 tt y ty y t e- + = -&& & , (1) 0,  (1) 1,  0y y t= = >&  

tדרך החלפת הזמן  et=  או הצבתy tl= 2במשוואה ההומוגנית נקבל את הפולינום האופייני 5 6 ( 3)( 2)l - l + = l - l - 

3הפתרון הכללי למשוואה ההומוגנית הוא  מכאן. 2
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  לכן .

1
1

t
t tc e dt e e= - = - +ò% ,2 1 1

1

t t ts s s t tc se dt se e te e= = - = -ò%  

3והפתרון הכללי הוא  2 3 2
1 2 ( ) ( )t t t

h py y y c t c t e e t te e t= + = + + - + -.  

-נשים לב ש
1

1
(1) (1) (1) (1) ( ) 0py c c t dt= F = F =ò

r &% 1 מקבליםהתחלה התנאי לכן מ % 2

1 2
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y c
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1מכאן 21,  1c c= = 3והפתרון לבעיית קושי הוא - 2 3 2( ) ( )t t ty t t e e t te e t= - + - + -.  

  

   



3 
 

  .2שאלה 

מהו זוג הפונקציות הווקטוריות . א   
sin 2 cos

,
cos sin 2
t t

t t
+æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷- -è ø è ø
או  

sin 1 cos
,

cos sin 1
t t

t t
+æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷-è ø è ø
אשר יכול לשמש זוג פתרונות  

2yלמשוואה דיפרנציאלית  Î¡ ,( )y A t y=&  עם( )A t רציפה בכל  ממשיתt Î¡יש לנמק ולמצוא את המטריצה ?( )A t.  

t,מהו זוג הפונקציות . ב    te te-  2או, ( 1)t te t t e-+  אשר יכול לשמש זוג פתרונות למשוואה דיפרנציאלית +
( ) ( 1)

1( ) ... ( ) 0n n
ny a t y a t y-+ + + )1עם  = ),..., ( )na t a t ורציפים בכל  ממשייםt Î¡ 2לn הקטן ביותר  n? מהו =

  מק ולתת דוגמא במקרים של תשובה חיובית.שבשבילו זה אפשרי? יש לנ

  

)זה ידוע שהוורונסקיאן א.   )W t  של כל שני פתרונות למד"ר( )y A t y=& ,2y Î¡,  עם( )A t  שווה לאפס זהותי רציפה

  או אף פעם לא מתאפס.

2נחשב  2sin 2 cos
| ( ) | sin 4 cos 3

cos sin 2
t t

W t t t
t t

+
= F = = - + = -

- -
)אכן  םונה. אכר את התאשר איננו סות  )y A t y=& ,

)אז  ) ( )A t tF = F& 1. מכאן cos sin sin 2 cos1( ) ( ) ( )
sin cos cos sin 23

t t t t
A t t t

t t t t
- - - -æ öæ ö

= F F = - ç ÷ç ÷+è øè ø
&.  

2 מקבליםני הזוג השבמקרה של  2sin 1 cos
( ) sin 1 cos (cos(2 ) 1)

cos sin 1
t t

W t t t t
t t
+

= = - - = - +
-

. לכן הוורונסקיאן 

)מטריצה והמתאפס בנקודות בדדות  )A t 2בסביבת  ,למשל ,ואיננה ק''מת מתאימה רציפה שיתממt p=.  

-------------------------------  

)את הוורונסקיאן  נחשב ,דומה לסעיף הקודםבב.   ) 1 2
t t

t t t
e teW t t
e e te

-

- -
= = -

-
של הזוג הראשון של פונקציות. ברור  

1- שהוא אינו אפס זהותי אבל מתאפס ב
2t בסביבת  2א יכולים לשמש זוג פתרונות מד"ר ליניארי הומוגני מסדר . לכן הם ל=

1נקודה 
2t )p 2לעומת זאת שתי הפונקציות האלה מקיימות מד"ר . = )=( 1)( 1) , ( ) 0d

dtp yl l - l + 3n, מהסדר = =.  

  הזוג השיני מקבליםשל במקרה  

 
2

2 2 2
2

( 1)( ) 2 1 ( 1) ( 1) 2 1
(2 1 ( 1))

t t

t t
e t t eW t t t t t t t
e t t t e

-

-

+ +
= = + - + + - + + = - -

+ - + +
מתאפס א הפעם הוורונסקיאן ל. 

כל פתרון . ובכן הפונקציות האלה אמורות להיות פתרונות יסודיים ו2מתאימה מסדר ה תהומוגניה תליניאריהמד"ר הוקיימת 

( )y t  אפס זהותיהוא  פונקציות האלהה שלושאחר הוא צירוף לינארי של שתי הפונקציות האלה. בהתאם הוורונסקיאן של 

  מד"רר מהוה אש
2

2 2
2 2

2 2
2

( 1)
1 1 1( ) (2 1) 0
1 3 1 1 3 1( 3 1)

t t

t t

t t

y e t t e
t t t ty e t t e t y y y
t t t ty e t t e

-

-

-

+ +
+ + - +

- + = - + - + =
- + - +

- +

& && &
&&

.  

)2-מכוון ש ) (2 1) 0W t t= - + 2)2- אחרי חילוק ב ¹ 1)t-   .2מסדר  מקבלים את המשוואה הנדרשת  +
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   .3שאלה 

)2למשוואה  את הפתרון הכללי מצאו. א    1) ( 1)t y t y y t+ - + + =&&  כמו כן, ציינו את הפתרונות דרך החלפת הזמן המתאימה. &

tכל המקיימים את המשוואה ל Î¡. 1-האם יש פתרונות יציבים עם תנאי התחלה בt =?  

  מצאו את הפתרונות הכלליים לבעיות ההומוגניות המתאימות למשוואות. ב   

               2 2 1 33 2 1 ln ln cos(ln ) sin(2 ln )t y ty y t t t t t t t-+ + = - + - +&& &;  

2 5 2 1 13 5 ln 1 ln cos(ln )t y ty y t t t t t t- -- - = - + -&& &.  

tימים את המשוואות ההומוגניות לכל המקי נותפתרוה מהם Î¡?  ?באיזו צורה מחפשים פתרון פרטי למשוואות עצמן  

  יש להחליף את הזמן בצורה מתאימה. רמז:

  

   א.
2( 1) ( 1)t y t y y t+ - + + =&& &   

  קודם נתרכז במשוואה ההומוגנית
2( 1) ( 1) 0t y t y y+ - + + =&& &.           )1(  

1t-זמן לנחליף את ה  et+ = ,1t > 2ונקבל  ,- 0y y y¢¢ ¢- + )2מכאן הפולינום האופייני הוא  .= ) 2 1p l = l - l והפתרון  +

1הכללי לבעיה ההומוגנית הוא  2hy c e c et t= + t ,1 2,c c Î¡.  

  התבצע בהרצאה. לא צריך לחזור עליו.שוב של תוצאת ההחלפה למשוואת אוילר הערה: החי

lnאחרי ההחלפה לפי התאוריה  | 1|tt = 1tהנכונה לכל  + ¹    נקבל את הפתרון הכללי לבעיה ההומוגנית -

1 2

1 2

( 1) ( 1) ln( 1), 1
| 1| | 1| ln | 1|, 1h

c t c t t t
y

c t c t t t
+ + + + > -ì

= í + + + + < -î % %
 ,1 2 1 2, , ,c c c c Î% % ¡.  

2- כוון שמ

2 [( 1) ln( 1)]d
dt

t t+ 0tאיננו חסום כאשר  + ® )הם מהצורה  t) בכל 1המקיימים את (הפתרונות  + 1)hy c t= +, 

c Î   , בלבד.¡

1t-נחזור למד"ר המקורי. נחליף את הזמן ל et+ 1tעבור = > 2ונקבל  - 1y y y et¢¢ ¢- + = - ,0t . יש פה רזוננס וצריך <

2לחפש פתרון פרטי בצורה 
1 2 1 2,  ,  1p p p p py y y y d e yt= + = t = - ,2 2

1 1( 2 ) ,  ( 4 2)p py d e y d et t¢ ¢¢= t + t = t + t + .

2ומקבלים מציבים  2 2[ 4 2 2( 2 ) ] 1d t + t + - t + t + t 1ו =
2d =.  

1tעבור  < lnנחליף  - | 1|tt = 1בל א. לפי התאוריה הצד השמאלי לא משתנה, + 1 | 1| 1t t t= + - = - + והמד"ר  -

2א יה תהמתקבל 1y y y et¢¢ ¢- + = - 2. שוב מחפשים פתרון פרטי בצורה -
1 2 1 2,  ,  1p p p p py y y y d e yt= + = t = -% .

1מליניאריות נקבל 
2d = hמהנוסחה . ולבסוף %- py y y=    נקבל את הפתרון הכללי לבעיה המקורית+

21
1 2 2

21
1 2 2

( 1) ( 1) ln( 1) ( 1) ln ( 1) 1, 1
| 1| | 1| ln | 1| | 1| ln | 1| 1, 1

c t c t t t t t
y

c t c t t t t t
ì + + + + + + + - > -ï= í

+ + + + - + + - < -ïî % %
 ,1 2 1 2, , ,c c c c Î% % ¡,  

0t- ואין פה פתרונות מקיימים את המד"ר גם ב = .  
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1t- גם אין פה פתרונות יציבים עם תנאי ההתחלה ב ). למשל אפשר לקחת 1מקיים מד"ר ( yDכל שני פתרונות של כי הפרש  =

( 1)y c tD = 0c. כאשר + (1)הפרש תנאי התחלה קטן גם ו ¹ , (1) 2y c y cD = D   אף פעם לא חסום. yDאבל  ,קטן הוא &=

 ----------------------------------------  

   ב.
2 2 1 33 2 1 ln ln cos(ln ) sin(2 ln )t y ty y t t t t t t t-+ + = - + - +&& &  

0t- לנשים לב שהמשוואה מוגדרת רק  0t-ואין לנו שום דרך סביר להגדיר את הצד הימין ל < £.  

tנבצע את ההחלפה  et= ,ln tt 0tעבור  = 2נקבל ו ,< 32 2 1 cos sin(2 )y y y e e et t -t¢¢ ¢+ + = - + t - t t + t. פולינוםה 

)2האופייני הוא  ) 2 2p l = l + l 1עם השורשים  + i-   והפתרון הכללי לבעיה ההומוגנית הוא ±

1 2cos sinhy c e c e-t -t= t + t ,1 2,c c Î¡.  

0t(בכל  לכן הפתרון הכללי לבעיה ההומוגנית   הוא )¹
1 1

1 2
1 1

1 2

cos ln sin ln ,      0
cos ln | | sin ln | |, 0h

c t t c t t t
y

c t t c t t t

- -

- -

ì + >ï= í
+ <ïî % %

,        1 2 1 2, , ,c c c c Î% % ¡.  

0t- ציפים באין פה פתרונות ר )-חוץ מ = ) 0hy t º. 0- הפתרון הפרטי מחפשים רק לt   בצורה <

2
1 2 3 4 5 6 7

3 2 3 2
8 9 10 11 12 13 14 15

( ) sin(2 ) cos(2 )

       [( ) cos ( )sin ],  , 1, 2,...,15
p

j

y d e d e d d d d d

e d d d d d d d d d j

t t

-t

= + + t + t + + t + t

+ t t + t + t + t + t + t + t + t Î =¡
  

  אשר בזמן המקורי נותן 
2

1 2 3 4 5 6 7

1 3 2 3 2
8 9 10 11 12 13 14 15

( ln ln ) sin(2 ln ) cos(2 ln )

       ln [( ln ln ln )cos ln ( ln ln ln )sin ln ],  
        , 1, 2,...,15

p

j

y d t d t d t d t d d t d t

t t d t d t d t d t d t d t d t d t
d j

-

= + + + + + +

+ + + + + + + +

Î =¡
  

 --------------------------  

¶ 2 5 2 1 13 5 ln 1 ln cos(ln )t y ty y t t t t t t- -- - = - + -&& &  

0t-גם פה הצד הימין מוגדר רק ל  >.  

tההחלפה  נבצע את et= ,ln tt 0tעבור  = 2. נקבל < 54 5 1 cosy y y e e et -t -t¢¢ ¢- - = t - + t - t.האופייני  הפולינום

)2הוא  ) 4 5p l = l - l ,5עם השורשים  - 5והפתרון הכללי לבעיה ההומוגנית הוא  -1
1 2hy c e c e-t t= + ,1 2,c c Î¡.  

0tכל ללכן הפתרון הכללי לבעיה ההומוגנית   הוא ¹
1 5

1 2
1 5

1 2

,      0
, 0h

c t c t t
y

c t c t t

-

-

ì + >ï= í
+ <ïî % %

 ,1 2 1 2, , ,c c c c Î% % ¡.  

)5הם מהצורה tוהפתרונות המקיימים את המשוואה ההומוגנית לכל )hy t ct=, 0והפתרון הפרטי מחפשים רק לt   בצורה <

5 2
1 2 3 4 5 6 7 8( ) ( ) cos sin ,  , 1, 2,...,8p jy e d d d d e d d d e d e d jt -t -t -t= t t + t + + + t t + + t + t Î =¡.  

  אשר בזמן המקורי נותן 
5 2 1 1 1

1 2 3 4 5 6 7 8ln ( ln ln ) ln ( ln ) cos ln ln ,  , 1, 2,...,8p jy t t d t d t d d t t d t d t d t t d d j- - -= + + + + + + + t Î =¡.  
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  דוגמא (לא קשורה למטלה):

2למשוואת אוילר   6 12 0t y ty y- + =&& )2האופייני הוא הפולינום  & ) 7 12 ( 3)( 4)p l = l - l + = l - l   . לכן הפתרונות הם  -

3 4
1 2

3 4
1 2

, 0
, 0

c t c t t
y

c t c t t
ì + ³ï= í

+ <ïî % %
         ,1 2 1 2, , ,c c c c Î% % ¡.  

tהם כולם מקיימים את המשוואה לכל  Î¡, (0)  וגם תמיד (0) (0) 0y y y= = =& כמובן תמיד מוצלחת.  פה "התפירה" .&&

0t- ום והיחידות לא מתקיים במשפט הקי =.  
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   .4שאלה 

י אם יית קושנות המשוואות. יש להסתפק בבדיקת הפתרון לבעפתרו בדקו את יציבות (יציב, יציב אסימפטוטית, לא יציב) של. א   

 נתונים תנאיי התחלה. יש לנמק בכמה מילים.
(5) 2 ty y y y y e+ - + + =&&& && &  ;     (11) (10) 3| cos | 3 arctan 1y t y t y t- + =       ;2 0y y y+ p + =&& &;  

| | ,  (0) 0y y y y= - =& ;          sin ,  (0) 0y y y= =&         ;2cos ,  (0)y y y p= =&        ; (5) 1y =.  

)2לבדוק את היציבות של הפתרון . ב    ) 0y t = Î¡ למערכות  

2
1 1 2

2 1 2 1 2

sin( )                            
sin(2 ) cos( ) 1

y y y
y y y y y

ì = +ï
í

= - + + -ïî

&
&

            ,1 1 2

2 1 2

sin(2 )
sin(3 )

y y y
y y y

= +ì
í = -î

&
&

.  

  

  א. 

צד ל המהמתאי תשל המד"ר ההומוגנייש תמיד אותו סוג של יציבות כמו גם לכל פתרונות  תלכל הפתרונות של מד"ר ליניארי

  שמאל. 
(5) 2 ty y y y y e+ - + + =&&& && &  

5הוא  תפה הפולינום האופייני של המד"ר ההומוגני 3 2( ) 2 1p l = l + l - l + l   . יש לו מקדם שלילי ולכן אין יציבות.+

(11) (10) 3| cos | 3 arctan 1y t y t y t- + =  

|נקבל  belA. מנוסחת תלמד"ר ההומוגני נבדוק את היציבות של פתרונות  cos |W t W=& ,0
|cos |

( ) (0)
t

t dt
W t W eò= לכ. לכן 

)לא חסומה. לכן  שלו חתוף. זאת אומרת שלפחות עמודה אס-לא אפסי תמיד שואף לאיןרונסקיאן ו ) 0hy t לא יציב. מכאן כל  =

  . תאינם יציבים ואין פתרונות יציבים גם למד"ר המקורי תפתרונות של המד"ר ההומוגני
2 0y y y+ p + =&& &  

  .סימפטוטיתהם חיוביים. לכן הוא יציב וכל הפתרונות של המד"ר יציבים א 2הפולינום האופייני מסדר  כל המקדמים של

| | ,  (0) 0y y y y= - =&  

 כווים פזיים במרחב המצב) הואציור  הדיוקן הפזי (
0

® · 0yלכן יש פה יציבות אסימפטוטית של נקודת האיזון   .¬ =.  

sin ,  (0) 0y y y= =&  

 הדיוקן הפזי הוא
0

¬ · 0yפה יציבות של נקודת האיזון  .  לכן אין® =.  

2cos ,  (0)y y y p= =&  

 הדיוקן הפזי הוא
/2p

® · 2yלכן יש פה יציבות אסימפטוטית של נקודת האיזון  .¬ p=.  

(5) 1y =  

)5הוא הפולינום האופייני של המד"ר ההומוגני  )p l = l יש  ת. לכן בין הפתרונות המד"ר ההומוגני5ריבוי  0. יש לשורש

4הפתרון 
hy ct=  לכלc הפתרון  כןסוף. ל-ועדין בורחים לאין 0-קטן. לכן יש פתרונות שמתחילים קרוב ככול שתרצו ל

0hy   .תולא למד"ר המקורי תם לא למד"ר ההומוגניאין פתרונות יציביו ,איננו יציב =
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 -------------------  

)נניח נתונה המשוואה ב.  )y f y=&, ny Î¡ עם ,f גזירה ברציפה. גם נניח ש-x  ,היא נקודת איזון( ) 0f x - , ו=

( )f
yA ¶

¶= xלכל הערכים העצמיים של  . אםA  חלקם הממשיים שליליים, אז הנקודה הקריטיתx ) פתרון קבוע( )y t = x( א יה

  .בכלל לא יציבה xממשי חיובי, הנקודה הקריטית  חלק םעישנו ערך עצמי  יציבה אסימפטוטית. אם

2
1 1 2

2 1 2 1 2

sin( )                            
sin(2 ) cos( ) 1

y y y
y y y y y

ì = +ï
í

= - + + -ïî

&
&

  

נחשב 
2 2
1 2 1 1 2

1 2 2 1 2 1 2 1 1 2

2cos( ) cos( )( )
2cos(2 ) sin( ) cos(2 ) sin( )

f
y

y y y y y
y

y y y y y y y y y y
¶
¶

æ ö+ +
= ç ÷

- + - - + -è ø
 ,

0 1
(0)

2 1
f
yA ¶

¶

æ ö
= = ç ÷- -è ø

.  

)2הוא  Aהפולינום האופייני של   ) 2p l = l + l  2מסדר  ממשי מפטוטית כי פולינום. לכן יש פה יציבות אסי+

2
1 2( )p a al = l + l 1 יציב עם ורק עם + 2, 0a a >.  

 ------------------------------  

1 1 2

2 1 2

sin(2 )
sin(3 )

y y y
y y y

= +ì
í = -î

&
&

  

1נחשב  2 1 2

1 2 1 2

2cos(2 ) cos(2 )
( )

3cos(3 ) cos(3 )
f
y

y y y y
y

y y y y
¶
¶

+ +æ ö
= ç ÷- - -è ø

 ,
2 1

(0)
3 1

f
yA ¶

¶

æ ö
= = ç ÷-è ø

.  

)2הוא  Aהפולינום האופייני של   ) 5p l = l - l   .לפולינום . לכן אין פה יציבות בכלל כי יש מקדם שלילי-
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   .5שאלה 

0מהם המקדמים   .א 1 2 3 4, , , ,c c c c c Î¡  2של פיתוח טיילור 3 4 4
0 1 2 3 4 ( )y c c t c t c t c t o t= + + + +  t=0בסביבת  +

cos לפתרון בעיית קושי sin ,     (0) 1, (0) 0y ty t y t y y- + = = =&& & &. 

 Sturm-Liouvilleפונקציות העצמיות של בעיית כים העצמיים (אפשר בצורה גרפית) ואת האת הערמצאו   .ב

î
í
ì

=p¢+p=
=l++¢¢

0)2/()2/(  ,0)0(
0

uuu
uuu

.  

  Sturm-Liouvilleהפונקציות העצמיות של בעיית לטור פוריה לפי  f(x) = 1יש לפתח את הפונקציה   .ג

î
í
ì

=p¢=
=l++¢¢

0)2/(,0)0(
044

uu
uuu

.  

  

  

 א. 

0מתנאי ההתחלה מקבלם  11, 0c c=    חזקותהנציב את כל טורי . =

2 2 3 2 4 2 3 31 1 1
2 3 4 1 2 3 0 1 2 32 24 62 6 12 ... ( 2 3 ...)(1 ...) ... ...c c t c t c t c t c t t t c c t c t c t t t+ + + - + + + - + + + + + + + = - +  

: tלפי חזקות  םנשווה מקדמי

0 1 1
2 0 2 02 2

1 1
3 1 1 3 6

2 1 1
4 2 2 4 24 8

2 0        
6 1               
12 2 0

t c c c c
t c c c c
t c c c c c

+ = Þ = - = -
- + = Þ = -
+ + = Þ = - =

.  

2מכאן   3 4 41 1 1
2 6 81 ( )y t t t o t= - - + + 

 -----------------------------  

ב. 
î
í
ì

=p¢+p=
=l++¢¢

0)2/()2/(  ,0)0(
0

uuu
uuu

  

1lלפי הסימן של  נלך ממשיים.מספרים  הם iouvilleL-turmSשל בעיית  lעצמיים ערכים  +.  

1. 1 0l + 1. נסמן  < 0m = l + 1. אז הפתרון הכללי של המשוואה הוא < 2cos( ) sin( )u c x c x= m + m מתנאי השפה .

2 השמאלי נקבל  2 1sin( ),  0,  0u c x c c= m ¹ 2, ומהימין נקבל = 2sin( ) cos( ) 0p pm + m m )2tan. מכאן = )pm = - m .  

  

1מן הגרף נמצא  2 3 ...m < m < m < ,

2 1,  sin( )k k k ku xl = m - = m.  
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0mהערך ששימו לב  1המקרה שלנו הוא נמצא בחיתוך הגרפים, אבל לא מגדיר ערך עצמי כי  = 0m = l + >.   

2. 1 0l + 1אז הפתרון הכללי של המשוואה הוא  . = 2u c x c= 0c 2מתנאי השפה השמאלי נקבל  .+ =,1u c t= ומהימין ,

1נקבל  2(1 ) 0c p+ =,1 0c   אין פה פונקציות עצמיות. .=

3 .1 0l + |. נסמן > 1| 0m = l + 1. אז הפתרון הכללי של המשוואה הוא < 2
x xu c e c em -m=  מתנאי השפה מקבלים . +

2 2

1 2

1 2

 0

(1 ) (1 ) 0

c c

e c e c
p pm -m

+ =ìï
í

+ m + - m =ïî
  הדטרמיננטה של המערכת היא .

2 2

2 2

1 1
(1 ) (1 ) 0

(1 ) (1 )
e e

e e

p p

p p
-m m

m -m
= - m - + m <

+ m - m
.  

1לכן  2, 0c c   ואין פה פונקציות עצמיות. =

2תשובה:  1,  sin( )k k k ku xl = m - = m 1, כאשר 2 30 ...< m < m < m   מוגדרים מן הגרף. >

 ------------------------------  

ליאוביל -ות העצמיות של בעיית שטורםהפונקצילפי  ourierFלטור  1x(f = (יש לפתח את הפונקציה  ג.

î
í
ì

=p¢=
=l++¢¢

0)2/(,0)0(
044

uu
uuu

.   

1lנלך לפי הסימן של  שוב ממשיים.מספרים  ליאווויל הם-של בעיית שטורם lערכים עצמיים  +.  

1. 1 0l + 2. נסמן  < 1 0m = l + 1. אז הפתרון הכללי של המשוואה הוא < 2cos( ) sin( )u c x c x= m + m מתנאי השפה .

2השמאלי שוב נקבל  2 1sin( ),  0,  0u c x c c= m ¹ )2cos, ומהימין נקבל = ) 0p m 2. מכאן = 1n nm = + ,0,1,2,...n = , 

0,1,2,...n =,sin((2 1) )nu n x= +, 21
2( ) 1n nl = + -  

2. 1 0l + 1אז הפתרון הכללי של המשוואה הוא  . = 2u c x c= 0c 1י נקבל הימיןמתנאי השפה  .+ =,2u c=השמאלי, ומ 

0c 2נקבל   . אין פה פונקציות עצמיות.=

3 .1 0l + 2. נסמן > | 1| 0m = l + 1. אז הפתרון הכללי של המשוואה הוא < 2
x xu c e c em -m=  . מתנאי השפה מקבלים +

2 2

1 2

1 2

 0

0

c c

e c e c
p pm -m

+ =ìï
í
m - m =ïî

2 הדטרמיננטה של המערכת . 2

2 2

1 1
0e e

e e

p p

p p
-m m

m -m
= - - <

-
1לכן  , 2, 0c c  ואין פה פונקציות =

  עצמיות.

sin((2 הפונקציות העצמיותלטור פוריה לפי  1x(f = (נפתח את הפונקציה  1) )nu n x= + ,0,1,2,...n =.   
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לפי הנוסחה 

/2

0
/2

2

0

( )sin((2 1) )

0 sin ((2 1) )
( ) sin((2 1) ),  =

f x n x dx

n n
n n x dx

f x a n x a

p

p

+¥

= +

ò
= +

ò
å ,ולכן  

/2 /2
2 1

2 4
0 0

sin ((2 1) ) [1 cos((4 2) )]  n x dx n x dx
p p

p+ = - + =ò ò ,
/2

4

0

 = ( )sin((2 1) )na f x n x dx
p

p +ò.  

מחשבים 
/2

/24 4 4 4
0(2 1) (2 1) 2 (2 1)

0

 = 1 sin((2 1) ) cos((2 1) ) [cos( ) 1]n n n na n x dx n x n
p

p p
p p + p + p +× + = - + = - p + - =ò.  

4והתשובה 
(2 1)

0
1 sin((2 1) )n

n
n x

¥

p +
=

= +å 0)2. השוויון מתקיים בכל, )x pÎ (התכנסות נקודתית).  

  

  דוגמא (לא קשורה למטלה):
  :יש ערך עצמי שלילי או אפסי Sturm-Liouvilleת ובעילש יכול לקרותזה  
  

 iouvilleL-turmSת ובעיל
0

(0) 0,   
(1) 0

u u
u
u

¢¢ + l =ì
ï ¢ =í
ï ¢ =î

,
1
2

0
(0) (0) 0,   
(1) (0) 0

u u
u u
u u

¢¢ + l =ì
ï ¢ - =í
ï ¢ - =î

0lערך עצמי יש   1uפונקציה עצמית ו = =.  

  

 iouvilleL-turmSת יבעיל
sinh1
cosh1

0
(0) 0,  
(1) (1) 0

u u
u
u u

¢¢ + l =ì
ï ¢ =í
ï ¢ - =î

1lערך עצמי יש   = coshuפונקציה עצמית ו - x=.  

  
 


