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Hales-Jewett èôùîå Ramsey èôùî ,íéôåøöä úøåú ìù íééæëøî íéèôùî éðù íéòéôåî åæ äîéùøá :úéöîú

ïáö æòÉá ìù åúîéùøì äæá äðô»î áéçøäì ïéðËòîä àøå÷ä .úåãùä ú÷éèîúøàì íâ øú�éä ïéá ,íäéùåî´ù´î äîë íò ãçé

. 2.3 äîì úçëåäå çåñ�ð ìòå äîéùøä ìù úéúYJÄa äàéø÷ ìò ïåæø ï�äàì äãåî øáçîä .[Tsa11]



Ramsey èôùî .1 YESMAR
4 ,tupni

úà óåñáìå úåãùä ú÷éèîúøàì åìù ùåî´ù ,úåéôåñðéà úåöåá÷ øåáò é�æ°îU ìù íñøËôîä èôùîä úà àéáð äæ óéòñá

.úåéôåñ úåöåá÷ì éæîø èôùî

âåäðä øçà ïåîéñ) íéøáµà n úåìòá X ìù úåöåá÷ä úú óñ¹à úà X [n] á ïîñð n éòáè øôñîå X äöåá÷ øåáò

.A[n] ⊆ X [n] éæà ,X ìù äöåá÷ úú äð¤ä A íà .(
(
A
n

)
àåä ì"ðä óñ¹àì

f : X [n] → Q å éòáè øôñî n ,úéôåñðéà äöåá÷ X ,ä÷éø àì úéôåñ äöåá÷ Q åéäé :(éôåñðéàä é�æ°îU èôùî) 1.1 èôùî aMAR
81 ,tupni

.A[n] ìò äòåá÷ f ù êë A úéôåñðéà äöåá÷ úú X ì úî�é÷ éæà .äéö÷ðåô

"úòáåö"ä äéö÷ðåôë øîåìë ,"äòéáö" úéö÷ðåô ìàë f ìàå "íéòáö" ìù äöåá÷ ìàë Q ì íéñç�éúî ììë êøãá :äøòä

úåöåá÷ä úú ìëìù èôùîä ìù äð÷ñîä úøîåà åìà íéçðåîá .Q êåúî "òáö"á íéøáà n úìòá X ìù äöåá÷ úú ìë

."ï�åÌ�â"ä åúåà ùé íéøáà n úåìòá A ìù

àéä f å X [1] = X ù äøãâääî òáåð n = 1 øåáò :(äéãôé÷éåá äòéôåîä äçëåä ìù ãåáÄò) n ìò äàøùäá äçëåä

ù êë q ∈ Q í�é÷ ,X =
⋃

q∈Q f−1(q) å úéôåñðéà X ,úéôåñ Q å ìéàåä .Q äöåá÷ì X î äéö÷ðåô àåôà

.A ìò äòåá÷ f ,èøôá .úéôåñðéà A = f−1(q)

.íé÷ìç éðùì äçëåää úéøàù úà ÷ìçð

äøãÄñ äàøùäá äðáð äæ êø�öì .n øåáò Ûçéëåð .n− 1 øåáò ïåëð èôùîäùå n ≥ 2 ù äúò çéðð .äàøùä :à ÷ìç

úãøåé

X = X0 ⊃ X1 ⊃ X2 ⊃ · · ·

úà j ≥ 1 ìëì íéî�é÷îä X ìù íéøáµà ìù a0, a1, a2, . . . íéøáà ìù äøãÄñå X ìù úéôåñðéà úåöåá÷ úú ìù

:úåàáä úåðòèä

.aj ∈ Xj rXj+1 (1à)

ìë ïëìå aj /∈ B ∪ B′ ù áì íéù) f({aj} ∪ B) = f({aj} ∪ B′) í�é÷úî B, B′ ∈ X
[n−1]
j+1 ìëì (2à)

.(íéøáà n úá àéä {aj} ∪B′ å {aj} ∪B úåöåá÷ä ïî úçà

íéî�é÷îä X = X0 ⊃ X1 ⊃ · · · ⊃ Xm úåöåá÷å a0, a1, . . . , am−1 ∈ X íéøáà øáë åðàöîù çéðð ,ïëàå

äéö÷ðåô øéãâðå Y = Xmr{am} äöåá÷á ïðåáúð ,am ∈ Xm øçáð .j = 0, . . . , m− 1 øåáò (à) éàðúä úà

éãé ìò g: Y [n−1] → Q

.g(B) = f({am} ∪B)
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ìò äàøùää úçðä .áèéä øãâ»î g(B) ù êë ,{am} ∪ B ∈ X [n] ïëìå B ∈ Y [n−1] ìëì am /∈ B ,áåù

,úåøçà íéì´îá .X [n−1]
m+1 ìò äòåá÷ g ù êë Y ìù Xm+1 úéôåñðéà äöåá÷ úú úðúåð (Y, n− 1, g)

f({am} ∪B) = f({am} ∪B′)

.äîìù«ä äàøùääå j = m øåáò (à) äùéøãä úàìîúî úàæá .B,B′ ∈ X
[n−1]
m+1 ìëì

ai1 , ai2 , . . . , ain
éæà ,íéîìù íéøôñî íä 0 ≤ i1 < i2 < · · · < in íàù òáåð (à) î .äçëåää íåéÄñ :á ÷ìç

Q å ìéàåä .ai1 á ÷ø éåìú f({ai1 , ai2 , . . . , ain
}) ,ïëì .{ai2 , . . . , ain

} ∈ X
[n−1]
i1+1 å X ìù íéðåù íéøáµà íä

f({ai1 , ai2 , . . . , ain}) = q ù êë q ∈ Q í�é÷å íé�éìéìù àì íéîìù íéøôñî ìù I úéôåñðéà äöåá÷ úî�é÷ ,úéôåñ

.i1 < i2 < · · · < in å i1, i2, · · · , in ∈ I ù äø÷î ìëá

.ù÷Ëáîë ,B ∈ A[n] ìëì f(B) = q úî�é÷î àéäå úéôåñðéà àåôà äð¤ä A = {ai | i ∈ I} äöåá÷ä

.[BSF12] íÅô åðøàå ø÷åøåñ-éøá øåàéì ìù íøîàîá òéôåî éæîø èôùî ìù úéôåñðéàä äñøâä ìù àáä ùåî´ùä

1 ≤ i < j ìëì Li ∩Lj = K ù êë K äãù ìù úåéôåñ úåãéøô úåáçøä ìù L0, L1, L2, . . . äøãÄñ ìëì :1.2 äîì bMAR
801 ,tupni

.M0 = L0 ù êë K ìòî úéøàðéì úãøô»î M0,M1M2, . . . äøãñ úú úî�é÷

L1, L2, L3, . . . ìù úéôåñ äøãñ úú àéä M1, . . . , Mn ù äàøùäá çéðð äúò .M0 = L0 ìë íãå÷ øéãâð :äçëåä

äìéìùá çéðð .M0M1 · · ·Mn/K ìù äàåìâ øÛâñ M̂ éäé .K ìòî úéøàðéì íéãøô»î M0,M1, . . . , Mn ù êë

úà íéôé÷îä úåãù úú ìù éôåñ øôñî ÷ø M̂ ì ùéå ìéàåä .i ≥ n + 1 ìëì K úà ùîî óé÷·î M̂ ∩ Li ù

úà ùîî óé÷î Li ∩ Lj ,æà íìåà .M̂ ∩ Li = M̂ ∩ Lj ù êë j > i ≥ n + 1 íéðåéä êá¹ù ïåø÷ò ïúåð ,K

ù ìá÷ðå Mn+1 = Li àåôà ïîñð .M̂ ∩ Li = K ù êë i ≥ n + 1 í�é÷ù òáåð äîìä úçðäì åæ äøéúñî .K

.äàøùää äîìù«ä äæá .K ìàî úéøàðéì íéãøô»î M0,M1, . . . , Mn+1

N á K ìù úåãéøô úåáçøä óåñðéà úåî�é÷å m éòáè øôñî í�é÷ù çéðð .K äãù ìù äàåìâ úáçøä N éäú :1.3 ïåèôùî FSB
431 ,tupni

ìù L1, L2, L3, . . . úéôåñðéà äøãñ úî�é÷å d éòáè øôñî í�é÷ ,K ′ úéôåñ äàåìâ úáçøä K ì úî�é÷ éæà .m äìòîî

.úéøàðéì úãøô»î àéäù d äìòîî N á K ′ ìù äàåìâ úåáçøä

éäéå M ∈ M éäé .m äìòîî N êåúá K ìù úåáçøä ìù M úéôåñðéà äöåá÷ úî�é÷ äçðää éôì :äçëåä

M̂/K äáçøäìå ìéàåä .[M̂ : K] ≤ m! å (äàåìâ N/K éë) M̂ ⊆ N éæà .M/K ìù äàåìâ øÛâñ M̂

ìù L úéôåñðéà äöåá÷ úú úî�é÷å (m! ìò äìåò åðéàù) d éòáè øôñî í�é÷ ,úåáçøä úú ìù éôåñ øôñî ÷ø ùé
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ïè÷ä éòáèä øôñîä åðä d ù çéðð úåéììëä úìáâä éìá .L ∈ L ìëì [L : K] = d ù êë {M̂ | M ∈ M}
.åæ äðåëú ìòá øúåéá

{L,L′} ∈ L[2] ìëìå ìéàåä Li = {{L,L′} ∈ L[2] | [L ∩ L′ : K] = i} ïîñð 1 ≤ i ≤ d − 1 ìëì

úú úî�é÷å 1 ≤ i ≤ d − 1 í�é÷ ,1.1 èôùî éôì .L[2] =
⋃· d−1

i=1 Li í�é÷úî ,L á ùîî ìëåî L ∩ L′ êåú¤çä

{L∩L′ | {L,L′} ∈ (L′)[2]} äöåá÷äù òáåð d ìù úåéøòæîäî .L′[2] ⊆ Li ù êë L ìù L′ úéôåñðéà äöåá÷

ù êë L′ ìù L′′ úéôåñðéà äöåá÷ úú úî�é÷å K ′ úéôåñ äàåìâ úáçøä K ì ùé ,íéðåéä êá¹ù ïåø÷ò éôì ,ïëì .úéôåñ

úãøô»î àéäù L′′ ìù L′′′ úéôåñðéà äöåá÷ úú äúò úðúåð ,1.2 äîì .{L,L′} ∈ L′′[2] ìëì L ∩ L′ = K ′

.ùøãðë ,K ′ ìòî úéøàðéì

:é�æîø èôùî ìù úéôåñä äñøâä éøä

ìëìù êë n éòáè øôñî í�é÷ Q ä÷éø àì úéôåñ äöåá÷å k, l íééòáè íéøôñî éðù ìëì :(éôåñä éæîø èôùî) 1.4 èôùî dMAR
971 ,tupni

.f(A[k]) = {q} ù êë íéøáà l úá A ⊆ X úî�é÷å q ∈ Q í�é÷ f : X [k] → Q ä÷úòä ìëìå ,íéøáà n úá X äöåá÷

n úá Xn äöåá÷ úî�é÷ éòáè n ìëìù äìéìùÄa çéðð .úéôåñ äöåá÷ Q å íééòáè íéøôñî k, l åéäé :äçëåä

í�é÷úî q ∈ Q ìëìå íéøáà l úá Xn ìù A äöåá÷ úú ìëìù êë fn: X
[k]
n → Q ä÷úòä úî�é÷å íéøáà

X éæà .f =
∏

n∈N fn/D å X =
∏

n∈NXn/D ïîñðå N ìù D éùàø àì ìò ïðñî øçáð .f(A[k]) 6= {q}
úéôåñðéà äöåá÷ úú X ì úî�é÷å q ∈ Q í�é÷ ,1.1 èôùî éôì .Q ì X [k] î ä÷úòä äðä f å úéôåñðéà äöåá÷ àéä

.f(Y [k]) = {q} ù êë Y

q ∈ Q í�é÷å íéøáà l úåçôì úá B äöåá÷ úú Xn ì úî�é÷ ,n éòáè øôñî í�é÷ ìòä úåìôëî ìù éãåñéä èôùîä éôì

.f(A[k]) = {q} íâ ,ïëì .A[k] ⊆ B[k] éæà .íéøáà l úá A äöåá÷ úú B ì øçáð .fn(B[k]) = {q} ù êë

.èôùîä úçëåä úà úî�éñî úîãå÷ä ä÷ñôá äçðäì åæ äøéúñ
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Hales-Jewett èôùî .2 SELAH
5 ,tupni

van der ìù èôùî ìù äììëä øåúá [HaJ63] á Jewett å Hales éãé ìò çëåä äæ óéòñá òéôåîä éø÷Äòä èôùîä

.úéøå÷îä äçëåää ìù ãåáÄò äð¤ä ïàë úàÅáåîä äçëåää .íéðåù íéðåå�ëá æàî áçø«äå Waerden

íâ ñç�éúð åðà .X ì äåù ïãåç´àù X ìù úåøæ úåöåá÷ úú ìù {Xq | q ∈ Q} óñ¹à äðä X äöåá÷ ìù äJ«ì¢ç

äîéàúî êëì íàúäá .∗úå÷éø úåéäì úåìåëé Xq úåöåá÷äî ÷ìçù øéòð .X ìù ä÷«ì¢çÇk X =
⋃· q∈Q Xq äâöäì

ìù ä÷«ìç äøéãâî ì"ðë f ä÷úòä ìë ,êôäì .q ∈ Q ìëì f−1(q) = Xq ù êë f : X → Q ä÷úòä ì"ðä ä÷«ìçì

.X

.ä÷éø äðéà Q íâ ,ä÷«ìç àéä X =
⋃· q∈Q Xq å ä÷éø äðéà X äöåá÷ä íàù øéòð

.X äöåá÷ ìù úåöåá÷ä úú óñ¹à úà P(X) á ïîñð

X =
⋃· q∈Q Xq ä÷«ìç ìëì íà X á Q-øéãÈñ S ù øîàð .úéôåñ äöåá÷ Q å úåöåá÷ ìù óñ¹à S ,äöåá÷ X éäú

ä÷úÀòä ìëì íà ÷øå íà X á Q-øéãñ S ,ïéôåì¤çì .S ì úë�éùä S äöåá÷ úú Xq ì úî�é÷å q ∈ Q í�é÷

.S ⊆ f−1(q) ù êë S ∈ S úî�é÷å q ∈ Q í�é÷ f : X → Q

.X å Q ìëì X á Q-øéãñ S éæà ,S ì úë�éù ä÷éøä äöåá÷ä íàù øéòð

éæà ,X äöåá÷á Q-øéãñ S úåöåá÷ ìù óñ¹à íà :2.1 äîì GHC
74 ,tupni

.Q åîë íéøáàä øôñî åúåà úìÂòá Q′ äöåá÷ ìëì X á Q′ -øéãñ S (à)

.Q ìù Q′ äöåá÷ úú ìëì X á Q′ -øéãñ S (á)

.X úà äôé÷·îä X ′ äöåá÷ ìëì X ′ á Q-øéãñ S (â)

íâ éæà .ä÷«ìç X =
⋃· q∈Q′ Xq éäú .∅ /∈ S ù çéðð úåéììëä úìáâä éìá :á úçëåä

äðåøçàä ä÷«ìçä ìù úåöåá÷äî úçà äôé÷î ,äçðää éôì .ä÷«ìç äð¤ä X =
⋃· q∈Q′ Xq ·∪ ⋃· q∈QrQ′ ∅

.ùøã�ðë ,S ⊆ Xq ù êë q ∈ Q′ í�é÷ ,ïëì .S 6= ∅ ,äçðää éôì .S ì úë�éùä S äöåá÷

S ∈ S í�é÷ äçðää éôì .ä÷«ìç äð¤ä X =
⋃· q∈Q(X ∩X ′

q) íâ éæà ,ä÷«ìç äð¤ä X ′ =
⋃· q∈Q X ′

q íà :â úçëåä

.ùøã�ðë ,S ⊆ X ′
q ,ïëì .S ⊆ X ∩X ′

q ù êë

.X á øéãñ S ù íéøîåà Q úéôåñ äöåá÷ ìëì X á Q-øéãñ S íà

úøåúá øôñä àåä ììëä ïî àöåé .úåøæ äðééäú ä÷«ìçá úåôúúùîä úåöåá÷äù íéùøåã íéøôñä á�áù øéòð *
.úå÷éø úåöåá÷ íâ ä÷«ìçá óµúùì ç�ð åðìù äø÷îá .ñÛîì§ä ìù äã´îä
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íéðîñî úåöåá÷ ìù T å S íéôñ³à éðù øåáò

S ⊗ T = {S × T | S ∈ S and T ∈ T }

.Y á QX -øéãñ óñ¹à T éäé .X á Q-øéãñ óñ¹à S éäé .àéäùìë äöåá÷ Y å úåéôåñ úåöåá÷ Q å X äðééäú :2.2 äîì aLAH
68 ,tupni

.X × Y á Q-øéãñ S ⊗ T óñ¹àä éæà

.ä÷éøä äöåá÷ä úà úåìéëî T àìå S àìù çéðð úåéììëä úìáâä éìá :äçëåä

ìëì fy(x) = f(x, y) äçñ�ðä éãé ìò fy: X → Q ä÷úòä øéãâð y ∈ Y ìëì .ä÷úòä f : X × Y → Q éäú

ä÷úòä úî�é÷ ,Y á QX -øéãñ T å ìéàåä .g(y) = fy éãé ìò úøãâ»îä g: Y → QX ä÷úòäá ïðåáúð .x ∈ X

,ïëì .T ⊆ g−1(ϕ) ù êë T ∈ T úî�é÷å ϕ: X → Q

,fy = fy′ í�é÷úî y, y′ ∈ T ìëì (à)

,úåøçà íéì´îá

.f(x, y) = f(x, y′) í�é÷úî x ∈ X å y, y′ ∈ T ìëì (á)

íéî�é÷ ,X á Q-øéãñ S å ìéàåä .fy: X → Q ä÷úòäá ïðåáúðå y ∈ T àåôµà øçáð .ä÷éø äðéà T ,ïë ìò øú�é

ìë øåáò àåôà ìá÷ð (á) î .x ∈ S ìëì f(x, y) = q ,úåøçà íéì´îá .S ⊆ f−1
y (q) ù êë S ∈ S å q ∈ Q

.X × Y á Q-øéãñ S ⊗ T ,ïëì .S × T ⊆ f−1(q) øîåìë ,f(x, y′) = q ù x ∈ S ìëå y′ ∈ T

äðä íééòáèä íéøôñîä úöåá÷ ,äîâHì .úéôåø�ö (ìôë ììë êøãá) äìËòô íò ãçé ä÷éø àì äöåá÷ äðä ä@�â²àù øéëæð

.úéøåá¤ç äã�âà

.AB = {ab | a ∈ A, b ∈ B} í¹ùø�ð ,Σ ìù úåöåá÷ úú ïä A,B å äã�âà äð¤ä Σ íà

åðä Σ ìù øáà ìë .A éãé ìò úøöåðä úéùô¨çä äã�âàä úà Σ á ïîñð .úåéúåà ìù ä÷éø àì úéôåñ äöåá÷ A éäú

äøãÄñä íò àåôà äúåà ä¦äæð .éëøò ãç ïô¹àá úåòá÷ð a1, a2, . . . , am äéúåéúåàù ,a1a2 · · · am äîâHì ,A á äì´î

:øæ ãåç´àë Σ úà âéöäì ïú�ð êëì íàúäá .a äì´îä ìù êø¹àä àø÷ð m øôñîä .a = (a1, a2, · · · , am)

Σ =
∞⋃
·

n=1

An

.a1 · · · amb1 · · · bn äì´îÇk úøãâ»î úåéúåàä ìù ab äìôëîä éæà úôñåð äì´î äðä b = b1b2 · · · bn íà
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Σx á w äì´î ìë .A ·∪ {x} éãé ìò úøöåðä úéùô¨çä äã�âàä úà Σx á ïîñð .A ì úë�éù äðéàù úåà x äúò éäú

úôìçä éãé ìò w î úìá÷úîä äì´îä äðä A ìù a øáµàá w ìù w(a) êøÅòä .w: A → Σ ä÷úÀòäë íâ úåàøì ïú�ð

å Σ = {1, 2, 3, 4, 5} íà ,äîâHì .a á w á x ìù íéòôåîä ìë

w = 103x545xx43

éæà
w(1) = 10315451143

w(2) = 10325452243

w(3) = 10335453343

àéäù åà äòåá÷ äðä ïéîé óâàá äòéôåîä 3× 11 øãÅñî äöéøèîä ìù úåãåîÂòäî úçà ìëù êëì áì íéùð

1

2

3

.w äì´îá x ìù íéòôåîì úçúî ÷åéãá úìá÷úî åæë äãåîò

w(a) ∈ An éæà ,w ∈ An
x íà .Σx =

⋃· ∞n=1 An
x ù ìá÷ðå An

x = (A ·∪{x})n íâ ïîñð Σx ïåîéñä úåá÷Äòá

.a ∈ A ìëì

êë p éòáè øôñî í�é÷ K úéôåñ äöåá÷ ìëìù çéðð .A ì ê�éù åðéàù øáà x éäéå ä÷éø àì úéôåñ äöåá÷ A éäú :2.3 äîì cLAH
002 ,tupni

r éòáè øôñî í�é÷ Q úéôåñ äöåá÷ ìëìå n éòáè øôñî ìëì ,éæà .Ap á K -øéãñ {w(A) | w ∈ Ap
x
r Ap} óñ¹àäù

.Anr á Q-øéãñ W = {w1(A) · · ·wn(A) | w1, . . . , wn ∈ Ar
x
r Ar} óñàäù êë

óñ¹àäù êë m éòáè øôñî í�é÷ Q úéôåñ äöåá÷ ïúðäá ,ïëàå .äîìä úçðäî òáåð n = 1 äø÷îä :äçëåä

.Am á Q-øéãñ S = {w(A) | w ∈ Am
x
rAm}

óñ¹àäù êë s éòáè øôñî í�é÷ù äàøùäá çéððå n ≥ 2 ù àåôà çéðð

T = {w1(A) · · ·wn−1(A) | w1, . . . , wn−1 ∈ As
x
rAs}

.A(n−1)s á QAm

-øéãñ

.Am ×A(n−1)s á Q-øéãñ S ⊗ T óñ¹àä ,2.2 äîì éôì
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:àáä ïô¹àá µ: Am ×A(n−1)s → Anr ä÷úòä øéãâðå a ∈ A øçáð .r = max(m, s) éäé

µ(a1, . . . , am, b11, . . . , b1s, . . . , bn−1,1, . . . , bn−1,s)

= (a1, . . . , am,

r−m times︷ ︸︸ ︷
a, . . . , a , b11, . . . , b1s,

r−s times︷ ︸︸ ︷
a, . . . , a , . . . , bn−1,1, . . . , bn−1,s,

r−s times︷ ︸︸ ︷
a, . . . , a )

éôì .ä÷«ìç àéä Am × A(n−1)s =
⋃· q∈Q µ−1(Anr,q) íâ éæà .Anr =

⋃· q∈Q Anr,q ä÷«ìçÇa ïðåáúð äúò

.µ(S × T ) ⊆ Anr,q ïëìå S × T ⊆ µ−1(Anr,q) ù êë T ∈ T å S ∈ S ,q ∈ Q íéî�é÷ ,úîãå÷ä ä÷ñÄôä

:äàáä äðòèä úà í�é÷î äîìá øãâ»îä W óñ¹àäù çéëåäì àåôà ÷éôñî äîìä úçëåä úà í�éñì éãë

úåî�é÷å S = w0(A) ù êë w0 ∈ Am
x
rAm äìî úî�é÷ ,ìéòìã íéðåîéñá ,ïëàå .µ(S × T ) ∈ W :äðòè

äéøçàìe w0 äì´îä úà w′0 á ïîñð .T = w1(A) · · ·wn−1(A) ù êë w1, . . . , wn−1 ∈ As
x
rAs íéì´î

éæà .a úåàä íéîòô r − s äéøçàìå wi äì´îä úà w′i á ïîñð 1 ≤ i ≤ n − 1 ìëì .a úåàä íéîòô r −m

.ïòèðë ,µ(S × T ) = w′0(A)w′1(A) · · ·w′n−1(A) ⊆ W å w′i ∈ Ar
x
rAr ,w′0 ∈ Ar

x
rAr

ù êë p éòáè øôñî í�é÷ A ì ê�éù åðéàù x øáàå Q å A úå÷éø àì úåéôåñ úåöåá÷ éúù ìëì :2.4 èôùî LJH
672 ,tupni

.Ap á Q-úøéãñ {w(A) | w ∈ Ap
x
r Ap} äöåá÷ä (à)

,úåøçà íéì´îá

.w(A) ⊆ Ap,q ù êë w ∈ Ap
x
r Ap í�é÷å q ∈ Q í�é÷ Ap =

⋃· q∈Q Ap,q ä÷«ìç ìëì ('à)

ïîñðå a0 ∈ A øçáð .A ì ê�éù åðéàù øáà x éäé�å úå÷éø àì úåéôåñ úåöåá÷ Q å A äðééäú :äçëåä

á íâå A á íâù àåôà çéðð .p = 1 øåáò í�é÷úî ('à) éàðúä ,ãçà øáà ÷ø úåìéëî Q åà A íà .A′ = Ar{a0}
.íéøáµà éðù úåçôì ùé Q

|Q| − 1 úìòá Q ìù úé÷ìç äöåá÷ úú ìë øåáòå A øåáò ïëå Q å A′ øåáò íéðåëð ('à) å (à) íéàðúä :äàøùä úçðä

ù êë r éòáè øôñî í�é÷ ,2.1 äîì éôì .íéøáà

.Ar á K-øéãñ {w(A) | w ∈ Ar
x
rAr} óñ¹àä ,Q ìù K äúåàð äöåá÷ úú ìëì (1)

øôñî K úéôåñ äöåá÷ ìëì úðúåð äàøùää úçðä .A′ éãé ìò úøöåðä Σ ìù úéùôçä äã�âàä úú úà Σ′ á ïîñð

,ïëì .Σ′ ìù (A′)r′′ úéôåñä äöåá÷ä úúá K-øéãñ {w(A′) | w ∈ (A′)r′′
x
r(A′)r′′} óñ¹àäù êë r′′ éòáè

S = {w(A′) | w ∈ (A′)r′ r(A′)r′} øåáòù êë r′ éòáè øôñî í�é÷ ,2.3 äîì éôì

á Q-øéãñ Sr+1 = {w0(A′)w1(A′) · · ·wr(A′) | w0, w1, . . . , wr ∈ (A′)r′
x
r(A′)r′} óñ¹àä (2)

.(A′)r′(r+1)
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ïëì .r′ åðä (2) á íé-wi äî ãçà ìë ìù êø¹àä

ìëì S ⊆ (A′)p ,èøôá .p = r′(r + 1) åðä (2) á íéòéôåîä w0w1 · · ·wr íéì´îäî úçà ìë ìù êø¹àä (3)

.S ∈ Sr+1

ä÷«ìç äøéãâî åæ ä÷«ìç .Ap =
⋃· q∈Q Ap,q ä÷«ì¢çÇa äúò ïðåáúð :Ap ìù ä÷«ìç

.(A′)p =
⋃
·

q∈Q

((A′)p ∩Ap,q)

ù êë w0, w1, . . . , wr ∈ (A′x)r′ r(A′)r′ å q0 ∈ Q íéî�é÷ ,(2) éôì

.w0(A′)w1(A′) · · ·wr(A′) ⊆ (A′)p ∩Ap,q0 (4)

.Q′ = Qr{q0} ïîñð

ä÷úòä íéìá÷î åðà êëá .w0(A)w1(A) · · ·wr(A) ⊆ Ap ù òáåð (3) î

ϕ: Ar → w0(a0)w1(A) · · ·wr(A)

éãé ìò úøãâ»îä

.ϕ(a1 · · · ar) = w0(a0)w1(a1) · · ·wr(ar)

ù êë íéãéçé a1, . . . , ar ∈ A íéî�é÷ a ∈ A ìëìå w(A) ⊆ Ar úî�é÷îä w ∈ ΣxrΣ äì´î ìëì

ïîñð .ϕ(w(a)) = w0(a0)w1(a1) · · ·wr(ar) ,äøãâää éôì .w(a) = a1 · · · ar

.W = {w(A) ⊆ Ar | w ∈ ΣxrΣ}, W ′ = {ϕ(w(A)) | w ∈ ΣxrΣ, w(A) ⊆ Ar}

íà ,ïëàå .w0(a0)w1(A) · · ·wr(A) á Q′-øéãñW ′ óñ¹àä :à äðòè

, w0(a0)w1(A) · · ·wr(A) =
⋃
·

q∈Q′
Wq

ù êë W ∈ W å q ∈ Q′ íéî�é÷ ,(1) éôì .ä÷«ìç àéä Ar =
∑

q∈Q′ ϕ
−1(Wq) íâ éæà ,ä÷«ìç àéä

.ùøã�ðë ,ϕ(W ) ⊆ Wq ,ïëì .W ⊆ ϕ−1(Wq)
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ù êë äòåá÷ àì äì´î w ∈ ΣxrΣ àåôà éäú .W ′ ⊆ {w′(A) ⊆ Ap | w′ ∈ ΣxrΣ} :á äðòè

ui = x å w = u1 · · ·ur ù êë u1, . . . , ur ∈ Ax àåôà íéî�é÷ .r åðä w ìù êø¹àä éæà .w(A) ⊆ Ar

ù çéëåð .w′ = (w0 ◦ u0)(w1 ◦ u1) · · · (wr ◦ ur) éäé�å u0 = a0 ïîñð .r ì 1 ïéá ãçà i øåáò úåçôì

.w′(A) = ϕ(w(A))

,ïëìå ui(a) = ui = ai éæà ,ui ∈ A íà .0 ≤ i ≤ r éäéå w(a) = a1 · · · ar éäé ,a ∈ A éäé ,ïëàå

.wi(ui(a)) = wi(ai) (5)

ù ïàëî .äæ äø÷îá íâ ïåëð (5) ïëìå ui(a) = a = ai éæà ,ui = x íà

w′(a) = w0(u0(a))w1(u1(a)) · · ·wr(ur(a)) = w0(a0)w1(a1) · · ·wr(ar) = ϕ(w(a))

.ùøãðë

:íéø÷î éðù ïéá äúò ìéãáð

êë W ∈ W ′ í�é÷å q ∈ Q′ íé÷ ,à äðòè éôì ,éæà .w0(a0)w1(A) · · ·wr(A) ⊆ ⋃
q∈Q′ Ap,q :à äø÷î

.('à) á ùøãðë ,w′(A) ⊆ Ap,q ù êë w′ ∈ ΣxrΣ í�é÷ ,á äðòè éôì .W ⊆ Ap,q ù

.b = w0(a0)w1(a1) · · ·wr(ar) ∈ Ap,q0 êë a1, . . . , ar ∈ A íéî�é÷ øîåìë ,í�é÷úî åðéà à äø÷î :á äø÷î

øéãâð 0 ≤ i ≤ r ìëì .w0, w1, . . . , wr ∈ (A′x)r′ r(A′)r′ ù äúò ø�ëæð

w′i =
{

wi(ai) ai ∈ A′ íà
wi ai = a0 íà

,ïë åîë .w′ ∈ (A′x)pr(A′)p í�é÷úî ,w0 ∈ (A′x)r′ r(A′)r′ å ìéàåä .w′ = w′0w
′
1 · · ·w′r ïîñðe

ïëìå 0 ≤ i ≤ r ìëì w′i(a0) = wi(ai)

.w′(a0) = w′0(a0)w′1(a0) · · ·w′r(a0) = w0(a0)w1(a1) · · ·wr(ar) ∈ Ap,q0 (6)

ãçà ìëá .w′i(a′) = wi(a′) éæà ,ai = a0 íà .w′i(a′) = wi(ai) éæà ,ai ∈ A′ íà .a′ ∈ A′ á ïðåáúð äúò

,(4) éôì ,ïëì .w′i(a′) ∈ wi(A′) íéø÷îä éðùî

.w′(a′) ∈ w0(A′)w1(A′) · · ·wr(A′) ⊆ Ap,q0 (7)

.('à) á ùøãðë ,w′(A) ⊆ Ap,q0 ù òáåð (7) å (6) î
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úà (Σx á äîàúäá) Σ á ïîñð .A ì ê�éù åðéàù øáà x å úéôåñ úåöåá÷ Q å A äðééäú :(Hales-Jewett) 2.5 èôùî dLAH
564 ,tupni

w ∈ ΣxrΣ å q ∈ Q íéî�é÷ Σ =
⋃· q∈Q Σq ä÷«ìç ìëì éæà .(A ·∪{x} äîàúäá) A éãé ìò úøöåðä úéùô¨çä äã�âàä

.w(A) ⊆ Σq ù êë

í�é÷å q ∈ Q í�é÷ ,éòáè p í�é÷ ,2.4 èôùî éôì .Ap =
⋃· q∈Q(Ap ∩ Σq) ä÷«ìçá ïðåáúð ,éòáè p ìëì :äçëåä

.ùøãðë ,w(A) ⊆ Σq å w ∈ ΣxrΣ ,ïëì .w(A) ⊆ Ap ∩ Σq ù êë w ∈ Ap
x
rAp

2.5 èôùî úà çÅñðì øùôà åìàä íéçðåîá .Q ìù äòéá�öÄk íâ ä÷«ìçä úàå íéòáö úöåá÷Äk íâ Q úà úåàøì øùôà

:àáä ïô¹àá íâ

íéòáö ìù éôåñ øôñîá A úéôåñ äöåá÷ éãé ìò úøöåðä úéùôçä äã�âàä ìù äòéáö ìëì :(Hales-Jewett) '2.5 èôùî

.(ãçà òáö úìòá øîåìë) úéðåâ-ãç {w(a) | a ∈ A} äöåá÷äù êë A éøáàá w äòåá÷ àì äì´î úî�é÷

úéðåáùç äøãÄñ úî�é÷ éòáè m ìëìå íéòáö ìù éôåñ øôñîá N ìù äòéáö ìëì :(van der Waerden) 2.6 èôùî fLAH
894 ,tupni

.m êø¹àî úéðÛâ-ãç

úéùôçä äã�âàá ïðåáúðå A = {1, . . . , m} ïîñð .N =
⋃· q∈Q Nq ä÷«ì¢çÇÈá ïðåáúðå úéôåñ äöåá÷ Q éäú :äçëåä

éæà .ϕ(a1a2 · · · ak) = a1 + a2 + · · · + ak éãé ìò ϕ: Σ → N ä÷úòä øéãâð .A éãé ìò úøöåðä Σ

w ∈ ΣxrΣ å q ∈ Q ïúåð 2.5 èôùî .A ì ê�éù åðéàù øáà x éäé .Σ ìù ä÷«ìç àéä Σ =
⋃· q∈Q ϕ−1(Nq)

.ϕ(w(A)) ⊆ Nq ïëìå w(A) ⊆ ϕ−1(Nq) ù êë

øôñî úà d á ïîñð .x åð¤ä íé-wi ä ãçà úåçôìå wi ∈ A ·∪ {x} øùàá w = w1w2 · · ·wk í¹ùø�ð

í�é÷úî j ∈ A ìëì éæà .A ì íéë�éùä íé-wi ä ìù íåëñä úà b á ïîñðå íé-wi ä ïéá òéôåî x ù íéîòôä

å w(j) = w1(j)w2(j) · · ·wk(j)

.ϕ(w(j)) =
k∑

i=1

wi(j) =
∑

wi 6=x

wi +
∑

wi=x

j = b + jd

.Nq ì äì�ë úë�éù b + d, b + 2d, . . . , b + md úéðåáùçä äøãñäù àåôà òáåð úîãå÷ä ä÷ñôäî

úú åðä W å øáµà åðä v0 øùàá ,v0 + W äøåöäî äöåá÷ úú åðä V éøåè÷å áçøî ìù éðéôà áçøî úúù ø�ëæð

.V ìù áçøî
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äòéáö ìëìå F éôåñ äãù ìòî éôåñðéà ãîî ìòá V éøåè÷å áçøî ìëì :(Graham-Leeb-Rothchild) 2.7 èôùî RLG
345 ,tupni

.åððåöøë ìåãâ ãîîî éðåâ-ãç éðéôà áçøî úú ùé íéòáö ìù éôåñ øôñî éãé ìò V ìù

äöåá÷ øçáðå éòáè øôñî n éäé äúò .V =
⋃· q∈Q Vq úéôåñ ä÷«ìçá ïðåáúð :äçëåä

{vij | i = 1, . . . , n; j = 1, 2, 3, . . .}

øáµà ìë .Fn éãé ìò úøöåðä úéùôçä äã�âàä úà Σ á ïîñð .F ìòî úéøàðéì íééåìú íðéàù V ìù íéøáà ìù

ä÷úòä øéãâð .j = 1, . . . , k øåáò aj = (a1j , . . . , anj) ∈ Fn øùàá a = a1a2 · · ·ak äì´î åðä a ∈ Σ

éãé ìò ϕ: Σ → V

.ϕ(a) =
n∑

i=1

k∑

j=1

aijvij

äì´îå q ∈ Q ïúåð 2.5 èôùî .Fn ì ê�éù åðéàù øáà x éäé .Σ =
⋃· q∈Q ϕ−1(Vq) ä÷«ìç äøéãâî åæ ä÷úòä

ïëìå w(Fn) ⊆ ϕ−1(Vq) ù êë w ∈ ΣxrΣ

.ϕ(w(Fn)) ⊆ Vq (8)

,w = w1w2 · · ·wk í¹ùøð .F ìù bi øáà àåä äìù é-i ä øá9äù n äá�â úìòá äãåîÂòë b ∈ Fn øáà äàøð

úìá÷úîä äöéøèîä àìà åðéà w(b) éæà .x åðä íé-wj äî ãçà úåçôìå wj = x åà wj = aj ∈ Fn øùàá

,ïëì .b äãåîòá wj = x äøåáòù úé-j äãåîÂò ìë úôìçä éãé ìò (aij)1≤i≤n, 1≤j≤k äöéøèîäî

.ϕ(w(b)) =
n∑

i=1

k∑
j=1

wj 6=x

aijvij +
n∑

i=1

k∑
j=1

wj=x

bivij (9)

ïîñð

v0 =
n∑

i=1

k∑
j=1

wj 6=x

aijvij

ïîñð 1 ≤ i ≤ n ìëìå

.vi =
k∑

j=1
wj=x

vij

,(9) éôì .úéøàðéì íééåìú íðéà v1, . . . , vn ù òáåð wj = x ù êë 1 ≤ j ≤ k í�é÷ù êëîå íé-vij ä úøéçáî

.ϕ(w(b)) = v0 +
n∑

i=1

bivi

.çéëåäì äéäù éôë ,Vq á åìËk ìëåî n åãîîù W = v0 +
∑n

i=1 Fvi éðéôàä áçøîä úúù àåôà òáåð (8) î
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Im-Larsen èôùî .3 NESRAL
4 ,tupni

éø÷Äò ñéñá íù úùîùîå Michael Larsen å Bo-Hae Im ìù [ImL12] íøîàîá äòéôåî äàáä äàöåúä

.úåãùä ú÷éèîúøàá èôùî ìù äçëåäì

úåî�é÷ In =
⋃· q∈Q In,q ä÷«ìç ìëìù êë n éòáè øôñî í�é÷ Q å I úåéôåñ úåöåá÷ éúù ìëì :(Im-Larsen) 3.1 äîì eLAH

21 ,tupni

:úåî�é÷îä g1, . . . , gn: I → I úå÷úÀòä

.úåäæä ú÷úòä àéäù åà äòåá÷ gj ä÷úòää 1 ≤ j ≤ n ìëì (à)

.úåäæä ú÷úòä äðä gj úå÷úòääî úçà úåçôì (á)

.{(g1(i), g2(i), . . . , gn(i)) | i ∈ I} ⊆ In,q ù êë q ∈ Q í�é÷ (â)

{w(I) | w ∈ In
x
r In} äöåá÷äù êë n éòáè øôñî í�é÷ ,2.4 èôùî éôì .I ì ê�éù åðéàù øáà x éäé :äçëåä

êë w ∈ In
x
r In äòåá÷ àì äì´î úî�é÷å q ∈ Q í�é÷ éæà .ä÷«ìç In =

⋃· q∈Q In,q àåôà éäú .In á Q-úøéãñ

.I ì I î ä÷úòä àéä gj ìë éæà .g1, . . . , gn ∈ I ∪ {x} øùàá ,w = g1g2 . . . gn í¹ùøð .w(I) ⊆ In,q ù

.(â) ì ìå÷ù w(I) ⊆ In,q éàðúä ,ïë åîë .(á) å (à) úåðòèä úåîé÷úî w á òéôåî x å ìéàåä

íSò¦ä H éäéå úåéòåáX úåáçøä ìù éôåñ øôñî ìòá 2 î äðåù ïåéô´à ìòá éôåñðéà äãù K éäé :(Im-Larsen) 3.2 äîì bRAL
34 ,tupni

äàåùîä éãé ìò øãâ»îä éèô�ìà-øôéää

Y 2 = (X − a1)(X − a2) · · · (X − a2g+2)

ì úî�é÷å C úéôåñ äöåá÷ úú K ì úî�é÷ éæà .K ìù äæî äæ íéðåù íéøáà íð¤ä a1, a2, . . . , a2g+2 å éòáè øôñî åðä g øùàá

.(λ(k), y) ∈ H(K) äãRðe λ ∈ Λ íéî�é÷ k ∈ K rC ìëìù êë 1 äìòîî íéîåðéìåô ìù Λ úéôåñ äöåá÷ úú K[X]

øôñîä n éäé .I = {1, 2, . . . , 2g + 2} ïîñð .úéôåñ äöåá÷ äðä Q = K×/(K×)2 ,øµîe÷ úøåú éôì :äçëåä

ø©çáì éãë K ìù úåéôåñðéàä úà ìöðð .N = {1, 2, . . . , n} ïîñðe Q å I ì ñçéá 3.1 äîì úà í�é÷îä éòáèä

äöåá÷ä úúá ïðåáúð .ñôà åðéà {b1, b2, . . . , bn} ìù ä÷éø àì äöåá÷ úú íåù ìù íåëñäù êë b1, b2, . . . , bn

úéôåñä

C = {b1ai1 + b2ai2 + · · ·+ bnain | i1, . . . , in ∈ I}

ïîñì q ∈ Q ìëì ìëåð ïëì .i1, . . . , in ∈ I ìëì k 6= b1ai1 + · · ·+ bnain éæà ,k ∈ K rC íà .K ìù

Ik,q = {(i1, i2, . . . , in) ∈ In | (k − b1ai1 − · · · − bnain)(K×)2 = q}
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:úåî�é÷îä gk,1, . . . , gk,n: I → I úå÷úòä úðúåð n úøéçá .In =
⋃· q∈Q Ik,q ä÷«ìç ìá÷ìå

.úåä�æä ú÷úòä àéäù åà äòåá÷ gk,j ä÷úòää 1 ≤ j ≤ n ìëì (à1)

.úåäæä ú÷úòä äðä gk,j úå÷úòääî úçà úåçôì (á1)

.{(gk,1(i), . . . , gk,n(i)) | i ∈ I} ⊆ Ik,q ù êë q ∈ Q í�é÷ (â1)

k ∈ K rC ìëì ïîñð äúò

.Nk = {j ∈ N | gk,j(i) = i for all i ∈ I}, N ′
k = {j ∈ N | gk,j(i) = gk,j(1) for all i ∈ I}

ïîñð ãåò .N = Nk
·∪N ′

k å Nk 6= ∅ ,(á1) éôì

.rk =
∑

j∈Nk

bj , r′k =
∑

j∈N ′
k

bjagk,j(1)

,i ∈ I ìëì ,ïë åîë .rk 6= 0 ù òáåð b1, . . . , bn úøéçáî

.k − b1agk,1(i) − · · · − bnagk,n(i) = k −
∑

j∈N ′
k

bjagk,j(1) −
∑

j∈Nk

bjai = k − r′k − rkai (2)

,Ik,q úøãâä éôìe (2) éôì ,ïëì .(gk,1(i), . . . , gk,n(i)) ∈ Ik,q ,(â1) éôì ,í�é÷úî i ∈ I ìëì

.(k − r′k − rkai)(K×)2 = (k − b1agk,1(i) − · · · − bnagk,n(i))(K×)2 = q

éæà .q = a(K×)2 éäéå a ∈ K× éäé

.

2g+2∏

i=1

(k − r′k
rk

− ai

)
= (rk)−2g−2

2g+2∏

i=1

(k − r′k − rkai) ∈ (rk)−2g−2a2g+2(K×)2 ⊆ (K×)2

.(x, y) ∈ H(K) øîåìë ,
∏2g+2

i=1 (x− ai) = y2 ù êë y ∈ K× àåôà ìá÷ð x = k−r′k
rk

ïîñð íà

ïîñð óåñáì

.Λ =
{X −∑

j∈N rM bjagk,j(1)∑
j∈M bj

∣∣ ∅ ⊂ M ⊆ N
}

ù êë y ∈ K å λ ∈ Λ íéî�é÷ k ∈ K ìëìå K[X] á íééøàðéì íéîåðéìåô ìù úéôåñ äöåá÷ äð¤ä Λ éæà

.çéëåäì äéäù éôë ,(λ(k), y) ∈ H(K)
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