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äîã÷ä

ìù ãåñéä úãRðë ìééå-ìãøåî èôùî úà úåàøì øùôà 1892 úðùî (Hilbert) èøáìä ìù úå÷éøôä éà èôùî øçàì

.úéèîúøàä äéøèîåàâä

àéä A(K) éæà .K ìòî úéìáà äòéøé A éäúå åìù éðåùàøä äãùä ìòî úéôåñ øöåðä äãù K éäé :ìééå-ìãøåî èôùî

.úéôåñ úøöåð úéìáà äøåáç

ìééå .éèôìà í÷ò åðä A ù äø÷îáå K = Q øåáò 1922 á (Mordell) ìãøåî éãé ìò äðåùàøì çëåä èôùîä

(Lang) âðì óåñáì åçéëåä øúåéá éììëä äø÷îä úà .úåéìáà úåòéøéìå íéøôñî úåãùì èôùîä úà ìéìëä (Weil)

.1959 á (Néron) ïåøðå

ù äìéçú íéçéëåîå m ≥ 2 éòáè øôñî íéàöåî B úéìáà äøåáç ïúðäá .øúåéá éììë èôùîä úçëåä ïåø÷ò

äùìù úîé÷îä h: B → R äáâ úéö÷ðåô íéðåá êë øçà .(ùìçä ìééå-ìãøåî èôùî) úéôåñ äøåáç äðä B/mB

ìééå-ìãøåî èôùî" éúàø÷ åæ ä÷ñäì .úéôåñ äøåáç B ù íé÷éñî ïàëî .m (øèîøô=) ãöîä òôåî íäáù íéàðú

.èùô»îä

úåëøòä ìù äöåá÷ íò ãçé K äãù åäæ ."éèîúøà äãù" åäî éúøãâä èùôîä ìééå-ìãøåî èôùî úà íùéì éãë

úå÷ìçî øôñî øîåìë ,íééìáåìâ úåãù ìù íéìéâøä úåéôåñä éàðú úà úîé÷îä K ìù L úéôåñ äáçøä ìëì úåãéãá

ìù úåãçàä èôùî) úéôåñ úøöåð (úåëøòä ìù úéôåñ äöåá÷ úú S øùàá) S-úåãçà úøåáçå éôåñ åðä íéìàãéàä

ìù úåéøáâìàä úåáçøää úéøåâè÷î øåè÷ðô åäæ .A "éìáà øåè÷ðô"á ïðåáúî éðà êë øçà .((Dirichlet) äìëéøéã

äàåìâ úøåáç úìòåô èøôá .K ìòî úéìáà äòéøéì ùéù úåðåëúä ìë úà íé÷îä úåéìáàä úåøåáçä úéøåâè÷ì K

÷éúòî m á ìôëå ,(K ìù éøáâìàä øÛâñä åðä K̃) éôåñ Am(K̃) ù êë m ≥ 2 éòáè øôñî íé÷å A ìò úèìç»îä

ñçéá äáåè) äãîòä A ì ùé "úåòø" úåëøòä ìù úéôåñ äöåá÷ì õåçîù çéðäì êéøö ïë åîë .åîöò ìò A(K̃) úà

èôùî òáåð åìà úåçðäî .åæ äãîòäá éëøò ãç ãç ïôàá úåøáåò m úà ÷ìçîä øãñî úåã÷ðäù ùøãð èøôá .m ì

.ùìçä ìééå-ìãøåî

úàåùî éãé ìò ïúðä E éèôìà í÷ò åðä A åáù äø÷îá K = Q øåáò ÷ø éðà øéãâî äáâä úéö÷ðåô úà

(Riemann-Roch) êåø-ïîéø èôùîù éðà ï�éöî äçëåä àìì .Y 2 = X3 + aX + b (Weierstrass) ùøèùøééå

÷øå íà ñôà åðä úåã÷ð ùìù íåëñù ïôàá úéìáà äøåáçì åæ äöåá÷ êôåää E(Q̃) ìò øåáç úìËòô øéãâäì øùôàî

åðä E2(K̃) ù òá÷ì øùôà èøôá .ùøôî ïôàá øåáçä úåàçñð úà áùçì øùôà ïàëî .ãçà øùé ìò úåçðåî ïä íà

úåðåëúä ìë úà øùàì øùôà 2 øãñî úåã÷ðäå 2 á ìôë ìù úùøôîä äâöää øæòá .íéøáà äòáøà ìù úùøôî äøåáç

.(éøå÷îä ìãøåî èôùî äùòîì åäæ) äæ äø÷îì ìééå-ìãøåî èôùî úçëåä úà íéñìå m = 2 øåáò úåùøãðä

èôùîì ãò íééøáâìàä íéøôñîä úøåú úåãåñé úà ññáì ïéãò ùé äçëåää ìù íéèøôä ìë úà íéñì éãë

úåéøáâìàä úåéö÷ðåôä úøåú úà ññáì ùé êëì óñåðá .äìëéøéã ìù úåãçàä èôùîå íéìàãéàä úå÷ìçî øôñî úåéôåñ
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ïîæä øöS .éèôìà í÷ò ìù úéìáàä äøåáçä äðáî úà íúøæòá øéãâäìå êåø-ïîéø èôùî ø÷òáå ãçà äðúùî ìù

.éàîöò ïôàá íúåà íéìùäì àø÷ð ïéðËòîä àøå÷ä .úåéçëåðä úåîéùøáå ñøå÷á åìà íéøáã úåùòì øùôà àì íå÷îäå

ïãøé äùî

àñùú ,áéáà ìú
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èùôåîä Mordell-Weil èôùî .à

äøåáç K ìù L äáçøä äãù ìëì íéàúî äæ øåè÷ðô .K ìòî A éìáà øåè÷ðôáå K äãùá ïðåáúð äæ óéòñá

íé÷úîå úåéìáà úåøåáç ìù A(L) → A(L′) ïåëù øåè÷ðôä íéàúî L → L′ úåãù ìù ïåëùì .A(L) úéìáà

íéøåè÷ðô äîë óøöð A ì .A ìù L-úåéìðåéöø úåãå÷ð åàø÷é A(L) éøáà .A(L1) ∩ A(L2) = A(L1 ∩ L2)

ìëî úáëøåîä A(L) ìù äøåáçä úú An(L) = {a ∈ A(L) | na = 0} éäé ,éòáè n ìëì ,úéùàø .íéôñåð

äéäú ìåúôä úøåáç .n éãé ìò úåñôàúîä úåãå÷ðä

.Ator(L) =
∞⋃

n=1

An(L)

äéåìú äðéàù A(L) ìù úéáøî äöåá÷ úú ìù äîöòä éäåæ .A(L) ìù rank(A(L)) äâøãá íâ ïðåáúð ,óåñáì

.Z ìòî úéøàðéì

ìù L úéôåñ äáçøä ìëì úéôåñ úøöåð A(L) äøåáçäù íäéøçà åøøâéù A ìòå K ìò íéàðú çñðì åððåöøá

:úåàáä úåàöåúä úà äéøçà øøâú åúåðåëð .A øåáò Mordell-Weil èôùî àø÷ú åæ äøéøâ .K

.úéôåñ äøåáç àåä Ator(L) (1a)

.rank(A(L)) < ∞ (1b)

.úéôåñ A(L)/mA(L) äðîä úøåáç ,éòáè m ìëì (1c)

øùàá A(L) = Ator(L) ⊕ Zr ù òáåð úéôåñ úåøöåðä úåéôåìçä úåøåáçä ìù éãåñéä èôùîäî ,ïëàå

ìë ìù øáåò p øùàá ,Ator(L) =
⊕

p

⊕mp

i=1 Z/pki(p)Z å éìéìù éà íìù øôñî àåä r = rank(A(L))

.íééòáè íéøôñî íä ki(p) å p ìë èòîë øåáò ñôàì äåùä éìéìù éà íìù øôñî àåä mp ,íééðåùàøä íéøôñîä

Mordell-Weil ìù ùìçä èôùîäù øáúñî .Mordell-Weil ìù ùìçä èôùîä íùá äòåãé (1c) äàöåú

ìò ''äáâ úéö÷ðåô'' íåé÷ åðä éðùä ãåñéä .åúçëåä úåãåñéî ãçà íâ àìà Mordell-Weil èôùî ìù äàöåú ÷ø åðéà

:á.à ïåèôùîá íéèøôîä íéîéåñî íéàðú úîé÷îä A(L)

:íéàáä íéàðúä úà úîé÷îä h: B → R äéö÷ðåô äðä B úéìáà äøåáç ìò äáâ úéö÷ðåô :à.à äøãâä

.h(p + q) ≤ 2h(p) + c1(q) íé÷úî p ∈ B ìëìù êë c1(q) éùîî òåá÷ íé÷ q ∈ B ìëì (2a)

íé÷úî p ∈ B ìëìù êë c2 éùîî òåá÷ íé÷å ,h ìù ã�öµîä àø÷ðä ,m ≥ 2 éòáè øôñî íé÷ (2b)

.h(mp) ≥ m2h(p)− c2

.úéôåñ {p ∈ B | h(p) ≤ c3} äöåá÷ä c3 éùîî òåá÷ ìëì (2c)

úøöåð B éæà ,úéôåñ äøåáç äðä B/mB íà .m ãöî úìòá h äáâ úéö÷ðåô íò úéôåìç äøåáç B éäú :á.à ïåèôùî

.úéôåñ

3



.B =
⋃· r

i=1(mB + qi) íéîé÷î íä .mB åìåãåî B úà íéâöéîä B á q1, . . . ,qr íéøáà øçáð :äçëåä

äáâ ìòá B ìù øáà ìù äîìù äìåôë ìá÷ð ,q1, . . . ,qr ìù íéàúî óåøö p î úéçôð íàù äàøð .p ∈ B éäé

úà åøöé ì"ðä òåá÷ä éãé ìò íåñçä äáâ éìòá íéøáàäå q1, . . . ,qr íéøáàä .p á éåìú åðéàù òåá÷ éãé ìò íåñçä

ìù äøãñå B ìù p0,p1,p2, . . . íéøáà ìù äøãñ äéö÷åãðàá øåöéðå ñãéì÷åà ìù ïåëúîä úà ä÷çð äæ êøöì .B

n ìëìå p0 = p ù êë r ì 1 ïéá i1, i2, i3, . . . íéøôñî

.pn−1 = mpn + qin
(3)

(2a) éôì ,ïëì .h(mpn) ≥ m2h(pn)− c2 (2b) éôì éæà .c1 = max(0, c1(−q1), . . . , c1(−qr)) éäé

h(pn) ≤ 1
m2

[h(mpn) + c2]

=
1

m2
[h(pn−1 − qin) + c2]

≤ 1
m2

[2h(pn−1) + c1 + c2]

íé÷î c = c1 + c2 ïëì

h(pn) ≤ 1
m2

[2h(pn−1) + c] (4)

:p0 ì òéâðù ãò íéîòô n (4) á ùîúùð

h(pn) ≤ 2
m2

h(pn−1) +
1

m2
c

≤ 2
m2

[ 2
m2

h(pn−2) +
1

m2
c
]

+
1

m2
c

=
(

2
m2

)2

h(pn−2) +
[ 1
m2

+
2

m4

]
c

≤
(

2
m2

)2[ 2
m2

h(pn−3) +
1

m2
c
]

+
[ 1
m2

+
2

m4

]
c

=
(

2
m2

)3

h(pn−3) +
[ 1
m2

+
2

m4
+

22

m6

]
c

...

≤
(

2
m2

)n

h(p) +
[ 1
m2

+
2

m4
+ · · ·+ 2n−1

m2n

]
c

<

(
2

m2

)n

h(p) +
1

m2

[
1 +

2
m2

+
(

2
m2

)2

+
(

2
m2

)3

+ · · ·
]
c

=
(

2
m2

)n

h(p) +
c

m2 − 2
≤ h(p)

2n
+

c

2
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ïúåð (3) á øæåç ùåîù ,éðù ãöî .h(pn) ≤ h(p)
2n + c

2 < c
2 + c

2 = c ù ïàëî ìá÷ð ìåãâ ÷éôñî n ç÷ð íà

p = mp1 + qi1

= m(mp2 + qi2) + qi1 = m2p2 + mqi2 + qi1

= m2(mp3 + qi3) + mqi2 + qi1 = m3p3 + m2qi3 + mqi2 + qi1

úéôåñä äöåá÷ä éøáà ìù éøàðéì óåøö åðä p ,úåøçà íéìîá .p = mnpn +
∑n

j=1 mj−1qij
,ïëì

.ù÷åáîë ,{q1, . . . ,qr} ∪ {q ∈ A | h(q) < c}
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úåãéãá úåëøòä .á

.íééðåùàøä íéøôñîä íä íééìðåéöøä íéøôñîä äãù ìùå íééòáèä íéøôñîä úöåá÷ ìù ä÷éèîúøàä ìù ãåñéä éðáà

íéîìù íéøôñî b å a øùàá u = a
b pk äøåöá äâöäì ïúð ñôàî äðåù u éìðåéöø øôñî ìë .p éðåùàø øôñîá ïðåáúð

úîé÷î vp: Q× → Z äéö÷ðåôä .vp(u) á åúåà ïîñð .u éãé ìò ãéçé ïôàá òá÷ðä íìù øôñî àåä k å p ì íéøæä

åðà åìàä íéììëä úà .vp(u + u′) ≥ min
(
vp(u), vp(u′)

)
å vp(uu′) = vp(u) + vp(u′) ïåâë ,íéììë äîë

.øúåé íééììë úåãù ìù ä÷éèîúøàì ãåñéä éðáà úà äæá çéðäìå èéùôäì íéù÷áî

ä÷úòä äðä K äãù ìù (úìîøåðî) äãéãá äëøòä .äëøòä éâåçå úåãéãá úåëøòä à.á

:íéàáä íéàðúä úà úîé÷îä v: K → Z ∪ {∞}
;v(ab) = v(a) + v(b) (1a)

;v(a + b) ≥ min(v(a), v(b)) (1b)

;a = 0 íà ÷øå íà v(a) = ∞ (1c)

.v(a) = 1 ù êë a ∈ K× íé÷ (1d)

:íéàáä íéììëä úà Z ì óø�öîä ∞ ïîéñä íé÷î äøãâää éôì

∞+∞ = m +∞ = ∞+ m = ∞ (2a)

.m ∈ Z ìëì m < ∞ (2b)

:íéôñåð íéììë íéòáåð (2) å (1) íéììëäî

a ∈ K ìëì v(−a) = v(a) ,v(1) = 0 (3a)

.u 6= 0 íà v(u−1) = −v(u) (3b)

.(a = (a + b)− b úåäæá ùîúùä) v(a + b) = v(a) éæà ,v(a) < v(b) íà (3c)

.v(ai) = v(aj) ù êë i < j íéîé÷ éæà ,i ìëì ai 6= 0 å
∑n

i=1 ai = 0 íà (3d)

ìàãéà ùé äæ âåçì .v ìù äëøòää âåç àø÷ðä K ìù âåç úú äðä Ov = {a ∈ K | v(a) ≥ 0} äöåá÷ä

àø÷ð äæë øáà .v(π) = 1 íé÷îä π øáà ìë éãé ìò øöåð äæ ìàãéà .Mv = {a ∈ K | v(a) > 0} ãéçé éÄaUµî

øôñî n øùàá πnOv äøåöä åì ùé åðééäã ,Mv ìù ä÷æç àåä Ov ìù øçà ìàãéà ìë .v äëøòää ìù éðåùàø øáà

K̄v = Ov/Mv ì .O×
v = {u ∈ K× | v(u) = 0} äéäú Ov ìù íéëéôää íéøáàä úøåáç .éìéìù éà íìù

.K̄v ìù a+Mv øáàä úà ,ìåáìáì íå÷î äéäé àì íà ,ā á ïîñð a ∈ Ov ìëì .v á K ìù úåéøàùä äãù íéàøå÷

íéøáà a1, . . . , an åéäé ,K äãù ìù úåðåù úåãéãá úåëøòä v1, . . . , vn äðééäú :(ùìçä áåøLä èôùî) á.á ïåèôùî

.i = 1, . . . , n øåáò vi(x− ai) = mi ù êë x ∈ K íé÷ éæà .íéîìù íéøôñî m1, . . . ,mn åéäéå K ìù

.íéáìù äîë äçëåäì :äçëåä
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éðù ìù óúåùîä éáøîä ìàãéàì ,éæà .Ovi
= Ovj

ù äìéìùá çéðð ,ïëàå .i 6= j øåáò Ovi
6= Ovj

:à áìù

åðä u øùàá πi = uπj ,ïëì .vj(πj) = 1 øùàá Ovj πj íâå vi(πi) = 1 øùàá Oviπi äøåöä ùé íéâåçä

ù òáåð ïàëî .vj(πi) = 1 å vi(πj) = 1 ,ïëì .0 åðä úåëøòääî úçà ìë úçú u ìù êøòä .âåçä ìù êéôä øáà

.äçðäì ãåâðá ,vi = vj

øçáð .Ovi
⊂ Ovj

,à áìù éôì ,éæà .Ovi
⊆ Ovj

ù äìéìùá çéðð ,ïëàå .i 6= j øåáò Ovi
6⊆ Ovj

:á áìù

.vi(a) < 0 å vj(a) ≥ 0 éæà .a ∈ Ovj
rOvi

.vi(a−nb) = −nvi(a) + vi(b) > 0 ù êë ìåãâ ÷éôñî n øçáðå vj(b) < 0 ù êë b ∈ K øçáð äúò

ãåâðá ,vi(a−nb) < 0 ù òáåð ïàëî .a−nb /∈ Ovi
ïëìå a−nb /∈ Ovj

ïëì .vj(a−nb) < 0 íé÷úé j øåáò

.ìéòì øîàðì

øåáò .n ìò äéö÷åãðàá åæ äðòè çéëåð .j 6= i ìëì vj(yi) < 0 å vi(yi) ≥ 0 ù êë K á yi íé÷ i ìëì :â áìù

äðåùä n ì 1 ïéá k øçáð .n− 1 øåáò øáë äçëåä äðòèäùå n ≥ 3 ù àåôà çéðð .á áìùî äðòèä úòáåð n = 2

.k 6= i ù çéðäì øùôà .i î

ïúåð n = 2 äø÷îä .j 6= i, k ìëì vj(y) < 0 å vi(y) ≥ 0 ù êë y ∈ K úðúåð äéö÷åãðàä úçðä

vj(z) < 0 íàå vk(zm) < vk(y) ù êë ìåãâ ÷éôñî éòáè m øçáð .vk(z) < 0 å vi(z) ≥ 0 ù êë z ∈ K

.äðòèä úà íé÷é yi = y + zm øáàä .vj(zm) < vj(y) éæà

êë z ∈ K øçáð .â áìùá åîë yi éäé .i 6= j ìëì vj(xi) < 0 å vi(xi) > 0 ù êë xi ∈ K íé÷ i ìëì :ã áìù

.äðòèä úà íé÷é xi = ym
i z éæà .ìåãâ ÷éôñî éòáè øôñî m éäé .vi(z) > 0 ù

xi éäé .j 6= i ìëì vj(zi) > k å vi(zi − 1) > k ù êë zi ∈ K íé÷ éòáè k ìëìå n å 1 ïéá i ìëì :ä áìù

.äðòèä úà íé÷é zi = 1
1−xm

i
éæà .ìåãâ ÷éôñî m øçáð .ã áìùáë

.ä áìùá åîë zi øçáð i ìëìå ìåãâ ÷éôñî k øçáð .i ìëì vi(z − ai) > l ù êë z ∈ K íé÷ éòáè l ìëì :å áìù

.äðòèä úà íé÷é z =
∑r

i=1 aizi éæà

êë bi ∈ K øçáð i ìëì .l > mi íò å áìùá åîë z éäé .i ìëì vi(x− ai) = mi ù êë x ∈ K íé÷ :æ áìù

.äðòèä úà íé÷é x = z + z′ øáàä .i ìëì vi(z′ − bi) > mi ù êë z′ ∈ K íé÷ å áìù éôì .vi(bi) = mi ù

.èôùîä úçëåä úîéúñî úàæá

ñôàî äðåù u éìðåéöø øôñî ìë .éðåùàø øôñî p éäé .íééìðåéöøä íéøôñîä äãù .à :úåãéãá úåëøòäì úåàîâH â.á

íé÷ìçúî íðéàù ñôàî íéðåù íéîìù íéøôñî íä a, b å íìù øôñî m øùàá ,u = pm a
b äøåöá äâöäì ïúð

úàø÷ðä Q ìù äãéãá äëøòä äæë ïôàá ìá÷ðå vp(u) = m àåôà øéãâð .ãéçé ïôàá m òá÷ð åæ äâöäá .p á

åðä vp ìù äëøòää âåç .p î äðåùä éðåùàø øôñî ìëì v(l) = 0 íìåà v(p) = 1 äîâãì .úéãà-p-ä äëøòää
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äëøòä ìëù úåàøäì ïúð .íéøáà p ìòá ãéçéä äãùä ,Fp åðä úåéøàùä äãùå Ovp
= {a

b | a, b ∈ Z, p - b}
.éðåùàø p àåäù äæéà øåáò vp íò úãëìúî Q ìù äãéãá

K0 ìòî t (éèðãðöñðøè =) äìòð øáà øçáð ,K0 àåäùìë äãùî àöð .úåéìðåéöø úåéö÷ðåô äãù .á

ñôàî äðåù øáà ìë .÷éøô éà íåðéìåô p ∈ K0[t] éäé .K = K0(t) úåéìðåéöøä úåéö÷ðåôä äãùá ïðåáúðå

m ,áåù .ñôàî íéðåù íéîåðéìåô f, g ∈ K0[t] å m ∈ Z øùàá ,u = pm f
g äðîë äâöäì ïúð K ìù u

àåä p øùà vp á úðîåñîä K ìù äãéãá äëøòä åðì úðúåð vp(u) = m äøãâää .p éãé ìò ãéçé ïôàá òá÷ð

åðä vp ìù äëøòää âåç .c ∈ K×
0 ìëì vp(c) = 0 øîåìë ,K0 ìò úéìàéáéøè åæ äëøòä .äìù éðåùàø øáà

äæ äãù .p ìù ùøù åðä c øùàá ,K̄v = K0(c) åðä úåéøàùä äãù åìàå .Ovp
= { f

g | f, g ∈ K0[t], p - g}
.K0-íæéôøåîåæéà éãë ãò ãéçé ïôàá òá÷ð

úîåòì .K ìù äãéãá äëøòä äúåà íéðúåð òåá÷á ìôë éãé ìò äæî äæ íéìãáðä íé÷éøô éà íéîåðéìåô éðù ,ïëàå

úôñåð úçà äëøòä ÷ø K ì ùé ì"ðä vp úåëøòäì óñåðá .K ìù úåðåù úåãéãá úåëøòä íéðúåð íéøæ íéîåðéìåô úàæ

øåáò v∞
(
f
g

)
= deg(g)− deg(f) äçñåðä éãé ìò úøãâåîå v∞ á úðîåñî åæ äëøòä .K0 ìò úéìàéáéøè àéäù

.g 6= 0 ù êë f, g ∈ K0[t] íéîåðéìåô

çéðð .K ìù éðåùàøä äãùä Fp éäé ïëàå .úåãéãá úåëøòä ïéà K éôåñ äãùìù ïàë äàøð .éôåñ äãù .â

.Ov ì êéù ïëìå íé-1 ìù éôåñ øôñî ìù íåëñ àåä a ∈ F×p øáà ìë éæà .K ìù äãéãá äëøòä àåä v ù äìéìùá

éà ìàîù óâàá íéøáåçîä éðù .v(a) + v(a−1) = 0 ù òáåð aa−1 = 1 úåäæäî .a−1 ∈ Ov íâ äîåã ïôàá

.ñôàì íéåù ïëìå íééìéìù

:Fp á íéîã÷î íò äàåùî íé÷î äæ øáà .v(x) < 0 ù êë x ∈ K× íé÷ù òáåð äìéìùä úçðäî

.íéøáåçîä øàù ìë ìù íéëøòäî ïè÷ä êøò ùé ìàîù óâàá xn øáåçîì .xn + an−1x
n−1 + · · · + a0 = 0

.äøéúñ ,nv(x) = v(0) = ∞ ,(3b) éôì ,ïëì

.R = Ov éæà ,Ov úà óé÷îä K ìù úåàð âåç úú R íà .K äãù ìù äãéãá äëøòä v éäú :ã.á äîì

m > 0 íé÷ ïëìå v(x) < 0 éæà .x ∈ RrOv íé÷ù äìéìùá çéðð .v äëøòää ìù π éðåùàø øáà øçáð :äçëåä

.íìù k ìëì πk ∈ R ïëì .π−1 = u−1πm−1x ∈ R ïëì .x = uπ−m ù êë u ∈ O×
v íé÷å

äøéúñá ,K = R ïëì .u′ ∈ O×v å k ∈ Z øåáò u′πk äøåöá äâöäì ïúð K ìù ñôàî äðåù øáà ìë ,äúò

.èôùîä úçðäì

v éäúå L ìù äãéãá äëøòä w éäú .úéôåñ úåãù úáçøä L/K éäú .úåéôåñ úåáçøä úçú úåãéãá úåëøòä ä.á

åéäé .Mw ∩ Ov = Mv ù òáåð ïàëî .Ow ∩K = Ov íà v ìòî úðëåù w ù øîàð .K ìù äãéãá äëøòä

ïëìå) w(πv) = e ù êë e = e(w/v) éòáè øôñî íé÷ éæà .äîàúäá v å w ìù íééðåùàø íéøáà πv å πw

(3d) úøæòá .v ìòî w ìù (ramification index) úåôòúñää ïåéö àø÷ð äæ øôñî .(MvOw = Me
w
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.K ìòî úéøàðéì íééåìú íðéà 1, πw, . . . , πe−1
w íéøáàä ,÷åéã øúéá .e ≤ [L : K] ù çéëåäì øùôà

åìåãåî øùà Ow éøáà íä x1, . . . , xn íà .L̄w = Ow/Mw á éòáè ïôàá ïëåùî K̄v = Ov/Mv ,ïë åîë

íéøáà íä a1, . . . , an ù çéðð ,ïëàå .K ìòî íâ úéøàðéì íééåìú íðéà íä éæà ,K̄v ìòî úéøàðéì íééåìú íðéà Mw

éäé .
∑n

i=1 aixi = 0 ù êë ñôà íìë àìù K ìù

íäî ãçà úåçôìå Ov ì êéù bi = π−m
v ai íéøáàäî ãçà ìë éæà .m = min(v(a1), . . . , v(an))

äæ øôñî .f = f(w/v) = [L̄w : K̄v] ≤ [L : K] ù ìá÷ð èøôá .äøéúñ ïúé L̄w úåéøàùä äãùì øáòî .êéôä

.úåéøàùä úåãù úìòî àø÷ð

.e(w/v) = 1 íàå äãéøô L̄w/K̄v äáçøää íà (K ìòî åà) v ìòî óòñî åðéà w ù øîàð åðà

ù òáåð úåøãâääî .L′ ì w ìòî úðëåù w′ ùå L ìù úéôåñ äáçøä äðä L′ ù äúò çéðð

.f(w′/v) = f(w′/w)f(w/v) å e(w′/v) = e(w′/w)e(w/v)

.íéôòñî íðéà w/v å w′/w íà ÷øå íà óòñî åðéà w′/v ,èøôá

úú äðëð éììë ïôàá .x−1 ∈ Ov åà x ∈ Ov éæà ,x ∈ K íà :äàáä äðåëúä ùé Ov âåçìù êëì áì íéùð

.x−1 ∈ O åà x ∈ O íé÷úî x ∈ K ìëì íà äëøòä âåç K ìù O âåç

äãù êåúì K úåðî äãù ìòá R úåîìù íåçú ìù íæéôøåîåîåä ϕ éäé :(Chevalley ìù äáçøää èôùî) å.á ïåèôùî

.M ∩R = Ker(ϕ) å O∩K = R ù êë M éáøî ìàãéà íò O äëøòä âåç L ì íé÷ éæà .R úà óé÷îä äãù L éäéå K̄

.K̄ ìù úéøáâìà äáçøä åðä O/M äãùäù êë O úà øçáì øùôà ,ïë ìò øúé

.[Lan] ìù 8 ãåîòá 1 èôùî ìùîì äàø :äçëåä

.äãéãá v ìòî L ìù äëøòä ìë éæà .K ìù úéôåñ äãéøô äáçøä L éäúå K äãù ìù äãéãá äëøòä v éäú :æ.á ïåèôùî

éæà .v ìòî úåðëåùä L ìù úåãéãáä úåëøòää ìë i ∈ I ,wi åéäé ,ïë ìò øúé

∑

i∈I

e(wi/v)f(wi/v) = [L : K] (4)

.ñôàî ìåãâå éôåñ íé-wi ä øôñî ,èøôá

.[Bou] ìù 425 ãåîò äàø :äçëåä

w äëøòä ìë íà L á úôòñî äðéà K ìù v äãéãá äëøòääù øîàð åðà .úéôåñ úåãù úáçøä L/K éäú

.v ìòî úôòñî äðéà v ìòî úðëåùä L ìù
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ù êë L/K ìù íåã÷ øáà x éäéå K ìù äãéøô úéôåñ äáçøä L éäé ,K ìù äãéãá äëøòä v éäé :ç.á äîì

,íé÷éøô éà íéîåðéìåô íä hi ∈ K̄v[X] øùàá ,f̄(X) =
∏r

i=1 hi(X) ù êëå f(X) = irr(x,K) ∈ Ov[X]

.L á óòñî åðéà v éæà .äæì äæ íéøæå íéãéøô

äðîä ú÷úòä úà áéçøäì ïúð éæà .K̄v ìù éøáâìàä øåâñá hi ìù ci ùøù øçáð r ïéáì 1 ïéá i ìëì :äçëåä

âåç ïúåð äéìáù ìù äáçøää èôùî .ψi(x) = ci ù êë ψi: Ov[x] → K̄v(ci) íæéôøåîåîåäì ϕv: Ov → K̄v

æ.á úôñåúî .Mi ∩ Ov = Mv ïëì .Mi ∩ Ov[x] = Ker(ψi) ù êë Mi éáøî ìàãéà íò L ìù Oi äëøòä

.K̄v(ci) ⊆ L̄wi
úîé÷îå v ìòî àåôà úðëåù åæ äëøòä .wi äãéãá äëøòä ìù äëøòää âåç åðä Oi ù òáåð

ïëìå Oi = Oj ù íéìá÷î åðééä ,i î äðåùä j àåäù äæéà øåáò wj = wi äéä åìà

,σ(ci) = cj ù êë σ: K̄v(ci) → K̄v(cj) ,K̄-íæéôøåîåæéà íéìá÷î åðééä ïàëî .Ker(ψi) = Ker(ψj)

.hj å hi ìù úåøæì äøéúñá

,(4) éôì .L ì wr+1, . . . , ws úåáçøä ãåò v ì ùé w1, . . . , wr ãáìîù çéðð

[L : K] = deg(f) = deg(f̄) =
r∑

i=1

deg(hi) =
r∑

i=1

[K̄v(ci) : K̄v]

≤
r∑

i=1

[L̄wi : K̄v] ≤
s∑

i=1

e(wi/v)[L̄wi : K̄v] = [L : K]

äáçøä äðä L̄wi/K̄v èøôá ,K̄v(ci) = L̄wi å e(wi/v) = 1 ,r = s ,
∑r

i=1[L̄wi : K̄v] = [L : K] ïëì

.L á óòñî åðéà v ù äìåò äæ ìëî .i = 1, . . . , r øåáò äãéøô

ù øîàð .x ∈ L éäéå K ìù úéôåñ äáçøä L éäé .K úåðî äãù ìòá úåîìù íåçú R éäé .úåîìù úåáçøä è.á

úà ïîñð .ai ∈ R íéîã÷î íò xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0 = 0 úð÷åúî äàåùî í�é÷î x íà R ìòî íìù x

êåúçä àåä S ,ïë ìò øúé .R úà óé÷îä L ìù âåç úú àåä S ù úåàøäì ïúð .S á R ìòî íéîìùä L éøáà ìë óñà

Quot(S) = L äæì óñåðá .([La1] ìù 12 ãåîòá 4 ïåèôùî äàø) R úà íéôé÷îä L ìù äëøòää éâåç ìë ìù

.L á R ìù íìùä øåâñä àø÷ð àåä .úåîìùá àåôà øåâñ S âåçä .S ì êéù S ìòî íìùä L ìù øáà ìëå

á Z ìù íìùä øåâñä éæà ,Q ìù úéôåñ äáçøä åðééäã ,íéøôñî äãù àåä K íà .úåîìùá øåâñ Z ,äîâãì

.K ìù íéîìùä íéøôñîä âåç àø÷ðå OK á ïîåñî K

S ,äæ äø÷îá .äãéãá äëøòä âåç åðä R úà óé÷îä L ìù äëøòä âåç ìë éæà ,äãéãá äëøòä âåç àåä R íà

.úåîìùá øåâñ äãéãá äëøòä âåç ìë .R úà íéôé÷îä L ìù äãéãáä äëøòää éâåç ìë ìù êåúçä àåôà àåä

.K ìù úéôåñ äàåìâ úáçøä L éäúå K äãù ìù äãéãá äëøòä v éäú .äàåìâ úåáçøä úçú úåãéãá úåëøòä é.á

w ◦ σ: L → Z ∪ {∞} äéö÷ðåôä σ ∈ Gal(L/K) ìëì éæà .v ìòî úçðåîä L ìù äãéãá äëøòä w éäú

v ìòî úçðåîä L ìù w′ úôñåð äãéãá äëøòä ìëì,êôäì .v ìòî úçðåîä L ìù äãéãá äëøòä äðä
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äøåáçä .([La2] ìù 16 ãåîòá 1 äàöåú ìùîì äàø) .w′ = w ◦ σ ù êë σ ∈ Gal(L/K) íé÷

L̄w/K̄v äáçøää .(K ìòî) w ìù ÷åøôä úøåáç úàø÷ð D(w/v) = {σ ∈ Gal(L/K) | w ◦ σ = w}
øùàá) x ∈ Ow ìëì σ̄x̄ = σx íé÷îä σ̄ ∈ Aut(L̄w/K̄v) øáà íéàúî σ ∈ D(w/v) ìëì .úéìîøåð äðä

äøö÷ ú÷éåãî äøãñ úðúåð σ 7→ σ̄ ä÷úòää .(Mw åìåãåî íåöîö ìéâøë ïîñî ââä

1 → I(w/v) → D(w/v) → Aut(L̄w/K̄v) → 1

úøåáç úàø÷ð I(w/v) åìàå L ìòî w ìù ÷åøôä úøåáç àéä D(w/v) .([La2] ìù 15 ãåîòá 14 ïåèôùî äàø)

óâàá ïåùàøä íøåâä øùàá ,[L̄w : K̄v]ie(w/v) = |I(w/v)| ,íé÷úî êë ìò óñåðá .L ìòî w ìù äãîúää

.úéìàéáéøè äãîúää úøåáç íà ÷øå íà óòñî åðéà w/v èøôá .L̄w/K̄v äáçøää ìù úåãéøôä éà úìòî åðä ìàîù

åðéà v ,ïëì .τ−1I(w/v)τ = I(w ◦ τ/v) å τ−1D(w/v)τ = D(w ◦ τ/v) íé÷úî τ ∈ Gal(L/K) ìëì

.(Gal(L/K) : D(w/v)) ì äåù L ì v ìù úåðåùä úåáçøää øôñî .I(w/v) = 1 íà ÷øå íà L á óòñî

íä w ◦ σ1, . . . , w ◦ σm éæà ,Gal(L/K) ìù úåéðîéä úå÷ìçîä ìù íéâöéî íðä σ1, . . . , σm íà ,÷åéã øúéá

.L ì v ìù úåðåùä úåáçøää ÷åéãá

úåáéáñì ñéñá .v-úéâåìåôåè úàø÷ðä K ìò äéâåìåôåè äøéãâî K äãù ìù v äãéãá äëøòä .úåîìùä àé.á

å a ∈ K ïäáù {x ∈ K | v(x − a) ≥ m} äøåöä úåìòá úåöåá÷ä ìë óñà àåä a ∈ K øáà ìù úåçåúôä

K íà .úñðëúî v-úéâåìåôåèá K ìù éùå÷ úøãñ ìë íà (v ì ñçéá) (complete) íìù»î K ù íéøîåà .m ∈ Z
úà äáéçøîä v̂ äãéãá äáçøä úçú íìù»î K̂v äãù úåðáì øùôà ,øîåìë .åúåà íéìùäì øùôà v-íìù»î åðéà ïéãò

.K-íæéôøåîåæéà éãë ãò ãéçé äæ äãù .K̂v á v-óåôö K ù êë (a ∈ K ìëì v̂(a) = v(a) ù äæ ïáåîá) v

.ñôàì v-úåñðëúîä úåøãñä ìù ìàãéàä åìåãåî K ìù v-éùå÷ úåøãñ ìë âåçë ìùîì ìá÷úî K̂

úà .íééãà-p ä íéøôñîä äãù úàø÷ðå Qp á úðîåñî úéãà-p ä äëøòäì ñçéá Q ìù äîìùää ,äîâãì

ì 0 ïéá íìù øôñî àåä ai å m ∈ Z øùàá ,a =
∑∞

i=m aip
i íééôåñðéà íéøåèë ãéçé ïôàá âéöäì øùôà äéøáà

ì"ðä íéøåèä ìë úà ÷åéãá ììåë àåä .Zp á ïîåñî Qp ìù äëøòää âåç .v̂p(a) = m éæà ,am 6= 0 íà .p− 1

.m ≥ 0 íøåáòù

úå÷æçä éøåè äãù àéä éðåùàø øáà t äøåáòù K/K0 ìù äëøòäì ñçéá K = K0(t) äãùä ìù äîìùää

êøòä ,áåù .ai ∈ K0 å m ∈ Z åáù
∑∞

i=m ait
i éìîøåô úå÷æç øåè åðä äæ äãùá øáà .K0((t)) íééìîøåôä

.am 6= 0 íà m åðä äæë øåè ìù

.v̂ ìù éðåùàø øáà íâ åðä v ìù éðåùàø øáàùå K̄v ì äåù K̂v ìù úåéøàùä äãùù äìåò äîìùää úøãâäî

.v äãéãá äëøòä úçú íìù»î äãù K éäé :(Hensel ìù äîìä) áé.á ïåèôùî

x íé÷ éæà .(f ìù úøæâðä úà ïîñî f ′) v(f ′(a)) = 0 å v(f(a)) > 0 ù êë a ∈ Ov éäéå f ∈ Ov[X] éäé (à)

.v(x− a) > 0 å f(x) = 0 ù êë Ov á ãéçé
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ïðåáúð .K ìòî úéøàðéì íééåìú íðéàù L ìù íéøáà w1, . . . , wn åéäéå (K, v) ìù úéôåñ äáçøä (L,w) éäú (á)

úøãñ àéä {xi}∞i=1 ù çéðð .aij ∈ K íéîã÷î íò L ìù ,i = 1, 2, 3, . . . ,xi =
∑n

j=1 aijwj íéøáàá

.íìù»î (L, w) èøôá .éùå÷ úøãñ äðä {aij}∞i=1 íéîã÷îä úåøãñî úçà ìë éæà .w-éùå÷

.j ìëì aij → 0 íà ÷øå íà xi → 0 ,(á) ìù íéðåîéñá (â)

.äéúçú íìù»î L øùà L ìù äãéãá äëøòäì ãéçé ïôàá v úà áéçøäì ïúð éæà .K ìù úéôåñ äãéøô äáçøä L éäé (ã)

éæà .xn+1 = xn − f(xn)
f ′(xn) å ,x0 = a ù êë Ov ìù xn íéøáà úøãñ äéö÷åãðàá øéãâð :à úçëåä

.úåù÷åáîä úåðåëúä ìòá Ov ìù x øáàì ñðëúî xn ïëì .v(xn+1 − xn) ≥ n + 1 å v(f(xn)) ≥ n + 1

.n− 1 øåáò äçëåä äîìäùå n > 1 ù àåôà çéðð .øåøá n = 1 åáù äø÷îä :á úçëåä

ù êë k(i) ≥ i íé÷ éòáè i ìëìù êë m ∈ Z íé÷ éæà .éùå÷ úøãñ äðéà {ain}∞i=1 ù ìùîì äìéìùá çéðð

ìù éìàîùä óâàä ,ïëì .ñôàì w-úôàåù {xk(i) − xi}∞i=1 äøãñä .v(ak(i),n − ai,n) ≤ m

xk(i) − xi

ak(i),n − ai,n
− wn =

n−1∑

j=1

ak(i),j − aij

ak(i),n − ain
wj (5)

ïéîé óâà ìù íéîã÷îä úåøãñî úçà ìëù òáåð äéö÷åãðàä úçðäî .w-éùå÷ úøãñ àåôà äåäîå −wn ì w-óàåù

àåôà ïúð íà .K ìù bj øáàì úôàåù ïéîé óâàá wj ìù íéîã÷îä úøãñ ,íìù»î (K, v) å ìéàåä .v-éùå÷ úøãñ äðä

.w1, . . . , wn ìù úåìúä éàì äøéúñ äéäú úàæ .−wn =
∑n−1

j=1 bjwj ìåáâá ìá÷ð ,(5) á óåñðéàì óàùì i ì

ù òáåð w1, . . . , wn ìù úåìúä éàî .0 =
∑n

j=1 bjwj ,ïëì .aij → bj ù êë bj ∈ K í�é÷ (á) éôì :â úçëåä

.j ìëì bj = 0

íéîìù íéøôñî íä w(x−n) éæà .w(x) < 0 ù êë L ìù øáà x éäé .L ì v ìù úåáçøä w′ å w åéäé :ã úçëåä

íäìù íéîã÷îä úåøãñù òáåð (â) î .ñôàì w-íéôàåù x−n íéøáàä ,úåøçà íéìîá .n íò ãçé óåñðéàì íéôàåùä

.w′(x−n) > 0 ù êë n íé÷ èøôá .ñôàì w′-íéôàåù x−n ïëì .ñôàì v-úåôàåù (L/K ìù òåá÷ ñéñáì ñçéá)

.w′(x) < 0 ù ïàëî

.çéëåäì äéäù éôë ,Ow = Ow′ ïëì .w(x) < 0 éæà ,w′(x) < 0 íàù òáåð éøèîéñ ïôàá

.n øãñî äãéçé ùøù ìéëî Qp éæà ,n|p− 1 å éðåùàø p íà :äîâH

éòáè ïôàá K̂v úà ïëùì ïúð éæà ,L ì v ìòî úðëåùä äëøòä w å K ìù äãéøô úéôåñ äáçøä àéä L íà

ìòî óòñî ŵ íà ÷øå íà v ìòî óòñî w ,èøôá .f(w/v) = f(ŵ/v̂) å e(w/v) = e(ŵ/v̂) ,íé÷úî .L̂w á

.åá óåôö L ,L̂w ïéáì L ïéá ïëåù àåäå ìéàåä .íìù»î ïëìå K̂v ìù úéôåñ äáçøä åðä LK̂v äãùä ,ïë ìò øúé .v̂

.LK̂v = L̂w ,ïëì
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ïîåñé (L á åà) K á v ìù äëøòää âåç .v á L ì v ìù äãéçéä äáçøää úà íâ ïîñð ìæðä úîì úåá÷òá

(4) äçñðä .e(L/K) á ïîåñé úåôòúñää ïåéöå L̄ å K̄ á åðîåñé íéîéàúîä úåéøàùä úåãù (OL á åà) OK á

äøåöä úà äæ äø÷îá úìá÷î

.e(L/K)[L̄ : K̄] = [L : K] (6)

å ãéøô L̄/K̄ ,ïéôåìçì .e(L/K) = 1 å ãéøô L̄/K̄ íà K ìòî óòñî åðéà L ù øîàð êëì íàúäá

.[L̄ : K̄] = [L : K]

,v ì ñçéá íìù»î K íà .ïåëð ç.á äîì ìù êåôää éæà ,éôåñðéà äãù àåä ç.á äîìá K̄v íàù çéëåäì ïúð

:åæ äìáâä àìì íâ ïåëð êåôää

íé÷ éæà ,úôòñî äðéà L/K íà .K ìù úéôåñ äãéøô äáçøä L éäéå v äãéãá äëøòä úçú íìù»î äãù K éäé :âé.á äîì

.ãéøôå K̄ ìòî ÷éøô éà f̄(X) å L = K(x) ,f(x) = 0 ù êë x ∈ OL íé÷å f ∈ OK [X] ÷éøô éà ï÷»úî íåðéìåô

ãéøôå ÷éøô éà íåðéìåô àåä h éæà .h = irr(c, K̄) éäéå L̄/K̄ äáçøää øåáò c íåã÷ øáà øçáð :äçëåä

è.á äðùî óéòñîå ìæðä úîìî .f = irr(x,K) éäé .OL ìù x øáàì c úà íéøð .[L : K] äìòîî

.OK á íéîã÷î íò ï÷»úî íåðéìåô åðä f ù ìá÷ð èøôá .L á OK ìù íìùä øåâñä åðä OL ù òáåð

ïëì .h|f̄ ïëì .f̄(c) = f(x) = 0 ,éðù ãöî .deg(f) = [K(x) : K] ≤ [L : K] ,ïë ìò øúé

.deg(f) = [L : K] å f̄ = h ïëì .[L : K] = [L̄ : K̄] = deg(h) ≤ deg(f̄) = deg(f) ≤ [L : K]

.L = K(x) ,èøôá

.úåîìùäì ''éìáåìâ,, ùåîù éøä

.K äãù ìù äãéãá äëøòä v éäú :ãé.á ïåèôùî

K ′ ìù äëøòä v′ éäúå K ìù úéôåñ äáçøä K ′ éäú .úôòñî äðéà v äáù K ìù úéôåñ äãéøô äáçøä L éäú (à)

.LK ′ á úôòñî äðéà v′ éæà .v ì ìòî úçðåîä

.ïäìù óåøöá íâ úôòñî äðéà v éæà ,K ìù úåãéøô úåéôåñ úåáçøä äîëá úôòñî äðéà v íà (á)

.(à) úà àåôà çéëåð .úåôòúñää ïåéö ìù úåéìôëäîå (à) î úòáåð (á) äðòè :äçëåä

äðä w éæà .L ì w′ ìù íåöîöä úà w á ïîñð .v′ ìòî úçðåîä L′ = LK ′ ìù äëøòä w′ éäú

å K̂ ′ = K̂ ′
v′ = K ′K̂ ,L̂ = L̂w = LK̂ éæà .K̂ = K̂v ïîñð .v ìòî úçðåîä L ìù äãéãá äëøòä

.íéîìù úåãù ìù úôòñî àì äáçøä äðä L̂/K̂ ,ïëì .v ìòî úôòñî äðéà w ,äçðää éôì .L̂′ = L̂′w′ = L′K̂

éà f̄(X) å f(x) = 0 ù êë f ∈ OK [X] ï÷»úî íåðéìåô íé÷å OL̂ á x íåã÷ øáà L̂/K̂ ì íé÷ ,âé.á äîì éôì

éôì .K̄ ′ ìòî íéãéøô éàå íé÷éøô éà íéîåðéìåô ìù äìôëîì ÷øôúî f̄(X) å L̂′ = K̂ ′(x) ïëì .K̄ ìòî ãéøôå ÷éøô

.L′ á úôòñî äðéà v′ äëøòääù òáåð ïàëî .úôòñî äðéà w′/v′ íâ ïëì .úôòñî äðéà L̂′/K̂ ′ ,ç.á äîì
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ãðé÷ãã éâåç .â

(−1 á ìôë ãòå íéîøåâä øãñ éãë ãò) ãéçé ïôàá ÷åøôì ïúð íìù øôñî ìëù øîåà ä÷éèîúøàä ìù éãåñéä èôùîä

.K íéøôñî äãù ìù OK íéîìùä íéøôñîä âåçá ïåëð äæ èôùî ïéà ììë êøãá .íééðåùàø íéøôñî ìù äìôëîì

øãñ éãë ãò) ãéçé ïôàá ÷åøôì ïúð OK ìù ñôàî äðåù ìàãéà ìë :äðåëð úøàùð èôùîä ìù úùìçåî äøåö íìåà

.äæ óéòñá øàúð íúåàù ''ãðé÷ãã éâåç,,ì úéðéôåà åæ äðåëú .OK ìù íééðåùàø íéìàãéà ìù äìôëîì (íéîøåâä

øöåð R ìù ìàãéà ìë íà Noether âåç àåä R ù øîàð åðà .K úåðî äãù ìòá úåîìù íåçú R éäé

.úåîìùá øåâñ øèð âåç àåä äãéãá äëøòä âåç ìë ,èøôá .úåîìùá øåâñ øèð âåç àåä éùàø âåç ìë ,äîâãì .úéôåñ

.éøèð åðä K0[t1, . . . , tn] âåç ìë éæà ,äãù àåä K0 íà

âåç íéàúð R ìù P éðåùàø ìàãéà ìëì

RP =
{a

b
| a ∈ R and b ∈ RrP

}

,øèð âåç àåä R íà .PRP ∩R = P ,í�é÷î àåäå .PRP ãéçé éáøî ìàãéà åì ùé .P á R ìù éîå÷îä âåçä åäæ

.øèð âåç àåä RP íâ

íä J å I íà .R ìù íééáøîä íéìàãéàä ìë ìò øáåò M øùàá ,R =
⋂

RM éæà úåîìù íåçú àåä R íà :à.â äîì

.I = J éæà ,R ìù M éáøî ìàãéà ìëì IRM = JRM ù êë R ìù íéìàãéà

ù êë bM ∈ RrM å aM ∈ R íéîé÷ M ìëì éæà .RM ìëì êéù x ∈ Quot(R) øáàù çéðð :äçëåä

ìàãéàá ìëåî B éæà ,B 6= R íà .bM íéøáàä ìë éãé ìò øöåðä R ìù ìàãéàä úà B á ïîñð .bMx = aM

ìëìå íééáøî íéìàãéà ìù M úéôåñ äöåá÷ úîé÷ èøôá .B = R ïëì .äøéçáì äøéúñá ,bM ∈ M ,ïëì .M éáøî

ïëì .1 =
∑

M∈M cMbM ù êë cM ∈ R íé÷ M ∈M

.x =
∑

M∈M
xbMcM =

∑

M∈M
aMcM ∈ R

.äîìä ìù éðùä ÷ìçä úà íâ íéçéëåî äîåã ïôàá

K ìù ñôàî äðåù A R-ìåãåî úú åðä R ìù øåáù ìàãéà .K úåðî äãù ìòá úåîìù íåçú R áåù éäé

ìëì ,ïë åîë .øåáù ìàãéà åðä R ìù ìàãéà ìë èøôá .xA ⊆ R ù êë ñôàî äðåù x ∈ R øáà íé÷ åøåáòù

.éùàø øåáù ìàãéà àø÷ðä øåáù ìàãéà àåä xR ,x ∈ K×

a ∈ A ïäáù ab úåìôëîä ìë éãé ìò øöåðä R-ìåãåîë B å A íéøåáù íéìàãéà éðù ìù äìôëîä úà øéãâð

.R ìù íéøåáù íéìàãéà íðä A−1 íâå AB íâ .A−1 = {x ∈ K | xA ⊆ R} äéäé A ìù êåôää .b ∈ B å
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íéìàãéàä ìë óñà éæà .éáøî àåä R ìù ñôàî äðåù éðåùàø ìàãéà ìë åáù úåîìùá øåâñ øèð âåç R éäé :á.â ïåèôùî

ïôàá äâöäì ïúð R ìù ñôàî äðåù ìàãéà ìë ,ïë ìò øúé .äãéçéä øáà àåä R äáù ìôëì ñçéá äøåáç äåäî R ìù íéøåáùä

.ñôàî íéðåù íééðåùàø íéìàãéà ìù äìôëîë (øãñ éãë ãò) ãéçé

.[La2] ìù 18 ãåîòá 2 èôùî äàø :äçëåä

ìëù òáåð á.â ïåèôùîî .Dedekind âåç àø÷ð á.â ïåèôùî ìù íéàðúä úà íé÷îä R úåîìù íåçú

íéìàãéàä ìë ìò øáåò P äáù I =
∏

P eP äìôëîë (øãñ éãë ãò) ãéçé ïôàá äâöäì ïúð R ìù I øåáù ìàãéà

äæ äø÷îá) R á ìëåî I øåáùä ìàãéàä .ñôà íìë èòîëù íéîìù íéøôñî íä eP å R ìù ñôàî íéðåùä íééðåùàøä

,R ìù P ñôàî äðåù éðåùàø ìàãéà ìëìù çéëåäì ïúð ,ïë ìò øúé .P ìëì eP ≥ 0 íà ÷øå íà (íìù I ù íéøîåà

äîéàúîä äëøòää úà vP á ïîñð .R/P ì äåù äìù úåéøàùä äãù øùà äãéãá äëøòä âåç åðä RP éîå÷îä âåçä

àéä Rx =
∏

P eP å ,x ∈ K× íà ,éììë øúåé ïôàá .vP ìù éðåùàø øáà åðä π ∈ P rP 2 øáà ìë ,éæà .åì

éäé ,êôäì .P ìëì vP (x) = eP éæà ,ñôà íìë èòîëù íéîìù íéøôñî eP äáù Rx øåáùä ìàãéàä ìù äâöä

éðåùàø ìàãéà àåä P = M ∩R éæà .O ìù éáøîä ìàãéàä M éäéå R úà óé÷îä Quot(R) ìù äëøòä âåç O

M ì íâå R ì íâ êéù a = mb éæà .R éøáà ìù m = a
b äðîë åúåà âéöðå m 6= 0 ,m ∈ M , øçáð .R ìù

ìò øúé .äãéãá äëøòä âåç àåä RP ù òáåð ãðé÷ãã âåç R ù äçðääî .éáøî P ïëì .P 6= 0 ù ïàëî .P ì ïëìå

úåëøòä úåîéàúî íéðåù íééðåùàø íéìàãéà�ì¶ù ïéöð øáã ìù åôåñá .O = RP ,ã.á äîì éôì ,ïëì .RP ⊆ O ,ïë

.úåðåù úåãéãá

.éùàø àåä íééðåùàø íéìàãéà ìù éôåñ øôñî ìòá R ãðé÷ãã âåç :â.â äîì

äìôëîë åúåà âéöð .R ìù ìàãéà A éäé .R ìù íéðåùä íééðåùàøä íéìàãéàä P1, . . . , Pr åéäé :äçëåä

ù êë a ∈ K ïúåð ùìçä áåø÷ä èôùî .vPi øåáò πi éðåùàø øáà øçáð i ìëì .A =
∏r

i=1 P ei

,ïëì .vPi(a) = ei ,ïë ìò øúé .a ∈ ⋂r
i=1 RPi = R ,à.â äîì éôì ,èøôá .vPi(a − πei

i ) ≥ ei + 1

.Ra =
∏r

i=1 P ei
i = A

L á R ìù S íìùä øåâñä éæà .K ìù äãéøô úéôåñ äáçøä L éäéå K úåðî äãù ìòá ãðé÷ãã âåç R éäé :ã.â ïåèôùî

.ãðé÷ãã âåç åðä

.[CaF] ìù 13 ãåîòá 1 ïåèôùî äàø :äçëåä

x éæà ,Q ìù ñôàî äðåù øáà àåä x å S ìù ñôàî äðåù éðåùàø ìàãéà àåä Q íàù øéòð

øùàá ,xn + an−1x
n−1 + · · · + a0 = 0 ,øîåìë .R á íéîã÷î íò úð÷åúîå ä÷éøô éà äàåùî íé÷î

ìù ñôàî äðåù ìàãéà àåä P = Q ∩ R ïëìå a0 ∈ Q ∩ R íé÷úî .a0 6= 0 å a0, . . . , an−1 ∈ R

ìàãéàî íéàöåé åðà íà ,êôäì vP ìòî æà úðëåù L ìù vQ äëøòää .P ìòî ïëåù Q ù íéøîåà åðà .R
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.PS =
∏r

i=1 Qei
i äøåöá äâöäì ïúð ïëìå S ìù ìàãéà àåä PS éæà ,R ìù P ñôàî äðåù éðåùàø

å ,ei = e(vQi/vP ) å P ìòî íéçðåîä S ìù íééðåùàøä íéìàãéàä íä Q1, . . . , Qr íéìàãéàä

.[L : K] =
∑r

i=1 ei[S/Qi : R/P ] ù òáåð .á óéòñá (4) î .[S/Qi : R/P ] = [L̄vQi
: K̄vP

]

Z ,ïë åîë .ãðé÷ãã âåç àåä äãéãá äëøòä âåç ìë ,èøôá .ãðé÷ãã âåç åðä éùàø âåç ìë .ãðé÷ãã éâåçì úåàîâã :ä.â

ã.â ïåèôùîî .ãðé÷ãã âåç àåä K0 àåäùìë äãù ìòî t äðúùîá K0[t] íéîåðéìåôä âåç äæì óñåðá .ãðé÷ãã âåç åðä

.ãðé÷ãã âåç àåä íéøôñî äãù ìù íéîìùä íéøôñîä âåçù òáåð

äðåëú R ìù S ä÷éø àì äöåá÷ úú .K úåðî äãù íò úåîìù íåçú R éäé .úéìôë äöåá÷ì ñçéá íew´î :å.â äøãâä

ë S ì ñçéá R ìù úåðîä âåç úà øéãâð äæ äø÷îá .ìôë úçú äøåâñ S íàå 0 /∈ S íà úéìôë

S−1R =
{a

b
| a ∈ R, b ∈ S

}

åðä åãé ìò øöåðä S−1R ìù ìàãéàä éæà ,R ìù ìàãéà àåä I íà .K á ìëåîå R úà óé÷îä âåç åäæ

.S−1I =
{a

b
| a ∈ I, b ∈ S

}

,S = RrP àéä úøçà äîâã .R ìù ñôàî äðåù a øáà ìù úå÷æçä ìë äöåá÷ äðä R á úéìôë äöåá÷ì äîâH

íéìàãéà ìù äöåá÷ àéä ,i ∈ I ,Pi íà ,éììë ïôàá .S−1R = RP äæ äø÷îá .R ìù éðåùàø ìàãéà àåä P øùàá

.úéìôë äöåá÷ àéä S =
⋂

i∈I RrPi éæà ,íééðåùàø

.å.â äøãâäáë S å K ,R åéäé :æ.â äîì

.S−1P = S−1R éæà ,P ∩ S 6= ∅ íé÷î R ìù P éðåùàø ìàãéà íà (à)

,ïë ìò øúé .S−1R ìù úåàð éðåùàø ìàãéà àåä S−1P éæà ,P ∩ S = ∅ íé÷î R ìù P éðåùàø ìàãéà íà (á)

.RP = (S−1R)S−1P å S−1P ∩R = P

.S−1(I ′ ∩R) = I ′ íé÷î S−1R ìù I ′ ìàãéà ìë (â)

.P ∩ S = ∅ íé÷îä R ìù éðåùàø ìàãéà àåä P = P ′ ∩R éæà ,S−1R ìù éðåùàø ìàãéà àåä P ′ íà (ã)

éëøò ãç ãç ïôàá P ∩ S = ∅ íéîé÷îä R ìù íééðåùàøä íéìàãéàä äöåá÷ úà ä÷éúòî P 7→ S−1P ä÷úòää (ä)

.P ′ 7→ P ′ ∩R àéä äëåôää ä÷úòää .S−1R ìù íééðåùàøä íéìàãéàä úöåá÷ ìò

ìù éáøî ìàãéà àåä S−1M íà ÷øå íà R ìù éáøî ìàãéà àåä M ,èøôá .äìëä ìò úøîåù (ä) á úøãâåîä ä÷úòää (å)

.R/M = S−1R/S−1M ,äæ äø÷îá .S−1R

.S ì íéøæä R ìù íééáøîä íéìàãéàä ìë ìò øáåò M øùàá ,S−1R =
⋂

RM (æ)

.ãðé÷ãã âåç àåä S−1R íâ ,ãðé÷ãã âåç àåä R íà (ç)

.I ′ = S−1I ïîñð R ìù I ìàãéà ìëìå R′ = S−1R ïîñð :äçëåä
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.R′ á êéôä S ìù øáà ìë (à)

.äçðäì ãåâðá ,P ∩ S 6= ∅ ïëìå p = s ïëì .1 = p
s ù êë s ∈ S å p ∈ P íéîé÷ éæà ,P ′ = R′ íà (á)

.x ∈ P ïëìå xs = p ∈ P ,ïëì .s ∈ S å p ∈ P øåáò x = p
s éæà ,x ∈ S−1P ∩R íà

,a, b ∈ R øùàá a/s
b/s′ äøåöá äâöäì ïúð ïéîé óâàá âåçä ìù øáà ìë ,êôäì .RP ⊆ R′P ′ ù òáåð ïàëî

.ì"ðä íééîå÷îä íéâåçä ïéá ïåéåù íé÷úî ïëì .bs /∈ P å as′
bs ì äåù äæ øáà .s, s′ ∈ S å b /∈ P

.ùøãðá ,i ∈ I ′ ∩R ù òáåð i = i′s ïåéååùäî .s ∈ S å i ∈ R øùàá i′ = i
s éæà ,i′ ∈ I ′ íà (â)

.äçðäì ãåâðá ,P ′ = R′ ïëìå P ′ ì êéù s äéä s ∈ P ∩ S íé÷ äéä åìà (ã)

.(ã) å (â) î úòáåð äðòèä (ä)

äøåöá äâöäì ïúð r′ ∈ R′ ìë ïëàå .R′ = M ′ + R ù ÷ø úåàøäì åðéìò ,M ′ ∩ R = M å ìéàåä (å)

m ∈ M å b ∈ R íé÷ ïëì .R ìù M éáøîä ìàãéàì êéù åðéà s ,äçðää éôì .s ∈ S å r′ ∈ R øùàá r′ = r
s

.ù÷åáîë r′ = mr′ + br ∈ M ′ + R ïëì .bs = 1−m ù êë

.à.â äîì ìù éèøô äø÷î àéä äðòèä (æ)

âåç àåä R′ íâù (â) î òáåð ,øèð âåç àåä R å ìéàåä úåîìùá øåâñ R′ íâ úåîìùá øåâñ R å ìéàåä (ç)

àåä R′ ìù éðåùàø ìàãéà ìë íâù (å) î òáåð ,éáøî àåä R ìù ñôàî äðåù éðåùàø ìàãéà ìëå ìéàåä ,óåñáì .øèð

.éáøî
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ãðé÷ãã éâåçá úåéôåñ éèôùî .ã

åéäé íøåáò çéëåðù úåéôåñä éèôùî .íééèîúøà íéîöòá K äãùä ìù úåéôåñä úåáçøääî úçà ìë ãÌ�é�öð äæ óéòñá

.ìéåå-ìãøåî ìù ùìçä èôùîä úçëåäì íéáéëøîä ãçà

úà OL á ïîñð .K ìù úéôåñ äáçøä L éäú .K úåðî äãù íò ãðé÷ãã âåç O éäé .íééðåùàø íé÷ìçî à.ã

úéëøò ãç ãç äîàúäá úãîåòä PL äöåá÷ øçáð .ãðé÷ãã âåç åðä OL ,ã.â ïåèôùî éôì .L á O ìù íìùä øåâñä

ìàãéàä úà Pp á ïîñð p ∈ PL ìëì .L ìù íééðåùàø íé÷ìçî åð�ëé PL éøáà .OL ìù íééáøîä íéìàãéàä íò

úà vp áå Op ìù éáøîä ìàãéàä úà Mp á ,Pp á OL ìù éîå÷îä âåçä úà Op á ,åì íéàúîä OL ìù éðåùàøä

,äîâãì .p ì ìàîù ãöî L úà óéñåð ,L ì ñçéúäì äöøð íà .Op ì äîéàúîä K ìù úð÷»úîä äãéãáä äëøòää

.Op íå÷îá OL,p íùøð

ä�ð�ëî CL = IL/{xOL | x ∈ L×} äðîä úøåáç .IL á OL ìù íéøåáùä íéìàãéàä úøåáç úà ïîñð

ìàãéàì êôåä OL ìù øåáù ìàãéà ìëå ìéàåä .(PL ì ñçéá) L ìù (class group) íéìàãéàä úå÷ìçî úøåáç

ù çéðð .OL ìù íéìàãéàî úáëøåîä CL ì íéâöéî úëøòî øçáì ãéîú ïúð ,OL ìù øáàá ìôë éøçà ìéâø

.úéôåñ äøåáç äðä CL (1)

âåçá ïðåáúð .PL ìù äöåá÷ úú S éäú .S-éîìù á.ã

. OL,S = {x ∈ L | vp(x) ≥ 0 for all p ∈ PLrS
}

=
⋂

p∈PLrS

Op

úéìôëä äöåá÷á O ìù íew´î åðä äæ âåç .S-éîìù âåç àø÷ð àåä .L á ìëåîå OL úà óé÷îä âåç åäæ

.Pq ∩ T = ∅ ïëìå Pq ∩ (OLrPq) = ∅) éæà ,q ∈ PLrS íà ,ïëàåï .T =
⋂

p∈PLrS(OLrPp)

øçáð ,q ∈ S íà .(T−1OL)T−1Oq
= Oq ,ïë ìò øúé .T−1OL ìù úåàð ìàãéà àåä T−1Pq ,(á)æ.â äîì éôì

ê�éù ïëìå x ∈ Pqr
⋃

p∈PLrS Pp í�é÷î äæ øáà .Pn
q = xOL ù êë x ∈ O øáàå n éòáè øôñî (1) éôì

ìù ñôàî íéðåùä íééðåùàøä íéìàãéàäù äìåò äæ ìëî .T−1Pq = T−1OL ù òáåð (à)æ.â äîìî .Pq ∩ T ì

.T−1OL =
⋂

p∈PLrS Op = OL,S ,à.â äîì éôì ,ïëì .p ∈ PLrS øùàá T−1Pp äøåöäî íðä T−1OL

:òáåð æ.â äîì óåøöá ,íãå÷ä óéòñá åðâùäù äîî

.Pp = Mp ∩OL ïîñð .p ∈ PL éäé :â.ã äîì

.PpOL,S = OL,S éæà ,p ∈ S íà (à)

éøáà ìò øáåò p øùàá Mp ∩ OL,S = PpOL,S äøåöä ùé OL,S ìù ñôàî íéðåùä íééðåùàøä íéìàãéàì (á)

.PL r S

.(I ∩OL)OL,S = I íé÷úî OL,S ìù I ìàãéà ìëì (â)

.ãðé÷ãã âåç àåä OL,S (ã)
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.éùàø âåç åðä OL,S′ ù êë äúåà äôé÷îä S′ úéôåñ äöåá÷ úú úîé÷ PL ìù S úéôåñ äöåá÷ úú ìëì :ã.ã äîì

íéìàãéàä úøåáç åìåãåî IL úà íéâöéîä OL ìù I1, . . . , Ir íéìàãéà (1) éôì øçáð ,ïëàå :äçëåä

éäú .Pi = Ppi
ïîñð i ìëì .I1, . . . , Ir á íéáøÉòîä PL éøáà ìë p1, . . . , ps åéäé .íééùàøä íéøåáùä

.S′ = S ∪ {p1, . . . , ps}
.éùàø àåä OL,S′ ìù IOL,S′ ìàãéàä OL ìù I ìàãéà ìëìù çéëåäì ÷éôñîù òáåð (â)â.ã äîìî

íéîìù íéøôñî ki øùàá ,Ij =
∏s

i=1 P ki
i ù òáåð äéðáäî .I = xIj ù êë x ∈ L× íé÷å j íé÷ ,ïëàå

.IOL,S′ = xOL,S′ ù àåôà òáåð (S íå÷îá S′ øåáò) (à)ã.ã äîìî .íééìéìù éà

:çéððå OL,S ìù íéëéôää íéøáàä úøåáç úà UK,S á ïîñð

.úéôåñ úøöåð UK,S äøåáçä PL ìù S úéôåñ äöåá÷ úú ìëì (2)

äãù àø÷ð (2) å (1) úåéôåñä éàðú úàå Quot(O) = K íé÷îä O ãðé÷ãã âåç íò ãçé K äãùì

.éèîúøà äãù äðä OL íò ãçé K ìù L äãéøô úéôåñ äáçøä ìë äæ äø÷îáù äìåò úåøãâääî .éèîúøà

äãéçéä éùøù úøåáç úà óé÷î K ù çéðð .char(K) ìù äìåôë åðéàù éòáè øôñî m éäé .øîå÷ úøåú ä.ã

úìòá úéìáà äáçøä äðåëú K ìù L äáçøä .ζm øöåé äì øçáð .m øãñî úéìâòî äøåáç éäåæ .m øãñî µm

ìëì σm = 1 øîåìë .m êéøòî úìòá úéìáà äøåáç àéä Gal(L/K) å äàåìâ úáçøä àéä íà m êéøòî

ìù äøåáç úú àéä B íà .(''m úà ÷ìçîä êéøòî úìòá úéìáà äáçøä,, øîåì êéøö ÷åéã øúéá) σ ∈ Gal(L/K)

äáçøää úà íéàúð åæ äøåáçì .m êéøòî úìòá úéìáà äøåáç àéä B/(K×)m éæà ,(K×)m úà äôé÷îä K×

äéö÷ðåôä .B̄ = B/(K×)m å G = Gal(L/K) ïîñð .L = K(B1/m) = K( m
√

b | b ∈ B) úéìáàä

äçñåðä éãé ìò úøãâåîä κ: G× B̄ → µm

κ(σ, b̄) =
σ m
√

b
m
√

b

,úéðù .íéðúùîä éðùî ãçà ìëá úéìôë ìë íãå÷ äðä κ ,øîåìë .úðååðî àìå úéøàðéìéá äðä b̄ = b(K×)m äáù

ìëì κ(σ, b̄) = 1 íé÷î b ∈ B íà ,äîåã ïôàá .σ = 1 éæà ,b ∈ B ìëì κ(σ, b̄) = 1 íé÷î σ ∈ G íà

àì ïôàá) éôøåîåæéà G ïëì .Hom(B̄, µm) ì éðåð÷ ïôàá éôøåîåæéà G ù òáåð ïàëî .̄b = 1 éæà ,σ ∈ G

éæà ,τ ∈ G íà ,øîåìë .G éøáà íò ïåùàøä äðúùîä ìù äãîöää úçú κ úøîùð ,äæì óñåðá .B̄ ì (éðåð÷

.κ(τ−1στ, b̄) = κ(σ, b̄)

éæà ,éôåñ ñ÷ãðà úìòá äøåáçë B úà äôé÷îä K× ìù äøåáç úú àéä C íà

.L(B1/m) ⊆ L(C1/m)

ìù úåéìáàä úåáçøää ìë óñà ìò úéëøò ãç ãç àéä B 7→ K(B1/m) äîàúääù ãåò úøîåà øîå÷ úøåú

.[Lang, Chap. VII, §8] á àöîì øùôà úåçëåä .m êéøòî úåìòá K
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á úôòñî äðéà v éæà .v(m) = 0 ù êë éòáè øôñî m éäéå a ∈ K éäé ,K äãù ìù äãéãá äëøòä v éäú :å.ã äîì

.m|v(a) íà ÷øå íà K( m
√

a )

.xm = a éæà .L = K(x) å x = m
√

a ïîñð :äçëåä

ì íé÷ ïëì .mw(x) = ev(a) éæà .e = e(w/v) éäéå L ì v ìù äáçøä w éäé .m - v(a) ù íãå÷ çéðð

.L á óòñî v ïëìå e 6= 1 èøôá .e úà ÷ìçîä p éðåùàø íøåâ m

u = ac−km éæà .v(c) = 1 ù êë c ∈ K øáà øçáð .v(a) = km ù êë íìù k íé÷ù çéðð ,êôäì

ù òáåð v(m) = 0 ù äçðääî .L = K(y) å ym = u éæà .y = xc−k ïîñð ãåò .v(u) = 0 íé÷î

.L á óòñî åðéà v ù òáåð ç.á äîìî .íéìåôë íéùøù ïéà Y m − ū íåðéìåôì ïëì .char(K̄v) - m

ìù äìåôë åðéàù éòáè øôñî m ≥ 2 éäéå PK ìù úéôåñ äöåá÷ úú S éäú .éèîúøà äãù K éäé :æ.ã ïåèôùî

.úéôåñ äðä S ìòî øúåéä ìëì úôòñîä m êéøòî úìòá K ìù úéáøîä úéìáàä äáçøää éæà .char(K)

L éäé .K(m)
S á S ìòî øúåéä ìëì úôòñîä m êéøòî úìòá K ìù úéáøîä úéìáàä äáçøää úà ïîñð :äçëåä

K
(m)
S L éæà .S éøáàì ìòî íéðëåùä L ìù íééðåùàøä íé÷ìçîä ìë óñà úà S′ á ïîñð .K ìù úéôåñ äáçøä

åðééä åìà .L(m)
S′ á úìëåî àéä ïëìå (ãé.á ïåèôùî) S′ ìòî øúåéä ìëì úôòñîä m êéøòî úìòá úéìáà äáçøä àéä

.[K(m)
S : K] < ∞ ù ÷éñäì íéìåëé åðééä ,[L(m)

S′ : L] < ∞ ù íéòãåé

.µm ⊆ K ù çéðäì éãë ,K(µm) äãùä éáâì êøöä úãîá äæ ïåø÷ò àåôà ìéòôð

,ã.ã äîì éôì ,ïëì .K(m)
S ⊆ K

(m)
T éæà ,S úà äôé÷îä PK ìù úéôåñ äöåá÷ úú àéä T íàù øéòð úéðù

âåç åðä OK ) p /∈ S ìëì vp(m) = 0 ù ïëå éùàø âåç àåä OK,S ù çéðäì éãë êøöä úãîá S úà ìéãâäì ìëåð

.(ãðé÷ãã

,å.ã äîì éôì .S ìòî øúåéä ìëì úåôòñîä K( m
√

b) úåáçøää ìë óåøö àéä K
(m)
S ,øîå÷ úøåú éôì

øùàá ,K(m)
S = K(B1/m) ,ïëì .m|vp(b) íà ÷øå íà K( m

√
b) á óòñî åðéà K ìù p éðåùàø ÷ìçî

B/(K×)m äøåáçäù çéëåäì ÷éôñîù àåôà òáåð øîå÷ úøåúî .B = {b ∈ K× | m|vp(b) for all p /∈ S}
.úéôåñ

ìàãéà íé÷ éæà .b ∈ B éäé ,ïëàå .B/(K×)m ìò UK,S úà ÷éúòî u 7→ u(K×)m íæéôøåîåîåää :äðòè

ù êë a ∈ K× íé÷ù òáåð S úøéçáî .bOK,S =
∏

P
vp(b)
p OK,S = Im ù êë OK,S ìù I øåáù

.b = uam ù êë u ∈ UK,S íé÷ ïëìå bOK,S = amOK,S ïëì .aOK,S = I

ìù êéøòîäå ìéàåä .úéôåñ úøöåð B/(K×)m íâ ,äðòèä éôì ,ïëì .úéôåñ úøöåð UK,S ,(5) éôì

.úéôåñ åæ äøåáç ,éôåñ B/(K×)m
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ìééå-ìãøåî ìù ùÌ�ì§ç§ä èôùîä .ä

A éäé .K-íéîæéôøåîåæéà íò ãçé K ìù úåéøáâìàä úåáçøää ìù äéøåâè÷ä úà L á ïîñð .éèîúøà äãù K éäé

σ: L → L′ K-ïåëùì .úéìáà äøåáç àåôà àåä A(L) L ∈ L ìëì .úåéìáàä úåøåáçä úåéøåâè÷ì L î øåè÷ðô

íé÷úé èøôá .úåéìáà úåøåáç ìù (íù åúåà ìòá) σ: A(L) → A(L′) ïåëù íéàúé L á úåãù éðù ïéá

.p ∈ A(L) ìëì τ(σ(p)) = (τσ)(p) éæà ,L σ−→ L′ τ−→ L′′ íà (1a)

.A(L) → A(L) úåäæä ú÷úòä íéàúú L → L úåäæä ú÷úòäì (1b)

.σ(p + q) = σp + σq éæà ,p,q ∈ A(L) å σ ∈ Gal(L/K) ,äàåìâ úáçøä L/K íà (1c)

:ùøãð äæì óñåðá

ãéøôä øåâñä åðä Ks) A(L) ⊆ A(Ks) éæà ,L ⊆ Ks íà èøôá .A(L) ⊆ A(L′) éæà ,L ⊆ L′ íà (1d)

.(K ìù

.A
( ⋂

i∈I Li

)
=

⋂
i∈I A(Li) (1e)

úåéôåñä úåáçøää ìë ìò øáåò L øùàá A(L) úåøåáçä ìë ìù ãåçàä äðä A(N) äøåáçä N ∈ L ìëì (1f )

.N á úåìëåîä K ìù

ìëì σp = p éæà .p ∈ A(N) éäéå äãù K ⊆ L ⊆ N éäé ,K ìù äàåìâ úáçøä N éäé (1g)

.p ∈ A(L) íà ÷øå íà σ ∈ Gal(N/L)

íøåáòù L ∈ L úåãùä ìë ìù êåúçä úà K ′(p) á ïîñð K ′ ∈ L ìëìå p ∈ A(Ks) äãRð ìëì

K ′(p) ,ïë ìò øúé .åæ äðåëú ìòá øúåéá ïè÷ä äãùä àåä K ′(p) ù òáåð (1f ) å (1e) î .p ∈ A(L) å K ′ ⊆ L

.σ ∈ Gal(K ′) ìëì σK ′(p) = K ′(σp) ù ìá÷ð ïë ïîë .K ′ ìù úéôåñ äãéøô äáçøä àåä

P íà .p ∈ P íäáù K ′(p) úåãùä ìë ìù óåøöä úà K ′(P ) á ïîñð P ⊆ A(Ks) äöåá÷ úú ìëì

K ′(P )/K ′ éæà ,P úà úøîåù Gal(K ′) äæì óñåðá íà .K ′ ìù úéôåñ äáçøä åðä K ′(P ) éæà ,úéôåñ äöåá÷

.äàåìâ úáçøä àéä

L ∈ L ìë øåáò øéãâî m á ìôë .char(K) - m íé÷îå 2 ì äåù åà ìåãâä éòáè øôñî m äúò éäé

:çéðð .Am(L) á åðéòøâ úà ïîñð .multm: A(L) → A(L) íæéôøåîåîåä

.úéôåñ äøåáç àéä Am(Ks) (2a)

.A(Ks) ìò A(Ks) úà ÷éúòî multm (2b)

.K ìù úéôåñ äàåìâ úáçøä àåä K(Am(Ks)) ë øãâåîä K(Am) äãùä èøôá

íâ éæà ,úéôåñ äøåáç äðä A(L)/mA(L) íà .K ìù úéôåñ äàåìâ úáçøä L éäú :à.ä äîì

.úéôåñ A(K)/mA(K)
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:ú÷éåãî äøãñ äøùî A(K) ⊆ A(L) äìëää :äçëåä

.0 → (A(K) ∩mA(L))/mA(K) → A(K)/mA(K) → A(L)/mA(L)

.úéôåñ (A(K) ∩mA(L))/mA(K) äøåáçäù çéëåðù àåôà ÷éôñî ,äîìä úà çéëåäì éãë

äúò .äúåà úâöéîä p ∈ A(K)∩mA(L) äãRð p̄ ∈ (A(K)∩mA(L))/mA(K) ìëì øçáð äæ êøöì

ïîñð σ ∈ Gal(L/K) ìëìå .mqp = p úîé÷îä qp ∈ A(L) äãRð øçáð

äæë ïôàá íéìá÷î åðà .mλp(σ) = σ(mqp) − mqp = σp − p = 0 éæà .λp(σ) = σqp − qp

.(qp úøéçáá äéåìúä) λp: Gal(L/K) → Am(L) ä÷úòä

ïëìå σqp − qp = σqp′ − qp′ éæà ,λp = λp′ å A(K) ∩mA(L) ìù úôñåð äãRð àéä p′ íà

.p− p′ ∈ mA(K) ,ïëìå qp − qp′ ∈ A(K) ,ïëì .σ ∈ Gal(L/K) ìëì σ(qp − qp′) = qp − qp′

äöåá÷ä êåúì éëøò ãç ãç ïôàá .A(K) ∩mA(L)/mA(K) úà àåôà ä÷éúòî p̄ 7→ λp äîàúää

ù ïàëî òáåð ,úåéôåñ úåöåá÷ ïä Am(L) íâå Gal(L/K) íâå ìéàåä Map
(
Gal(L/K) → Am(L)

)

.ù÷åáîë ,úéôåñ äøåáç àéä A(K) ∩mA(L)

ù çéðäì øùôà ,úéôåñ äøåáç àåä A(K)/mA(K) ù çéëåäì éãëù òáåð (2a) îå à.ä äîìî

.Am(Ks) = Am(K) (3a)

:òáåð åæ äçðäî

.m êéøòî úìòá úéìáà äáçøä àéä K(q)/K éæà ,mq ∈ A(K) å q ∈ A(Ks) íà (3b)

,(3a) éôì ,ïëì .m(σq − q) = 0 ,ïëì .mσq = σ(mq) = mq éæà ,σ ∈ Gal(K) íà ,ïëàå

.äàåìâ úáçøä äðä K(q)/K ïëìå σq ∈ A(K(q)) èøôá .σq− q ∈ A(K)

éæà ,τ ∈ Gal(K(q)/K) íà .σq− q = a(σ) ∈ Am(K) éæà ,σ ∈ Gal(K(q)/K) íà

a(στ) = στq− q = σ(q + a(τ))− q = σq− q + a(τ) = a(σ) + a(τ)

.Am(K) êåúì Gal(K(q)/K) ìù íæéôøåîåîåä äðä σ 7→ a(σ) ä÷úòää ïëì

ìëì τq = q íé÷é àåä .K(q) á σ ìù úáùä äãù úà L0 á ïîñð .σq = q éæà ,a(σ) = 0 íà

.σ = 1 ïëì .L0 = K(q) ù òáåð K(q) úøãâäî .q ∈ A(L0) ,(1g) éôì ,ïëì .τ ∈ Gal(L0)

.m êéøòî úìòá úéìáà äøåáç Gal(K(q)/K) ù ïàëî

äéö÷ðåô øéãâð åìà úåçðäá

κ: A(K)×Gal(K) → Am(K)
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êë q ∈ A(Ks) äãRð (2b) êîñ ìò øçáð p ∈ A(K) øåáò .à.ä äîì úçëåäá äá åðùîúùäù åæì äîåã äèéùá

σ ∈ Gal(K) ìë øåáò øéãâðå ,mq = p ù

.κ(p, σ) = σq− q

.Kummer âååæ κ ì àø÷ð

:á.ä äîì

.áèéä øãâåî øîå÷ âååæ (à)

.éøàðéì-éá åðä øîå÷ âååæ (á)

.mA(K) åðä éìàîùä äðúùîá øîå÷ âååæ ìù ïéòøâä (â)

íøåáòù K(q) úåãùä ìë óåøö àåä N = K( 1
mA(K)) øùàá Gal(N) åðä éðîéä äðúùîá øîå÷ âååæ ìù ïéòøâä (ã)

.mq ∈ A(K) å q ∈ A(Ks)

,ïëàå .κ(p, σ) ∈ Am(K) ,øîå÷ âååæ úøãâä ìù íéðåîéñáù ìë íãå÷ çéëåäì åðéìò :(à) úçëåä

.mκ(p, σ) = σ(mq)−mq = σp− p = 0

,mq′ = p ù êë A(Ks) á úøçà äãRð àéä q′ íà ,ïëàå .q äãRðá äéåìú äðéà äøãâääù çéëåäì åðéìò ,úéðù

,ïëìå σ(q′ − q) = q′ − q ,ïëì .q′ − q ∈ Am(Ks) ⊆ A(K) ,(3a) éôì ,ïëìå m(q′ − q) = 0 éæà

.σq′ − q′ = σq− q

éæà .mq2 = p2 å mq1 = p1 ù êë q1,q2 ∈ A(Ks) øçáðå p1,p2 ∈ A(K) î àöð :(á) úçëåä

,ïëìå m(q1 + q2) = p1 + p2

κ(p1 + p2, σ) = σ(q1 + q2)− (q1 + q2)

= (σq1 − q1) + (σq2 − q2) = κ(p1, σ) + κ(p2, σ)

éæà .τ ∈ Gal(K) á ïðåáúð ,κ ìù éðîéä äðúùîá úåéøàðéìä úà çéëåäì éãë

.κ(p, τσ) = τσq− q = τ(σq− q) + (τq− q) = τκ(p, σ) + κ(p, τ) = κ(p, σ) + κ(p, τ)

ù êë q ∈ A(Ks) éäé .σ ∈ Gal(K) ìë øåáò κ(p, σ) = 0 ,íé÷î p ∈ A(K) ù çéðð :(â) úçëåä

p ∈ mA(K) ìë ,êôäì .p ∈ mA(K) ïëìå q ∈ A(K) ,ïëì .σ ∈ Gal(K) ìëì σq = q éæà .mq = p

.κ ìù éìàîùä ïéòøâá àöîð
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íé÷úî mq ∈ A(K) íé÷îä q ∈ A(Ks) ìëì éæà .κ ìù éðîéä ïéòøâá øáà σ ∈ Gal(K) éäé :(ã) úçëåä

.êôäìå σq = q

ïååðî àì âååæ äøùî øîå÷ âååæù äìåò äîìäî .K ìù äàåìâ úáçøä åðä N = K( 1
mA(K)) äãùä

κ̄: A(K)/mA(K)×Gal(N/K) → Am(K)

ïåëù øéãâäì øùôà äúøæòá .úðååðî àì úéøàðéì-éá úéðáú åðä κ̄ ,åðééäã

Λ: A(K)/mA(K) → Hom(Gal(N/K), Am(K)) (4)

äáçøääù äàøð íà .Λ(p + mA(K))(σ) = κ̄(p, σ) íéøéãâî σ ∈ Gal(N/K) ìëìå p ∈ A(K) ìëì

èôùîä úçëåä íéúñú úàæá .éôåñ (4) ìù ìàîù óâà íâù òáðé ïàëî .éôåñ (4) ìù ïéîé óâàù ìá÷ð ,úéôåñ N/K

.m øåáò ìééå-ìãøåî ìù ùìçä

úà áéçøäì êøèöð äæ êøöì .PK ìù S äîéàúî úéôåñ äöåá÷ úú ìò æ.ã ïåèôùî úà ìéòôäì äöøð äúò

.A øåè÷ðôä

L úéôåñ äãéøô äáçøä ìëì ù êë ,PK ìù BadK(A,m) úéôåñ äöåá÷ úú úîé÷ .A ìù äáåè äãîòä (5)

íæéôøåîåîåäå A(L̄q) äøåáç úîé÷ úîé÷ BadK(A,m) ìòî çðåî åðéàù L ìù q éðåùàø ÷ìçî ìëìå K ìù

ù ïôàá redq: A(L) → A(L̄q)

.redq(q) = q̄ ïîñð .Am(L̄q) êåúì éëøò ãç ãç ïôàá Am(L) úà ÷éúòî redq éæà vq(m) = 0 íà (5a)

A(L̄q) ⊆ A(L̄′q′) éæà ,q ìòî ïëåùä L′ ìù éðåùàø ÷ìçî àåä q′ å L ìù úéôåñ äãéøô äáçøä àéä L′ íà (5b)

.redq ì äåù A(L) ì redq′ ìù íåöîöäå

íà ïë ìò øúé .A(L̄q) ìò úìòåô Aut(L̄q/K̄p) éæà ,K ìù äàåìâ úáçøä àéä L äæì óñåðá íà (5c)

,é.á óéòñá úøëæåîä D(q/p) → Aut(L̄q/K̄p) ä÷úòää úçú σ ìù äðåîúä àåä σ̄ å σ ∈ D(q/p)

.(p á äáåè äãîòä A ì ùéù øîàð êùîäá) q ∈ A(L) ìëì σq = σ̄q̄ éæà

äãùä éæà .Am(K) = Am(Ks) ù çéðð .S = BadK(A,m) ∪ {p ∈ PK | vp(m) 6= 0} éäé :â.ä äîì

.S ìòî øúåéä ìëì óòñî N = K( 1
mA(K))

î .L = K(q) ïîñð .mq = p ù êë q ∈ A(Ks) øçáð .A(K) á äãRð p éäú .p ∈ PK rS éäé :äçëåä

.L á óòñî åðéà p ù çéëåäì ÷éôñîù òáåð (á)ãé.á ïåèôùîî .K ìù úéôåñ äàåìâ úáçøä L ù òáåð (3a)

.I(q/p) = 1 ù çéëåäì ÷éôñîù øîåà é.á óéòñ úú .p ìòî çðåîä L ìù éðåùàø ÷ìçî q éäé ,ïëàå

ù (3a) î ìá÷ð ,mσq = p íâå ìéàåä .σq = σ̄q̄ = q̄ ,(5c) éôì .σ̄ = 1 éæà .σ ∈ I(q/p) éäé
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ïëì .σ = 1 ,ì"ðë q ìëì ïåëð äæ ïåéåùå ìéàåä .σq = q ,(5a) éôì ,ïëì .σq− q = 0 å σq− q ∈ Am(K)

.óòñî åðéà ,q/p êëå I(q/p) = 1

å (2) ,(1) úåùéøãä úà íé÷îä éìáà øåè÷ðô A å éèîúøà äãù K éäé :(ìéåå-ìãøåî ìù ùì§ç§ä èôùîä) ã.ä ïåèôùî

.úéôåñ äøåáç àéä A(K)/mA(K) éæà .char(K) á ÷ìçúî åðéàù éòáè øôñî m ≥ 2 éäé .äæ óéòñ ìù (5)

éäé .Am(Ks) ⊆ A(K) ù ,úåéììëä úìáâä éìá ,çéðäì ïúðù òáåð à.ä äîìî :äçëåä

N ,â.ä äîì éôì .m êéøòî úìòá K ìù úéìáà äáçøä àåä N ,(3b) äðòè éôì .N = K( 1
mA(K))

.úéôåñ äáçøä àéä N/K ,æ.ã ïåèôùî éôì ,ïëì .äîì äúåàá úøëæðä S úéôåñä äöåá÷ä ìòî øúåéä ìëì óòñî

.úéôåñ äøåáç àåä A(K)/mA(K) ù òáåð (4) ïåëùäî
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úéùéìù äìòîî íåðéìåôá íéáåùç .å

.àáä óéòñá ø÷çðù íééèôìàä íéîå÷òä ìù íäéúåðåëú éåãåì ñéñá ååäé äæ óéòñá òöáðù íéáåùçä

íåðéìåôá ïðåáúð .K á íéøáà a, b åéäéå äãù K àåôà éäé

f(X) = X3 + aX + b (1)

:K̃ ìòî íééøàðéì íéîøåâì åúåà ÷øôðå

f(X) = (X − ξ1)(X − ξ2)(X − ξ3) (2)

∆ 6= 0 èøôá .f(X) ìù äèððéîéø÷ñéãä àåä ∆ = −δ2 éæà .δ = (ξ2 − ξ1)(ξ3 − ξ1)(ξ3 − ξ2) ïîñð

íåðéìåôë åúåà òéáäì øùôà ξ1, ξ2, ξ3 á éøèîéñ íåðéìåô àåä ∆ å ìéàåä .äæî äæ íéðåù ξ1, ξ2, ξ3 íà ÷øå íà

.a, b á øîåìë ,f(X) éîã÷îá

.δ2 = −4a3 − 27b2 :à.å äîì

:äãðåî-øã-ðå úöéøèîá ïðåáúð :äçëåä

M =




1 1 1
ξ1 ξ2 ξ3

ξ2
1 ξ2

2 ξ2
3




äåù M t úôìçåîä äöéøèîä ìù äèððîéøèãä òåãéë .pk =
∑3

i=0 ξk
i ïîñð k ≥ 0 ìëì .det(M) = δ òåãéë

ïëì .M ìù äèððéîøèãì

δ2 = det(MM t) =

∣∣∣∣∣∣

3 p1 p2

p1 p2 p3

p2 p3 p4

∣∣∣∣∣∣
(3)

ù òáåð (2) å (1) î

ξ1ξ2ξ3 = −b, ξ1ξ2 + ξ1ξ3 + ξ2ξ3 = a, ξ1 + ξ2 + ξ3 = 0 (4)

ïëìå f(X) ìù ùøù àåä ξi ù êëá ùîúùð p3 úà áùçì éãë .p2 = p2
1 − 2a = −2a å p1 = 0 ïëì

ξ3
i = −aξi − b, i = 1, 2, 3 (5)

ξi á (5) úà ìéôëð äúò .p3 = −3b ïëì

ξ4
i = −aξ2

i − bξi i = 1, 2, 3
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äèððîéøèãä úà áùçðå (3) á åìàä íéëøòä ìë úà áéöð íà .p4 = −ap2 − bp1 = 2a2 ìá÷ì éãë íëñðå

ìá÷ð úìá÷úîä

δ2 =

∣∣∣∣∣∣

3 0 −2a
0 −2a −3b
−2a −3b 2a2

∣∣∣∣∣∣
= −4a3 − 27b2

.ùøãðë

íéîåðéìåôä íéîé÷î ∆ = 4a3 + 27b2 øåáò :á.å äîì

F (X, Z) = X4 − 2aX2Z2 − 8bXZ3 + a2Z4

G(X, Z) = 4X3Z + 4aXZ3 + 4bZ4

f1(X, Z) = 12X2Z + 16aZ3

g1(X, Z) = 3X3 − 5aXZ2 − 27bZ3

f2(X, Z) = 4(4a3 + 27b2)X3 − 4a2bX2Z + 4a(3a3 + 22b2)XZ2 + 12b(a3 + 8b2)Z3

g2(X, Z) = a2bX3 + a(5a3 + 32b2)X2Z + 2b(13a3 + 96b2)XZ2 − 3a2(a3 + 8b2)Z3

:Q[a, b, X,Z] á úåàáä úåéåäæä úà

f1(X, Z)F (X, Z)− g1(X,Z)G(X, Z) = 4∆Z7(6a)

f2(X, Z)F (X, Z) + g2(X,Z)G(X, Z) = 4∆X7(6b)

ïëì .íééðâåîåä íìëù àöîð Q[a, b] âåçá íéîã÷î íò X, Z á íéîåðéìåôë ì"ðä íéîåðéìåôä úà äàøð íà :äçëåä

÷ãáì ïúð X äðúùîá úåéåäæä úà .íå÷î ìëá Z íå÷îá 1 úáöä éãé ìò úåìá÷úîä úåéåäæì úåìå÷ù (6) úåéåäæä

.Maple ìùîì ,äîéàúî úéèîúî äðëúá ùåîù éãé ìò åà éðãé áåùç éãé ìò

íéîåðéìåôä éæà ,∆ = 4a3 + 27b2 6= 0 å char(K) 6= 2 ù êë K äãù ìù íéøáà íä a, b íà :â.å äð÷ñî

.äæì äæ íéøæ K[X] ìù X3 + aX + b å X4 − 2aX2 − 8bX + a2
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íééèôìà íéîå÷ò ìù øåáçä ÷ç .æ

.éèôìà í÷ò ìù åæ äéäú úåùéøãä ìë úà íé÷îä éìáà øåè÷ðôì åìà úåîéùøá àéáðù äãéçéä úðéðòîä äîâãä

äàåùîä K ìù a, b íéøáà éðù ìëì .3 îå 2 î äðåù ïåéôà ìòá äãù K àåôà éäé

Y 2 = X3 + aX + b (1)

äöåá÷ä úà K ìù L äáçøä äãù ìëì íéàúîä øåè÷ðôä ,äøãâää éôì ,äéäé äæ í÷ò .E éøåùéî í÷ò äøéãâî

.E ìù L-úéìðåéöø äãå÷ð àø÷é E(L) ìù øáà ìë .E(L) = {∞} ∪ {(x, y) ∈ L2 | y2 = x3 + ax + b}
éæà L úà óé÷îä äãù àåä L′ íà .úåéôåñ äðé�ð�ëú úåãå÷ðä øàù .E(L) ìù óåñðéàä úãRð àø÷ú ,∞ äãå÷ðä

.E(L) úà óé÷î E(L′)

úåãå÷ðä úöåá÷ úà ì"ðë L ìëì íéàúîä øåè÷ðôë A2 éðéôàä øåùéîä úà øéãâäì ìëåð äîåã ïôàá

x(p) äéäú A2(L) ìù p äãå÷ð ïúðäá .A1 ì A2 î úåéö÷ðåôë íâ äàøð y å x íéðúùîä úà .A2(L) = L2

.äìù äéðùä äèðéãøåàå÷ä äéäú y(p) å p ìù äðåùàøä äèðéãøåà÷ä

úåéùéìùä ìù úåìé÷ùä úå÷ìçî úöåá÷ äéäé àåä .P2(L) éáéè÷éåøôä øåùéîá ï�ëùð éðéôàä øåùéîä úà

íé÷ íà åæì åæ úåìå÷ù (x′0, x
′
1, x

′
2) å (x0, x1, x2) úåéùéìù éúù .ñôà ïìë àìù L éøáà ìù (x0, x1, x2)

.(x0:x1:x2) á (x0, x1, x2) ìù úåìé÷ùä ú÷ìçî úà ïîñð .i = 0, 1, 2 øåáò x′i = axi ù êë a ∈ L×

.éáéè÷éåøôä øåùéîä àø÷ð äæë ïôàá øãâåîä P2 øåè÷ðôä .P2(L) á ïîåñé åìàä úåìé÷ùä úå÷ìçî ìë óñà

ä÷úòää .úåéôåñ äðéðåëú úåãå÷ðä øàù ,úéôåñðéà äãå÷ð àø÷ú (0:x1:x2) äøåöäî P2(L) ìù äãå÷ð ìë

äöåá÷ä ìò éëøò ãç ãç ïôàá P2(L) ìù úåéôåñä úåãå÷ðä úöåá÷ úà ä÷éúòî (x0:x1:x2) → (x1
x0

, x2
x0

)

.(x, y) 7→ (1:x:y) äðä äëåôää ä÷úòää .A2(L)

úåãå÷ðä úöåá÷ ìò E(L) ìù úåéôåñä úåãå÷ðä úöåá÷ úà P2(L) êåúì A2(L) ìù ïåëùä ÷éúòî ,èøôá

äàåùîä éãé ìò øãâåîä éáéè÷éåøôä í÷òä ìù úåéôåñä

X0X
2
2 = X3

1 + aX2
0X1 + bX3

0 (2)

ìù óåñðéàä úãRð éäåæ .(0:0:1) äðä (2) äàåùîä úà úîé÷îä P2(L) ìù äãéçéä úéôåñðéàä äãå÷ðä ,ïë ìò øúé

úåîé÷îä P2(L) úåãå÷ð ìë úöåá÷ íò íâ êøöä úãîá E(L) úà ääæð ,ïëì .íé-Y ä øéöì íéìéá÷îä íéøùéä ìë

.(0:0:1) ì ∞ íéàúé äæ éåäæáå (2) úà

éäé

f(X) = X3 + aX + b, ∆ = ∆E = 4a3 + 27b2 (3)
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ù òáåð à.å äîìî

∆ = −(ζ2 − ζ1)2(ζ3 − ζ2)2(ζ3 − ζ1)2 å f(X) = (X − ζ1)(X − ζ2)(X − ζ3) (4)

åæ äçðäá .äæî äæ íéðåù ζ1, ζ2, ζ3 ù øîåìë ,∆ 6= 0 ù êìéàå ïàëî çéðð åðà .E ìù äèððéîéø÷ñDä àø÷ú ∆

.éèôìà í÷ò E øåè÷ðôä àø÷é

:h ìù úåé÷ìçä úåøæâðä úà áùçð .h(X0, X1, X2) = X3
1 + aX2

0X1 + bX3
0 −X0X

2
2 ïîñð

∂h

∂X0
= 2aX0X1 + 3bX2

0 −X2
2

∂h

∂X1
= 3X2

1 + aX2
0

∂h

∂X2
= −2X0X2

:äá úåñôàúî h ìù úåé÷ìçä úåøæâðä ùìù íà (úéøìåâðñ) äâéøç äðåëú E(L) ìù (x0:x1:x2) äãå÷ð

2ax0x1 + 3bx2
0 − x2

2 = 0 3x2
1 + ax2

0 = 0 − 2x0x2 = 0

E ,úåøçà íéìîá .úåèåùô E(L) úåãå÷ð ìëù òáåð ∆ 6= 0 äçðääî .äèåùô àø÷ú E(L) ìù úøçà äãå÷ð ìë

.÷ìç í÷ò åðä

äø÷îá .äøéúñ ,x2 = 0 å x1 = 0 íâ éæà ,x0 = 0 íà .E(L) ìù äâéøç äãå÷ð (x0:x1:x2) éäú ,ïëàå

.2ax1 + 3b = 0 å x3
1 + ax1 + b = 0 ,x2 = 0 éæà .x0 = 1 ù (x0 á ä÷åìç éãé ìò) çéðäì ìëåð x0 6= 0

.x1 = 0 åà a = 0 éæà ,b = 0 íà .a 6= 0 ïëì .äøéúñ ,∆ = 0 ïëìå (3 6= 0 éë) b = 0 íâ éæà ,a = 0 íà

,−∆ = −27b2 − 4a3 = 0 ìá÷ðå äðåùàøä äàåùîá x1 = − 3b
2a àåôà áéöð .b 6= 0 ïëì .äøéúñ ,a = 0 ïëì

.äçðäì äøéúñá

ìëì E(K̃) úà Λ(K̃) êìåç ,3 äìòîî íSò éãé ìò øãâ»î E å ìéàåä .K̃ ìòî øãâåîä P2 á øùé Λ éäé

:úåéåøùôà äîë ùé .Λ(K̃) ∩ E(K̃) = {p1,p2,p3} :úåðåù úåãå÷ð ùìùá øúåéä

.L-éìðåéöø p3 å L ìòî øãâåî Λ éæà ,L-úåéìðåéöø p2 å p1 íà .åæî åæ úåðåù p1,p2,p3 (5a)

.L-éìðåéöø p3 å L ìòî øãâåî Λ éæà ,L-éìðåéöø p1 äæì óñåðá íà .p1 á E ì ÷éùî Λ éæà ,p1 = p2 íà (5b)

.3 éåáøá E úà êúåç p1 á E ì ÷éùîä ,øîåìë .E ìù ìåúô úãRð àåä p1 éæà ,p1 = p2 = p3 íà (5c)

úéøåáç äøåáçì E(L) úà êôäì øùôà ,÷åéã øúéá .éìáà øåè÷ðôì E úà êôäì íâ úøùôàî ∆ 6= 0 äçðää

:íéàáä íéììëä úà íé÷ú øåáç úìåòôù ïôàá úéôåìç

.E(L) ìù ñôàä øáà äðä óåñðéàä úãRð (6a)

.p1 + p2 + p3 = 0 íà ÷øå íà ãçà øùé ìò úåçðåî E(L) ìù p1,p2,p3 úåðåù úåãå÷ð ùìù (6b)

.2p + q = 0 éæà ,q úôñåð äãå÷ðá E(L) úà êúåçå E(L) ìù p äãå÷ðá E ì ÷éùî Λ øùé íà (6c)

.3p = 0 éæà ,E(L) úà øúåé êúåç åðéàå p äãå÷ðá E ì ÷éùî Λ øùé íà (6d)
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úåãù úøåú úøæòá íâ åà éøèîåàâ ïôàá òåöáì úðú�ð åî�é÷úé (6) íéììëäù ïôàá E(L) ìò øåáçä úøãâä

.ïìäì äàøðù éôë ãçà äðúùî ìù úåéøáâìàä úåéö÷ðåôä

:øåáçä úåàçñð úà áùçð åìà íéììëî

.íé-Y ä øéöì ìéá÷î p2 å p1 êøã øáåòä øùéä éæà ,p3 = 0 å p2 = (x′, y′) ,p1 = (x, y) (6b) á íà (7a)

.−(x, y) = (x,−y) ,úåøçà íéìîá .y′ = −y ù (1) î òáåð ïëìå x = x′ ïëì

úåãå÷ð ùìùá E(L) úà êúåç äæ øùéù çéðð .Y = αX + β éãé ìò øãâåîä øùéä Λ éäéå α, β ∈ L åéäé (7b)

éãé ìò ìá÷úîä úéùéìù äìòîî íåðéìåôä ìù íéùøùä íä x1, x2, x3 éæà .i = 1, 2, 3 ,pi = (xi, yi)

äàåùîä ìù íéùøùä íä øîåìë ,g(X,Y ) = X3 + aX + b− Y 2 á Y = αX + β ìù äáöä

X3 − α2X2 + (a− 2αβ)X + b− β2 = 0

ù (7a) î òáåð 2(p1 + p2) 6= 0 íà .x1 + x2 + x3 = α2 ,ïëì

.y(p1 + p2) = −αx(p1 + p2)− β å x(p1 + p2) = α2 − (x1 + x2) (7b1)

äæ äø÷îáù òáåð (7d2) éøçà ïåéãäî .−(p1 + p2) = p1 + p2 éæà ,2(p1 + p2) = 0 íà

.äæ äø÷îá íâ ó÷ú (7b1) ïëìå y(p1 + p2) = 0

äøåöä úà ìá÷î Λ å x1 6= x2 ,(7a) éôì ,éæà .p1 6= ±p2 ù íãå÷ çéðð :øåáçä úçñð (7c)

Y − y2

X − x2
=

y1 − y2

x1 − x2

ù íéìá÷î (7b) ìù íéçðåîá

β =
x1y2 − x2y1

x1 − x2
å α =

y1 − y2

x1 − x2
(7c1)

,ïëì

x(p1 + p2) =
a(x1 + x2) + 2b + x1x

2
2 + x2x

2
1 − 2y1y2

(x1 − x2)2
(7c2)

äàåùîä éãé ìò øãâ»îä p êøã øù�éä Λ éäéå E(L) ìù äãRð p = (x, y) éäú :ìåôëùä úçñ�ð (7d)

.
∂g

∂X
(x, y)(X − x) +

∂g

∂Y
(x, y)(Y − y) = 0 (7d1)

:3 øãñ ãò g(X,Y ) ìù úåé÷ìçä úåøæâðä úà áùçð

∂g
∂X (x, y) = 3x2 + a ∂2g

∂X2 (x, y) = 6x ∂3g
∂X3 = 6

∂g
∂Y (x, y) = −2Y 2 ∂2g

∂Y 2 (x, y) = −x
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äøåöä úà Λ úà úøàúîä äàåùîì úðúåð (7d1) á åìà íéëøò ìù äáöä .0 ì úååù úåøæâðä øàù ìë

. (3x2 + a)(X − x)− 2y(Y − y) = 0 (7d2)

äøåöá (7d2) úà ùãçî áúëì øùôà éæà .y 6= 0 ù äìéçú çéðð E å Λ ìù êåúçä úåãRð úà áùçì éãë

øùàá Y = αX + β

.β = y − 3x3 + ax

2y
å α =

3x2 + a

2y
(7d3)

éäåæå ìéàåä .(0:0:1) î äðåù óåñðéàä øùé íò åìù êåúçä úãRð ïëìå íé-Y ä øéöì ìéá÷î åðéà Λ èøôá

øåì�éÆè øåèì g(X,Y ) úà çúôð ïúåà áùçì éãë .úåéôåñ E ∩ Λ úåãRð ìë ,E ìù äãéçéä óåñðéàä úãRð

:(x, y) äãRðä áéáñ (éôåñ)

. g(X, Y ) =
3∑

k=0

k∑

i=0

1
k!

∂kg

∂Xi∂Xk−i
(x, y)(X − x)i(Y − y)k−i (7d4)

î g(X, Y ) á Y − y = α(X − x) úà áéö�ð íà .g(x, y) = 0 åðä k = 0 ì íéàúîä ïéîé óâàá øáàä

íéðúåð ìéòìã úåøæâðä éáåùçå ñôàúî k = 1 ì íéàúîä øáàä íâù ìá÷ð (7d2)

. g(X, αX + β) = (3x− α2)(X − x)2 + (X − x)3

(7d3) î .x3 = α2 − 2x åðä øçàä ùøùäå àåôà ìåôë g(X, αX + β) = 0 äàåùîä ìù x ùøùä

p = p1 = p2 = (x, y) äãRðá E ì ÷éù·î Λ ù åðìá÷ ,úåøçà íéìîá .y3 = αx3 + β ù ìá÷ð

,(7a) éôìå p + p3 = 0 ù äìåò (6c) î .ìéòì úðú�ð p3 = (x3, y3) úéùéìùä êåúçä úãRðå

ù ìá÷ð x(2p) = α2 − 2x ìù ïéîé óâà úà çúôð íà .2p = (x3,−y3) = (α2 − 2x,−αx3 − β)

.x(2p) =
x4 − 2ax2 − 8bx + a2

4x3 + 4ax + 4b
(7d5)

,(7a) éôì .2p 6= 0 ,úåøçà íéìîá .ñôàúî àåä ïéà 4y2 ì äåù äðëîäå ìéàåä

y(2p) = −αx(2p)− β = −3x2 + a

y
x(2p)− y +

3x3 + ax

2y

ïëì

. y(2p)y = −(3x2 + a)x(2p)− (x3 + ax + b) +
1
2
(3x3 + ax) (7d8)
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∂g
∂Y (x, y) = 2y = 0 ,ïë ìò øúé .f(X) íåðéìåôä ìù íéðåùä íéùøùä úùìùî ãçà åðä x éæà y = 0 íà

øéöì ìéá÷î Λ øîåìë .X = x äøåöä úà Λ úçñð úìá÷î ,(7d1) éôì ,ïëì .(äèåùô p éë) ∂g
∂X (x, y) 6= 0 ,ïëìå

ïáåîë .−(x, 0) = (x, 0) èøôá .2(x, 0) = 0 ,ïëì .0 äéäú E íò Λ ìù úéùéìùä êåúçä úãRð .íé-Y ä

,pi = (ξi, 0) øùàá ,E2(K̃) = {p1,p2,p3, 0} äð÷ñîä úà ìá÷ð úîãå÷ä ä÷ñôä íò ãçé .2 · 0 = 0 íâù

.E2(K̃) ∼= (Z/2Z)2 ïëì .f(X) = 0 äàåùîä ìù íéðåùä íéùøùä úùìù íä ξ1, ξ2, ξ3 øùàá

.ñôàúî åðéà äðåîä ,ñôàúî äðëîä íà ,èøôá .äæì äæ íéøæ (7d2) ìù äðëîäå äðåîäù äìåò â.å äð÷ñîî

.y = 0 ù äø÷îá íâ ìåôëùä úçñðë (7d2) úà úåàøì àåôà øùôà .2p = 0 ïëìå x(2p) = ∞ äæ äø÷îá

(1) äàåùîä éãé ìò K ìòî øãâåîä E éèôìàä í÷òä éæà .3 îå 2 î äðåù ïåéôà ìòá äãù àåä K ù çéðð :à.æ ïåèôùî

óñåðá .m = 2 øåáò ä óéòñ ìù (2) å (1) íéàðúä úà í�é÷î E ,ïë ìò øúé .K ìòî éìáà øåè÷ðô åðä ∆E 6= 0 í�é÷îäå

øéãâð ,O ìù íééaøîä íéìàãéàì íéîéàúîä K ìù íééðåùàøä íé÷ìçîä úöåá÷ àéä PK å ãðé÷ãã âåç àåä O íà ,äæì

. BadK(E) = {p ∈ PK | vp(a) < 0 or vp(b) < 0 or vp(∆) 6= 0 or vp(2) 6= 0 or vp(3) 6= 0}

.m = 2 øåáò í�é÷úî ä óéòñ ìù (5) ,÷åéã øúéá .BadK(E) ì êéù åðéàù éðåùàø ÷ìçî ìëá äáåè äãîòä ùé E ì éæà

ïäù úåàøäì ì÷ .K ì íéëéùä b å a íéøèîøôá úåéìðåéöø úåéö÷ðåô éãé ìò úåøãâåî E ìù øåáçä úåàçñð :äçëåä

.âé óéòñá êåø-ïîéø èôùî úøæòá ,óé÷ò ïôàá äùòð úàæ .óåøöä ÷ç úà çéëåäì äù÷ øúåé .óåìçä ÷ç úà úåîé÷î

.K úà óé÷îä éøáâìà L ìëì úéìáà äøåáç ïëà àåä E(L) ù òáðé æà

òáåð ä óéòñ ìù (1) éàðúä .σ(0) = 0 å σ(x, y) = (σx, σy) øéãâð .K-íæéôøåîåæéà σ: L → L′ éäé

.K á íéîã÷î íò úåéìðåéöø úåéö÷ðåô éãé ìò øåáçä úøãâäå ñôàä úãRðå (x, y) úåâåæë E(L) éøáà úøãâäî äúò

.m = 2 ù êìéàå ïàëî àåôà çéðð .m á íééåìú E ìò íéàðúä øàù

á ìôëù úåàøäì éãë .ä óéòñ ìù (2a) í�é÷úî èøôá .íéøáà äòáøà ÷åéãá äìéëî E2(L) ù åðéàøä (7d) á

í�é÷ äøåáò .p′ = (x′, y′) ∈ E(Ks) äãå÷ðá ïðåáúð ,(ä óéòñ ìù (2b) éàðú) åîöò ìò E(Ks) úà ÷éúòî 2

ù êë x ∈ Ks

.x4 − 2ax2 − 8bx + a2 = x′(4x3 + 4ax + 4b) (7d7)

éðù ìù úåøæì ãåâðá ñôàì äåù ìàîù óâà íâ äéä ñôàì äåù (7d7) ìù ïéîé óâà ìù íéøâñá éåèáä äéä åìà

y úà øéãâðå y′ 6= 0 ù äúò çéðð y úà áùçì éãë .(7d7) úà í�é÷îä x ∈ Ks í�é÷ ïëì .(â.å äð÷ñî) íéîåðéìåôä

äàåùîä éãé ìò

. y′y = −(3x2 + a)x′ − (x3 + ax + b) +
1
2
(3x3 + ax) (7d6)
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øåáò) (7d6) äàåùîä úà íéî�é÷î Y 2 = x3 + ax + b äàåùîä ìù íéðåùä úåðåøúôä éðùî ãçà ìëå ìéàåä

,y′ = 0 íà .2p = p′ éàðúä úà (7d6) å (7d5) éôì) úî�é÷îå E(Ks) ì úë�éù p = (x, y) äãRðä ,(y

éæà .2 î äðåù äøãñù q′ ∈ E(Ks) äãRð øçáð .E(Ks) ìù 2 øãñî úåãRðä úòáøàî úçà àåä p′ éæà

.2r = p′ + q′ å 2q = q′ ù êë q, r ∈ E(Ks) úåãRð úåî�é÷ ,íãå÷ä äø÷îä éôì .2(p′ + q′) = 2q′ 6= 0

.åîöò ìò E(Ks) úà ÷éúòî 2 á ìôëù äçëåää úà åðîìùä êëá .2p = p′ í�é÷ú p = r− q äãRðä

E úà äøéáòî p åìåãåî äãîòää ∆̄ 6= 0 å ìéàåä .p ∈ PK rBadK éðåùàø ÷ìçîá ïðåáúð óåñáì

.Y 2 = f̄(X) éãé ìò K̄p ìòî øãâåîä Ē í÷òì

ïðåáúð .K ìù úéôåñ äãéøô äáçøä L éäú .úåéðâåîåä úåèðéãøåàå÷ì øáòð redp úà øéãâäì éãë

á p = (x0:x1:x2) øåáò .ââá q ìåãåî äãîòää úà ïîñð .p ìòî çðåîä L ìù q éðåùàø ÷ìçîá

,p = (x′0:x
′
1:x

′
2) éæà .x′j = xj

xi
ïîñðå j = 0, 1, 2 øåáò vq(xi) ≤ vq(xj) ù êë i øçáð P2(L)

ä÷úòä íéìá÷î åðà êëá .p̄ = (x̄′0:x̄
′
1:x̄

′
2) ∈ P2(L̄) ïëì .x′i = 1 å j = 0, 1, 2 øåáò vq(x′j) ≥ 0

úà úåîé÷îä P2(L) ìù p = (x0:x1:x2) úåãå÷ðä ìë óñàë E(L) úà äàøð äúò .red: P2(L) → P2(L̄)

3 äìòîî úéðâåîåää äàåùîä

.X0X
2
2 = X3

1 + aX2
0X1 + bX3

0 (9)

äàåùîä úà úåîé÷îä P2(L̄) ìù úåãå÷ðä óñà äéäé Ē(L̄)

.X0X
2
2 = X3

1 + āX2
0X1 + b̄X3

0 (10)

.Ē(L̄) êåúì E(L) úà ÷éúòî redp ïëì

ãçà øùé ìò úåçðåî ïä (6b) éôì éæà ,p1 + p2 + p3 = 0 úåîé÷î p1,p2,p3 ∈ P2(L) íà

Λ: α0X0 + α1X1 + α2X2 = 0

äàåùîäù êë L× ìù íéàúî øáàá íéîã÷îä úà ìéôëäì ìëåð íãå÷î åîë .(α0:α1:α2) ∈ P2(L) øùàá

Λ̄: ᾱ0X0 + ᾱ1X1 + ᾱ2X2 = 0

.i = 1, 2, 3 ,p̄i ∈ Ē(Λ̄) ∩ Λ̄(L̄) ïëì .pi ∈ E(L) ∩ Λ(L) äçðää éôì .L̄ ìòî øùé øàúú

úçà äðä Ē(L̄)∩ Λ̄(L̄) ìò úçðåîä äãRð ìëù úåàøäì ãåò åðéìò p̄1 + p̄2 + p̄3 = 0 ù ïàëî ÷éñäì éãë

çéðð .h(X0, X1, X2) = X3
1+aX2

0X1+bX3
0−2X0X2 íåðéìåôá áåù ïðåáúð êë íùì .p̄1, p̄2, p̄3 úåã÷ðäî

úåã÷ðä åéäé Λ(L) å E(L) ìù êåúçä úåã÷ð .α2 = 1 ù çéðäì àåôà ìëåð α−1
2 á äìôëä éãé ìò .ᾱ2 6= 0 ù ìùîì
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.h(X0, X1,−α0X0 −α1X1) = 0 äàåùîä úà íéøúåô (x0 : x1) ïøåáòù (x0 : x1 : −α0x0 −α1x1)

(x̄0 : x̄1) ïøåáòù (x̄0 : x̄1 : −ᾱ0x̄0 − ᾱ1x̄1) úåã÷ðä åéäé Λ̄(L̄) å Ē(L̄) ìù êåúçä úåãRð ,äîåã ïôàá

íìåà .h̄(X0, X1,−ᾱ0X0 − ᾱ1X1) = 0 äàåùîä úà íéøúåô

h(X0, X1,−α0X0 − α1, X1) =
3∏

i=1

(x0iX1 − x1iX0)

.h̄(X0, X1,−ᾱ0X0 − ᾱ1X1) =
3∏

i=1

(x̄0iX1 − x̄1iX0)

.ùøãðë ,E(L̄) ∩ Λ(L̄) ìò úåã÷ðä ìë ïä p̄1, p̄2, p̄3 ,ïëì

.íæéôøåîåîåä àåä redp: E(L) → Ē(L̄) ïëì .((7a) éôì) −p = −p̄ ,ïë åîë

äáçøä øçáð .E2(Ks) = {∞} ∪ {(ξi, 0) | i = 1, 2, 3} ù øëæðå úåéðéôà úåèðéãøåàå÷ì øæçð äúò

:p åìåãåî (4) úà ãéîòð .p ìòî q éðåùàø ÷ìçî øçáðå ξ1, ξ2, ξ3 úà äìéëîä K ìù L úéôåñ äéãøô

∆̄ = −(ζ̄1 − ζ̄1)2(ζ̄3 − ζ̄2)2(ζ̄3 − ζ̄1)2 å f̄(X) = (X − ζ̄1)(X − ζ̄2)(X − ζ̄3) (11)

,ïë åîë .ξ̄i ∈ L̄ í�é÷úî ,vp(a), vp(b) ≥ 0 å ξ3
i + aξi + b = 0 å ìéàåä

.Ē2(K̄s) = {∞} ∪ {(ξ̄i, 0) | i = 1, 2, 3}

.ä óéòñ ìù (5a) á ùøãðë ,Ē2(L̄) ìò éëøò ãç ãç ïôàá E2(L) úà ä÷éúòî q åìåãåî äãîòää ïëì

øçáð .p ∈ E(L) å D(q/p) ÷åøôä úøåáç ìù øáà σ ,K ìù úéôåñ äàåìâ úáçøä åðä L ù çéðð óåñáì

σ ,äçðää éôì .vq(x1), vq(x2) ≥ 0 å vq(x0) = 0 ìùîìå p = (x0, x1, x2) ù êë x0, x1, x2 ∈ L×

ïàëî .vq(σx1), vq(σx2) ≥ 0 å vq(σx) = 0 ,ïëì .O×q íéëéôää íéøáàä úøåáç ìò íâ ïëìå Oq ìò øîåù

.σ̄p̄ = (σ̄x̄0 : σ̄x̄1 : σ̄x̄2) = (σx0 : σx1 : σx2) = σp òáåð

úåùéøãä úà úîé÷îä íéééðåùàø íé÷ìçî ìù äöåá÷ PK éäú .3 îå 2 î äðåù ïåéôà ìòá äãù àåä K ù çéðð :á.æ äàöåú

.úéôåñ äøåáç àéä E(K)/2E(K) éæà .(1) äàåùîä éãé ìò K ìòî øãâåîä éèôìàä í÷òä E éäé .ã óéòñ ìù (5)-(1)

.m = 2 øåáò ä óéòñ ìù (5) å (2) ,(1) íéàðúä úà íé÷îä éìáà øåè÷ðô àåä E ù øîåà à.æ ïåèôùî :äçëåä

.úéôåñ äøåáç àéä E(K)/2E(K) ,ä.ä ïåèôùî éôì ,ïëì
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Q ìòî éèôìà í÷ò ìò äáâ úéö÷ðåô .ç

úåùéøãä úà íé÷úù êë éèôìà í÷ò ìò äáâ úéö÷ðåô øéãâäì ïúð åáù øúåéá èåùôä äø÷îä

äàåùîä éãé ìò ìéâøë ïúð í÷òäù àåôà çéðð .Q íééìðåéöøä íéøôñîä äãù ìòî åðä à.à äøãâäá

.∆ = 4A3 + 27B2 6= 0 å Y 2 = X3 + AX + B

.Y 2 = X3+AX+B äàåùîä éãé ìò ïúðä K ìòî éèôìà í÷ò E éäé .3 å 2 î äðåù ïåéôà ìòá äãù K éäé :à.ç äîì

ìòî E′ éèôìà í÷ò äøéãâî Y 2 = X3 + A′X + B′ äàåùîä éæà .B′ = u6B ,A′ = u4A åéäéå u ∈ K× éäé

.E′(L) ìò E(L) ìù íæéôøåîåæéà äøéãâî α: (x, y) 7→ (u2x, u3y) ä÷úòää K ìù L äáçøä ìëì ,ïë ìò øúé .K

.∆′ = 4u12A3 + 27u12B2 = u12∆ 6= 0 ù òáåð ïàëî .∆ = 4A3 + 27B2 6= 0 äçðää éôì :äçëåä

.éèôìà í÷ò ïëà àåä E′ ïëì

íâ úøîåù α ù ä÷éãá äàøî ïë åîë .E′(L) ìù éëøò ãç ãç ïôàá E(L) úà ä÷éúòî α ù äàøî ä÷éãá

.æ óéòñáù (7d2) ìåôëùä úçñð ìòå (7c) á øåáçä úçñð ìò

íéîìù íéøôñî íä b å a äæ øáùá .x = a
b ,íöî�öî øáùë íùøì ïúð Q ìù ñôàî äðåù øáà ìë :á.ç äøãâä

å |a| ≤ |a′| éæà ,x ìù úîöî�öî àì äâöä àåä x = a′
b′ íà .H(x) = max(|a|, |b|) øéãâð .äæì äæ íéøæä

.H(0) = 1 íâ øéãâð .H(x) ≤ max(|a′|, |b′|) ïëìå |b| ≤ |b′|
:äçñðä úøæòá h: E(Q) → R äáâ úéöðåô øéãâð äúò

h(p) =
{

log H(x(p)) if p 6= 0
0 if p = 0

.h(p) ≥ 0 ù êëì áì íéùðå

.äáâä úåéö÷ðåô ìù úåùéøãä ìë úà ÷ôñú äàáä äîìä

:â.ç äîì

íé÷úî p ∈ E(Q) ìëìù êë ,p0, A, B á éåìúä ,c1 òåá÷ íé÷ éæà .p0 ∈ E(Q) éäú (à)

.h(p + p0) ≤ 2h(p) + c1

.h(2p) ≥ 4h(p)− c2 íé÷úî p ∈ E(Q) ìëìù êë ,A,B á éåìúä ,c2 òåá÷ íé÷ (á)

.úéôåñ {p ∈ E(Q) | h(p) ≤ c3} äöåá÷ä c3 òåá÷ ìëì (â)

E úøãâäá íéòéôåîä B å A íéîã÷îä åáù éôøåîåæéà í÷òì êøöä äø÷îá øáòì éãë à.ç äîìá ùîúùð :äçëåä

.íéîìù

àåôà éäé .p 6= 0,±p0 å p0 6= 0 ù çéðäì ìëåð ,c1 > max(h(p0), h(2p0)) ù ùøãð íà :à úçëåä

äçñðäî .e, e′ > 0 ïäáù úåîöî�öî úåâöä y = b
e′ å x = a

e åéäé .p = (x, y) äãå÷ðá ïðåáúðå p0 = (x0, y0)
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äæ äø÷îá .vp(y) < 0 íà ÷øå íà vp(x) < 0 íé÷úî p éðåùàø øôñî ìëìù òáåð y2 = x3 + Ax + B

íé÷ù òáåð ïàëî .2vp(e′) = 3vp(e) ,ïëì .vp(y) = −vp(e′) å vp(x) = −vp(e) ,2vp(y) = 3vp(x)

ù àåôà åðçëåä .p0 éáâì ìç äîåã ìå÷ù .d3 = e′ å d2 = e ù êë d éòáè øôñî

p = (x, y) =
( a

d2
,

b

d3

)
p0 = (x0, y0) =

(a0

d2
0

,
b0

d3
0

)

íéìá÷î æ óéòñ ìù (7c2) øåáçä úçñðî .íéîöî�öî ïàë íéòéôåîä íéøáùä ìëå

x(p + p0) =
Ax + Ax0 + 2B + xx2

0 + x2x0 − 2yy0

x2 − 2xx0 + x2
0

=
Aad2d4

0 + Ad4a0d
2
0 + 2Bd4d4

0 + ad2a2
0 + a2a0d

2
0 − 2bdb0d0

a2d4
0 − 2ad2a0d2

0 + d4a2
0

ù êë A,B,p0 á ÷ø éåìúä c′1 éáåéç òåá÷ íé÷ù òáåð ïàëî

H(x(p + p0)) ≤ c′1 max(|a|2, |d|4, |bd|, |ad2|) (1)

ù (1) î òáåð äø÷î ìëá ,ïëì .|ad2| ≤ |a|2 éæà ,|d2| ≤ |a| íà .|ad2| ≤ |d|4 éæà |a| ≤ |d2| íà

H(x(p + p0)) ≤ c′1 max(|a|2, |d|4, |bd|) (2)

ù êë A, B,p0 á ÷ø éåìúä ,c′′1 éáåéç òåá÷ íé÷ù òáåð ,b2 = a3 + Aad4 + Bd6 äçñðäî

éæà ,|d|2 ≤ |a| íà .|ad4|1/2 ≤ |d|3 éæà ,|a| ≤ |d|2 íà ,áåù .|b| ≤ c′′1 max(|a|3/2, |d|3, |ad4|1/2)

ù ìá÷ð (2) á äæ ïåéåù éà áéöð íà .|b| ≤ c′′1 max(|a|3/2, |d|3) ,ïëì .|ad4|1/2 ≤ |a|3/2

H(x(p + p0)) ≤ c′1c
′′
1 max(|a|2, |d|4, |a|3/2|d|) (3)

ù ïúåð (3) ,ïëì .|a|3/2|d| ≤ |a|2 éæà ,|d|2 ≤ |a| íà .|a|3/2|d| ≤ |d|4 éæà ,|a| ≤ |d|2 íà ,áåù

ïëì .H(x) = max(|a|, |d|2) ù òáåð äøãâääî .H(x(p + p0)) ≤ c′1c
′′
1 max(|a|2, |d|4)

H(x(p + p0)) ≤ c′1c
′′
1H(x(p))2

ù ìá÷ð ,c1 = log c′1 + log c′′1 áéöðå íéôâàä éðù ìù ñåîúéøâåìä úà ç÷ð íà

.ùøãðë ,h(p + p0) ≤ 2h(p) + c1

úçñð .2p 6= 0 ù á úçëåäá çéðäì ìëåð E2(Q) ìù q úåãå÷ðäî úçà ìëì c2 ≥ 4h(q) ù ùøãð íà :á úçëåä

äðä æ óéòñ ìù (7d2) ìåôëù

.x(2p) =
x4 − 2Ax2 − 8Bx + A2

4x3 + 4Ax + 4B
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:á.å äîìá åøãâåäù G(X, Z) å F (X, Z) íééðâåîåää íéîåðéìåôä éðùá ïðåáúð

F (X,Z) = X4 − 2AX2Z2 − 8BXZ3 + A2Z4

G(X,Z) = 4X3Z + 4AXZ3 + 4BZ4
(4)

ù (4) á äáöä éãé ìò ìá÷ð gcd(a, b) = 1 íò x = x(p) = a
b íùøð íà

.x(2p) =
F (a, b)
G(a, b)

(5)

øéãâð äæ êøöì .(5) ìù ïéîé óâà úà íöîöì åðéìò òøìî H(x(2p)) úà êéøòäì éãë

.δ = gcd(F (a, b), G(a, b))

ù òáåð á.å äîìî

f1(a, b)F (a, b)− g1(a, b)G(a, b) = 4∆b7

.f2(a, b)F (a, b) + g2(a, b)G(a, b) = 4∆a7
(6)

ù òáåð b7 å a7 ìù úåøæäî .4∆b7 úàå 4∆a7 úà δ ÷ìçî ïëì .(6) ìù ìàîù éôâà úà δ ÷ìçî ,åúøãâä éôì

ù òáåð ïàëî .|δ| ≤ |4∆| ïëìå δ|4∆

.H(x(2p)) = max
(∣∣∣F (a, b)

δ

∣∣∣,
∣∣∣G(a, b)

δ

∣∣∣
)
≥ 1
|4∆| max

(|F (a, b)|, |G(a, b)|) (7)

éæà ,|v1|, |v2| ≤ v̄ å |u1|, |u2| ≤ ū íà ,éììë ïôàá

.|u1v1 + u2v2| ≤ |u1||v1|+ |u2||v2| ≤ 2ūv̄

ù ìá÷ð ,(6) úåðåéåùì äæ ïåø÷ò íùéð íà

|4∆b7| ≤ 2max
(|f1(a, b)|, |g1(a, b)|)max

(|F (a, b)|, |G(a, b)|)

.|4∆a7| ≤ 2max
(|f2(a, b)|, |g2(a, b)|)max

(|F (a, b)|, |G(a, b)|)
(8)

íéîã÷îá 3 äìòîî b å a á éðâåîåä íåðéìåô åðä g2(a, b) å g1(a, b) ,f2(a, b) ,f1(a, b) íééåèáäî ãçà ìë

ù êë A,B á ÷ø éåìúä c′ éáåéç òåá÷ íé÷ ïëì .B å A á ÷ø íééåìúä

. max
(|f1(a, b)|, |g1(a, b)|, |f2(a, b)|, |g2(a, b)|) ≤ c′max

(|a|3, |b|3) (9)
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:ïúåð (9) å 8) ìù óåøö

. max
(|4∆a7|, |4∆b7|) ≤ 2c′max

(|a|3, |b|3)max
(|F (a, b)|, |G(a, b)|)

ìá÷ð íéôâàä éðùî max
(|a|3, |b|3) íöîöð íà

.
1
|4∆| max

(|F (a, b)|, |G(a, b)|) ≥ (2c′)−1 max
(|a|, |b|)4 (10)

úà ç÷ð äúò .H(x(2p)) ≥ (2c′)−1H(x(p))4 ù (10) å (7) î ìá÷ð ,H(x(p)) = max(|a|, |b|) å ìéàåä

.ùøãðë ,h(2p) ≥ 4h(p)− c2 ù êë B å A á ÷ø éåìúä c2 òåá÷ ìá÷ðå íéôâàä éðù ìù ñåîúéøâåìä

åðéà ïåúð c éáåéç òåá÷ øåáò max(|a|, |b|) ≤ c íéîé÷îä íéîìù íéøôñî ìù (a, b) úåâåæä øôñî :â úçëåä

.(2c + 1)2 ìò äìåò åðéà H(x) ≤ c íéîé÷îä x íééìðåéöøä íéøôñîä øôñî ,ïëì .(2c + 1)2 ìò äìåò

äöåá÷ä ,c3 òåá÷ ìëì ,ïëì .(x, y) ∈ E(Q) ù êë y íéëøò éðù øúåéä ìëì ùé x ìù éìðåéöø øôñî ìëì

.úéôåñ {p ∈ E(Q) | h(p) ≤ c3}

â.á äîâã éôì ,äîéàúî p éðåùàø øôñî ìëì .íéðåùàøä íéøôñîä óñà PQ éäé .íééðåùàø íé÷ìçî úöåá÷ ã.ç

åðéà íäìù äðëîäù íéöî�öîä íéøáùä ìëî áëøåî Op ,èøôá .ã óéòñ ìù (1) éàðú íé÷úîå ,vp äãéãá äëøòä

(2) éàðú) ãðé÷ãã âåç èøôáå éùàø âåç åäæ .Z íéîìùä íéøôñîä âåç åðä Op íéâåçä ìë êåúç ,ïëì .p á ÷ìçúî

.(ã óéòñ ìù

OL ìù íéìàãéàä úå÷ìçî øôñîù åðúåà úãîìî íééøáâìàä íéøôñîä úøåú .Q ìù úéôåñ äáçøä L éäé

.íéàìîúî ã óéòñ ìù (2) å (1) íéàðúä íâ ,úåøçà íéìîá .äìëéøéã ìù úåãçàä èôùî íé÷úîå éôåñ

äøåáç àéä E(Q) éæà .Q ìòî éèôìà í÷ò E éäé :(Q ìòî íééèôìà íéî÷ò øåáò ìééå-ìãøåî èôùî) ä.ç èôùî

.úéôåñ úøöåð

ìò h äáâä úéö÷ðåôù úøîåà â.ç äîì .úéôåñ äøåáç äðä E(Q)/2E(Q) ù òáåð á.æ äàöåúîå ã.ç î :äçëåä

.úéôåñ úøöåð E(Q) äøåáçä ,á.à ïåèôùî éôì ,ïëì .à.à äøãâä ìù íéàðúä úà úîé÷î E(Q)
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ãçà äðúùî ìù úåéö÷ðåô úåãù .è

:íéàáä íéàðúä íéîé÷úî íà ãçà äðúùî ìù úåéö÷ðåô äãù äðåëú F/K úåãù úáçøä

.1 àéä F/K ìù (úåéèðãðöñðøè=) úåìòðä úìòî (1a)

.K ìòî úéôåñ øöåð F (1b)

.F êåúá úéøáâìà øåâñ K (1c)

ïäù K(t) ìù úåëøòää ìëå ìéàåä .[F : K(t)] < ∞ ù êë ,K ìòî äìòð ,F á t íé÷ äæ äø÷îá

ìù úåëøòää ìù úåéøàùä úåãùå ìéàåä .(æ.á ïåèôùî) úåãéãá F ì ïäéúåáçøä íâ ,úåãéãá ïðä K ìò úåéìàéáéøè

.K ìù úåéôåñ úåáçøä íä F ì ïäéúåáçøä ìù úåéøàùä úåãù íâ ,K ìù úåéôåñ úåáçøä íä K(t)/K

íé÷ìçîä óñà úà P á ïîñð .F/K ìù úåëøòä ìù úåìé÷ù ú÷ìçîë F/K ìù éðåùàø ÷ìçî øéãâð

øçáð p ∈ P ìëì .PF/K ïåîñá íâ ùîúùð ,ïéðòä êåúî øåøá äéäé àì F/K ù íòô ìëá .F/K ìù íééðåùàøä

àø÷é deg(p) = [F̄p : K] øôñîä .íéàúîä úåéøàùä äãù úà F̄p á ïîñðå vp(F×) = Z ù êë vp äëøòä

.p ìù äìòîä

ìù íé÷ìçî åàø÷é D éøáà .P éøáà éãé ìò úøöåðä úéùôçä úéøåáçä úéìáàä äøåáçä úà D á ïîñð

íéîìù íéøôñî íä αp øùàá ,a =
∑

p∈P αpp äøåöá ãéçé ïôàá íùøì ïúð F/K ìù a ÷ìçî ìë .F/K

íæéôøåîåîåä øéãâð .Supp(a) = {p ∈ P | αp 6= 0} äöåá÷ä äéäé a ìù êîåúä .ñôàì íéåù íìë èòîë øùà

íéùåîùä äùòîì íìåà .íéðåù íéðáåî éðùá vp á åðà íéùîúùî äøåàëì .vp(a) = αp éãé ìò vp: D → Z

ïåéë äáåè äøãâä éäåæ .div(x) =
∑

vp(x)p ë F× ìù x øáà ìù ÷ìçîä úà øéãâð ïëàå .äæì äæ íéîàåú

ïëìå p ∈ P ìëì vp(x) = 0 éæà ,x ∈ K íà øîåìë ,òåá÷ x íà .p ∈ P ìë èòîë øåáò vp(x) = 0 ù

v0(x) = 1 éãé ìò úøãâ»îä K(x)/K ìù (v∞ ïéôåìçì) v0 äëøòäá ïðåáúð ,òåá÷ åðéà x íà .div(x) = 0

.x ìù (áè÷ ïéôåìçì) ñôà àø÷ð ,(v∞ ïéôåìçì) v0 ìòî ïëåù vp åøåáòù p ∈ P ìë .(v∞(x) = −1 ïéôåìçì)

÷ìçîå íéñôàä ÷ìçî úà øéãâð .div(x) 6= 0 ,ïëì .ñôàî ìåãâå éôåñ x ìù (íéáè÷ ,ïéôåìçì) íéñôàä øôñî

:úåàáä úåàçñðä úøæòá x ìù íéáè÷ä

.div∞(x) = −
∑

vp(x)<0

vp(x)x , div0(x) =
∑

vp(x)>0

vp(x)x

.vp(div(x)) = vp(x) ,èøôá .div(x) = div0(x)− div∞(x) éæà

úìá÷úîä deg : D → Z äéö÷ðåôä .deg(a) =
∑

vp(a) deg(p) éãé ìò a ÷ìçî ìù äìòîä úà øéãâð

ù á óéòñ ìù (4) äçñðî òáåð ,äãéøô äáçøä F/K(x) íà .íæéôøåîåîåä äðä äæë ïôàá

. deg(div0(x)) = [F : K(x)] = deg(div∞(x)) (2)
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,vi ì íéàúîä F/K ìù éðåùàøä ÷ìçîä àåä pi å v0 ìòî úåçðåîä F ìù úåëøòää ïä v1, . . . , vr íà ,ïëàå

íéìá÷î F̄i = F̄pi ïåîéñáå e(vi/v0) = vi(x) éæà

.f(vi/v0) = [F̄i : K(t)v0
] = [F̄i : K] = deg(pi)

,ïëì

deg(div0(x)) =
r∑

i=1

vi(div0(x)) deg(pi) =
r∑

i=1

vi(x)[F̄i : K]

=
r∑

i=1

e(vi/v0)f(vi/v0) = [F : K(x)]

(2) î íé÷éñî êë øçà .äãéøô äáçøä äðéà F/K(x) ù äø÷îá íâ ,øéùé ïôàá (2) äçñðä úà íéçéëåî ììë êøãá

.deg(div(x)) = 0 òáåð (2) î .á óéòñ ìù (4) äçñðä úà

a ÷ìçî ìëì .p ∈ P ìëì vp(a) ≤ vp(b) íà ÷øå íà a ≤ b òá÷ðù éãé ìò D ìò é÷ìç øãñ ñçé øéãâð

:K ìòî L(a) éøåè÷å áçøî íéàúð

.L(a) = {x ∈ F | div(x) + a ≥ 0}

.dim(a) := dim(L(a)) < ∞ ù úåàøäì øùôà

ìá÷ð ,div(xy) = div(x) + div(y) å ìéàåä .éùàø ÷ìçî äð�ëé x ∈ F× åáù div(x) äøåöäî ÷ìçî

.D ìù äøåáç úú ä�åäî íééùàøä íé÷ìçîä ìë úöåá÷ ,ïëì .y ∈ L(b) å x ∈ L(a) íà xy ∈ L(a + b) ù

.íé÷ìçî ú÷ìçî åðä C ìù øáà ìë .F/K ìù íé÷ìçîä úå÷ìçî úøåáç äðåëî C := D/div(F×) äðîä úøåáç

äìòîäå ãîîä ìò øáãì ìëåð ïëì .äìòîä äúåàå ãîîä åúåà íäì ùé éæà ,ä÷ìçîä äúåàá íéàöîð íé÷ìçî éðù íà

.íé÷ìçî ú÷ìçî ìù

.éð÷ú ÷ìçî àø÷ð åæ ä÷ìçîá w ÷ìçî ìë .(úéðåð÷) úéð÷ú äðåëîä úãçåéî ä÷ìçî úîé÷ úå÷ìçîä ïéá

a ÷ìçî ìëì :äàáä äðåëúä ìòá ,F/K ìù (genus) òæâä äðåëîä ,g éìéìù éà íìù øôñî íé÷ äæì óñåðá

. dim(a) = deg(a) + 1− g + dim(w− a) (3)

:úéùåîù øúåéì åæ äçñð úåëôåä úåàáä úåðòèä .êåø-ïîéø èôùî ìù úåìå÷ùä úåøåöäî úçà äðä åæ äçñð

.dim(div(x)) = 1 å deg(div(x)) = 0 éæà ,x ∈ F× íà .dim(0) = 1 (4a)

.deg(w) = 2g − 2 å dim(w) = g (4b)

.dim(a) = 0 éæà ,deg(a) < 0 íà (4c)
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.dim(a) = deg(a) + 1− g éæà ,deg(a) > 2g − 2 íà (4d)

y ïëìå íéáè÷ y ì ïéà éæà ,y ∈ L(0) íà ,èøôá .L(0) = {y ∈ F | div(y) ≥ 0} äøãâää éôì :(4a) úçëåä

.1 àåôà àåä åãîîå L(0) = K ïëì .òåá÷

ù áåù òáåð ïàëî .y ∈ x−1K ,ïëìå div(xy) ≥ 0 éæà ,y ∈ L(div(x)) å x ∈ F× íà ,äîåã ïôàá

.dim(div(x)) = 1

.dim(w) = g ,ïëì .1 = dim(0) = 1− g + dim(w) ù (4a) éôì ìá÷ðå (3) á a = 0 áéöð :(4b) úçëåä

.deg(w) = 2g − 2 ,ïëì .g = dim(w) = deg(w) + 1− g + dim(0) :(3) á a = w áéöð äúò

,ïëì .div(y) + a ≥ 0 éæà ,y 6= 0 å y ∈ L(a) íàå deg(a) < 0 íà :(4c) úçëåä

, 0 = deg(div(y)) ≥ − deg(a) > 0

.dim(L(a)) = 0 ,ïëì .äøéúñ

.dim(w− a) = 0 ,(4c) éôì ,ïëì .deg(w− a) < 0 ,(4b) éôì ,éæà ,deg(a) > 2g − 2 íà :(4d) úçëåä

.çéëåäì äéäù éôë ,dim(a) = deg(a) + 1− g ,(3) éôì ,ïëì
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úåéìðåéöø úåéö÷ðåô úåãù .é

.0 ì äåù åòæâù çéëåðå K ìòî F = K(t) úåéìðåéöøä úåéö÷ðåôä äãùá ïðåáúð .K ìòî äìòð øáà t å äãù K éäé

øùàá ,u = f(t)
g(t) íùøð .K ìòî éøáâìà øáà u ∈ F éäé ,ïëàå .F á úéøáâìà øåâñ K ù øéòð úéùàø

äåù åðéà f(t) − ug(t) = 0 ïåéåùä ìù ìàîù óâà éæà .u 6∈ K ù äìéìùá çéðð .íéîåðéìåô íä f, g ∈ K[t]

.äçðäì äøéúñá ,K ìòî éøáâìà t ïëì .t á íåðéìåôë éúåäæ ïôàá ñôàì

íéîåðéìåôì íéîéàúîä p íé÷ìçîä ,úéùàø .íééðåùàø íé÷ìçî ìù íéâåñ éðù F ì ùéù åðéàø â.á óéòñá

÷ìçîä F/K ì ùé úéðù .deg(p) = deg(p(t)) ïëìå F̄p
∼= K[t]/p(t)K[t] äæ äø÷îá .p(t) íé÷éøô éàä

.deg(p∞) = 1 ïëì .K[t−1] á t−1 ÷éøô éàä íåðéìåôì íéàúîä p∞

äøåöá íé÷éøô éà íéîøåâì ÷åøôì úðúð àéäùìë f(t) úéìðåéöø äéö÷ðåô

.f(t) = p1(t)e1 · · · pr(t)er ei ∈ Z

åðä äì íéàúîä éùàøä ÷ìçîä

.div(f(t)) =
r∑

i=1

eipi − deg(f(t))p∞

äðëîäå äðåîä ìù úåìòîä ìù ìãáää åðä deg(f(t)) å pi(t) ì íéàúîä éðåùàøä ÷ìçîä àåä pi øùàá

ñéñá .n ≥ íúìòîù íéîåðéìåôä ìëî ÷åéãá áëøåî L(np∞) áçøîäù íéìá÷î åðà åæ äçñðî .f(t) ìù

ù êåø-ïîéø èôùîî ìá÷ð n > 2g − 2 íà .dim(np∞) = n + 1 ïëì .1, t, t2, . . . , tn åðä äæ áçøîì

:àåôà åðçëåä .g = 0 ïëìå n + 1 = n + 1− g ,øîåìë dim(np∞) = n deg(p∞) + 1− g

.g = 0 éæà ,K äãù ìòî úåéìðåéöø úåéö÷ðåô äãù àåä F = K(t) íà :à.é ïåèôùî

.0 òæâ ìòá úåéö÷ðåô äãùì úåéåøùôàä ìë úà øàúî êåôää èôùîä

àåä F ù åà K ìòî úåéìðåéöø úåéö÷ðåô äãù àåä F = K(t) éæà .0 òæâ ìòá úåéö÷ðåô äãù F/K éäé :á.é ïåèôùî

.K(t) ìù úéòåáø äáçøä

.F = K(t) éæà ,1 äìòîî p éðåùàø ÷ìçî F/K ì ùé äæì óñåðá íà

èôùî éôì ,ïëì .deg(−w) = 2 > 2g − 2 ïëì .deg(w) = −2 éæà .w éð÷ú ÷ìçî F/K ì øçáð :äçëåä

èøôá .K ìòî úéøàðéì íééåìú íðéàù x, y, z íéøáà äùìù L(−w) á àåôà íéîé÷ .dim(−w) = 3 ,êåø-ïîéø

íé÷úî .K ìòî äìòð t = yx−1 ù ìá÷ð

, div(t) = (div(y)−w)− (div(x)−w)
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,ïëì .div∞(t) ≤ div(x)−w ïëì .div(x)−w ≥ 0 å div(y)−w ≥ 0

.[F : K(t)] = deg(div∞(t)) ≤ deg(div(x)−w) = 2

.ïåèôùîä ìù ïåùàøä ÷ìçä òáåð ïàëî

á íéîé÷ ïëì .dim(p) = 2 ù òáåð êåø-ïîéø èôùîî .1 äìòîî p éðåùàø ÷ìçî F/K ì íé÷ù äúò çéðð

div(t) + p ≥ 0 íé÷î àåä .òåá÷ åðéà ,t øîàð ,íäî ãçà .K ìòî úéøàðéì íééåìú íðéàù t, u íéøáà éðù L(p)

.F = K(t) ù êë .[F : K(t)] = deg(div∞(t)) = 1 ,ïëì .div∞(t) = p ïëìå

éæà ,char(K) 6= 2 å éìðåéöø åðéàù ñôà òæâ ìòá úåéö÷ðåô äãù àåä F/K íàù úåàøäì øùôà :â.é äøòä

.a 6= 0 ,a, c ∈ K å u2 = at2 + c øùàá F = K(t, u)
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íééèôìà úåãù .àé

úåéö÷ðåô úåãù ìù úåéòåáøä úåáçøää íä úåéìðåéöø úåéö÷ðåô úåãù øçàì øúåéá íéèåùôä úåéö÷ðåôä úåãù

éðåùàø ÷ìçî éìòá åìà ìò ãçåéîá íëåúîå 1 òæâ éìòá åìà ìò äæ óéòñá áëòúð åìàä úåãùä ïéáî .úåéìðåéöø

.íééèôìà úåãù íäì àø÷ð .ãçà äìòîî

çéðð ãåò .K(x) ìù úéòåáø äáçøä F éäéå K ìòî äìòð øáà x éäé ,2 î äðåù ïåéôà ìòá äãù K éäé

.F á úéøáâìà øåâñ K éæà .L(x) = F ù êë K ìù L úéøáâìà äáçøä úîé÷ ïéàù

ä÷éøô éà úéòåáø äàåùî íé÷î y øùàá F = K(x, y) äøåöá F úà íùøì ïúð

.y2 + b(x)y + c(x) = 0 b(x), c(x) ∈ K(x)

äàåùîì øáòð òåáøì äîìùä éãé ìò

(
y +

b(x)
2

)2

+ c(x)− b(x)2

4
= 0

éãé ìòå íé÷éøô éà íéîøåâì ÷øôì øùôà f(x) úà .y2 = f(x) äøåöäî äàåùî íé÷î y ù çéðäì ìëåð ïëìå

÷ìçúî åðéàù m äìòîî íåðéìåô àåä f(x) ù çéðäì ïúð íé÷éøô éà íéîåðéìåô ìù úåéâåæä úå÷æçä ìë úèîùä

.÷éøô éà íåðéìåô ìù òåáøá

σ éäéå ãçà äðúùî ìù úåéøáâìà úåéö÷ðåô äãù F/K éäé .úåéö÷ðåô úåãù ìù íéîæéôøåîåèåà :à.àé äøòä

éàðúä øéãâî p ∈ P ìëì .K ìòî F ìù íæéôøåîåèåà

vσp(z) = vp(σ−1z)

øéàùî ,ïë åîë .(τσ)p = τ(σp) éæà ,F/K ìù óñåð íæéôøåîåèåà àåä τ íà .F/K ìù σp éðåùàø ÷ìçî

íæéôøåîåèåàì éøàðéì ïôàá åæ äøåîú áéçøäì ïúð .P ìù äøåîú äøùî σ ,ïëì .åîå÷îá p úà úåäæä íæéôøåîåèåà

øåáò ïë åîë .σa ≤ σb íà ÷øå íà a ≤ b èøôá .σa =
∑

αpσp éæà ,a =
∑

αpp íà ,ùøôî ïôàá .D ìù

ù div(z) =
∑

vp(z)p äâöääî ìá÷ð z ∈ F×

.σ(div(z)) =
∑

vp(z)σp =
∑

vσ−1p(z)p =
∑

v(σz)p = div(σz)

,ïëì .div(σz) + σa ≥ 0 éàðúì àåôà ìå÷ù div(z) + a ≥ 0 éàðúä éæà ,÷ìçî àåä a íà

.σL(a) = L(σa)
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úéáåéç äìòîî K[x] á íåðéìåô f(x) éäé ,K ìòî äìòð øáà x éäé ,2 î äðåù ïåéôà ìòá äãù K éäé :á.àé ïåèôùî

,K ìòî úåéö÷ðåô äãù àåä F éæà .F = K(x, y) éäéå y2 = f(x) íé÷îä øáà y éäé ,òåáøá ÷ìçúî åðéàù m

äçñðä éãé ìò ïúð åìù òæâäå [F : K(x)] = 2

g =

{
m−2

2 if 2|m
m−1

2 if 2 - m

.'åëå m = 5, 6 øåáò g = 2 ,m = 3, 4 øåáò g = 1 ,m = 1, 2 øåáò g = 0 ,èøôá

íãå÷ øéòð äæ êøöì .F êåúá úéøáâìà øåâñ K ù çéëåäì åðéìò úåéö÷ðåô äãù åðä F/K ù çéëåäì éãë :äçëåä

g(x)2 = f(x)h(x)2 î .y = g(x)
h(x) ù êë äæì äæ íéøæ K[x] á g, h íéîåðéìåô íéîé÷ úøçà .y /∈ K(x) ù ìë

.äçðäì äøéúñá ,g(x)2|f(x) ù íéìá÷î åðééä

[L(x) : K(x)] = [L : K] éæà .1 î äìåãâ äìòîî K ìòî éøáâìà L äãù óé÷î F ù äìéìùá äúò çéðð

.c2 = b ∈ K øùàá ,L = K(c) àåôà íé÷úî .[L : K] = 2 ,ïëì .L(x) = F ,ïëì .K(x) ⊆ L(x) ⊆ F å

äàìòä .y = u(x) + v(x)c ù êë u(x), v(x) ∈ K(x) àåôà íéîé÷ .c /∈ K(x) å F = K(x, c) ,ïëì

.u(x)v(x) = 0 ïúú íéôâàä éðùá c éîã÷î úàåùä .f(x) = u(x)2 + v(x)2b + 2u(x)v(x)c ,ïúú òåáøá

äçðäì äøéúñ ìá÷ð íéø÷îä éðùá .f(x) = u(x)2 éæà ,v(x) = 0 íà .f(x) = v(x)2b éæà ,u(x) = 0 íà

.úåéö÷ðåô äãù åðä F/K :äð÷ñî .òåá÷ åðéà f(x) ù åà òåáøá ÷ìçúî åðéà f(x) ù

.g = 1 äæ äø÷îáù çéëåäì åðéìò .m = 3 åáù øúåéá åðì áåùçä äø÷îá ÷ø çéëåð òæâä úçñð úà

ïîñð .ri(x) ∈ K(x) øùàá ,z = r1(x) + yr2(x) éãé ìò äãéçé äøåöá äâöäì ïúð F ìù z øáà ìë

.σz = r1(x)− yr2(x) í�é÷é àåä .σ á Gal(F/K(x)) ìù éìàéáéøè àìä øáàä úà

ïëì .σz ∈ L(n · div∞(x))) íâ ,à.àé äøòä éôì .z ∈ L(n · div∞(x)) ù êë éòáè øôñî n äúò éäé

÷ìçî ìëì ,èøôá .div(r1(x)) + n · div∞(x) ≥ 0 ,úåøçà íéìîá .2r1(x) = z + σz ∈ L(n · div∞(x))

áè÷ åðä p íà .x á íåðéìåô åðä r1(x) ïëì .vp(r1(x)) ≥ 0 íé÷úî x ìù áè÷ åðéàù F/K(x) ìù p éðåùàø

,ïàëî .deg(r1)vp(x) − nvp(x) ≥ 0 ,ïëì .vp(r1(x)) = deg(r1)vp(x) éæà ,vp(x) < 0 øîåìë ,x ìù

.deg(r1) ≤ n

ïë åîë

r1(x)2 − f(x)r2(x)2 = r1(x)2 − y2r2(x)2 = z · σz ∈ L(2n · div∞(x))

òáåð íãå÷î åîë .f(x)r2(x)2 ∈ L(2n · div∞(x)) ù ïàëî ìá÷ð r1(x)2 ∈ L(2n · div∞(x)) íâå ìéàåä

,òåáøá ÷ìçúî åðéàù 3 äìòîî íåðéìåô àåä f(x) å ìéàåä .2n ≥ äìòîî íåðéìåô àåä f(x)r2(x)2 ù ïàëî

,ïëìå íìù øôñî àåä deg(r2(x)) íìåà .n − 3
2 ìò äìåò äðéàù äìòîî íåðéìåô àåä r2(x) ù ïàëî òáåð

.deg(r2(x)) ≤ n− 2
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ìá÷ð ,j ≤ n − 2 å i = 0, 1 øåáò ,ïëì .2vp(y) = 3vp(x) éæà ,vp(x) < 0 íà éðù ãöî

ïëì .vp(yixj) = ivp(y) + jvp(x) ≥ (
3
2 + (n− 2)

)
vp(x) ≥ nvp(x)

1, x, . . . , xn, y, yx, . . . , yxn−2

äæì óñåðá .dim(n · div∞(x)) = 2n ù òáåð ïàëî .L(n · div∞(x)) ì ñéñá äåäî

.deg(div∞(x)) = [F : K(x)] = 2

ù êåø-ïîéø èôùîî ìá÷ð ,n > g − 1 íà ,ïëì

.2n = dim(n · div∞(x)) = 2n + 1− g

.ïòèðù éôë ,g = 1 ïëì

n− 1 ìò äìåò äðéàù äìòîî íåðéìåô åðä r2(x) ù ìá÷ð ìéòìã íéðåîéñá éæà ,m = 2 íàù øéòð óåñáì

.g = 0 ïëìå 2n + 1 = 2n + 1− g (ìåãâ n øåáò) ïúé êåø-ïîéø èôùî .dim(n · div∞(x)) = 2n + 1 å

ù êë ìò åðãîò â.àé ïåèôùî úçëåä êìäîá .y ìùå x ìù óåñðéàä é÷ìçî :â.àé äøòä

:úåéåøùôà ùìù div∞(x) ì ùé ïëì .deg(div∞(x)) = [F : K(x)] = 2

.deg(p) = 1 å éðåùàø ÷ìçî p øùàá ,div∞(x) = 2p (à)

.deg(p) = 2 å éðåùàø ÷ìçî p øùàá ,div∞(x) = p (á)

.1 äìòîî íéðåù íééðåùàø íé÷ìçî q å p øùàá ,div∞(x) = p + q (â)

ïëì .2vp(y) = 3vp(x) äæ äø÷îáå vp(y) < 0 íà ÷øå íà vp(x) < 0 ù êë ìò åðãîò ïë åîë

,2vp(y) = −3 ,ïëì .vp(x) = −1 éæà ,(â) åà (á) úåéåøùôàäî úçà úåîé÷úî íà .2div∞(y) = 3div∞(x)

.1 äìòîî éðåùàø ÷ìçî àåä p øùàá ,div∞(y) = 3p å div∞(x) = 2p ,ïëì .äøéúñ

:äàáä äàöåúä úà íãå÷ àéáð á.àé ïåèôùî ìù êåôää úà çéëåäì éãë

éæà ,K̃ á ìåôë ùøù f ì ùé íà .3 äìòîî íåðéìåô f ∈ K[X] éäé .3 îå 2 î äðåù ïåéôà ìòá äãù K éäé :ã.àé äîì

.K ì êéù äæ ùøù

äçðää éôì .K ìù äàåìâ úáçøä àåä .K ìòî f ìù ìåöôä äãù úà L á ïîñð :äçëåä

ïëì .σ ∈ Gal(L/K) ìëì σc = c íé÷úî ,c 6= c′ íà ïéáå c = c′ íà ïéá .f(X) = (X − c)2(X − c′)

.c ∈ K
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ì íé÷ùå char(K) 6= 2, 3 ù çéðð .1 òæâ ìòá ãçà äðúùî ìù úåéøáâìà úåéö÷ðåô äãù F/K éäé :ä.àé ïåèôùî

f(X) = X3 + aX + b å y2 = x3 + ax + b øùàá F = K(x, y) éæà .1 äìòîî o éðåùàø ÷ìçî F/K

.íéìåôë íéùøù éìá K á íéîã÷î íò íåðéìåô àåä

ñéñá L(2o) ì íé÷ ïëì .dim(2o) = 2 ,èøôá .éòáè n ìëì dim(no) = n ù òáåð êåø-ïîéø èôùîî :äçëåä

,ïëì .div∞(x) = 2o ïëìå div(x) + 2o ≥ 0 èøôá .x /∈ L(p) = K ïëìå òåá÷ åðéà x å 1, x äøåöäî

.[F : K(x)] = deg(div∞(x)) = 2

L(3o) ìù ñéñá åðä {1, x, y} ù êë F á y øçáì øùôà ïëì .3 åãîîå L(2o) úà óé÷î L(3o) áçøîä

úùùì ùé ïëì .vo(y) = −3 å vo(x) = −2 ù òáåð ïàëî .div∞(y) = 3o ïëìå y /∈ L(2o) èøôá .K ìòî

.K ìòî úéøàðéì íééåìú íðéà åìà íéøáàù øøåâ äæ .äæî äæ íéðåù vo-éëøò 1, x, y, x2, xy, x3 íéøáàä

úéøàðéì íééåìú íä ïëì .6 åãîîù L(6o) áçøîì 1, x, y, x2, xy, y2, x3 íéøáàä úòáù íéëéù êãéàî

ù êë a1, . . . , a6 ∈ K íéòåá÷ àåôà íéîé÷ .K ìòî

.y2 + a1xy + a2y = a3x
3 + a4x

2 + a5x + a6 (1)

éåèá íéáéöî åðééä íà .äæì äæ íéøæ íéîåðéìåô íä q å p øùàá ,y = p(x)
q(x) úøçà ,K(x) ì êéù åðéà y øáàä

y = b1x + b2 øîåìë .1 ìò äìåò äðéàù äìòîî íåðéìåô àåä p(x) å òåá÷ q(x) ù íéìá÷î åðééä ,(1) á äæ

ù òáåð äçëåää ìù äðåùàøä ä÷ñôäî .K ìòî 1, x, y ìù úåìúä éà úà øúåñ äéä äæ .b1, b2 ∈ K øùàá

.F = K(x, y)

ù÷åáîä øù÷ì òéâäì úåîéàúî íéðúùî úåôìçä éãé ìò ìëåð ,char(K) 6= 2 ù äçðäá ùîúùð íà

y + a2
2 á y úà óéìçð êë øçà .a1 = 0 ù ìë íãå÷ çéðäì ìëåð ,y + 1

2a1x á y úà óéìçð íà ,÷åéã øúéá .èôùîá

ìëåðå a3 6= 0 ïëì .äçðäì äøéúñá ,(à.àé ïåèôùî éôì) g = 0 éæà ,a3 = 0 äæ áöîá íà .a2 = 0 ù çéðäì éãë

.a4 = 0 ù çéðäì éãë x + a4
3 á x úà óéìçð óåñáì .a3 = 1 ù çéðäì éãë a3y á y úàå a3x á x úà óéìçäì

.y2 = x3 + ax + b äøåöä úà àåôà úìá÷î (1) äàåùîä

øîåìë ,K̃ á ìåôë ùøù ùé f(x) = x3 + ax + b íåðéìåôìù äìéìùá çéðð ,óåñáì

,K(x, y) = K(y′) ,ïëì .c1, c2 ∈ K ,ã.àé äîì éôì .c1, c2 ∈ K̃ øùàá ,f(x) = (x − c1)(x − c2)2

.äçðäì äøéúñá ,(à.é ïåèôùî) 0 òæâ ìòá ïëìå úåéìðåéöø úåéö÷ðåô äãù àåä F/K èøôá .y′ = y
x−c1

øùàá
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íééøåùéî íéî÷ò ìò úåèåùô úåãRð .áé

úåãù ìù íééðåùàø íé÷ìçî ïéáì íééøåùéî íéî÷ò ìò úåèåùô úåãRð ïéá äîàúää úà øàúì àéä äæ óéòñá äøèîä

øåàúá .çéëåð àì ïúåàù úéáéèèåîå÷ äøáâìàî úåàöåúå íéâùåî äîëì ÷÷æð äæ êøöì .åìàä íéî÷òä ìù úåéö÷ðåôä

."úåîìù íåçú"ì åìéôà áøì ,"äãéçé íò éôåìç âåç"ì øåöé÷ë "âåç" çðåîá ùîúùð åìà íéâùåî

:íéàáä íéìå÷ùä íéàðúä éðùî ãçà íéîé÷úî íà øèð âåç àø÷ð R âåç

.úéôåñ øöåð R ìù ìàãéà ìë (1a)

.úéôåñ äðä R ìù íéìàãéà ìù äìåò úøùøù ìë (1b)

ϕ: R → R′ íà .øèð éâåç íä K[X] å Z ,èøôá .øèð âåç àåä éùàø âåç .øèð âåç àåä K äãù ìë ,äîâãì

ìàãéà àåä p å éøèð úåîìù íåçú àåä R íà .øèð âåç àåä R′ íâ ,øèð âåç àåä R å íéâåç ìù íæéôøåîéôà àåä

øîåìë ,p á R ìù íå÷´îä éæà ,R ìù éðåùàø

Rp =
{a

b
| a, b ∈ R, b /∈ p

}

äæ âåçá .øèð âåç àåä

pRp =
{a

b
| a ∈ p, b ∈ Rr p

}

."éîå÷î âåç" àåä Rp ,èøôá .ãéçéä éáøîä ìàãéàä àåä

ìàãéàá ìëåî âåçá êéôä åðéàù øáà ìëå ìéàåä .m ãéçé éáøî ìàãéà ìòá R âåç àåä éîå÷î âåç ,éììë ïôàá

.R ìù R× íéëéôää íéøáàä úøåáç àåä Rrm ù äøãâääî ìá÷ð ,R ìù úåàð

.øèð âåç àåä R éæà ,R0 ìòî úéôåñ øöåð úåîìù íåçú àåä R = R0[x1, . . . , xn] éäéå øèð íåçú R0 éäé :à.áé äîì

.øèð âåç àåä éðåùàø ìàãéàá R ìù íå÷î ìë íâ ,ïëì

,äéö÷åãðàá ,äîìä úòáåð åðîî .èøáìä ìù ñéñáä èôùîë òåãé R0 ìòî äìòð x1 å n = 1 åáù äø÷îä :äçëåä

ìòî íéðúùî n á íéîåðéìåô âåç àåä R øîåìë ,R0 ìòî úéøáâìà íééåìú íðéà x1, . . . , xn åáù äø÷îä øåáò

.øèð âåç àåä ïëìå íéîåðéìåô âåç ìù äðî âåç àåä R ,éììë ïôàá .R0

.R ìù ãéçéä éáøîä ìàãéàä m éäé .R éîå÷î âåç ìòî úéôåñ øöåð ìåãåî V éäé :(Nakayama ìù äîìä) á.áé äîì

.V = 0 éæà ,mV = V íà

v1, . . . , vn íéîé÷ éæà .n ≥ 1 ù äìéìùá çéðð .R ìòî V ìù íéøöåé ìù éøòæîä øôñîä n éäé :äçëåä

,ïëì .vn =
∑n

i=1 mivi ù êë m1, . . . , mn ∈ m íéîé÷ ,äçðää éôì .V =
∑n

i=1 Rvi ù êë

,ïëì .R á êéôä àåä ,m ì êéù åðéà 1−mn å ìéàåä .(1−mn)vn =
∑n−1

i=1 mivi

.vn =
n−1∑

i=1

(1−mn)−1mivi
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.n ìù úåéøòæîì äøéúñá ,V =
∑n−1

i=1 Rvi ù ïàëî

éæà .t ãçà øáà éãé ìò øöåð m ù çéðð .F = Quot(R) ïîñð .m éáøî ìàãéà ìòá éîå÷î øèð íåçú R éäé :â.áé äîì

.v(t) = 1 å R = Ov ù êë F ìù v äãéãá äëøòä úîé÷

øù÷äî .úéôåñ øöåð R-ìåãåî àåä a ,èøôá .R ìù a =
⋂∞

n=1 mn ìàãéàá ïðåáúð :äçëåä

.a = 0 ,á.áé äîì éôì ,ïëì .ma = a ù òáåð m ·mm = mn+1

.u ∈ R× å n ≥ 0 øùàá a = utn äøåöá äâöäì ïúð R ìù a ñôàî äðåù øáà ìëù àåôà òáåð äçðääî

äéö÷ðåôä .v(0) = ∞ ,v
(
a
b

)
= v(a) − v(b) äçñðä éãé ìò F ìëì v úà áéçøðå v(a) = n àåôà øéãâð

.R ìù úù÷åáîä äãéãáä äëøòää äéäú v: F → Z ∪ {∞}

äöåá÷á ïðåáúäì ìëåð K ìù L äáçøä ìëì .ñôàî äðåù íåðéìåô f ∈ K[X, Y ] å äãù K äúò éäé

úéøåâè÷î øåè÷ðô àåä Γ ïëì .Γ(L) ⊆ Γ(L′) éæà L ⊆ L′ íà .Γ(L) = {(a, b) ∈ L2 | f(a, b) = 0}
ìù øáà .K ìòî f éãé ìò øãâåîä éøåùéîä éðéôàä í÷òä Γ ì àø÷ð .úåöåá÷ä úéøåâè÷ì K úà íéôé÷îä úåãùä

.Γ ìù L-úéìðåéöø äãRð àø÷é Γ(L)

ù êë K(x) ìù éøáâìàä øåâñá y øçáðå K ìòî x äìòð øáà øçáð ,K[X,Y ] á ÷éøô éà f(X, Y ) íà

íà ,ïëì .f(x, Y ) = irr(y, K(x)) ù òáåð ñåàâ ìù äîìäî .f(x, y) = 0

ä÷úòää ,úåøçà íéìîá .K[X, Y ] á g úà ÷ìçî f íà ÷øå íà g(x, y) = 0 éæà ,g ∈ K[X, Y ]

,åðéòøâù K[x, y] ìò K[X, Y ] ìù íæéôøåîåîåäì äáçøäì úðúð (X, Y ) → (x, y)

àø÷ð K[x, y] ,úåîìùä íåçú .K[X, Y ]/K[X, Y ]f(X, Y ) ∼= K[x, y] ,ïëì .K[X,Y ]f(X,Y )

äãù àø÷ð ,K(x, y) ,åìù úåðîä äãù .øèð íåçú àåä K[x, y] ,ìéòì øîàðäî .K ìòî Γ ìù úåèðéãøåàå÷ä âåç

.K ìòî Γ ìù úøöåé äãRð àø÷ð (x, y) âåæä .K ìòî Γ ìù úåéìðåéöøä úåéö÷ðåôä

ãçà ìëå Γ(K̃) = Γ1(K̃) ∪ Γ2(K̃) ù êë K ìòî Γ2 å Γ1 íéîé÷ ïéàù òáåð f ìù úå÷éøôä éàî

÷éøô éà í÷ò Γ íà ,êôäì .K ìòî ÷éøô éà Γ ù øîàð äæ äø÷îá .ìàîù óâàá ùîî ìëåî ïéîé óâàá íéãçåàîäî

.K ìù L äáçøä ìëì Γ(L) = {(a, b) ∈ L2 | f(a, b) = 0} ù êë ÷éøô éà f ∈ K[X, Y ] íé÷ éæà ,K ìòî

.K ìòî L î úéøàðéì ãøôåî K(x, y) éæà ,L[X,Y ] á íâ ÷éøô éà f(X, Y ) íàù úåàøäì øùôà

g ∈ L[X, Y ] íåðéìåô ìë .K(x, y) ìòî L(x, y) ìù ñéñá øàùð K ìòî {wi | i ∈ I} L ìù ñéñá ,øîåìë

ìëì gi(x, y) = 0 íà ÷øå íà ,g(x, y) = 0 éæà .gi ∈ K[X,Y ] øùàá ,g =
∑

i∈I giwi äøåöá íùøì ïúð

.L ìòî úøöåé äãRð íâ àåä (x, y) ,ïëì .L[X,Y ] á f ìù äìåôë àåä g ,ïëìå i ∈ I

íåðéìåôä ,äîâãì .ïéèåìçì ÷éøô éà f ù íéøîåà K̃[X, Y ] á ÷éøô éà f(X, Y ) íà ,èøôá

.ïéèåìçì ÷éøô éà Y 2 −X3 − aX − b

ïðåáúð .K ìòî Γ ìù úåèðéãøåàå÷ä âåç R = K[x, y] éäéå ÷éøô éà íåðéìåô àåä f(X, Y ) ù äúò çéðð
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ìù éðåùàø ìàãéà äåäîå áèéä úøãâåî p = {g(x, y) ∈ R | g(a, b) = 0} äöåá÷ä .(a, b) ∈ Γ(K) äãRðá

àåôà åðä p á R ìù íå÷îä .R

K[x, y](a,b) =
{ g(x, y)

h(x, y)
| g, h ∈ K[X, Y ], h(a, b) 6= 0

}

ìàãéàä .OΓ,(a,b) á åðîñðå K ìòî (a, b) á Γ ìù éîå÷îä âåçä åì àø÷ð .éîå÷î øèð íåçú åäæ ,à.áé äîì ,éôì

åðä åìù éáøîä

.
{ g(x, y)

h(x, y)
| g, h ∈ K[X, Y ], g(a, b) = 0, h(a, b) 6= 0

}

K-úåéìðåéöøä úåãRðä ìë óñà úà ïîñð .∂f
∂b 6= 0 åà ∂f

∂a 6= 0 íà ,Γ ìù äèåùô äãRð àéä (a, b) ù øîàð

.Γsimp(K) á Γ ìù úåèåùôäå

(a, b) á Γ ìù éîå÷îä âåçä éæà .Γ ìù äèåùô K -úéìðåéöø äãRð (a, b) éäúå K ìòî éøåùéî í÷ò Γ éäé :ã.áé äîì

.K ìòî Γ ìù úåéö÷ðåôä äãù ìù äëøòä âåç åðä K ìòî

ìàãéàä m éäéå F = Quot(R) ,R = K[x, y](a,b) ïîñð .K ìòî Γ ìù úøöåé äãRð (x, y) éäú :äçëåä

ìù äãéãá äëøòä âåç åðä R ù òáðé â.áé äîìî .m úà øöåé y − b ù çéëåð .∂f
∂a 6= 0 ù ìùîì çéðð .R ìù éáøîä

.F

äãRðì áéáñî øåìééè øåèì g(X,Y ) úà çúôð íà ,ïëìå g(a, b) = 0 éæà .g(x, y) ∈ m éäé ,ïëàå

,ïëì .R á íéîã÷î íò y − b å x − a ìù éøàðéì óåøö àåä g(x, y) ù ìá÷ð ,(X,Y ) = (x, y) áéöðå (a, b)

.m = R(x− a) + R(y − b)

:f éáâì ãçåéîá ìéòôð äæä êéìäúä úà

f(X, Y ) =
∂f

∂b
(X − a) +

∂f

∂b
(Y − b) + higher terms

å

0 = f(x, y) =
∂f

∂a
(x− a) +

∂f

∂b
(y − b) + (x− a)u + (y − b)v

,ïëì .u, v ∈ m øùàá

.0 =
(∂f

∂a
+ u

)
(x− a) +

(∂f

∂b
+ v

)
(y − b)

,m = R(y−b) ù òáåð ïàëî .x−a ∈ R(y−b) ,ïëì .R á êéôä x−a ìù íã÷îä ,u ∈ m å ∂f
∂a 6= 0 å ìéàåä

.ìéòì åðçèáäù éôë

:úåëøòä ìò úåéììë úåîì éúù ìë íãå÷ çéëåð êåôää ïååëá úëìì éãë
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,(a ∈ K ìëì v(a) = 0 øîåìë) úéìàéáéøè v íà .íéëøòî úåãù ìù úéôåñ äáçøä (L, w)/(K, v) éäú :ä.áé äîì

.úéìàéáéøè w íâ éæà

íé÷î äæ øáà .v(x) ≥ 0 ù çéðäì éãë êøöä äø÷îá x−1 á x úà óéìçð .L× ìù x øáàá ïðåáúð :äçëåä

éðåð÷ä íæéôøåîåîåää úà ïîñð .a0 6= 0 ù êë K á íéîã÷î íò xn + an−1x
n−1 + · · · + a0 äàåùî

å ìéàåä .x̄n + ān−1x̄
n−1 + · · · + ā0 = 0 :ìá÷ð äàåùîä ìò åúåà ìéòôð íà .ââá Ow → Ow/Mw

.v(x) = 0 ïëì .x̄ 6= 0 íâ ,ā0 6= 0

.w ì ìå÷ù v ïëìå Ow = Ov éæà .Ow ⊆ Ov ù êë F ìù äëøòä v éäúå F äãù ìù äãéãá äëøòä w éäú :å.áé äîì

ù êë y ∈ F íé÷ éðù ãöî .w(x) < 0 å v(x) ≥ 0 éæà .x ∈ Ov rOw íé÷ù äìéìùá çéðð :äçëåä

,éðù ãöî .x−ny ⊆ Ov ïëìå x−ny ∈ Ow ⊆ Ov èøôá .w(x−ny) ≥ 0 ù êë éòáè n øçáð .v(y) < 0

.äøéúñ ,x−ny /∈ Ov ïëìå v(x−ny) = −nv(x) + v(y) < 0

äãù íòå (x, y) úøöåé äãRð íò K ìòî ÷éøô éà éøåùéî éðéôà í÷ò Γ éäé .äëøòäì äîéàúîä äãRðä æ.áé

úà ââá ïîñð .x, y ∈ Ov ù çéðð .F̄v = K ù êë F/K ìù äëøòä v éäú .F = K(x, y) úåéìðåéöø úåéö÷ðåô

íâù òáåð f(x, y) = 0 éàðúäî .K ìù íéøáà íä ȳ = b å x̄ = a éæà .Ov → Ov/Mv úéðåð÷ä ä÷úòää

.(a, b) ∈ Γ(K) úåøçà íéìîá .f(a, b) = 0

,ã.áé äîì éôì ,éæà Γ(K) ìù äèåùô äãRð (a, b) íà .Ov äëøòää âåçá ìëåî K[x, y](a,b) éîå÷îä âåçä

ìù éðåùàøä ÷ìçîä p éäé .K[x, y](a,b) = Ov ù òáåð ,ä.áé äîìî .F ìù äãéãá äëøòä âåç àåä K[x, y]a,b

.úéëøò ãç ãç àåôà àéä p ì (a, b) úà ä÷éúòîä π: Γsimp(K) → PF/K ä÷úòää .v éãé ìò òá÷ðä F/K

ù êë 1 äìòîî F/K ìù p íééðåùàøä íé÷ìçîä ìë óñà åðä Im(π) éæà ,Γ ìò äèåùô Γ(K) ìù äãRð ìë íà

.vp(x), vp(y) ≥ 0

äîìùäá Γ úà óéìçäì åðéìò ,ïåøçàä éàðúä úà íéîé÷î íðéàù íééðåùàø íé÷ìçîì íâ òéâäì éãë

.åìù úéáéè÷éåøôä

äìòîî K[X,Y ] á ÷éøô éà íåðéìåô f(X,Y ) =
∑

i,j≤d aijX
iY j éäé .íééøåùéî íééáéè÷éåøô íéî÷ò ç.áé

:X0, X1, X2 íéðúùîá éðâåîåää íåðéìåôä úà f ì íéàúð .øéãâî f(X, Y ) ù éðéôàä í÷òä úà Γ á ïîñð .d

f∗(X0, X1, X2) =
∑

i+j≤d

aijX
d−i−j
0 Xi

1X
j
2

úà K ìù L äáçøä ìëì íéàúîä øåè÷ðô äéäé àåä íâ .øéãâî f∗ ù éøåùéîä éáéè÷éåøôä í÷òä úà Γ∗ á ïîñð

:P2(L) ìù äàáä äöåá÷ä úú

.Γ∗(L) = {(a0:a1:a2) ∈ P2(L) | f∗(a0, a1, a2) = 0}
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éæà ,(a, b) ∈ Γ(L) íà .K ìòî ÷éøô éà f∗(X0, X1, X2) íâ K ìòî ÷éøô éà f(X, Y ) íà

.b = a2
a0

å a = a1
a0

øùàá ,f(a, b) = 0 éæà ,a0 6= 0 å (a0:a1:a2) ∈ Γ∗(L) íà ,êôäì .(1:a:b) ∈ Γ∗(L)

úåèåùô úåãRð úåøáåò åæ äîàúäá .Γ∗(L) ìù úåéôåñä úåãRðì éëøò ãç ãç ïôàá àåôà úåîéàúî Γ(L) úåãRð

:íé÷úî ÷åéã øúéá .úåèåùô úåãRðì

∂f

∂X
(a, b) 6= 0 íà ÷øå íà

∂f∗

∂X1
(a0:a1:a2) 6= 0

∂f

∂Y
(a, b) 6= 0 íà ÷øå íà

∂f∗

∂X2
(a0:a1:a2) 6= 0

.2 ïéáì 0 ïéá ãçà i úåçôì øåáò ∂f∗

∂ai
6= 0 íà äèåùô Γ(L) ìù (a0:a1:a2) äãRð äð�ëî éììë ïôàá

úåàöîð åìà úåãRð .a0 = 0 ïøåáòù åìàë åðééäã ,úåéôåñðéà úåãRð íâ Γ∗(L) ì ùé úåéôåñä úåãRðä ãáìî

ïôàá äîéàúî a1 6= 0 äøåáòù Γ(L) ìù (a0:a1:a2) äãRð ìë ,÷åéã øúéá .íéøçà íééøåùéî íééðéôà íéî÷ò ìò

.f∗(X0, 1, X2) = 0 äàåùîä éãé ìò òá÷ðä Γ1 éøåùéîä éðéôàä í÷òä ìò úàöîðä (a0
a1

, a2
a1

) äãRðì éëøò ãç ãç

Γ2 éøåùéîä éðéôàä í÷òä ìò úåçðåîä (a0
a2

, a1
a2

) úåãRðì éëøò ãç ãç ïôàá úåîéàúî a2 6= 0 ïøåáòù úåãRðä

ïë ,i = 0 äø÷îá åîë .Γ íå÷îá Γ0 íâ íùøð áéúëä úåãéçà íùì .f∗(X0, X1, 1) = 0 äàåùîä éãé ìò òá÷ðä
(

1
x , y

x

)
,ñôàî íéðåù y íâå x íâù øéòð .úåèåùô úåãRðì úåîéàúî úåèåùô úåãRð ,i = 2 øåáòå i = 1 øåáò

.Γ2 ìù íâå Γ1 ìù íâ úåéö÷ðåôä äãù àåä F èøôá .Γ2 ìù úøöåé äãRð àéä
(

1
y , x

y

)
å Γ1 ìù úøöåé äãRð àéä

.
(

a0
a1

, a2
a1

)
á Γ1 ìù éîå÷îä âåçì äåù

(
a1
a0

, a2
a0

)
á Γ0 ìù éîå÷îä âåçä éæà ,a0, a1 6= 0 ìùîì íà ,ïë ìò øúé

ù ìá÷ìå Γ∗(L) ìù äöåá÷ úúë Γi(L) úà úåäæì àåôà ìëåð

.Γ∗(L) = Γ0(L) ∪ Γ1(L) ∪ Γ2(L)

.÷ìç Γ∗ ù øîàð úåèåùô Γ∗(K̃) úåãRð ìë íà .Γ ìù úéáéèé÷éåøôä äîìùää àø÷é Γ∗ í÷òä

äîìùää Γ∗ éäéå K ìòî Γ ìù úåéö÷ðåôä äãù F éäé .K äãù ìòî éøåùéî éðéôà í÷ò Γ éäé :è.áé ïåèôùî

íé÷ìçîä úöåá÷ ìò Γ∗(K) î úéëøò ãç ãç ä÷úòä úîé÷ éæà .úåèåùô Γ∗(K) úåãRð ìëù çéðð .Γ ìù úéáéè÷éåøôä

á Γ∗ ìù éîå÷îä âåçì íéàúîä éðåùàøä ÷ìçîì Γ∗(K) ìù p äãRð úøáåò åæ äîàúäá .1 äìòîî F/K ìù íééðåùàøä

.p

,ïëàå .Γi íéî÷òäî ãçà ìò äãRð äîéàúî .1 äìòî ìòá F/K ìù p éðåùàø ÷ìçî ìëìù íãå÷ çéëåð :äçëåä

ïéá éøòæî vp(xi) ù êë 2 ì 0 ïéá i éäé .x2 = y å x1 = x ,x0 = 1 íùøð ,Γ ìù úøöåé äãRð àåä (x, y) íà

ìòî Γi ìù úøöåé äãRð àåä (x0
xi

, x1
xi

, x2
xi

) äéùéìùäî 1 ÷åìñî ìá÷úîä âåæä éæà .vp(x0), vp(x1), vp(x2)

úéðåð÷ä äëøòää úçú úøáåò åæ äãRðù òáåð æ.áé î .vp ìù äëøòää âåçì úåëéù åæ äãRð ìù úåèðéãøåàå÷äå K

.Op ì äåù p á Γi ìù äëøòää âåçå Γi(K) ìù p äãRðì Op ìù
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ìù úåãRð p′ = (a′0:a
′
1:a

′
2) å p = (a0:a1:a2) àåôà åéäé .úéëøò ãç ãç ä÷úòääù äàøð äúò

a0 6= 0 ù ìùîì çéðð .OΓ∗,p = OΓ∗,p′ éæà .F/K ìù p óú»ùî éðåùàø ÷ìçîì úåîéàúîä Γ∗(K)

.x2/x0 = ȳ = a2/a0 å x1/x0 = x̄ = a1/a0 éæà .OΓ∗,p → K ìù äðîä ú÷úòä úà ââá ïîñðå

ù ïôàä åúåàá íéìá÷î åðééä ,a′1 6= 0 ìùîìå a′0 = 0 äéä åìà .vp(x0) ≤ vp(x1), vp(x2) ,ïëì

ù êë x1/x0 = a′2/a′0 å x1/x0 = a′1/a′0 ,a′0 6= 0 ïëì .ïåøçàä ïåéåùä éàì äøéúñá úvp(x1) < vp(x0)

.p = p′
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íééèôìà úåãù ìù 0 äìòîî íé÷ìçîä úøåáç .âé

äøåöäî äàåùî éãé ìò ïúðä E éèôìà í÷òá ïðåáúð .3 îå 2 î äðåù ïåéôà ìòÇá äãù K éäé

Y 2 = X3 + AX + B

ãöéë äàøð äúò .úåèåùô E(K) úåãå÷ð ìëù êë ìò åðãîò æ óéòñá .∆ = 4A2 + 27B3 6= 0 äèððéîéø÷ñéã íò

.æ óéòñ ìù (6) äùéøãä íé÷úúù ïôàá úéôåìç äøåáçì E(K) úà êôäì êåø-ïîéø èôùî øùôàî

.K ìòî F ìù úåéìðåéöøä úåéö÷ðåôä äãù F = K(x, y) éäéå K ìòî E ì (x, y) úøöåé äãå÷ð øçáð

.1 ì äåù F/K ìù òæâäù òáåð á.àé ïåèôùîî

íééðåùàøä íé÷ìçîä óñà úà P1 á ïîñð .1 äìòîî íééðåùàø íé÷ìçîì K-úåéìðåéöø úåãå÷ð ïéá äîàúä à.âé

úéôåñ (a, b) äãå÷ðì ,÷åéã øúéá .P1 ìò E(K) ìù úéëøò ãç ãç äîàúä ïúåð è.áé èôùî .1 äìòîî F/K ìù

áéçøäì ïúð (x, y) 7→ (a, b) ä÷úòää úà .Op = K[x, y](a,b) íé÷îä p éðåùàøä ÷ìçîä íéàúî E(K) ìù

ìò äãéçéä óåñðéàä úãå÷ð .Op ìù ãéçéä éáøîä ìàãéàä àåä åðéòøâù ϕp: Op → K íæéôøîåîåäì ãéçé ïôàá

íé÷î àåäå o á ïîåñî åæ äãå÷ðì íéàúîä éðåùàøä ÷ìçîä .∞ á úðîåñî E(K)

div∞(x) = 2o L(2o) = K + Kx (1a)

div∞(y) = 3o L(3o) = K + Kx + Ky (1b)

úéðâîåää äàåùîä úà úåîé÷î ïäå (0:0:1) ïä óåñðéàä úãå÷ð ìù úåéðâåîåää úåèðéãøåàå÷ä

.X0X
2
2 = X3

1 + AX2
0X1 + BX3

0

.óåñðéàä úãå÷ð êøã øáåòä E ìù éðéôà áéëøî ìá÷ð V = X1
X2

,U = X0
X2

áéöðå X3
2 á åæ äàåùî ÷ìçð íà

äæ áéëøî ìò óåñðéàä úãå÷ð ìù úåèðéãøåàå÷äå U = V 3 + AU2V + BU3 àéä äîéàúîä úéðéôàä äàåùîä

.(0, 0) ïä

íà .D0 á 0 äìòîî F/K ìù íé÷ìçîä úå÷ìçî úøåáç úà äúò ïîñð .D0 ïéáì P1 ïéá äîàúä á.âé

P1 úà ä÷éúòî p 7→ [p − o] ä÷úòää .åìù ä÷ìçîä úà [a] á ïîñð ,0 äìòîî F/K ìù ÷ìçî àåä a

íé÷ éæà [p′ − o] = [p − o] å p 6= p′ ,p, p′ ∈ P1 íà ,ïëàå .úéëøò ãç ãç äðä åæ ä÷úòä .D0 êåúì

ù òáåð ïàëî .div0(z) = p′ ,ïëìå p′ = p + div(z) ,ïëì .p′ − o = p − o + div(z) ù êë z ∈ F×

,F = K(z) ,úåøçà íéìîá .[F : K(z)] = 1 ,è óéòñ ìù (2) éôì ,ïëì .deg(div0(z)) = deg(p′) = 1

.ìéòì øîàðì ãåâðá ,0 ì F/K ìù òæâä äåù ,à.é ïåèôùî éôì ,ïëì
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.dim(a+o) = 1 ,êåø-ïîéø èôùî éôì ,ïëìå deg(a+o) = 1 ,éæà .0 äìòîî F/K ìù ÷ìçî a éäé ,êôäì

ù êë p ∈ P1 íé÷ 1 ì äåù ìàîù óâà ìù äìòîäå ìéàåä .a + o + div(z) ≥ 0 ù êë z ∈ F× àåôà íé÷

ãç ãç P1 → D0 ä÷úòääù ìá÷ð úîãå÷ä ä÷ñôä íò ãçé .[p − o] = [a] ,èøôá .a + o + div(z) = p

.ìòå úéëøò

:àáä íéùøúá á.âé å à.âé á åðøãâäù úåéëøò ãç ãçä úå÷úòää úà íëñð .E(K) ì äøåáç ìù äðáî ïúî â.âé

E(K) −→ P1 −→ D0

(a, b) 7→ p(a,b) 7→ [p(a,b) − o]
∞ 7→ o 7→ [o]

ñôàä úãå÷ð øùà E(K) ìò úéìáà äøåáç ìù äðáî åìà úå÷úòä úåøùî ,úéìáà äøåáç àéä D0 å ìéàåä

íé÷ìçîä íä p1, . . . , pn å E(K) ìù úåãå÷ð ïä p1, . . . ,pn íà ,èåøô øúéá .óåñðéàä úãå÷ð àéä äìù

ù êë z ∈ F× íé÷ ,øîåìë ,
∑n

i=1[pi − o] = 0 íà ÷øå íà
∑n

i=1 pi = 0 éæà ,íäì íéîéàúîä íééðåùàøä

.
∑n

i=1 pi − no = div(z)

:ã.âé ïåèôùî

p1 + p2 + p3 = 0 íà ÷øå íà ãçà øùé ìò úåçðåî E(K) ìù p1,p2,p3 úåðåù úåãå÷ð ùìù (à)

éæà .E(K) íò Λ ìù úôñåðä êåúçä úãå÷ð p′ éäú .p á E ì ÷éùîä øùéä Λ éäéå p ∈ E(K) éäé (á)

.2p + p′ = 0

.íéø÷î éðù ïéá ìéãáð .i = 1, 2, 3 ,pi ì íéàúîä éðåùàøä ÷ìçîä pi éäé :à úçëåä

éæà .i = 1, 2, 3 øåáò b2
i = a3

i + Aai + B å pi = (ai, bi) åæ äçðäá .úåéôåñ pi úåãå÷ðä :à.à äø÷î

.äæî äæ íéðåù p1, p2, p3

ù êë ñôà íìë àìù α, β, γ ∈ K íéîé÷ øîåìë ,ãçà øùé ìò úåàöîð úåãå÷ðäù íãå÷ çéðð

αai + βbi + γ = 0 i = 1, 2, 3 (2)

ïëì .div∞(z) = 3o ù òáåð (1) î .F× ìù z = αx + βy + γ øáàä ìù íéñôà íä p1, p2, p3 ,ïëì

ù òáåð ïàëî .div0(z) = p1 + p2 + p3 ïëìå deg(div0(z)) = 3

p1 + p2 + p3 − 3o = div0(z)− div∞(z) = div(z) (3)

â.âé á øåáçä úøãâä éôì ,ïëìå

.p1 + p2 + p3 = 0 (4)
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íéîé÷ù òáåð (1a) î .z ∈ L(3o) ïëì .ïåëð (3) ù êë z ∈ F× íé÷ éæà .íé÷úî (4) ù çéðð ,êôäì

.i = 1, 2, 3 øåáò 0 = αai +βbi + γ ù òáåð (3) î .z = αx+βy + γ ù êë ñôà íìë àìù α, β, γ ∈ K

.αX + βY + γ = 0 øùéä ìò úåçðåî p1,p2,p3 úåøçà íéìîá

úåãå÷ðä ùìù êøã øáåòä øùéì éæà .p3 = ∞ ù ìùîì çéðð .óåñðéàä úãå÷ð àéä pi úåãå÷ðäî úçà :á.à äø÷î

éæà .z = x − a ïîñð .b 6= 0 å p2 = (a,−b) ,p1 = (a, b) ù êë b ∈ K íé÷ ïëì .X = a äøåöä ùé

,ïëì .z ìù íéñôà íä p2 å p1 å div∞(z) = div∞(x) = 2o

.div(z) = p1 + p2 − 2o (6)

.ù÷åáîë ,p1 + p2 = 0 ù òáåð øåáçä ÷çî

,α, β ∈ K íéîé÷ù òáåð (1a) î .(6) úà í�é÷îä z ∈ L(2o) í�é÷ éæà .p1 + p2 = 0 ù çéðð ,êôäì

ìò úåçðåî ∞ å p2 ,p1 úåãRðä ùìù ,ïëì .i = 1, 2 øåáò αai + β = 0 ,(6) éôì .z = αx + β ù êë α 6= 0

.αX + β = 0 øùéä

.íéø÷î äîë ïéá ìéãáð .p′ å p ì íéîéàúîä íééðåùàøä íé÷ìçîä äîàúäá p′ å p åéäé :á úçëåä

éãé ìò ïúð Λ éæà .h(X, Y ) = X3 + AX + B − Y 2 å p = (a, b) ïîñð .úéôåñ p äãå÷ðä :à.á äø÷î

äàåùîä

.
∂h

∂a
(X − a) +

∂h

∂b
(Y − b) = 0

ìá÷ð (a, b) ì áéáñî h(X, Y ) úà çúôð íà .z = ∂h
∂a (x− a) + ∂h

∂b (y − b) ïîñð

, h(X, Y ) =
∂h

∂a
(X − a) +

∂h

∂b
(Y − b) + c(X − a)2 + d(Y − b)2 + e(X − a)3 (7)

,ïëì .0 = z + c(x− a)2 + d(y − b)2 + e(x− a)3 ìá÷ð ,Y = y å X = x áéöð íà .c, d, e ∈ K øùàá

.vp(z) ≥ 2

éôì .(E ìù äãéçéä óåñðéàä úãRð àéä (0:1:0) éë) úéôåñ p′ ,éæà .∂h
∂b 6= 0 ù íãå÷ çéðð

í�é÷úî deg(div0(z)) = deg(div∞(z)) = 3 å ìéàåä .vp′(z) ≥ 1 ,óñåðá .div∞(z) = 3o ,(1)

.ïòèðù éôë ,2p + p′ = 0 ,øåáçä ÷ç éôì ,ïëì .div(z) = 2p + p′ − 3o ïëìå div0(z) = 2p + p′

.div(z) = 2p−20 ïàëîå div∞(z) = 2 ,(1) éôì ,ïëì .z = ∂h
∂a å ∂h

∂a 6= 0 ,éæà .∂h
∂b = 0 ù çéðð äúò

.2p = 0 ,øåáçä ÷©ç éôì

:úåéðâåîåä úåèðéãøåàå÷ì øáòð Λ úàåùî úà áùçì éãë .p = ∞ :á.á äø÷î

h∗(X0, X1, X2) = X3
1 + AX2

0X1 + BX3
0 −X0X

2
2
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äéäú Λ ìù äàåùîä

.
∂h∗

∂X0
(0, 0, 1)X0 +

∂h∗

∂X1
(0, 0, 1)X1 +

∂h∗

∂X2
(0, 0, 1)X2 = 0

úãå÷ðá ÷ø E(K) úà êúåç äæ øùé .óåñðéàä øùé àåä ∆ ,øîåìë .X0 = 0 àìà äðéà åæ äàåùîù äàøî áåùç

.ñôàì ïáåîë äåù åæ äãå÷ð íéîòô ùìù ìù íåëñ .äøåáçä ìù ñôàä øáà àéäù óåñðéàä
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íìùä øÛâñä .ãé

íéàðúä éðùî ãçà íé÷úî íà R ìòî íìù x ù øîàð .L ìù øáà x å R úà óé÷îä äãù L ,úåîìù íåçú R éäé

:íéàáä

.R á íéîã÷î íò ï÷»úî íåðéìåô ìù ùøù åðä x (1a)

.xV ⊆ V ù êë R ìòî úéôåñ øöåðäå L á ìëåîä V ñôàî äðåù R-ìåãåî íé÷ (1b)

.äæì äæ íéìå÷ù (1b) å (1a) íéàðúä :à.ãé äðòè

.xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0 = 0 ù êë a0, . . . , an−1 ∈ R íéîé÷ ,øîåìë .ïåëð (1a) ù íãå÷ çéðð :äçëåä

.(1b) éàðúä úà í�é÷é V =
∑n−1

i=0 Rxi ìåãåîä

àåôà íéîé÷ .xV ⊆ V åøåáòùå ñôàî äðåùä L ìù R-ìåãåî úú åðä V =
∑n

i=1 Rvi ù çéðð ,êôäì

,ïëì .ñôàì íéåù íé-vi ä ìë àì äçðää éôì .A = (aij)1≤i,j≤n ïîñð .xvi =
∑n

j=1 aijvj ù êë aij ∈ R

ï÷»úî íåðéìåô åäæ .A ìù det(xI − A) éðéôàä íåðéìåôä ìù ùøù åðä x ,ïëì .A äöéøèîä ìù éîöò êøò åðä x

.(1b) éàðúä úà í�é÷î x ù àåôà òáåð .R ì íéëéù ïëìå aij á íéîåðéìåô íä åéîã÷îù n äìòîî

øöåð S ù øîàð .R ìòî íìù S ìù øáà ìë íà R ìòî íìù S ù øîàð .úåîìù éîåçú R ⊆ S åéäé

.S = R[x1, . . . , xm] ù êë x1, . . . , xn íéîé÷ íà R-úøáâìàë úéôåñ

.R-ìåãåîë úéôåñ øöåð S éæà ,R-úøáâìàë úéôåñ øöåðå R ìòî íìù S íà .úåîìù éîåçú R ⊆ S åéäé :á.ãé äîì

di äìòîî úð÷»úî äàåùî íé÷î xi ìë .S = R[x1, . . . , xm] íøåáòù S ìù íéøáà x1, . . . , xm åéäé :äçëåä

.R-ìåãåîë S úà øöåé ,i = 1, . . . , m ,0 ≤ ji < di íäáù xj1
1 xj2

2 · · ·xjm
m úåìôëîä óñà .R á íéîã÷î íò

.R ìòî íìù T ,éæà .R ìòî íìù S å S ìòî íìù T ù çéðð .úåîìù éîåçú R ⊆ S ⊆ T åéäé :â.ãé äîì

éôì .b0, . . . , bn−1 ∈ S äáù xn + bn−1x
n−1 + · · ·+ b0 = 0 äàåùî í�é÷î x éæà .x ∈ T éäé :äçëåä

.S1-ìåãåîë úéôåñ øöåð T1 = S1[x] ,ïë åîë .R-ìåãåîë úéôåñ øöåð S1 = R[b0, . . . , bn−1] âåçä á.ãé äîì

.R ìòî íìù x ,ïëì .xT1 ⊆ T1 ,óñåðá .R-ìåãåîë úéôåñ øöåð T1 = R[b0, . . . , bn−1, x] ,ïëì

ax å a 6= 0 ù êë a ∈ R íé÷ éæà .K ìòî éøáâìà øáà x å R ìù úåðîä äãù K ,úåîìù íåçú R éäé :ã.ãé äîì

.R ìòî íìù

.an 6= 0 å a0, . . . , an−1, an ∈ R äáù anxn + an−1x
n−1 + · · · + a0 = 0 äàåùî í�é÷î x :äçëåä

.R ìòî íìù åðä ïëìå yn + anan−1y
n−1 + · · ·+ an

na0 = 0 í�é÷î àåä .y = anx ïîñð

.R ì êéù R ìòî íìùä K ìù øáà ìë íà úåîìùá øåâñ R ù øîàð .K úåðî äãù íò úåîìù íåçú R éäé
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åðä S éæà .R ìòî íéîìù íäù L éøáà ìë óñà úà S á ïîñð .R úà óé÷îä äãù L å úåîìù íåçú R éäé :ä.ãé äîì

éæà ,R ìù úåðîä äãù ìòî éøáâìà L íà .L á R ìù íìùä øÛâñä àø÷ð àåä .R úà óé÷îä úåîìùá øeâñ úåîìù íåçú

.S ìù úåðîä äãù åðä L

.S ì êéù ïëìå X − a = 0 äàåùîä ìù ùøù àåä R ìù a øáà :äçëåä

å xU ⊆ U íøåáòù V å U úéôåñ íéøöåðå ñôàî íéðåù R-éìåãåî L á íéî�éK éæà .x, y ∈ S åéäé

åøåáò .UV á ïîËñîä úéôåñ øöåðå ñôàî äðåù R-ìåãåî äåäî
∑

uivi íééôåñä íéîåëñä ìë óñà .yV ⊆ V

.âåç S ù àåôà åðçëåä .xy, x + y ∈ S ïëì .(x + y)UV ⊆ UV å xyUV ⊆ UV

.S ì êéù ïëìå R ìòî íìù z ,â.ãé äîì éôì ,éæà ,S ìòî íìù z ∈ L íà

äðî åðä L ìù øáà ìë ã.ãé äîì éôì .K ìòî éøáâìà L ù çéðð .K á R ìù úåðîä äãù úà ïîñð ,óåñáì

.S ìù úåðîä äãù åðä L ,ïëì .R ìù øáàá S ìù øáà ìù

.úåîìùá øåâñ úéëøò ãç úå÷éøô ìòá úåîìù íåçú ìë :å.ãé ïåèôùî

íé÷îä K ìù x øáàá ïðåáúð .åìù úåðîä äãù K éäéå úéëøò ãç úå÷éøô ìòá úåîìù íåçú R éäé :äçëåä

äæ íéøæ u, v ∈ R íò x = u
v íùøð .ai ∈ R íéîã÷î íò xn + an−1x

n−1 + · · ·+ a0 = 0 úð÷»úî äàåùî

.x ∈ R å êéôä v ,ïëì .u úà ÷ìçé v ìù p éðåùàø ÷ìçî ìë .un + an−1u
n−1v + · · ·+ a0v

n = 0 éæà .äæì

øÛâñä S å K ìù n äìòîî äãéøô äáçøä L ,R ìù úåðîä äãù K ,úåîìùá øåâñ úåîìù íåçú R éäé :æ.ãé ïåèôùî

éæà .L á R ìù íìùä

.n äâøãî éùôç R-ìåãåîá ìëåî S (à)

.n äâøãî éùôç R-ìåãåî åðä S éæà ,(R = Z íà èøôá) úéëøò ãç úå÷éøô ìòá R íà (á)

çéðäì éãë R ìù ñôàî äðåù øáàá êøöä éôì äæ ñéñá ìéôëð .K ìòî L ì w1, . . . , wn ñéñá øçáð :à úçëåä

.x =
∑n

j=1 ajwj ù êë a1, . . . , an ∈ K íéîé÷ åøåáò .x ∈ S äúò éäé .(ã.ãé äîì) w1, . . . , wn ∈ S ù

ù òáåð äàåìâ úøåúî .σix =
∑n

j=1 ajσiwj åîé÷é íä .K̃ êåúì L ìù íéðåùä K-éðåëù σ1, . . . , σn åéäé

,ïëì .j = 1, . . . , n ,aj = bj

d ù êë bj ∈ Z[σix, σiwj ]1≤i,j≤n úðúåð øîø÷ úçñð .d = det(σiwj) 6= 0

.R ìòî íéîìù d å bj ,ä.ãé äîì éôì ,ïëì .R ìòî íìù σiwj å σix íéøáàäî ãçà ìë .x =
∑n

j=1 bjd · wj

d2

.bjd ∈ R ïëì .bjd = ajd
2 ∈ K ,ïë åîë

(σσ1, . . . , σσn) å ìéàåä .σd = det(σσiwj) éæà .σ ∈ Gal(K) á ïðåáúð äæ êøöì .d2 ∈ K ù äàøð

åðä d2 ,äùòîì) .d2 ∈ K ù òáåð ïàëî .σ(d2) = d2 ,ïëì .σd = ±d ù ìá÷ð ,(σ1, . . . , σn) ìù äøåîú äðä

(.d2 ∈ R ïëì .R ìòî íìù
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éùôçä R-ìåãåîá ìëåî S ,ïëì .j = 1, . . . , n ,bjd = ajd
2 ∈ K ù òáåð úîãå÷ä ä÷ñôäî

.
∑n

j=1 R
wj

d2

åðä S ù òáåð (à) îå úéëøò ãç úå÷éøô éìòá úåîìù éîåçú ìòî íééùôç íéìåãåî ìù éãåñéä èôùîäî :á úçëåä

.n úåéäì áéç åéøáà øôñî ïëì .L ìù K-ñéñá íâ äéäé S ìù R-ñéñá .úéôåñ øöåð éùôç R-ìåãåî
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ìàãéà ìù úèìç»îä äîøåðä .åè

úîé÷úî åæ äçðä) .éôåñ K̄P úåéøàùä äãù R ìù P éáøî ìàãéà ìëìù çéðð .K úåðî äãù íò ãðé÷ãã âåç R éäé

äçñ�ðä úøæòá R ìù A ìàãéà ìù úèìç»îä äîøåðä úà øéãâð (.éìáåìâ äãù K ù äø÷îá

NA = (R : A)

.N(AB) = NA ·NB :úéìôë äîøåðäùå éòáè øôñî åðä NA ù çéëåäì äéäú äæ óéòñá åðúøèî

.B ⊇ A íà ÷øå íà B|A éæà .R ìù íéìàãéà B å A åéäé :à.åè äîì

.B ⊇ BC = A ù êë C ìàãéà íé÷ éæà .B|A ù íãå÷ çéðð :äçëåä

íéìîá .A = BC íé÷îä R ìù ìàãéà åðä C ,ïëì R ⊇ AB−1 = C éæà .B ⊇ A ù çéðð ,êôäì

.B|A ,úåøçà

.n éòáè øôñî ìëìå R ìù P éáøî ìàãéà ìëì N(Pn) = (NP )n :á.åè äîì

a+P øáà ìù ìôëä .K̄P = R/P äãùä ìòî éøåè÷å áçøî äåäî P i−1/P i äðîä úøåáç éòáè i ìëì :äçëåä

.(a + P )(b + P i) = ab + P i éãé ìò ïú�ð P i−1/P i ìù b + P i øáàá R/P ìù

.P i ⊂ P i−1 ù òáåð R á íéìàãéàä ìù ÷åøôä úåãéçéî ,ïëàå .dim(P i−1/P i) = 1 ù çéëåð

,ïëì .P i|Rb + P i|P i−1 ù òáåð à.åè äîìî .P i ⊂ Rb + P i ⊆ P i+1 ,éæà .b ∈ P i−1rP i øçáð

.P i−1/P i áçøîä úà øöåé b + P i ,úåøçà íéìîá .Rb + P i = P i−1

,ïàëî .(P i−1 : P i) = NP ,ïëì .P i−1/P i ∼= R/P ù òáåð äðòèäî

.NPn = (R : Pn) =
n∏

i=1

(P i−1 : P i) = (NP )n

øåáò Ai + Aj = O íéîé÷îä íéìàãéà A1, . . . , An å éôåìç âåç O éäé :(éðéñä úåéøàùä èôùî) â.åè ïåèôùî

.i 6= j

.i = 1, . . . , n øåáò ,x ≡ bi mod Ai ù êë x ∈ O íéK b1, . . . , bn ∈ O ìëì (à)

.O/
⋂n

i=1 Ai
∼= ∏n

i=1 O/Ai (á)

ïëì .1 = a1 + a2 ù êë a2 ∈ A2 å a1 ∈ A1 íéîé÷ äçðää éôì .n = 2 ù äì¤çú çéðð :à úçëåä

êøòä úà ïîñð .b1 − a1(b1 − b2) = b2 + a2(b1 − b2) ïëìå b1 − b2 = a1(b1 − b2) + a2(b1 − b2)

.i = 1, 2 øåáò x ≡ bi mod Ai í�é÷é àåä .x á íéôâàä éðù ìù óú»ùîä

øåáò b ≡ bi mod Ai ù êë b ∈ O íé÷ éæà .n − 1 øåáò ïåëð ïåèôùîäùå n ≥ 3 ù äúò çéðð

ïëìå ai + an,i = 1 ù êë an,i ∈ An å ai ∈ Ai íéîé÷ n − 1 ì 1 ïéá i ìëì .i = 1, . . . , n − 1

.a1 · · · an−1 ∈ A1 · · ·An−1 å an ∈ An øåáò a1 · · · an−1 = 1− an ,ïëì .ai = 1− ai,n
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å ìéàåä .x ≡ bn mod An å x ≡ b mod A1 · · ·An−1 ù êë x ∈ O ïúåð n = 2 äø÷îä

.ïåèôùîä éàðú úà x í�é÷î i = 1, . . . , i− 1 øåáò A1 · · ·An−1 ⊆ Ai

éãé ìò úøãâ»îä α: O/
⋂n

i=1 Ai →
∏n

i=1 O/Ai ä÷úòää :á úçëåä

α(x +
n⋂

i=1

Ai) = (x + A1, . . . , x + An)

.íæéôøåîåæéà åðä α ,ïëì .ìò àéäù òáåð (à) î .íéâåç ìù éëøò ãç ãç íæéôøåîåîåä äåäîå áèéä úøãâ»î

N(AB) = NA·NB å éòáè øôñî àåä NA éæà .P éáøî ìàãéà ìëì éôåñ R/P åáù ãðé÷ãã âåç R éäé :ã.åè ïåèôùî

.B å A íéìàãéà éðù ìë øåáò

éðåùàø íøåâ íåù Aj ìå Ai ì ïéà i 6= j øåáò ,øîåìë .äæì äæ íéøæ R ìù íéìàãéà A1, . . . , An åéäé :äçëåä

ù òáåð äéä à.åè äîìî .Ai + Aj úà óé÷îä R ìù P éáøî ìàãéà íé÷ äéä Ai + Aj 6= R äéä åìà .óú»ùî

.Ai + Aj = R ,ïëì .äçðäì äøéúñá P |Aj å P |Ai

íé-Ai ä ìù úåøæäî .j ìëì Aj |
∏n

i=1 Ai ,ïëì .j ìëì
∏n

i=1 Ai ⊆
⋂n

i=1 Ai ⊆ Aj äæ ìò óñåðá

.
∏n

i=1 Ai =
⋂n

i=1 Ai ,ïëì .
∏n

i=1 Ai|
⋂n

i=1 Ai ù òáåð

úì¤çúî .A =
∏n

i=1 P ki
i ,äæî äæ íéðåù íééáøî íéìãéà ìù úå÷æç ìù äìôëîì A ìàãéàä úà äúò ÷øôð

,á.åè äîì éôì ,ïëì .R/A ∼= ∏n
i=1 R/P ki

i ù òáåð éðéñä úåéøàùä èôùîîå äçëåää

.NA = (R : A) =
n∏

i=1

(R : P ki
i ) =

n∏

i=1

(NPi)ki

.N(AB) = NA ·NB ù íâ òáåð ïàëî
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ìàãéà ìù úéñçéä äîøåðä .æè

íâ .L á R ìù íìùä øåâñä úà S á ïîñð .K ìù úéôåñ äãéøô äáçøä L éäé .K úåðî äãù íò ãðé÷ãã âåç R éäé

,NormL/KQ = P f(Q/P ) øéãâð .P = Q ∩R éäéå S ìù Q éðåùàø ìàãéàá äúò ïðåáúð .ãðé÷ãã âåç åðä S

ìù íæéôøåîåîåäì NormL/K úà áéçøð .íéîéàúîä úåéøàùä úåãù úìòî åðä f(Q/P ) = [L̄Q : K̄P ] øùàá

íéìàãéà ìù úå÷æç ìù äìôëîì L ìù øåáù ìàãéà ìù ÷åøô B =
∏r

i=1 Qki
i éäé ,úåøçà íéìîá .JK êåúì JL

ìù ìàãéà ìù úéñçéä äîøåðä èøôá .NormL/K(B) =
∏r

i=1 NormL/K(Qi)ki øéãâð .íéðåù íééðåùàø

íäìù úèìç»îä äîøåðì íéìàãéà ìù úéñçéä äîøåðä úà úååùäì ä�ðä äæä óéòñä úøèî .R ìù ìàãéà äéäú S

.íéøáà ìù úéñçéä äîøåðìå K = Q ù äø÷îá

.NormK/QA = NA · Z éæà .OK ìù ìàãéà A å íéøôñî äãù K éäé :à.æè äîì

ù äø÷îá ïåéåùä úà çéëåäì ÷éôñî ïëì .(ã.åè ïåèôùî) A á íééìôë ïåéåùä ìù íéôâàä éðù :äçëåä

éæà .úåéøàùä äãù úìòî f éäéå P ì úçúî çðåîä éðåùàøä øôñîä p éäé .P éðåùàø ìàãéà åðä A

.NormK/QP = pfZ = |K̄P | · Z = NP · Z

B′ øåáù ìàãéà ìëì ,éæà .L′ á S ìù íìùä øåâñä S′ å L ìù úéôåñ äãéøô äáçøä L′ åéäé ,ìéòìã íéðåîéñá :á.æè äîì

.NormL′/KB′ = NormL/K(NormL′/LB′) íé÷úî L′ ìù

.S′ ìù Q′ éðåùàø ìàãéà åðä B′ ù äø÷îá åúåà çéëåäì ÷éôñî ïëì .B′ á íééìôë ïåéåùä éôâ²à éðù ,áåù :äçëåä

ïëì .f(Q′/P ) = f(Q′/Q)f(Q/P ) éæà .P = Q ∩R å Q = Q′ ∩ S ïîñð äæ êøöì

NormL′/KQ′ = P f(Q′/P ) = P f(Q/P )f(Q′/Q) = (NormL/KQ)f(Q′/Q)

= NormL/K(Qf(Q′/Q)) = NormL/K(NormL′/LQ′)

.ùøãðë

.NormL/K(AS) = A[L:K] íé÷úî R ìù A øåáù ìàãéà ìëì :â.æè äîì

íéìàãéàä Q1, . . . , Qr åéäé .R ìù P éðåùàø ìàãéà åðä A ù äø÷îá äîìä úà çéëåäì ÷éôñî :äçëåä

úåãù úåáçøä úåìòî f1, . . . , fr å úåôòúñää éðåéö e1, . . . , er åéäé .P úà íé÷ìçîä S ìù íééðåùàøä

,ïëì .
∑r

i=1 eifi = [L : K] å PS =
∏r

i=1 Qei
i éæà .íéîéàúîä úåéøàùä

NormL/K(PS) =
r∏

i=1

(NormL/KQi)ei =
r∏

i=1

P eifi = P
∑r

i=1
eifi = P [L:K]

.ù÷Ëáîë
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ìù B øåáù ìàãéà ìëì (NormL/KB)S =
∏

σ∈Gal(L/K) σB éæà .äàåìâ úáçøä äðä L/K ù çéðð :ã.æè äîì

.L

.(NormL/KQ)S =
∏

σ∈G σQ í�éKî Q éðåùàø ìàãéà ìëù çéëåäì ÷éôñî .G = Gal(L/K) ïîñð :äçëåä

ìëì f = f(σQ/P ) å e = e(σQ/P ) éæà .f = f(Q/P ) å e = e(Q/P ) ,P = Q ∩R éäé ,ïëàå

.K ìòî Q ì ãåîö P ìòî çðåîä S ìù éðåùàø ìàãéà ìë ,ïë ìò øúé .σ ∈ G

å |G0| = ef éæà .G =
⋃· r

i=1 σiG0 éäé .Q ìù ÷åøôä úøåáç G0 = {τ ∈ G | τQ = Q} éäú

òáåð ïàëî .PS =
∏r

i=1 σiQ
e ,ïëì .P úà íé÷ìçîä S ìù íéðåùä íééðåùàøä íéìàãéàä íä σ1Q, . . . , σrQ

, (NormL/KQ)S = (PS)f =
r∏

i=1

σi(Qef ) =
r∏

i=1

σi

∏

τ∈G0

τQ =
∏

σ∈G

σQ

.ù÷Ëáîë

éæà .x ∈ K× å íéøôñî äãù K éäé :ä.æè äàöåú

å NormK/Q(xOK) = (NormK/Qx)OK (à)

.N(xOK) = |NormK/Qx| (á)

êåúì (JK ìùå) JQ ìù I 7→ IOL ä÷úòää .K úà äôé÷îä Q ìù L úéôåñ äàåìâ úáçøä øçáð :(à) äçëåä

úàöåäå ìéàåä .NormK/Q(xOK)OL = NormK/Q(x)OL ù çéëåäì ÷éôñî ,ïëì .úéëøò ãç ãç äðä JL

ù çéëåäì ÷éôñî ,úéëøò ãç äðä JL á ùøù

.NormK/Q(xOK)[L:K]OL = NormK/Q(x)[L:K]OL

çéëåäì ÷éôñî â.æè äîì éôì

.NormL/Q(xOL)OL = NormL/Q(x)OL

ã.æè äîì éôì ,ïëàå

NormL/Q(xOL)OL =
∏

σ∈Gal(L/Q)

σ(xOL)

=
( ∏

σ∈Gal(L/Q)

σx
)
OL = (NormL/Qx)OL

(à) å à.æè äîì éôì :(á) úçëåä

.N(xOK)Z = NormK/Q(xOK) = NormK/Q(x)Z

.ùøãðë ,N(xOK) = |NormK/Q(x)| ïëì
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íéøôñî äãù ìù íéìàãéàä úå÷ìçî øôñî .æé

O ì ñçéá K ìù I íéøåáùä íéìàãéàä óñà ,èøôá .ãðé÷ãã âåç åäæ .åìù íéîìùä âåç O å íéøôñî äãù K éäé

úå÷ìçî úøåáç úàø÷ð íééùàøä íéøåáùä íéìàãéàä úøåáç åìåãåî I äøåáç ìù äðîä .ìôëä úçú äøåáç äåäî

øôñî åðä h ù çéëåäì äðä óéòñä úøèî .K ìù úå÷ìçîä øôñî àø÷ðå h á ïîËñî äéøáà øôñî .K ìù íéìàãéàä

.éòáè

ìàãéà ïúðäá .B = xA ù êë x ∈ K× íé÷ íà úéøàðéì íéìå÷ù B å A íéøåáù íéìàãéàù íéøîåà

O ìù íìù ìàãéà åðä B ,èøôá .B = xA ⊆ O ù êë ,x 6= 0 ,x ∈ O øáà ,äøãâää éôì ,íé÷ O ìù A øåáù

.íéîìù íéìàãéà ìù úéøàðéì úåìé÷ù úå÷ìçî ìù éôåñ øôñî ÷ø ùéù çéëåäì ÷éôñî ïëì .A ì úéøàðéì ìå÷ùä

.NA ≤ c íéîé÷îä A íéìàãéà ìù éôåñ øôñî ÷ø O á ùé c > 0 ìëì :à.æé äîì

pi éäé .(äæî äæ íéðåù à÷åã åàì) íééáøî íéìàãéà ìù äìôëîì A ìù ÷åøô A = P1P2 · · ·Pr éäé :äçëåä

,ã.åè ïåèôùî éôì .NPi = |K̄Pi | = pfi

i éæà .fi = [K̄Pi : Fpi ] å Pi ì úçúî çðåîä éðåùàøä øôñîä

øôñî .pi ì úåéåøùôà ìù éôåñ øôñî ÷ø ùé ïëì c ≥ NA = NP1 ·NP2 · · ·NPr = pf1
1 pf2

2 · · · pfr
r ≥ pi

å pi ≥ 2 ,ïë åîë .Pi ì úåéåøùôà ìù éôåñ øôñî ÷ø ùé ,ïëì .éôåñ pi ìòî íéçðåîä O ìù íééáøîä íéìàãéàä

íò A íéìàãéà ìù éôåñ øôñî ÷ø O ì ùéù äìåò äæ ìëî .fi ≤ logr
log 2 å r ≤ log c

log 2 ,ïëìå 2r ≤ c ,ïëì .fi ≥ 1

.NA ≤ c

.NB ≤ c íé÷îä B ìàãéàì ìå÷ù O ìù A ìàãéà ìëù êë c > 0 íé÷ :á.æé äîì

ïîñð .C êåúì K ìù Q-éðåëù σ1, . . . , σn åéäé .(å.ãé ïåèôùî) Z ìòî O ìù w1, . . . , wn ñéñá øçáð :äçëåä

ïîñð .A−1 ì úéøàðéì ìå÷ùä O ìù C ìàãéà äúò øçáð .c = (nc1)n å c1 = max1≤i,j≤n |σiwj |

.S =
{ n∑

j=1

ajwj | aj ∈ Z, 0 ≤ aj ≤ (NC)1/n
}

éæà

|S| = (
[(NC)1/n] + 1

)n
> NC (1)

ù êë S á äæî äæ íéðåù x, y íéîé÷ ,(1) éôì ,ïëì .NC = (O : C) < ∞ ,ã.åè ïåèôùî éôì

,ïëì .|bj | ≤ (NC)1/n øùàá z =
∑n

j=1 bjwj å z ∈ C ,z 6= 0 ,éæà .z = x− y éäé .x ≡ y mod C

|NormK/Qz| =
n∏

i=1

|
n∑

j=1

bjσiwj | ≤
n∏

i=n

n∑

j=1

|bj |·|σiwj | ≤
n∏

i=1

(
(NC)1/n ·nc1

)
= c·NC (2)
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ïåèôùîå ,ä.æè äàöåúî .B = zC−1 ∼ A èøôá .BC = zO ù êë O ìù B ìàãéà íé÷ äæì óñåðá

úà íé÷î B ìàãéàä .NB ≤ c ,ïëì .c ·NC ≥ |NormK/Qz| = N(zO) = NB ·NC ìá÷ð (2) îå ã.åè

.äîìä úåùéøã

:ïúåð á.æé äîìå à.æé äîì ìù óåøöä

.úéôåñ äðä íéøôñî äãù ìù íéìàãéàä úå÷ìçî úøåáç :â.æé èôùî
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íéèìç»î íéëøò .çé

.íéàáä íéàðú§ä úà úîé÷îä | |: K → R äéö÷ðåô åðä K äãù ìò èìç»î êøò

.x = 0 íà ÷øå íà |x| = 0 å |x| ≥ 0 (1a)

.|xy| = |x||y| (1b)

.|x + y| ≤ |x|+ |y| (1c)

,øúåé ä÷æçä äùéøãá (1c) éàðú úà íéôéìç·î íà

,|x + y| ≤ max(|x|, |y|) (1c′)

åðä èìçîä êøòäù íéøîåà í�é÷úî åðéà (1c′) éàðú íà .(éãîëøà àì åà) éøèî-äøèìåà åðä èìçîä êøòäù íéøîåà

.(éãîëøà åà) éøèî

.éìàéáéøè åðéà | | ù çéðð ,úøçà øîàð àì íà .éìàéáéøè | | ù íéøîåà x 6= 0 ìëì |x| = 1 íà

úåöåá÷ä óñà äåäî åæ äéâåìåôåèá a úåáéáñì ñéñá .K ìò äéâåìåôåè øéãâ·î | | èìçî êøò

íéøôñîä äãù ìòî åîë .íééáåéçä íééùîîä íéøôñîä ìë ìò øáåò ε øùàá ,{x ∈ K | |x − a| < ε}
.åæ äéâåìåôåè úçú ÷åìçäå ,ìôëä ,øåáçä úåìËòô úåôéöø K á íâ íééùîîä

,ïéôåì¤çì .x ∈ K ìëì |x|′ = |x|λ ù êë λ > 0 íé÷ íà äæì äæ íéìå÷ù | |′ å | | ,íéèìç»î íéëøò éðù

.K ìò äéâåìåôåèä äúåà íéøéãâî | |′ å | | ,ïéôåìç éôåìçì .|x|′ < 1 ì ìå÷ù |x| < 1

:ùìçä áåø÷ä èôùî úà íéìå÷ù àì íéèìçî íéëøò íéîéKî úåìå÷ù àì úåëøòä åîë

äæ íéìå÷ù íðéà íäî íéðù íåùù K äãù ìù íéèìçî íéëøò | |1, . . . , | |n åéäé :(Artin-Whaples) à.çé ïåèôùî

.i = 1, . . . , n øåáò |x− ai|i < ε ù êë x ∈ K íé÷ éæà .éùîî øôñî ε > 0 å K ìù íéøáà a1, . . . , an åéäé .äæì

.éòáè n ìëì |n| ≤ 1 ù àåä éøèî-äøèìåà åðä | | èìçî êøòù êëì ÷éôñîå éçøëä éàðúù úåàøäì øùôà

íéðåù |x1|, . . . , |xn| íà ,øúåé éììë ïôàá .|x + y| = |y| éæà ,|x| < |y| å éøèî-äøèìåà | | àåôà çéðð

.|x1 + · · ·+ xn| = max(|x1|, . . . , |xn|) éæà ,äæî äæ

äçñðä éãé ìò úðúð àéä .K ìò v: K → R ∪ {∞} äëøòä øéãâî | | éøèî äøèìåàä èìçîä êøòä

| | èìçîä êøòä .c > 1 òåá÷ ìë øåáò èìçî êøò åðä |x| = c−v(x) ,ì"ðë v ïúðäá ,êôäì .v(x) = − log |x|
.K ìò äéâåìåôåèä äúåà íéøéãâî v äëøòääå

ï÷»úîä èìçîä êøòä úà íéàúð íéøáà q ìòá äìù úåéøàùä äãù øùà K ìù v äãéãá äëøòäì ,èøôá

vp øùàá ,‖x‖p = p−vp(x) äçñ�ðä éãé ìò ïúð Q ìù ï÷úîä éãà-p ä èìçîä êøòä ,èøôá .‖x‖v = q−v(x)

.‖p‖p = p−1 ,äîâãì .úéãà-p ä äëøòää åðä

,úåøçà íéìîá .R ìù ìéâøä èìçîä êøòä éãé ìò äøù»î Q ìù ãéçéä éøèîä èìçîä êøòä

.‖x‖∞ = max(x,−x)
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:äìôëîä úçñð úà íé÷î Q ìù íéð÷»úîä íéèìçîä íéëøòä óñà

x 6= 0 ìëì
∏

v∈V (Q)

‖x‖v = 1 (2)

.∞ ìîñäå íééðåùàøä íéøôñîä úöåá÷ åðä V (Q) øùàá

,ïëì .x > 0 øåáò x =
∏

p pvp(x) äâöää úà ïúåð íéøôñîä úøåú ìù éãåñéä èôùîä ,ïëàå

äçñðä úøæòá x > 0 äø÷îä ìò íéãéîòî x < 0 äø÷îä úà .
∏

v ‖x‖v =
∏

p p−vp(x) · x = 1

.‖x‖v = ‖−x‖v

.äìôëîä úçñð íé÷úúù êë íéøôñî äãù ìë ìù íéèìçîä íéëøòä úà ï÷úì äðä óéòñä úéøàù úøèî

ìù äø÷îá åîë .| | úçú K ìù äîìùää úà K̂ á ïîñð .K äãù ìù | | àåäùìë èìçî êøòî àöð äæ êøöì

ãéçé ïôàá | | áçø»î ïàë íâ .0 ì úåñðëúîä úåøãñä ìù ìàãéàä åìåãåî éùå÷ úåøãñ âåçë K̂ øãâ�é úåãéãá úåëøòä

àåä .úñðëúî K̂ á éùå÷ úøãñ ìë ,øîåìë .| | ì ñçéá íìù»î K̂ äãùä .K̂ á óåôö K ù ïôàá K̂ ìù èìçî êøòì

(K ′, v) å x ∈ K ìë øåáòå v äãéãá äëøòä øåáò |x| = c−v(x) íà .K-íæéôøåîåæéà éãë ãò ãéçé ïôàá òá÷ð

.x ∈ K ′ ìëì |σx| = c−v(x) ù êë σ: K ′ → K̂ K-íæéôøåîåæéà íé÷ éæà ,(K, v) ìù úôñåð äîìùä åðä

úçú íìù»î äéäé E íâ .ãéçé ïôàá E ìù èìçî êøòì | | úà áéçøäì ïúð K̂ ìù E úéôåñ äáçøä ïúðäá

.äáçøää

êåúì L ìù σ K-ïåëù ìëù òáåð úîãå÷ä ä÷ñôá øîàðäî .K ìù L úéôåñ äãéøô äáçøäá äúò ïðåáúð

:| | úà áéçøîä L ìò | |σ èìçî êøò øéãâî K̂ ìù éøáâìàä øÛâñä

|x|σ = |σx| (3)

.| |σ úçú L ìù äîìùää åðä K̂ · σL ,ïëì .K̂ · σL á | |-óåôö σL ,ïë ìò øúé

.K ìù úéôåñ äãéøô äáçøä L éäé .K äãù ìù èìçî êøò | | éäé :á.çé äîì

K̂ -íæéôøåîåæéà íé÷ íà ÷øå íà | |σ = | |τ éæà .K̂ ìù éøáâìàä øåâñä êåúì L ìù K -éðåëù τ å σ åéäé (à)

.λ ◦ σ = τ ù êë λ: K̂ · σL → K̂ · τL

.K̂ ìù éøáâìàä øåâñä êåúì L ìù σ íæéôøåîåæéà àåäù äæéà øåáò (3) äçñðä éôì úìá÷úî L ì | | ìù äáçøä ìë (á)

,éæà .| |i úçú L ìù äîìùää L̂i éäé i ìëì .L ìù íéèìç»î íéëøÂò�ì | | ìù úåáçøää | |1, . . . , | |g åéäé (â)

.[L : K] ìò äìåò åðéà L ìù íéèìç»î íéëøòì | | ìù úåáçøää øôñî ,èøôá .[L : K] =
∑g

i=1[L̂i : K̂]

íò ãëìúîä K̂ · σL ìò èìçî êøò øéãâî |y|′ = |λy| éæà .äîìá øîàðë λ íé÷ù íãå÷ çéðð :à úçëåä

ìá÷ð x ∈ L øåáò èøôá .y ∈ K̂ · σL ìëì |y′| = |y| ù òáåð | | ìù äáçøää úåãéçéî .K̂ ìò | |
.|x|τ = |τx| = |λσx| = |σx| = |x|σ
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ìåáâä) y = lim
→

σyn ù êë yn ∈ L íéîé÷ y ∈ K̂ · σL ìëì .x ∈ L ìëì |σx| = |τx| ù çéðð ,êôäì

òáåð äçðääî .éùå÷ úøãñ {σyn}n=1,2,3,... èøôá .(K̂ ìù éøáâìàä øåâñì | | ìù äãéçéä äáçøäì ñçéá ç÷ìð

øáà .K̂ · τL ìù y′ øáàì τyn íéñðëúî ,íìù»î K̂ · τL å ìéàåä .éùå÷ úøãñ äåäî {τyn}n=1,2,3,... íâù

,λ ◦ σ = τ íé÷îä K̂-íæéôøåîåæéà åðä λ: K̂σL → K̂τL ù àöîðå λ(y) = y′ àåôà øéãâð .y á ÷ø éåìú äæ

.ù÷Ëáîë

ìù øåâñä úà K ′ á ïîñð .(L, | |′) ìù äîìùä (L′, | |′) éäú .L ìù èìçî êøòì | | ìù äáçøä | |′ éäú :á úçëåä

|σx′| = |x′|′ ù êë σ: K ′ → K̂ K-íæéôøåîåæéà íé÷ ,ïëì .(K, | |) ìù äîìùä åðä (K ′, | |′) éæà .L′ á K

êøòä ìù äáçøää úåãéçéî .K̂ ìù L̂ úéôåñ äáçøä øåáò σ: L′ → L̂ íæéôøåîåæéàì σ úà áéçøð .x′ ∈ K ′ ìëì

.ùøãðë ,x ∈ L ìëì |x|σ = |σx| = |x|′ èøôá .x′ ∈ L′ ìëì |σx′| = |x′|′ ù òáåð èìçîä

ì äåù EmbdK(L, K̃) éøáà øôñî .K̃ êåúì L ìù K-éðåëù úöåá÷ úà EmbdK(L, K̃) á ïîñð :â úçëåä

íéèìç»î íéëøÂò�ì | | ìù úåáçøää óñà ìò EmbdK(L, K̃) úà ä÷éúòî σ 7→ | |σ ä÷úÀò§ä§ä ,(á) éôì .[L : K]

ìù íéâéöð σ1, . . . , σg åéäé ."| |σ = | |τ íà σ ∼ τ " éãé ìò EmbdK(L, K̃) ìò úåìé÷ù ñçé øéãâð .L ìù

úãîåò (à) éôì .| |σi úçú K ìù äîìùää L̂i = σiL · K̂ éäé i ìëì .EmbdK(L, K̃) ìù úåìé÷ùä úå÷ìçî

,ïëì .[L̂i : K̂] äéøáà øôñîù EmbdK̂(L̂i,
˜̂
K) äöåá÷ä íò úéëøò ãç ãç äîàúäá σi ìù úåìé÷ùä ú÷ìçî

.[L : K] =
∑g

i=1[L̂i : K̂]

úà w á ïîñð .K ìù èìçî êøòì | |p ìù äáçøä | |′ éäú .éðåùàø øôñî p å ,íéøôñî äãù K äúò éäé

äîì .(K, | |w) ìù äîìùää (K̂, | |w) éäé .| |w á | |′ úà ïîñðå øæçðå | |′ ì äîéàúîä K ìù úð÷»úîä äëøòää

K̂ ìò ìå÷ù | |w ìå÷ù ïë åîë .x ∈ Qp ìëì |x|w = |x|p ù êë Qp ìù úéôåñ äáçøä íò K̂ úà ääæî (á)á.çé

.|x|[K̂w:Qp]
w éãé ìò øãâîä èìçîä êøòì

ïåéö úà e á ïîñð .qω = |K̄w| øùàá ,‖x‖w = q
−w(x)
w éãé ìò K̂w ìò èìçî êøò øéãâð éðù ãöî

,íéìá÷î x ∈ Qp øåáò .Q ìòî w ìù úåôòúñää

.‖x‖w = q−w(x)
w = p−efvp(x) = p−vp(x)[K̂w:Qp] = |x|[K̂w:Qp]

p = |x|[K̂w:Qp]
w

ù íéìá÷î èìçîä êøòä ìù äáçøää úåãéçéî

‖x‖w = |x|[K̂w:Qp]
w (4)

å qw = NPw éæà ,w ì íéàúîä OK ìù éðåùàøä ìàãéàä úà Pw á ïîñð íà .x ∈ K̂w ìëì

‖x‖w = NP−w(x)
w (5)
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ãç äîàúäá úãîåòä V∞(K) äöåá÷ øçáð . (úåìé÷ù éãë ãò) K ìù úåëøòää óñà úà V0(K) á ïîñð

ìë .V (K) = V0(K) ∪ V∞(K) éäé .K ìù íééøèîä íéèìçîä íéëøòä ìù úåìé÷ùä úå÷ìçî íò úéëøò ãç

åðä K̂w = RK ìéòì åîë .R êåúì Q ìù ïåëùä úà áéçøîä C êåúì K ìù ïåëùì íéàúî w ∈ V∞(K)

äçñðä éôì äæ èìçî êøò ï÷úð äúò .K̂w ì | |∞ ìù äãéçéä äáçøää úà | |w á ïîñð .w ì ñçéá K ìù äîìùää

.(4)

êøò åðä w ù íéøîåàå K̂w = C .á .éùîî èìçî êøò åðä w ù íéøîåàå K̂w = R .à :úåéåøùôà éúù ùé

.((à)á.çé äîì) z ∈ C ìëì |z|w = |z̄|w éðùä äø÷îá .áë�î èìçî

.
∏

w∈V (K) ‖x‖w = 1 éæà .x ∈ K× å éøáâìà íéøôñî äãù K éäé :(äìôëîä úçñð) â.çé ïåèôùî

éøáâìàä øåâñä êåúì K ìù íéðåëùä ìë óñà úà E = Embed(K/Q) á ïîñð .v ∈ V (Q) éäé :äçëåä

äîìá èøÉôîë Qp-íæéôøåîåæéàá äæî äæ íéìãáð íä íà íéìå÷ùë Embed(K/Q) ìù íéøáà éðù øéãâð .Q̂v ìù

äçñðä éãé ìò øãâîä V (L) ìù øáàä wi éäé i ìëì .úåìé÷ùä úå÷ìçî ìù íéâéöð σ1, . . . , σg åéäé .á.çé

á.çé ïåèôùî éôì .Ei = Embed(K̂wi/Q̂v) éäé .x ∈ L øåáò ,|x|wi = |σix|v

|NormK/Q(x)|v = |
∏

σ∈E

σx|v =
g∏

i=1

∏

λ∈Ei

|λσix|v =
g∏

i=1

|x|[K̂wi
:Q̂v]

wi =
g∏

i=1

‖x‖wi

:NormK/Qx ìò (2) úà ìéòôð äúò

∏

w∈V (K)

‖x‖w =
∏

v∈V (Q)

∏

w|v
‖x‖w =

∏

v∈V (Q)

|NormK/Q(x)|v = 1

,éæà .x ∈ K× å v ∈ V (K) ,íééøáâìà íéøôñî úåãù ìù úéôåñ äáçøä L/K åéäé :ã.çé äîì

.
∏

w|v
‖x‖w = ‖x‖[L:K]

v

,(â)á.çé äîì éôì .v ì úçúî çðåîä éðåùàøä øôñîä p éäé :äçëåä

,
∏

w|v
‖x‖w =

∏

w|v
|x|[L̂w:Qp]

w =
∏

w|v
|x|[L̂w:Qp]

v = |x|
∑

w|v[L̂w:Qp]

v = |x|[K̂v:Qp][L:K]
v = ‖x‖[L:K]

v

.çéëåäì äéäù éôë
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íé÷ìçî .èé

:íéàáä íéàðúä úà úîé÷îä c: V (K) → R äéö÷ðåô åðä K ìù ÷ìçî .íéøôñî äãù K éäé

.v ∈ V (K) ìëì c(v) > 0 (1a)

.v ìë èòîë øåáò c(v) = 1 (1b)

.c(v) = |x|v ù êë x ∈ K íé÷ v ∈ V0(K) ìëì (1c)

øôñîä äéäé c ìù ìã�âä .‖c‖v = c(v)ν(v) å ν(v) = [K̂v : Q̂v0 ] ïîñð .v0 = v|Q å v ∈ V (K) éäé

éùîîä

‖c‖ =
∏

v∈V (K)

c(v)ν(v)

íé÷ìçî éðù ìù äìôëî .éùàø ÷ìçî àø÷ð äæë ÷ìçî .|x|v ì äåù v á åëøòù ÷ìçî øéãâî x ∈ K× øáà ìë

åðä xc éæà ÷ìçî åðä c å x ∈ K× íà èøôá .(cc′)(v) = c(v)c′(v) äçñðä éãé ìò øãâ»îä cc′ ÷ìçîä äðä c, c′

èøôá .‖xc‖ = ‖c‖ ù òáåð (â.çé ïåèôùî) äìôëîä úçñðî .(xc)(v) = |x|vc(v) äçñðä éãé ìò øãâ»îä ÷ìçîä

.1 åðä éùàø ÷ìçî ìù ìãâä

ïîñð .÷ìçî c éäé

L(c) = {x ∈ K | |x|v ≤ c(v) ∀v ∈ V (K)}

ùøôì øùôà c ìù ìãâä úà .1 ì äåù äéúåòåö÷î ìë èòîë ìù êøàäù úéãîî áø äñôRë L(c) úà úåàøì øùôà

íà ,ïôà ìëá .éôåñ øôñî åðä λ(c) ù øîàú äàáä äàöåúä .λ(c) á ïîËñé L(c) á íéøáàä øôñî .àñôRä ìù çôðë

.λ(ac) = λ(c) ù ìá÷ð èøôá .L(ac) ìò éëøò ãç ãç ïôàá L(c) úà ä÷éúòî x 7→ ax ä÷úòää éæà ,a ∈ K×

,óåñðéàá äö÷ úãRð íò äøãñë ÷ìçî ìë úåàøì øùôà äæ äø÷îá .K = Q :à.èé äîâH

c = (2−γ(2), 3−γ(3), 5−γ(5), . . . , eγ(∞))

øôñî γ(∞) å ,íééòáèä íéîúéøâåìä ñéñá åðä e ,p ìë èòîë øåáò γ(p) = 0 ,éðåùàø p ìëì íìù γ(p) äáù

ïë åîë .‖c‖ =
∏

p p−γ(p) · eγ(∞) åðä c ìù ìãâä .p ìëì ν(p) = ν(∞) = 1 äæ äø÷îá .àåäùìë éùîî

γ(p) = 0 å ìéàåä .|x| ≤ eγ(∞) å p ìë øåáò vp(x) ≥ γ(p) íéîé÷îä x ∈ Q íéøáàä ìë úöåá÷ åðä L(c)

éôåñ øôñî ÷ø x ì ùé ïëì .íåñç x ìù äðåîä íâù òáåð óåñðéàá éàðúäî .íåñç x ìù äðëîä p ìë èòîë øåáò

.λ(c) < ∞ ,úåøçà íéìîá .úåéåøùôà ìù

.íéøôñî äãù K éäé :á.èé äîì

.úéôåñ L = {x ∈ K | |x|v ≤ c for all v ∈ V (K)} äöåá÷ä c > 0 ìëì (à)
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.v ∈ V (K) ìëì c(av) ≤ 1 ù êë a ∈ N íé÷ K ìù c ÷ìçî ìëì (á)

.K ìù c ÷ìçî ìëì éôåñ λ(c) (â)

éæà ,a ìù äðëîä úà ÷ìçî p éðåùàø øôñî íà .a ∈ Lr{0} éäé .K = Q ù äì¤çú çéðð :à äçëåä

a ìù äðëîä ïëì .íéîåñç vp(a) å p ù òáåð −vp(a) log p ≤ log c î .vp(a) < 0 å p−vp(a) = |a|p ≤ c

.a ì úåéåøùôà ìù éôåñ øôñî ÷ø ùé ,ïëì .íåñç a ìù äðåîä íâ ,|a|∞ ≤ c å ìéàåä .íåñç

íåðéìåôä ìù ùøù åðä x éæà .x ∈ L éäé .àåäùìë íéøôñî äãù K ù äø÷îì äúò øæçð

∏
σ

(X − σx) = Xn + a1X
n−1 + · · ·+ an

íé÷úî ì"ðë σ ìëì .n = [K : Q] å C êåúì K éðåëù ìë ìò øáåò σ øùàá ,a1, . . . , an íééìðåéöø íéîã÷îá

øåáòå v ∈ V (Q) ìëì |ai|v ≤ c1 ù êë n áå c á ÷ø éåìúä c1 > 0 íé÷ ïëì .v ∈ V (K) ìëì |σx|v ≤ c

á íé-x ä øôñî ,ïëì .äæ éàðú íéîé÷îä íéîåðéìåô ìù éôåñ øôñî ÷ø ùéù äìåò úîãå÷ä ä÷ñôäî .i = 1, . . . , n

.éôåñ L

.c(v) > 1 úåîé÷îä v úåëøòää ïúåà ìë úà äìéëîä V0(K) ìù úéôåñ äöåá÷ úú W éäú :á úçëåä

.v ì úçúî çðåîä p éðåùàøä ìòî úåçðåîä úåëøòää ìë úà íâ W ìéëú v ìë íò ãçéù êë W úà ìéãâð

éæà .a =
∏

pα(p) ïîñð .p ìòî çðåîä v ìëì p−α(p)c(v) ≤ 1 ù êë éòáè α(p) øçáð äæë p ìëì

.v ∈ V0(K)rW ìë øåáò |a|vc(v) = c(v) ≤ 1 å v ∈ W ìë øåáò |a|vc(v) = p−α(p)e(v/p)c(v) ≤ 1

ù çéðäì éãë ac á êøöä úãîá c úà óéìçäì ìëåð λ(c) = λ(ac) å ìéàåä .(á) á åîë a ∈ Z éäé :(â) úçëåä

.v ∈ V0(K) ìëì c(v) ≤ 1

á äòéôåîä L úéôåñä äöåá÷á úìëåî L(c) éæà .v ∈ V∞(K) ìëì c(v) îå 1 î ìåãâä øôñî c > 0 éäé

.úéôåñ L(c) íâ ,ïëì .(à)

.c ìù çôðì åîë ìãâ øãñ åúåà ùé L(c) éøáà øôñîìù úøîåà äàáä äàöåúä

íé÷úî K ìù c ÷ìçî ìëìù êë c1, c2 > 0 íéîé÷ éæà .íéøôñî äãù K éäé :â.èé ïåèôùî

c1‖c‖ < λ(c) ≤ max(1, c2‖c‖)

.íé÷ìç éðùì äçëåää úà ÷ìçð :äçëåä

:éðîéä ïåéåùä éà úçëåä
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íé÷îä íìù øôñî m éäé .w áë�î èìç»î êøò K ì ùé :à äø÷î

m <
√

λ(c) ≤ m + 1 (2)

ïåéåùä éà úà z ∈ L(c) ìë íé÷î äøãâää éôì .m ≥ 1 ù àåôà çéðð .ó÷ú éðîéä ïåéåùä éà m ≤ 0 íà

.2c(w) ì äåù åéúåòìöî úçà ìë êøàù úéùàøä áéáñ áë�îä øåùéîá M òåáøá ìëåî L(c) ïëì .|z|w ≤ c(w)

. 2c(w)
m íäéúåòìö êøàù íéòåáø m2 ì M úà ÷ìçð äæë ïôàá .íéåù íé÷ìç m ì M úåòìöî úçà ìë ÷ìçð

.äæî äæ íéðåùä L(c) ìù x, y íéøáà éðù åáå ïè÷ òåáø íé÷ ,íéøáà m2 î øúåé ,(2) éôì ,ùé L(c) áå ìéàåä

øîåìë ,ïè÷ä òåáøä ìù ïåñëìàä êøà ìò äìåò åðéà íäéðéá é-w ä ÷çøîä

|x− y|w ≤ 2
√

2c(w)
m

(3)

éæà K ìù øçà éøèî èìç»î êøò åðä w′ íà

|x− y|w′ ≤ 2c(w′) (4)

éæà ,K ìù éøèî-äøèìåà êøò åðä v íà

|x− y|v ≤ c(v) (5)

:òáåð (5) å (4) ,(3) úåðåéåùä éàîå äìôëîä úçñðî

1 =
∏

v∈V (K)

|x− y|ν(v)
v ≤ c3‖c‖

m2

.ùøãðë λ(c) ≤ (m + 1)2 ≤ 4m2 ≤ 4c3‖c‖ ,(2) éôì ,ïëì .K á ÷ø éåìúä òåá÷ åðä c3 > 0 øùàá

,áåù .m < λ(c) ≤ m + 1 íé÷îä íìù øôñî m éäé .íééùîî K ìù íééøèîä íéèìç»îä íéëøòä ìë :á äø÷î

áå ìéàåä .íéåù íé÷ìç m ì [−c(w), c(w)] òè÷ä úà ÷ìçðå w éùîî èìç»î êøò øçáð .m ≥ 1 ù çéðäì ìëåð

åîë äúò íéëéùîî .|x − y|w ≤ 2c(w)
m ù êë äæî äæ íéðåù L(c) á x, y íéîé÷ ,íéøáà m î øúåé ùé L(c)

.à äø÷îá

ïîñðå (æ.ãé ïåèôùî) OK ìù w1, . . . , wn Z-ñéñá øçáð :éìàîùä ïåéåùä éà úçëåä

c0 = n ·max
(|wi|v | i = 1, . . . , n; v ∈ V∞(K)

)
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ïåèôùî) Artin-Whaples èôùî .c0c(v)−1 ≤ zv ≤ 2c0c(v)−1 íé÷îä zv éìðåéöø øôñî íé÷ éøèî v ìëì

íé÷é àåä .v ∈ V∞(K) ,zv íéøôñîäî ãçà ìëì v-áåø÷ä z ∈ K× ïúåð (à.çé

c0 ≤ (zc)(v) ≤ 2c0 (6)

ù äìåò (6) î .éøèî-äøèìåà v ìëì (azc)(v) ≤ 1 ù êë a éòáè øôñî øçáð (á)á.èé äîì éôì .éøèî v ìëì

c úà íéìéôëî øùàë íéðúùî íðéà λ(c) íâå ‖c‖ íâå ìéàåä .éøèî v ìëì c0|a|v ≤ (azc)(v) ≤ 2c0|a|v
ù çéðäì éãë azc á êøöä úãîá c úà óéìçäì ìëåð ,K× î òåá÷á

c0|a|v ≤ c(v) ≤ 2c0|a|v v ∈ V∞(K)

c(v) ≤ 1 v ∈ V0(K)
(7)

ïîñð äæ êøöì .L(c) ìù íéøáà äúò äðáð

L =
{ n∑

i=1

aiwi | ai ∈ Z and 0 ≤ ai ≤ a
}

äøåöá c úà í¹ùøð .íéøáà an î øúåé L á ùé éæà

c = c∞
∏

v∈V0(K)

|πv|bv
v

v øåáò c∞(v) = 1 å éøèî v øåáò c∞(v) = c(v) éãé ìò øãâ»îä c ìù éôåñðéàä ÷ìçä åðä c∞ øùàá

íééìéìù éà íéîìù íéøôñî íä bv ïë åîë .éøèî-äøèìåà v íà v ì ñçéá éðåùàø øáà åðä πv å éøèî-äøèìåà

.ñôà íìë èòîëù

úøåáçá ïðåáúðå A =
∏

v∈V0(K) P bv
v ïîñð .OK ìù Pv éðåùàø ìàãéà íéàúî éøèî-äøèìåà v ìëì

íéøáà an

NA î øúåé úá L0 äöåá÷ úú L ì úîé÷ |L| > an å ìéàåä .NA åðä äéøáà øôñî .OK/A äðîä

.A ìåãåî OK ìù úçà ä÷ìçîá úìëåîä

|x − y|v ≤ |πv|bv
v = c(v) ,ïëì .x − y ∈ A íé÷úî y ∈ L0r{x} ìëì .L0 á x òåá÷ øáà øçáð

.x − y =
∑n

i=1 aiwi ù êë a ì −a ïéá íéîìù b1, . . . , bn íéîé÷ .éøèî v á ïðåáúð .éøèî-äøèìåà v ìëì

.0 ∈ L(c) äæì óñåðá .x− y ∈ L(c) ù òáåð äæ ìëî .|x− y|v ≤ c0|a|v ≤ c(v) ù òáåð (7) îå c0 úøãâäî

ù åðçëåä úàæá

.λ(c) ≥ |L0| > an

NA
(8)
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,(7) éôìå ã.çé äîì éôì

an =
∏

v∈V∞(K)

|a|ν(v)
v ≥

∏

v∈V∞(K)

c(v)ν(v)

(2c0)ν(v)
= c1

∏

v∈V∞(K)

‖c‖v (9)

,Pv ì úçúî éðåùàøä øôñîä p ,éøèî-äøèìåà v íà ,êãéàî .c1 =
∏

v∈V∞(K)(2c0)−ν(v) øùàá

éæà ,f = f(Pv/p) å e = e(Pv/p)

1
NPv

=
1
pf

= |πv|ef
v = |πv|νv

v

,ã.åè ïåèôùî éôì ,ïëì

.
1

NA
=

∏

v∈V0(K)

1
NP bv

v

=
∏

v∈V0(K)

|πv|bv
v (10)

.ùøãðë ,λ(c) ≥ c1‖c‖ ù äìåò (10) å (9) ,(8) î

:äàáä äîìä úà ÷éñð â.èé ïåèôùîî

íé÷îä y ∈ K× íé÷ c ÷ìçî ìëì :äàáä äðåëúä ìòá c(v0) > 0 òåá÷ íé÷ v0 ∈ V (K) ìëì :ã.èé äîì

1 ≤ ‖yc‖v ≤ c(v0)

.v 6= v0 ìëì

éðåùàø øáà øçáð éøèî-äøèìåà v0 íà .éøèî v0 íà c0 = 1 øéãâð .â.èé ïåèôùîá òéôåîä òåá÷ä c1 éäé :äçëåä

.c(v0) = c0
c1

øéãâð óåñáì .c0 = |π0|−ν(v0)
v0 øéãâð .|π0|v0 < 1 èøôá .v0 ì ñçéá π0

ïîñð .v 6= v0 ìëì c′(v) = c(v) :àáä ïôàá c′ ÷ìçî øéãâð .c ÷ìçîá äúò ïðåáúð

.c3 =
∏

v 6=v0

‖c‖v =
∏

v 6=v0

‖c′‖v

ïîñð ,éøèî-äøèìåà v0 íà .‖c′‖ = 1
c1

éæà . 1
c1

= c′(v0)ν(v0) · c3 íÅiK�é¶ù êë c′(v0) úà øéãâð ,éøèî v0 íà

óåñðéà ñåðéîì óàåù k øùàëå óåñðéàì αk óàåù ,óåñðéàì óàåù k øùàë .íìù k ìëì αk = c−1
1 |πv|−ν(v)k

v

ïëìå αk ≤ c3 < αk+1 ù êë íìù k íé÷ ,ïëì .ñôàì αk óàåù

.
1
c1
≤ |π0|kν(v0)

v0
c3 ≤ |π0|−ν(v0)

v0

c1
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.c′(v0) = |π0|kv0
øéãâð

íé÷é c′ íéø÷îä éðùá

1
c1
≤ ‖c′‖ ≤ c0

c1
(11)

ìëì |x|v ≤ ‖c′‖v ,úåøçà íéìîá .x 6= 0 ù êë x ∈ L(c′) íé÷ ïëì .λ(c′) > c1‖c′‖ ≥ 1 ,â.èé ïåèôùî éôì

.v ∈ V (K)

.v 6= v0 ìëì 1 ≤ ‖yc‖v ,ïëì .v ∈ V (K) ìëì 1 ≤ ‖yc′‖v íé÷é y = x−1 øáàä

:(11) îå éìàîùä ïåéåùä éàî v 6= v0 øåáò òáåð éðîéä ïåéåùä éà

‖yc‖v = ‖yc′‖v =
‖yc′‖∏

w 6=v ‖yc′‖w

≤ ‖yc′‖ = ‖c′‖ ≤ c0

c1
= c(v0)

.ùøãðë
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íéâéøù .ë

U äçåúô äáéáñ úîé÷ a ∈ A ìëì íà äãéãá äð�ëî V ìù A äöåá÷ úú .éôåñ ãîîî R ìòî éøåè÷å áçøî V éäé

.äãéãá V î A ìò úéøù»îä äéâåìåôåèä ,úåøçà íéìîá .U ∩A = {a} ù êë V ìù

.V ìù B äîåñç äöåá÷ úú ìëì úéôåñ A ∩B íà ÷øå íà äãéãáå äøåâñ äðä V ìù A äöåá÷ úú :à.ë äðòè

úîé÷ äúéä úéôåñðéà A ∩B äúéä åìà .A ìù äîåñç äöåá÷ úú B éäúå äãéãáå äøåâñ A ù íãå÷ çéðð :äçëåä

.A ìù úåãéãáì äøéúñá ,úåøáèöä úãRð äì

óåñðéà íéàöîð ā áéáñ çåúô øåãë ìëá éæà .A á åðéàù A ìù øåâñá ā øçáð .äøåâñ ðéà A ù çéðð ,êôäì

.A ìù íéøáà

ìù úåãRð óåñðéà åéäé a áéáñ çåúô øåãë ìëá .a úåøáèöä úãRð A ì ùé éæà .äãéãá äðéà A ù çéðð ,êôäì

.A

.äøåâñ äðéà íìåà äîåñçå äãéãá ,úéôåñðéà {1
2 , 1

3 , 1
4 , . . .} äöåá÷ä :á.ë äîâã

àåôà éäé .Γ ìù ãîîä àø÷ð Γ éãé ìò øöåðä V ìù áçøîä úú ìù ãîîì .V ìù äøåáç úú Γ éäú

íééåìú íðéà v1, . . . , vm ,èøôá .R ìòî úéøàðéì íééåìú íðéàù v1, . . . , vm íéøáà Γ á ùé éæà .m = dim(Γ)

.dim(Γ) ≤ rank(Γ) ,ïëì .Z ìòî úéøàðéì

:â.ë äîâã

Γ ù øîåà é÷ñáå÷ðî ìù èôùî ,ïë ìò øúé .rank(Γ) = 2 å dim(Γ) = 1 éæà .Γ = Z +
√

2Z éäé (à)

.R á äøåâñ äðéà Γ èøôá R á äôåôö

.úéôåñ úøöåð äðéà Q íìåà dim(Q) = rank(Q) = 1 úîé÷î R ìù Q äøåáçä úú (á)

èøôá .dim(Γ) = rank(Γ) úî�éKîä úéôåñ úøöåð Γ äøåáç úú åðä V á âéøù

.m = rank(Γ) ≤ dim(V ) < ∞
úéìáà äøåáç äðä Γ ,úéôåñ úåøöåðä úåéìáàä úåøåáçä ìù éãåñéä èôùîä éôì ,ïëì .ìåúô úøñç Γ äæì óñåðá

ïë åîë .Z ìòî úéøàðéì íééåìú íðéà v1, . . . , vm å Γ =
∑m

i=1 Zvi ,úåøçà íéìîá .m äâøãî úéùôç

ìù ñéñá àåôà íéåäî íä .R ìòî úéøàðéì íééåìú íðéà íéøáàä dim(RΓ) = m å ìéàåä .RΓ =
∑m

i=1 Rvi

.Γ âéøùä ìù ñéñá íùá íâ íúåà äðëð .RΓ éøåè÷åä áçøîä

.äãéãáå äøåâñ Γ íà ÷øå íà âéøù ä�ðä Γ éæà .V ìù äøåáç úú Γ å R ìòî éôåñ ãîîî éøåè÷å áçøî V éäé :ã.ë ïåèôùî

(v1, . . . , vn) ñéñáì (v1, . . . , vm) úà áéçøð .Γ ìù ñéñá (v1, . . . , vm) éäé .âéøù äðä Γ ù íãå÷ çéðð :äçëåä

äðä U = {∑m
i=1 αivi | |αi − ai| < 1, i = 1, . . . , m} éæà .V á äãRð v =

∑m
i=1 αivi éäú .V ìù

.äãéãáå äøåâñ Γ ,ïëì .Γ ìù úçà äãRð øúåéä ìëì äìéëîä V á v ìù äçåúô äáéáñ
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,dim(Γ) = 0 íà .âéøù äðä Γ ù dim(Γ) ìò äéö÷åãðàá çéëåð .äãéãáå äøåâñ äøåáç Γ ù çéðð ,êôäì

.m− 1 øåáò øáë äçëåä äðòèäùå dim(Γ) = m ù àåôà çéðð .éìàéáéøè âéøù åðä Γ = 0 éæà

ïîñð .Γ ì íéëéù åéøáàù W ìù ñéñá (v1, . . . , vm) éäé .Γ éãé ìò ùøôðä V ìù áçøîä úú W éäé

äéö÷åãðàä úçðä .m− 1 ãîîî W0 ìù äãéãáå äøåâñ äøåáç úú äðä Γ0 = Γ∩W0 éæà .W0 =
∑m−1

i=1 Rvi

äåäî (w1, . . . , wm−1) èøôá .Γ0 =
∑m

i=1 Zwi ù êë úéøàðéì íééåìú íðéàù W á w1, . . . , wm−1 úðúåð

.W ìù ñéñá äåäî (w1, . . . , wm−1, vm) ,ïëì .vm /∈ W0 ,ïë ìò øúé .W0 ìù ñéñá

íåëñë íùøì ïúð Γ ìù v øáà ìë

v =
m−1∑

i=1

αiwi + αmvm (1)

øåáò 0 ≤ αi < 1 íäáù Γ á íé-v ä ìë óñà úà T á ïîñð .i = 1, . . . , m øåáò αi ∈ R åáù

äðéà T ,ïë åîë .(à.ë äðòè) úéôåñ ïëìå Γ ìù äîåñç äöåá÷ úú T èøôá .0 < αm ≤ 1 å i = 1, . . . ,m− 1

éäé .vm úà äìéëî àéä éë ä÷éø

wm =
m−1∑

i=1

βiwi + βmvm (2)

.Γ =
∑m

i=1 Zwi ù çéëåð .v ∈ Γ ìëì βm ≤ αm ì"ðä úåâöäáù êë T ìù øáà

éäé .W ìù ñéñá äåäî (w1, . . . , wm−1, wm) ,ïëì .ΓrW0 ì wm êéù ,βm 6= 0 å ìéàåä ,ïëàå

íìùä ÷ìçä åðä [αm] øùàá αm = [αm] + α′m íùøð .αi ∈ R øùàá v =
∑m

i=1 αiwi éæà .v ∈ Γ àåôà

(2) éôì ,éæà .øåáùä ÷ìçä åðä 0 ≤ α′m < 1 å αm ìù

v − [αm]wm =
m−1∑

i=1

αiwi + α′mwm

=
m−1∑

i=1

αiwi +
m−1∑

i=1

α′mβiwi + α′mβmwm

=
m−1∑

i=1

γiwi + α′mβmwm

éæà .0 ≤ γ′i < 1 øùàá γi = [γi] + γ′i íùøð .γi = αi + α′mβi øùàá

.v −
m−1∑

i=1

[γi]wi − [αm]wm =
m−1∑

i=1

γ′iwi + α′mβmwm (3)
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äæ .T ì êéù ìàîù óâà äéä ïëìå 0 < α′βm < βm ≤ 1 äéä ,α′m > 0 äéä åìà .Γ ì êéù (3) ìù ìàîù óâà

ù òáåð ïàëî .α′m = 0 ïëì .βm ìù úåéøòæîä úà øúåñ äéä

.v − [αm]wm =
m−1∑

i=1

αiwi (4)

a1, . . . , am−1 ∈ Z àåôà íéîé÷ .Γ0 ì ìàîù óâà êéù ïëì .W0 ì êéù ïéîé óâà åìàå Γ ì êéù (4) ìù ìàîù óâà

.ùøãðë ,v =
∑m

i=1 aiwi + [αm]wm ù êë

79



äìëéøéã ìù úåãçàä èôùî .àë

ïîñð .íééøèîä íéëøòä ìë úà äìéëîä K ìù íéèìç»î íéëøò ìù úéôåñ äöåá÷ S å íéøôñî äãù K éäé

KS = {x ∈ K× | |x|v = 1 ∀v ∈ V (K)rS}

ìù äøåáç úú äåäî KS äöåá÷ä .OK ìù íéëéôää íéøáàä ïðä V∞(K)-úåãçà .S-úã¢çà àø÷ð KS øáà ìë

äéäé äæ ïååëá ïåùàøä ãòöä .äìù äðáîä úà òá÷ìå úéôåñ úøöåð KS ù çéëåäì äðä äæä óéòñä úøèî .K×

.úéôåñ K ìù WK äãéçéä éùøù úøåáçù çéëåäì

úéôåñ äøåáç úú éäåæ .v ∈ V (K) ìëì |x|v = 1 íéîé÷îä x ∈ K× íéøáàä ìë óñà äðä WK :à.àë ïåèôùî

.OK ìù

íé÷î x ∈ K íà ,ïëì .u = 1 éæà ,éòáè k øåáò uk = 1 íé÷î u éáåéç éùîî øôñî íàù øéòð ìë íãå÷ :äçëåä

.v ìëì |x|v = 1 ïëìå |x|kv = 1 éæà ,xk = 1

éôì .K× ìù W ′ = {x ∈ K× | |x|v = 1 ∀v ∈ V (K)} äøåáçä úúá úìëåî WK ù àåôà åðçëåä

.ùøãðë ,W = W ′ ù ïàëî .äãéçé ùøù àåä øîåìë ,éôåñ øãñ ìòá àåä W ′ á øáà ìë ,ïëì .úéôåñ W ′ ,á.èé äîì

éãé ìò λ: KS → Rs íæéôøåîåîåä øéãâðå úéøåáç äøåáçë Rs úà äàøð .S éøáà ìë v1, . . . , vs äúò åéäé

λ(x) =
(
log ‖x‖v1

, log ‖x‖v2
, . . . , log ‖x‖vs

)

ù òáåð (â.çé ïåèôùî) äìôëîä úçñ�ðî .R ìòî éøåè÷å áçøîë íâ Rs úà äàøð

log ‖x‖v1
+ log ‖x‖v2

+ · · ·+ log ‖x‖vs
= 0

:äàåùîä éãé ìò øãâ»îä Rs ìù L éãîî-(s− 1) ä ìòä áçøîá ìëåî Λ = λ(KS) ïëì

X1 + X2 + · · ·+ Xs = 0 (1)

.Rs á éãîî-(s− 1) âéøù åðä Λ :á.àë ïåèôùî

(úéøåáç) úéôåìç äøåáç äðä Λ ù ìá÷ð èøôá .(1) áçøîä úú úà øåö�é Λ ù ìá÷ð ïåèôùîä úà çéëåð íà

,à.àë ïåèôùî éôì .v ìëì ‖x‖v = 1 íéîé÷îä x ∈ K íéøáàä ìëî áëø»î λ ìù ïéòøâä .s− 1 äúâøãù úéùôç

úà åðì ïúé äæ .K á íéìëåîä äãéçéä éùøù ìë úøåáç äðä Wk ,÷åéã øúéá .úéôåñ äøåáç äðä Ker(λ) = WK

:äàáä äàöåúä
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ìë úà äìéëîä íéèìç»î íéëøò ìù úéôåñ äöåá÷ S ,íéøôñî äãù K éäé :(äìëéøéã ìù úåãçàä èôùî) â.àë èôùî

.KS
∼= WK × Zs−1 éæà .s = |S| å íééøèîä íéëøòä

éæà .j 6= i øåáò ξij < 0 íé÷îä L á øåè÷å ξi = (ξi1, . . . , ξis) éäé s − 1 ì 1 ïéá i ìëì :ã.àë äîì

.úéøàðéì íééåìú íðéà ξ1, . . . , ξs−1

äãåîòä úà ξ̃j á ïîñð êë íùì .s− 1 àéä X = (ξij)1≤i≤s−1,1≤j≤s äöéøèîä úâøãù çéëåäì åðéìò :äçëåä

.úéøàðéì íééåìú íðéà ξ̃1, . . . , ξ̃s−1 ù çéëåðå X ìù úé-j ä

úà êøöä éôì ìéôëð .
∑s−1

j=1 aj ξ̃j = 0 ù êë ñôà íì�ë àìù íééùîî íéøôñî a1, . . . , as−1 åéäé ïëàå

äçðää éôì .j = 1, . . . , s− 1 øåáò a1 ≥ aj å a1 > 0 ù çéðäì éãë 1, . . . , s− 1 úà øéîúðå −1 á ïåéåùä

,ïëì .
∑s−1

j=1 ξ1j = −ξ1,s ù òáåð ξ1 ∈ L ù äçðääî .j = 2, . . . , s øåáò ξ1j < 0

.0 =
s−1∑

j=2

ajξ1j ≥ a1

s−1∑

j=2

ξ1j = −a1ξ1s > 0

.äøéúñ éäåæ

íéøáà ìù éôåñ øôñî ÷ø ùé Rs ìù íåñç íåçú ìëáù äøòäá ïåèôùîä úçëåä úà ìéçúð :á.àë ïåèôùî úçëåä

A ,á.èé äîì éôì ,ïëì .v ìëì íåñç ‖x‖v éæà ,KS ìù A äöåá÷ úúì êéùä x øåáò íåñç λ(x) íà ,ïëàå .Λ ìù

.úéôåñ

.âéøù åðä Λ ù ,ã.ë äîì éôì ,ïëì .Rs ìù äãéãáå äøåâñ äøåáç úú àéä Λ ù òáåð à.ë äðòèîå äøòääî

íéñì éãë .dim(Λ) ≤ s− 1 ,éãîî-(s− 1) ä áçøîá úìëåî Λ å ìéàåä .Rs ìù úéùôç äøåáç úú àåä Λ èøôá

ìëì äðáð äæ êøöì .R ìòî úéøàðéì íééåìú íðéàù Λ á íéøåè÷å s− 1 ìò òéáöäì ãåò åðéìò ïåèôùîä úçëåä úà

úà åî�é÷é ξ1, . . . , ξs−1 éæà .j 6= i øåáò ξij < 0 íé÷îä Λ á ξi = (ξi1, . . . , ξis) øåè÷å s− 1 ì 1 ïéá i

.úéøàðéì íééåìú åéäé àì ïëìå ã.àë äîì éàðú

y ∈ K× íé÷ c ÷ìçî ìëìù êë c0 > 0 íé÷ ã.èé äîì éôì .v0 ∈ S .i = 1 ù çéðð úåéììëä úìáâä éìá

íé÷îä

.1 ≤ ‖yc‖v ≤ c0 ⇐= v 6= v1 (2)

éäåæ .S′ = S ∪{v ∈ V (K) | NPv ≤ c0} ïîñð .OK ìù íéàúîä ìàãéàä Pv éäé v ∈ V (K) ìëì

éæà ,v ∈ V (K)rS′ íà .(OK ìù íéìàãéà ìù éôåñ øôñî ÷ø íéçðåî éðåùàø øôñî ìë ìòî éë) úéôåñ äöåá÷

øîåìë .k = 0 ,(2) éôì ,ïëì .(çé óéòñá (5) éôì) ‖yc‖v = NP k
v ù êë íìù k ≥ 0 íé÷ ,éðù ãöî .NPv > c0

.‖yc‖v = 1 ⇐= v ∈ V (K)rS′ (3)

ìëì c(v) = 1 å v ∈ V (K) ìëì c(v) ≥ 1 íøåáòù K ìù c íé÷ìçîä ìë úöåá÷ úà C á äúò ïîñð

ù êë y ∈ K× íé÷ c ∈ C ìëìù òáåð (3) å (2) î .v ∈ V (K)rS
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.1 ≤ ‖yc‖v ≤ c0 ⇐= v 6= v1 (4a)

1 ≤ ‖y‖v ≤ c0 ⇐= v ∈ V (K)rS (4b)

.‖y‖v = 1 ⇐= v ∈ V (K)rS′ (4c)

êåúì Y ìù ä÷úòä øéãâð .C ì íéëéùä íé÷ìçîì íéîéàúîä íé-y ä ìë äöåá÷ úà Y á ïîñð

øôñîä v ∈ S′rS ìëì .úéôåñ S′rS äöåá÷ä .ϕ(y) = (‖y‖v | v ∈ S′rS) éãé ìò ϕ: Y → RS′rS

åéäé .úéôåñ ϕ(Y ) ,ïëì .(çé óéòñá (5) éôì) NPv ìù äîìù ä÷æçì äåùå ((4b) éôì) òøìîå ìéòìî íåñç ‖y‖v

.b > 0 éæà .b = min(‖yj‖v | v ∈ S′rS, j = 1, . . . , m) ïîñð .Y á ϕ éÅáéñ ìù íéâéöð y1, . . . , ym

ä÷ñôä éôì .(4) úà íé÷îä K× ìù øáà y éäé .v ∈ S ìëì c(v) > c0
b ù êë C á c ÷ìçî øçáð

‖y‖v = 1 = ‖yj‖ ,(4c) éôì .v ∈ S′rS ìëì ‖y‖v = ‖yj‖v øîåìë .ϕ(y) = yj ù êë j íé÷ úîãå÷ä

ù b úøãâäîå (4a) î ÷éñð v 6= v1 ìëì .y = uyj ù êë u ∈ KS íé÷ ïëì .v ∈ V (K)rS′ ìëì

ìëì log ‖u‖v < 0 ,úåøçà íéìîá .‖u‖v ≤ c0
b·c(v) < 1 ,c úøéçá éôì ,ïëì .‖uc‖v = 1

‖yj‖v
‖yc‖v ≤ c0

b

.úåùéøãä úà íé÷é (log ‖u‖v1
, log ‖u‖v2

, . . . , log ‖u‖vs
) øåè÷åä .v ∈ Sr{v1}

.úéôåñ äøåáç äðä E(K)/2E(K) éæà .K íéøôñî äãù ìòî éèôìà íSò E éäé :ä.àë èôùî

íéìàãéàä úå÷ìçî úøåáç ,ïë åîë .(ã.â ïåèôùî) ãðé÷ãã âåç åðä OK ,K á Z ìù íìùä øåâñä øåúá :äçëåä

úøåáç OK ìù íééaøî íéìàãéà ìù S úéôåñ äöåá÷ úú ìëì ,óñåðá .(â.æé èôùî) úéôåñ OK ìù íéøåáùä

âåç äåäî K ,ïëì .K ìù L úéôåñ äáçøä ìëì úåðåëð úåðòè ïúåà .(â.àë èôùî) úéôåñ úøöåð ,UK,S ,S-úåãçà

ä óéòñ ìù (2) å (1) íéàðúä úà íéî�é÷î K å E ù øîåà à.æ ïåèôùî .ã óéòñ ìù íéçðåîá OK ì ñçéá éèîúøà

E ì ùéù øîåàå íééðåùàø íé÷ìçî ìù ,BadK(E) ,úéôåñ äöåá÷ øéãâî äæ ïåèôùî ,ïë ìò øúé .m = 2 ì ñçéá

íééðåùàøä íé÷ìçîä äöåá÷ù åðéàøä äæá .BadK(E) ì ê�éù åðéàù K ìù éðåùàø ÷ìçî ìëì ñçéá äáåè äãîòä

.úéôåñ äøåáç àéä E(K)/2E(K) ù òáåð á.æ äàöåúî .ã óéòñ ìù (5)-(1) úåùéøãä úà úî�é÷î K ìù
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éáéè÷éåøô áçøîá äá�â úéö÷ðåô .áë

ìòî E éèôìà íSò ìë øåáòå ìéàåä .K íéøôñî äãù ìëìå éòáè n ìëì Pn(K) ìò äáâ äéö÷ðåô øéãâð äæ óéòñá

úéö÷ðåôù çéëåð àáä óéòñá .E(K) ìò äáâ úéö÷ðåô íâ äæë ïô¹àá øéãâð ,P2(K) êåúá E(K) úà ïëùì ïú�ð K

úåãù ìòî íééèôìà íéîRòì ìééå-ìãøåî èôùî úçëåä íìù»ú êëá .à.à äøãâäá íéàðúä úà í�é÷ú E(K) ìù äáâä

.íéøôñî

úå÷ìçî úöåá÷ Pn(L) äéäé L äãù ìëì .Pn øåè÷ðåôä úà íâ øéãâð ïë ,P2 øåè÷ðåôä úà åðøãâäù éôë

(x0, . . . , xn) úåé-(n + 1) éúù .ñôà íì�ë àìù L éøáà ìù (x0, . . . , xn) úåé-(n + 1) ä ìë ìù úåìé÷ùä

úà ïîñð .i = 0, . . . , n øåáò x′i = axi ù êë a ∈ L× í�é÷ íà åæì åæ úåìå÷ù L éøáà ìù (x′0, . . . , x
′
n) å

Pn(L) úà ïëùì øùôà éæà ,L ìù äáçøä åðä L′ íà .(x0: · · · :xn) á (x0, . . . , xn) ìù úåìé÷ùä ú÷ìçî

ú÷ìçî úà Ln+1 á (x0, . . . , xn) äé-(n + 1) ìù úåìé÷ùä ú÷ìçîì íéîéàúîù éãé ìò P(L′) á éòáè ïô¹àá

.(L′)n+1 á (x0, . . . , xn) ìù úåìé÷ùä

ìôë éãé ìò .p = (x0:, . . . :xn) ïîñð .ñôà íì�ë àìù x0, . . . , xn ∈ Q åéäé ..Pn(Q) ìò äáâ :à.áë äîâã

øúåéá ìåãâä óúù»îä ÷ìçîä ìù êåôäá ìôë éãé ìò .Z ì íéë�éù íì�ëù çéðäì ìëåð x0, . . . , xn ìù óú»ùî äðëîá

øéãâð äæ ïå÷´ú øçàì .gcd(x0, . . . , xn) = 1 ù çéðäì ìëåð x0, . . . , xn ìù

.H(p) = max(|x0|, . . . , |xn|) (1)

íéøéãâîå íöî�öî a
b øáùë Q× ìù x øáà ìë íéâéöî ì"ðä äøãâäá ,ïëàå .Q ìò á.ç äáâä úøãâäì úîàåú åæ äøãâä

,ïëì .(a:b) ì íâ äåùä (1 : x) äãRðì x úà ÷éúòî P1(Q) á Q ìù ìéâøä ïåë´ùä .H(x) = max(|a|, |b|)
.H(x) = H(1 : x)

ù íâ äìåò (1) î

#{p ∈ Pn(Q) | H(p) ≤ c} ≤ (2c + 1)n+1 (2)

.à.à äøãâäá úåùøãðä úåðåëúä úçà éäåæ .c > 0 ìëì

úéö÷ðåô øéãâäì éãë .Pn(Q) ìò äáâ úéö÷ðåô øéãâäì éãë íééùîî íéèìç»î íéëøÂòá åðùîúùä á.àë äîâHá

.çé óéòñá åøãâ«äù ‖ ‖w íéð÷»úîä íéèìçîä íéëøòá ùîúùð ,àåäùìë íéøôñî äãù øåáò Pn(K) ìò äáâ

øéãâð Pn(K) ìù p = (x0: · · · :xn) äãRð ìëì :á.áë äøãâä

. HK(p) =
∏

v∈V (K)

max(‖x0‖v, . . . , ‖xn‖v) (3)
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.p ∈ Pn(K) éäú :â.áë äîì

.p øåáò úåéðâåîåää úåèðéãøåàå÷ä úøéçáá äéåìú äðéà HK(p) äá�âä úøãâä (à)

.HK(p) ≥ 1 (á)

.HL(p) = HK(p)[L:K] í�é÷úî K ìù L úéôåñ äáçøä ìëì (â)

,(â.çé ïåèôùî) äìôëîä úçñ�ð éôì .a ∈ K× éäé�å p ìù úåéðâåîåä úåèðéãøåàå÷ x0, . . . , xn åéäé :à úçëåä

ïëì .
∏

v∈V (K) ‖a‖v = 1

∏

v∈V (K)

max(‖ax0‖v, . . . , ‖axn‖v) =
∏

v∈V (K)

‖a‖v max(‖x0‖v, . . . , ‖xn‖v)

=
∏

v∈V (K)

max(‖x0‖v, . . . , ‖xn‖v)

.çéëåäì êéøöù éôë

í�é÷úé v ∈ V (K) ìëì ,éæà .1 ì äåù ïäî úçàù êë p ìù úåèðéãøåàå÷ä úà øçáð :á úçëåä

.HK(p) ≥ 1 ïëìå max(‖x0‖v, . . . , ‖xn‖v) ≥ 1

úà p á ïîñð ïë åîë .v úà íé÷ìçîä V (L) ìù íéøáàä ìë ìò øáòì w ì ïú�ðå v ∈ V (K) éäé :â úçëåä

å |x|v = |x|w ,(çé óéòñ) ‖x‖v = |x|[K̂v :Qp] í�é÷úî x ∈ K× ìëì .v ì úçúî çðåîä éðåùàøä øôñîä

,ïëì .(ã.çé äîì)
∏

w|v ‖x‖w = ‖x‖[L:K]
v

∏

w|v
max(‖x0‖w, . . . , ‖xn‖w) =

∏

w|v
max(|x0|[L̂w:Qp]

2 , . . . , |xn|[L̂w:Qp]
2 )

=
( ∏

w|v
max(|x0|v, . . . , |xn|v)[L̂w:K̂v]

)[Kv:Qp]

=
(

max(|x0|v, . . . , |xn|v)
∑

w|v[L̂w:K̂v ]
)[Kv :Qp]

= max(|x0|v, . . . , |xn|v)[L:K][Kv:Qp]

= max(‖x0‖v, . . . , ‖xn‖v)[L:K]

,ïëì
HL(p) =

∏

v∈V (K)

∏

w|v
max(‖x0‖w, . . . , ‖xn‖w)

=
∏

v∈V (K)

max(‖x0‖v, . . . , ‖xn‖v)[L:K] = HK(p)[L:K]

.ïòèðë
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ìëì ,ïëàå .à.áë äøãâää íò á.áë äøãâää úãëìúî K = Q ù äø÷îá .à.áë äøãâä íò äàåùä :ã.áë äøòä

å i = 0, . . . , n øåáò xi ∈ Z ù êë x0, . . . , xn úåéðâåîåä úåèðéãøåàå÷ øçáð p ∈ Pn(Q)

øåáò ‖xi‖ = 1 å i ìëì ‖xi‖ ≤ 1 éãîéëøà àì v ∈ V (Q) ìëì ,éæà .gcd(x0, . . . , xn) = 1

,ù ïàëî .max(‖x0‖v, . . . , ‖xn‖v) = 1 ,ïëì .ãçà i úåçôì

.HQ(p) = max(|x0|, . . . , |xn|) = H(p)

ù (2) î òáåð èøôá

#{p ∈ Pn(Q) | HQ(p) ≤ c} ≤ (2c + 1)n+1 (4)

.HK ì (4) ïåéåùä éà úà ìéìëäì àéä åðéúåøèîî úçà .c > 0 ìëì

p ∈ Pn(K) ù êë K íéøôñî äãù øçáð .Pn(Q̃) ìù äãRð p = (x0: · · · :xn) éäú .èìç»î äáâ :ä.áë äøãâä

äçñ�ðä éãé ìò P ìù èìç»îä äáâä úà øéãâðå

. H(p) = HK(p)
1

[K:Q] (5)

åðéà ïéîé óâàù òáåð (â)â.áë äîìî .(éâåæ [K : Q] íà) ç÷ìðù äæ àåä HK(p) ìù éáåéçä ùøùä ïéîé óâàá øùàá

.äáåè (5) äøãâää ïëìå K á éåìú

.íééáéè÷éåøô íéáçøî ìù íæéôøåî úçú äãRð ìù äá�âä äðúùî ãöéë äúò ÷Iáð

ä÷úòä äðä K äãù ìòî íééáéè÷éåøô íéáçøî ïéá d äìòîî íæéôøåî :å.áë äøãâä

ϕ: Pn → Pm

í�é÷úî p = (x0: · · · :xn) äãRð ìëìå K ìù L äáçøä äãù ìëìù êë

ϕ(p) = (f0(p): · · · :fm(p)) (6)

õåç Pn(K̃) á óú»ùî ñôà éìá d äìòîî íééðâåîåä íéîåðéìåô íä f0, . . . , fn ∈ K[X0, . . . , Xn] øùàá

úåøéçáá éåìú åðéà (6) ìù ïéîé óâà ,ïë ìò øúé .ñôàì íéåù fi(p) íéøáàä ìë àìù øéòð .(0, . . . , 0) î

.f(p) á íâ (6) ìù ïéîé óâà úà ïîñð .áèéä øãâ»î ϕ ,ïëì .p ìù úåèðéãøåàå÷ä
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ìù ìàãéà I å íéðúùî ìù äé-n X = (X1, . . . , Xn) ,äãù K åéäé :(èøáìä ìù íéñôàä èôùî) å.áë ïåèôùî

.K[X]

.K̃n á óú»ùî ñôà I á íéîåðéìåôä ìëì ùé éæà ,K[X] ìù úåàð ìàãéà åðä I íà (à)

í�é÷ éæà .(Kn á I á íéîåðéìåôä ìù íéôú»ùîä íéñôàä ìë óñà =) V (I)(K̃) ìò ñôàúîä ìàãéà g ∈ K[X] éäé (á)

.ge ∈ I ù êë éòáè e

n ì 1 ïéá j ìëì .I úà óé÷îä K[X] ìù M éaøî ìàãéà ïøåö ìù äîìä úøæòá øçáð :à úçëåä

äøö÷ ú÷éHî äøãñ äøùî Xj 7→ xj ä÷úòääå úåîìù íåçú åðä K[x] éæà .xj = Xj + M ïîñð

äðåù íåðéìåô øçáð .K(x)/K äáçøäì úåìòð ñéñá t1, . . . , tr éäé .0 → M → K[X] → K[x] → 0

ù êë a1, . . . , ar ∈ K̃ øçáð äúò .j = 1, . . . , n ,K[t, p(t)−1] ìòî íìù xj ù êë p ∈ K[t] ñôàî

K[x] ì ϕ ìù íåöîöäù òáåð a úøéçáî .ϕ: K(x) → K̃ ∪ {∞} øúàì t → a ãåç�éä úà áéçøðå g(a) 6= 0

á íéîåðéìåôä ìë ìù íâ ïëìå M á íéîåðéìåôä ìë ìù óú»ùî ñôà åðä x′ ∈ K̃n ,èøôá .K̃ êåúì íæéôøåîåîåä åðä

.I

å I éãé ìò øöåðä K[X, Y ] ìù I ′ ìàãéàá ïðåáúð .Y äðúùîä úà X1, . . . , Xn ì óéñåð :á úçëåä

ìù íâ ,äçðää éôì ,ïëìå I ìù ñôà åðä x′ éæà ,K̃n+1 á I ′ ìù ñôà åðä (x′, y′) íà .1 − g(X)Y

íåù I ′ ìàãéàì ïéàù äçéëåî åæ äøéúñ .I ′ ìù ñôà åðéà (x′, y′) ïëìå ,1 = 1 − g(x′)y′ ù ïàëî .g

å h0, h1 ∈ K[X, Y ] íéî�é÷ ,úåøçà íéì´îá .I ′ = K[X, Y ] ù àåôà òáåð à ÷ìçî .K̃n+1 á ñôà

ìá÷ì éãë äæ ïåéåùá Y = 1
g(X) áéöð .h0(X, Y )(1 − g(X)Y ) + h1(X, Y )i(X) = 1 ù êë ,i ∈ I

ïåøçàä ïåéåùäî .g(X)eh1

(
X, 1

g(X)

)
∈ K[X] ù êë e éòáè øôñî øçáð äúò .h1

(
X, 1

g(X)

)
i(X) = 1

.g(X)e =
(
g(X)eh1

(
X, 1

g(X)

))
i(X) ∈ I ù äìåò

äìòîî íééðâåîåä íéîåðéìåô f0, . . . , fm ∈ K[X0, . . . , Xn] å éòáè øôñî d ,íéøôñî äãù K éäé :ç.áë äîì

íéîåðéìåô íéî�é÷å ,e ≥ d ,éòáè e íé÷ éæà .(0, . . . , 0) ì èøô Qn+1 á óú»ùî ñôà f0, . . . , fm ì ïéàù çéðð .d

,Xe
i =

∑m
j=0 gijfj ù êë j = 0, . . . , n å i = 0, . . . , n ,e− d äìòîî gij ∈ K[X0, . . . , Xn] íééðâåîåä

.fi éîã÷îá ÷øå êà íééåìú g å e ,ïë ìò øúé .i = 0, . . . , n

(á)æ.áë ïåèôùî .f0, . . . , fm ìù (0, . . . , 0) ãéçéä óú»ùîä ñôàä ìò ñôàúî Xi íåðéìåôä i ìë øåáò :äçëåä

,gij ∈ K[X] íéîåðéìåôå (d ì äåù åà ìåãâ àåäùå i á éåìú åðéàù åéìò çéðäì ïú�ð øùà) e éòáè øôñî àåôà ïúåð

ù êë j = 0, . . . , m

. Xe
i =

m∑

j=0

gij(X)fj(X) (7)
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ù çéðäì éãë e äìòîî (7) ìù éðâåîåää ÷ìçä úà äåùðå åìù íééðâåîåää íéáéëøîä íåëñë íé-gij äî ãçà ìë í¹ùøð

íäéîã÷îå gij éîã÷î íä íäéðúùîù úåéøàðéì úåàåùî ìù úëøòîë (7) úà äàøð äúò .e− d äìòîî éðâåîåä gij

.íé-fj ä ìù íéîã÷îä êåúî øîV÷ úçñ�ð úøæòá áåùçì ïú�ðä ïåøúô ùé åæ úëøòîì .fj éîã÷îî íéìá÷úî

ìëìù êë (ϕ á íééåìúä) c1, c2 íéòåá÷ íéî�é÷ éæà .Q̃ ìòî d äìòîî íæéôøåî ϕ: Pn → Pm éäé :è.áë ïåèôùî

. c1H(p)d ≤ H(ϕ(p)) ≤ c2H(p)d í�é÷úî p ∈ Pn(Q̃)

ìéëîä K íéøôñî äãù øçáð .Pn(Q̃) á äãRð p = (x0: . . . :xn) éäú .å.áë äøãâäá åîë ïåúð ϕ ù çéðð :äçëåä

ïµîñð v ∈ V (K) ìëì .fj íéîåðéìåôä ìù íéîã÷îä ìë úàå xi úåèðéøåàå÷ä ìë úà

‖x‖v = max(‖x0‖v, . . . , ‖xn‖|v)

‖f(x)‖v = max(‖f0(x)‖v, . . . , ‖fm(x)‖v)

‖ϕ‖v = max(‖a‖v | a is a coefficient of some fi)

åðéà HK(ϕ(p)) ù øéòð .HK(ϕ(p)) =
∏

v∈V (K) ‖f(p)‖v å HK(p) =
∏

v∈V (K) ‖x‖v ,(3) éôì

äìôëîä úçñ�ð éôì éæà ,a ∈ K× íà ,ïëàå .p øåáò úåéðâåîåää úåèðéãøåàå÷ä úøéçáá éåìú

.
∏

v∈V (K)

‖f(ax)‖v =
∏

v∈V (K)

‖a‖d
v‖f(x)‖v =

∏

v∈V (K)

‖f(p)‖v

øéãâð êëì íàúäá

HK(ϕ) =
∏

v∈V (K)

‖ϕ‖v = HK(a0:a1: · · ·)

.| |v ï÷»úî àìä èìç»îä êøòä øåáò øéãâð úåîåã úåøãâä .íé-fi ä ìù íéîã÷îä íä íé-aj ä øùàá

ïîñð ïë åîë .ε(v) = 0 ïîñð éøèî äøèìåà v íàå ε(v) = 1 ïîñð éøèî v íà .v ∈ V (K) éäé

éæà .nv = [Kv : Qv]

|t1 + · · ·+ tn| ≤ nε(v) max(|t1|v, . . . , |tn|v) (8)

.t1, . . . , tn ∈ K ìëì

.íé÷ìç éðùì ú÷ìçúî äçëåää úéøàù

øôñîù úåàøäì ïú�ð) d äìòîî X0, . . . , Xn á íéîåðåîä øôñî úà c2 = cd,n á ïîñð .ìéòìî íñç :à ÷ìç

úåé-(j + 1) ä ìë ìò øáåò j = (j0, . . . , jn) å aj ∈ K øùàá fi =
∑

ajX
j0
0 · · ·Xjn

n éäé .(
(
n+d

n

)
åðä äæ

éæà .Pn(K) ìù äãRð p = (x0: . . . :xn) éäú .j0 + · · ·+ jn = d íéî�é÷îä íééìéìù éà íéîìù íéøôñî ìù

. |fi(x)|v ≤
∑

|aj |v|x0|j0v · · · |xn|jn
v ≤ c

ε(v)
2 |ϕ|v|x|dv (9)
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íéçðåîä åìà øîåìë ,K ìù íééøèîä íéèìç»îä íéëøòä óñà úà V∞(K) á ïîñð .|ϕ(x)|v ≤ c
ε(v)
2 |ϕ|v|x|dv ïëì

.
∑

v∈V (K) ε(v)nv =
∑

v∈V∞(K) ε(v)nv = [K : Q] ,(â)á.çé äîì éôì .Q ìù | |∞ èìç»îä êøòä ìòî

ïëì

HK(ϕ(p)) =
∏

v∈V (K)

‖ϕ(x)‖v =
∏

v∈V (K)

|ϕ(x)|nv
v

= c

∑
v∈V (K)

ε(v)nv

2

∏

v∈V (K)

|ϕ|nv
v

∏

v∈V (K)

|x|nvd
v

= c
[K:Q]
2 HK(ϕ)HK(p)d

.çéëåäì äéäù éôë ,H(ϕ(p)) ≤ c2H(ϕ)H(p)d ìá÷ð ïåéåùä éà éôâà éðùî é-[K : Q] ä ùøùä úà àéöåð íà

Qn+1 á óú»ùî ñôà ïéà f0, . . . , fm íéîåðéìåôìù êë ìò äëîúñä àì à ÷ìç úçëåä .òøìî íñç :á ÷ìç

.åæ äçðäá ùîúùäì åðéìò ïåèôùîä ìù éìàîùä ïåéåùä éà úà çéëåäì åðéàÉáá äúò íìåà .(0, . . . , 0) ì õåçî

gij ∈ K[X0, . . . , Xn] íééðâåîåä íéîåðéìåôå d î úeçô åðéàù e éòáè øôñî ç.áë äîì úðúåð åæ äçðäì íàúäá

.f á ÷øå êà íééåìú HK(g) å e ,ïë ìò øúé .i = 0, . . . , n ,Xe
i =

∑m
j=0 gijfj ù êë e− d äìòîî

,ïëì .|gij(x)|v ≤ c
ε(v)
e−d,n|g|v|x|e−d

v ù òáåð (9) á åîë .v ∈ V (K) éäé

|xi|ev =
∣∣

m∑

j=0

gij(x)fi(x)
∣∣

≤ (m + 1)ε(v) max
(|gi0(x)|v|f0(x)|v, . . . , |gim(x)|v|fm(x)|v

)

≤ (m + 1)ε(v)|g(x)|v|f(x)|v
≤ (m + 1)ε(v)c

ε(v)
e−d,n|g|v|x|e−d

v |f(x)|v

ìá÷ð ,ïåøçàä ïåéåùä ìù ìàîù óâàá n ãòå 0 î øÉáòì i ì ïú�ð íà

. |x|ev ≤ (m + 1)ε(v)c
ε(v)
e−d,n|g|v|x|e−d

v |f(x)|v

ù òáåð ïàëî .|x|dv ≤
(
(m + 1)ce−d,n

)ε(v)|g|v|f(|x)|v ,ïëìå

HK(p)d =
∏

v∈V (K)

‖x‖d
v

≤
∏

v∈V (K)

(
(m + 1)ce−d,n

)ε(v)nv
∏

v∈V (K)

|g|nv
v

∏

v∈V (K)

|f(x)|nv
v

=
(
(m + 1)ce−d,n

)[K:Q]
HK(g)HK(ϕ(p))
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.ùøãðë ,c1H(p)d ≤ H(ϕ(p)) í�é÷î c−1
1 = (m + 1)ce−d,nHK(g)

1
[K:Q] éãé ìò øãâ»îä c1 éáåéçä òåá÷ä

àåôà äðä äàáä äàöåúä .1 äìòîî A: Pn → Pn íæéôøåîåèåà äøéãâî A ∈ GLn+1(Q̃) äöéøèî ìë

.è.áë ïåèôùî ìù éèøô äø÷î

p ∈ Pn(Q̃) ìëìù êë (A éøáàá íééåìúä) c1, c2 íéòåá÷ íéî�é÷ A ∈ GLn+1(Q̃) äöéøèî ìëì :é.áë äàöåú

. c1H(p) ≤ H(Ap) ≤ c2H(p)

.åéùøù ìù äáâäå íåðéìåô ìù äáâä ïéá øù÷ä úà øSçð äúò

ïîñð K íéøôñî äãùì ê�éù x íà .H(x) = H(1 : x) ïîñð x ∈ Q̃ ìëì :àé.áë äøãâä

.HK(x) = HK(1 : x)

éäé :àé.áë ïåèôùî

f(T ) = adT
d + ad−1T

d−1 + · · ·+ a0 = a0(T − α1) · · · (T − αd) ∈ Q̃[T ]

éæà .(a0 6= 0 åðééäã) d äìòîî íåðéìåô

2−d
d∏

j=1

H(αj) ≤ H(a0 : · · · : ad) ≤ 2d−1
d∏

j=1

H(αj) (10)

úà çéëåäì ÷éôñî ïëì . 1
ad

f(T ) á f(T ) úà íéôéìçî íà äðúùî åðéà (10) ïåéåùä éàù øéòð úéùàø :äçëåä

.ad = 1 ù äçðää úçú (10)

ïåéåùä éà úà çéëåð .K = Q(α1, . . . , αd) éäé

.
1
2d

d∏

j=1

max(1, |αj |v) ≤ max
0≤i≤d

|ai|v ≤ 1
2d−1

d∏

j=1

max(1, |αj |v) (13)

åúåìòäì ìëåð ,(13) úà çéëåð íà ,ïëì .
∏

v∈V (K) 2−dnv =
∏

v∈V∞(K) 2−dnv = 2−d[K:Q] ù øéòð

.(10) ïåéåùä éà úà ìá÷ì éãë [K : Q] ä ùøùä úà úç÷ìå v ∈ V (K) ìë ìò ìéôëäì nv ú÷æçá

éàå a0 = α1 ù êë f(T ) = T − a0 = T − α1 ,d = 1 ù äø÷îá .d ìò äéö÷åãðàá (13) úà çéëåð

.äðåëð àéäù 2−1 max(1, |α1|v) ≤ max(1, |a1|v) ≤ max(1, |α1|v) äøåöä úà ìá÷î (13) ïåéåùä

øçáð .d − 1 äìòîî K[T ] á íéîåðéìåôä ìëìå K íéøôñî äãù ìëì (13) úà øáë åðçëåäù äúò çéðð

ù êë k ñ÷ãðà

|αk|v ≥ |αj |v, j = 0, . . .
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íåðéìåôá ïðåáúðå

g(T ) = (T − α1) · · · (T − αk−1)((T − αk+1) · · · (T − αd)

= bd−1T
d−1 + bd−2T

d−2 + · · ·+ b0

úðúåð íéôâàä éðù ìù íéîã÷îä úàåùä .f(T ) = (T − αk)g(T ) í�é÷î äæ íåðéìåô .bd−1 = 1 åáù

ai = bi−1 − αkbi (14)

.íé÷ìç éðùì ú÷ìçúî äçëåää úéøàù .b−1 = bd = 0 íéòáå÷ íà i ìëì

.ìéòìî íñç :à ÷ìç

max
0≤i≤d

|ai|v = max
0≤i≤d

|bi−1 − αkbi|v
≤ max

0≤i≤d
(|bi−1|v, ‖αk|v|bi|v) ùì»ùîä ïåéåù éà

≤ 2(v) max
0≤i≤d

|bi|v ·max(|αk||v, 1)

≤ 2(v)d−1
d−1∏

i=0

max(|αi|v, 1) ·max(|αk|v, 1) äéö÷åãðàä úçðä

= 2(v)d−1
d∏

i=0

max(|αi|v, 1)

éæà .|αk|v ≤ 2 ù íãå÷ çéðð .íéø÷î éðùì (13) ìù éìàîùä ÷ìçä úçëåä úà ÷ìçð .òøìî íñç :á ÷ìç

.

d∏

j=1

max(|αj |v, 1) ≤ max(|αk|v, 1)d ≤ 2d

ïëì .max0≤i≤d |ai|v ≥ 1 ,a0 = 1 å ìéàåä

.2−d
d∏

j=1

max(|αj |v, 1) ≤ 1 ≤ max
0≤i≤d

|ai|v

.ùøãðë

ù êë j øáçð .|αk| − 1 > 1
2 |αk|v ïëìå 1

2 |αk|v > 1 ,éæà .|αk|v > 2 ù çéðð äúò
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,éæà .|bj |v = max0≤i≤d |bi|v

max
0≤i≤d

|ai|v = max
0≤i≤d

|bi−1 − αkbi|v
≥ |bj−1 − αkbj |v
≥ |αk|v|bj |v − |bj−1|v ùì»ùîä ïåéåù éà

≥ (|αk|v − 1)|bj |v |bj |v ≥ |bj−1|v éë

≥ 1
2
|αk|v max

0≤i≤d
|bi|v

≥ 1
2

max(‖αk|v, 1)
1

2d−1

d−1∏

i=0

max(|αi|v, 1)

=
1
2d

d∏

i=0

(|αi|v, 1)

.(13) éà úçëåä äî�éúñä äæá

.íåñç äáâ íò úåãRð ìù éôåñ øôñî ÷ø ùé Pn(Q̃) áù úåàøäì äéäé äá�âä úéö÷ðåô ìù ïåùàøä ùåî´ùä

.Q̃ ìù íæéôøåîåèåà ìù äìòôä úçú äðúùî åðéà äáâäù íãå÷ úåàøäì åðéìò êë íùì

.H(pσ) = H(p) éæà .σ ∈ Gal(K) å p ∈ P(Q̃) åéäé :áé.áë äîì

äøùî σ íæéôøåîåèåàä .bfp øåáò x0, . . . , xn úåéðâåîåä úåèðéãøåàå÷ ìéëîä íéøôñî äãù K éäé :äçëåä

øáàì v ∈ V (K) ìë ä÷éúòîä V (K) → V (Kσ) úéëøò ãç ãç ä÷úòäå σ: K → Kσ íæéôøåîåæéà

σ ∈ K̂v → K̂vσ íæéôøåîåæéà σ äøùî ïë åîë .x ∈ K ìëì |xσ|vσ = |x|v éãé ìò øãâ»îä vσ ∈ V (Kσ)

,ïëì .nvσ = nv í�é÷úîå

. ‖xσ‖vσ = |xσ|nvσ

vσ = |x|nv
v = ‖x‖v

ù òáåð ïàëî
HKσ (pσ) =

∏

w∈V (Kσ)

max
0≤i≤n

‖xσ
i ‖w

=
∏

v∈V (K)

max
0≤i≤n

‖xσ
i ‖vσ

=
∏

v∈V (K)

max
0≤i≤n

‖xi‖v = HK(p)

ù ìá÷ð ,[Kσ : Q] = [K : Q] ïåéåùá ùîúùðå íéôâàä éðùî é-[K : Q] ä ùøùä úà àéöåð íà

.çéëåäì äéäù éôë ,H(pσ) = H(p)
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äöåá÷ä éæà .íéòåá÷ d å c åéäé :(Northcott [Nor1,2]) âé.áë ïåèôùî

{p ∈ Pn(Q̃) | H(p) ≤ c and [Q(p) : Q] ≤ d}

.úéôåñ {p ∈ Pn(K) | H(p) ≤ c} äöåá÷ä K íéøôñî äãù ìëì ,èøôá .úéôåñ

éæà .j àåäù äæéà øåáò xj ù çéðð úåéììëä úìáâä éìá .Pn(Q) á äãRð p = (x0: · · · :xn) éäú :äçëåä

.i ìëì ‖xi(v)‖v
≥ ‖xi‖v ù êë 1 ì 0 ïéá i(v) øçáð v ∈ V (K) ìëì .K = Q(p) = Q(x0, . . . , xn)

,ïëì .‖xi(v)‖ ≥ 1 ,èøôá

HK(p) =
∏

v∈V (K)

max(‖x0‖v, . . . , ‖xn‖v)

=
∏

v∈K

‖xi(v)‖v

≥ max
0≤i≤n

∏

v∈V (K)

max(‖xi‖v, 1)

= max
0≤i≤n

HK(xi)

íà ,ïë åîë max0≤i≤n HK(xi) ≤ c íâ ,H(p) ≤ c íà ,ïëì .max0≤i≤n H(xi) ≤ H(p) ù òáåð ïàëî

äöåá÷äù çéëåäì àåôà ÷éôñî .max0≤i≤n[Q(xi) : Q] ≤ d éæà ,[K : Q] ≤ d

Ac,d = {x ∈ Q̃ | H(x) ≤ c and [Q(x) : Q] ≤ d}

.n = 1 äø÷îä ìò ïåèôùîä úà åðãîòä ,úåøçà íéì´îá .úéôåñ

éäéå Q ìòî x ìù íéãåîöä x1, . . . , xe åéäé .Ac,d ìù øáà x àåôà éäé

f(T ) = (T − x1) · · · (T − xe) = T e + ae−1T
e−1 + · · ·+ a0

,áé.áë äîì éôìå àé.áë ïåèôùî éôì .Q ìòî x ìù ÷éøô éàä íåðéìåôä

. H(a0, . . . , ae−1, 1) ≤ 2e−1
e∏

j=1

H(xi) = 2e−1H(x)e ≤ (2c)e

íéîåðéìåô ìù éôåñ øôñî ÷ø ùé ,ïëì .íåñç (2c)e ìù äìåò åðéà ïäáâù a ∈ Qn úåãRðä øôñî ,à.áë äîâH éôì

Ac,d ù ïàëî .c éãé ìò íåñç äáâ éìòá íäéùøùù d ìò äìåò äðéàù äìòîî f ∈ Q[X] íé÷éøô éà íéð÷»úî

.úéôåñ äöåá÷
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íééèô�ìà íéîRÂò ìò äá�â .âë

äøãâäá íéèøôîä íéàðúä úà í�é÷éù íééèôìà íéî÷ò ìò äáâ øéãâäì éãë áë óéòñá åðøãâäù äáâá ïàë ùîúùð

.íéøôñî äãù ìòî íééèôìà íéî÷òì ìééå-ìãøåî èôùî úçëåä úà íéìùð êëá .à.à

c íéòåá÷ í�é÷ íà f = g + O(1) í¹ùøð .A äöåá÷ ìò úåéùîî úåéö÷ðåô g å f äðééäú .ìåãâä O ä :à.âë äøãâä

.x ∈ A ìëì f ≤ g + c ù êë c òåá÷ í�é÷ íà f ≤ g + O(1) í¹ùøð .x ∈ A ìëì |f(x)− g(x)| ≤ c ù êë

.x ∈ A ìëì ù êë f ≥ g + c òåá÷ í�é÷ íà f ≥ g + O(1) íùøð óåñáì

K̃ ìòî E ìù K̃(E) úåéö÷ðåôä äãùá f ìë úåàøì ïú�ð .K íéøôñî äãù ìòî éèôìà í÷ò E äúò éäé

âåçì éëøò ãç ãç ïôàá äîéàúî E(K̃) ìù p äãRð ìë :àáä ïôàá úøãâ»îä f : E(K̃) → P1(K̃) äéö÷ðåôë

äãùì íéàúîä øúàä úà ϕp á ïîñð .(à.âé óéòñ äàø) K̃ åðä äìù úåéøàùä äãùù E(K̃) ìù Op äãéãá äëøòä

øéãâð .(E ì úøöåé äãRð úøéçá éøçà éëøò ãç ïôàá òá÷ð äæ øúà) äæ úåéøàù

f(p) =
{

(1 : ϕp(f)) if ϕp(f) 6= ∞
(0 : 1) if ϕp(f) = ∞

íìåà .Hf (p)) = H(f(p)) äøãâää úøæòá E(K̃) ìò äá�â úéö÷ðåô øéãâäì úòãä ìò ìá÷úî äæ äéä

âäðúú äéö÷ðåôäù úùøåã à.à äøãâäù ãåòá (è.áë ïåèôùîá åðéàøù éôë) úéìôë úåéäì äáåø÷ H äáâä úéö÷ðåô

:äæ íéð�éðò áöî åð÷úé úåàáä úåøãâää .éøåáç ïôàá

úéîúXâåìä) äáâä úéö÷ðåô äì àø÷ðå h(p) = log H(p) éãé ìò h: Pn(Q̃) → R äéö÷ðåô øéãâð :á.âë äøãâä

.p ∈ E(Q̃) ìëì h(p) ≥ 0 úî�é÷î àéä .(úèùô»îä

ìò hf : E(K̃) → R äéö÷ðåô øéãâð .f ∈ K̃(E) éäúå K íéøôñî äãù ìòî éèôìà íSò E éäé :â.âë äøãâä

.(f ì ñçéá) E ìò äáâä äéö÷ðåô äì àø÷ðå hf (p) = h(f(p)) éãé

:äàáä äøåöä úà àé.áë å è.áë íéðåèôùîä íéìá÷î åìà íéçðåîá

:ã.âë ïåèôùî

.h(ϕ(p)) = dh(p) + O(1) éæà .Q̃ ìòî d äìòîî íæéôøåî ϕ: Pn → Pm éäé (à)

Q̃ á íéîã÷î íò íåðéìåô f(T ) = adT
d + ad−1T

d−1 + · · ·+ a0 = a0(T − α1) · · · (T − αd) éäé (á)

.h(a0 : · · · : ad) =
∑d

j=1 h(αj) + O(1) éæà .d äìòîî

:àáä ïôàá äðúùî è.áë ïåèôùî

äöåá÷ä c òåá÷ ìëì éæà .f ∈ K(E) å K íéøôñî äãù ìòî éèôìà í÷ò E åéäé :ä.âë ïåèôùî

{p ∈ E(K) | hf (p) ≤ c}
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.úéôåñ

íåñç f ìù áéñ ìëá íéøáàä øôñî .f : E(K) → P1(K) ä÷úòä f äøùî ,f ∈ K(E) å ìéàåä :äçëåä

äöåá÷ì A = {p ∈ E(K) | hf (p) ≤ c} äöåá÷ä úà ä÷éúòî f ,ïë ìò øúé .[K(E) : K(f)] éãé ìò

.úéôåñ A íâ ,ïëì .úéôåñ B ,âé.áë ïåèôùî éôì .B = {q ∈ P2(K) | H(q) ≤ ec}

ìëì f(−p) = f(p) íà úéâåæ äðä K äãù ìòî E éèôìà í÷ò ìò f úéìðåéöø äéö÷ðåôù øîàð

éæà ,K ìòî E ìù úøöåé äãRð àéä (x, y) íàå ñøèùøééå úàåùî éãé ìò øãâ»î íSòä íà .p ∈ E(K̃)

äéö÷ðåô ìëì ,ïëì .σ(y) = −y éãé ìò øãâ»îä σ øöåé íò 2 øãñî úéìâòî äøåáç àéä Gal(K(x, y)/K(x))

íà øîåìë ,σf = f íà ÷øå íà ,úéâåæ f ,èøôá .f(−p) = (σf)(p) í�é÷úî p ∈ E(K̃) ìëìå f úéìðåéöø

.f ∈ K(x)

úéö÷ðåô ïéá øù÷á ìéçúð .íééèôìà íéîRò ìò øåáçä ììë ïéáì äáâ úåéö÷ðåô ïéá éãåñé øù÷ ïúåð ç.âë èôùî

.ìåôëùä ììë ïéáì äáâä

.hx(2p) = 4hx(p) + O(1) éæà .K íéøôñî äãù ìòî éèôìà íSò E éäé :å.âë äîì

éãé ìò ϕ: P1 → P1 ä÷úòä øéãâð :äçëåä

ϕ(z0 : z1) = (z4
1 − 2Az2

0z2
1 + 8Bz3

0z1 + z4
0A2 : 4z0z

3
1 + 4Az3

0z1 + rz4
0B) (1)

.(0, 0) åðä íäéðùì óú»ùîä ñôàä .4 äìòîî íééðâåîåä íðä (1) ìù ïéîé óâàá íéøâñá íéòéôåîä íéîåðéìåôä éðù

ù ìá÷ðå x1 = z1
z0

íùøð z0 6= 0 íà .z1 = 0 éæà ,z0 = 0 íà .íéîåðéìåôä éðùì óú»ùî ñôà (z0, z1) éäé ,ïëàå

.á.å äð÷ñîì äøéúñá ,4x3
1 + 4Ax1 + 4B = 0 å x4

1 − 2Ax2
1 − 8Bx1 + A2 = 0

x2 = x4
1−2Ax2

1−8Bx1+A2

4x3
1+4Ax1+4B

øùàá ,2p = (x2, y2) ,éæà .E(K) á äãRð p = (x1, y1) äúò éäú

,(à)ã.âë ïåèôùî éôì .(æ óéòñ ìù (7d5) äçñ�ð)

, hx(2p) = h(1:x2) = 4h(1:x1) + O(1) = 4h(p) + O(1)

.çéëåäì äéäù éôë

.øåáçä úåàçñ�ðî úåòáåðä úåàçñ�ð çúôð äàáä äîìá

ñøèùøééå úàåùî éãé ìò ïúðä 3 îå 2 î äðåù ïåéôà ìòá K äãù ìòî éèôìà íSò E éäé :æ.âë äîì

úåî�é÷îä E(K̃) ìù ñôàî úåðåù úåãRð q = (x1, y2) å p = (x1, y1) åéäé .Y 2 = X3 + AX + B

,éæà .p− q = (x4, y4) å p + q = (x3, y3) åéäé .p 6= −q

x3 + x4 =
2(x1 + x2)(A + x1x2) + 4B

(x1 + x2)2 − 4x1x2

x3x4 =
(x1x2 −A)2 − 4B(x1 + x2)

(x + 1 + x2)2 − 4x1x2

94



ìòå p + q ìò æ óéòñ ìù (7c2) øåáçä úçñ�ð úà ìéòôð äúò .−q = (x2,−y2) ,æ óéòñ ìù (7a) éôì :äçëåä

:p− q

x3 + x4 =
A(x1+x2) + 2B + x1x

2
2 + x2x

2
1 − 2y1y2

(x1 − x2)2
+

A(x1+x2) + 2B + x1x
2
2 + 2y1y2

(x1 − x2)2

=
2A(x1 + x2) + 4B + 2x1x

2
2 + 2x2x

2
1

(x1 − x2)2

=
2(x1 + x2)(A + x1x2) + 4B

(x1 + x2)2 − 4x1x2

äì¤çú çúôð x3x4 øåáò äçñ�ðä úà çéëåäì éãë

x2
1x2 + x1x

2
2 − x3

1 − x3
2 = x2(x2

1 − x2
2)− x1(x2

1 − x2
2)

= (x2 − x1)(x2
1 − x2

2) = −(x2 − x1)2(x1 + x2)

å
2x1x2(x1 + x2)2 − 4x3

1x2 − 4x1x
3
2 = 2x1x2(x2

1 + 2x1x2 + x2
2 − 2x2

1 − xx2
2)

= −2x1x2(x2
1 − 2x1x2 + x2

2)

= −2x1x2(x1 − x2)2

:áùçì éãë i = 3, 4 øåáò y2
i = x3

i + Axi + B øù÷á ùîúùð ïë åîë

x3x4(x1 − x2)4 =
(
A(x1 + x2) + 2B + x1x2(x1 + x2)− 2y1y2

)

· (A(x1 + x2) + 2B + x1x2(x1 + x2) + 2y1y2

)

=
(
A(x1 + x2) + 2B + x1x2(x1 + x2)

)2 − 4y2
1y2

2

= A2(x1 + x2)2 + 4B2 + x2
1x

2
2(x1 + x2)2

+ 4AB(x1 + x2) + 2Ax1x2(x1 + x2)2 + 4Bx1x2(x1 + x2)

− 4(x3
1 + Ax1 + B)(x3

2 + Ax2 + B)

= A2(x2
1 + 2x1x2 + x2

2) + 4B2 + x2
1x

2
2(x1 + x2)2

+ 4AB(x1 + x2) + 2Ax1x2(x1 + x2)2 + 4Bx1x2(x1 + x2)

− 4x3
1x

3
2 − 4Ax3

1x2 − 4B(x3
1 + x3

2)− 4Ax1x
3
2

− 4A2x1x2 − 4AB(x1 + x2)− 4B2

= A2(x1 − x2)2 − 2Ax1x2(x1 − x2)2

− 4B(x1 + x2)(x1 − x2)2 + x2
1x

2
2(x1 − x2)2
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ìá÷ð (x1 − x2)2 á íéôâàä éðù úà ÷ìçð íà

x2x4(x1 − x2)2 = A2 − 2Ax1x2 − 4B(x1 + x2) + x2
1x

2
2

= (x1x2 −A)2 − 4B(x1 + x2)

.çéëåäì äéäù éôë

,p,q ∈ E(K̃) ìëì éæà .K íéøôñî äãù ìòî éèôìà íSò E éäé :ç.âë äîì

. hx(p + q) + hf (p− q) = 2hx(p) + 2hx(q) + O(1) (2)

.q å p úåãRðá éåìú åðéà íìåà E á éåìú O(1) ä ìù òåá÷ä

.x äéö÷ðåôä øåáò èôùîä úçëåä úà ìéçúðå ä.åë äîìá åîë K ìòî ñøèùøééå úàåùî E ì øçáð :äçëåä

ïëìå hx(q) = log H(0 : 1) = log 1 = 0 éæà .q = 0 äìéçú éäé

. hx(p + q) + hx(p− q) = 2hx(p) + 2hx(q)

.å.âë äîì éãé ìò äñ�ëî p = ±q åáù äø÷îä .p = 0 ù äø÷îá äðåëð äçñ�ðä äúåà

(x2, y2) å p øåáò úåéðéôà úåèðéãøåàå÷ (x1, y1) åéäé .p 6= ±q íâå p,q 6= 0 ù äúò çéðð

éæà .q øåáò úåéðéôà úåèðéãøåàå÷

x(p) = (1 : x1) x(q) = (1 : x2)

x(p + q) = (1 : x3) x(p + q) = (1 : x4)

.íé÷ìç äîëì ú÷ìçúî äçëåää úøú�é .

éãé ìò ϕ: P2 → P2 ä÷úòä øéãâð .éôåìç íéùøú :à ÷ìç

. ϕ(t : u : v) = (u2 − 4tv : 2u(At + v) + 4Bt2 : (v −At)2 − 4Btu) (3)

ä.âë äîì éôì

ϕ(1 : x1 + x2 : x1x2) =
(
(x1 + x2)2 − 4x1x2 : 2(x1 + x2)(A + x1x2) + 4B

: (x1x2 −A)2 − 4B(x1 + x2)
)

= (1 : x2 + x4 : x3x4)

(4)
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éãé ìò β: P1 × P1 → P2 å α: E × E → P1 × P1 ,Φ: E × E → E × E úå÷úòä øéãâð ïë åîë

Φ(p,q) = (p + q,p− q)

α(p,q) = (x(p), x(q))

β
(
(a1:b1), (a2:b2)

)
= (a1a2 : a1b2 + a2b1 : b1b2)

:éôåì¤ç àáä íéùøúäù äìåò (4) î

E × E
Φ //

α

²²

E × E

α

²²
P1 × P1

β

²²

P1 × P1

β

²²
P2

ϕ // P2

(5)

úåéðâåîåä úåéö÷ðåô íðä ϕ(t:u:v) ìù úåèðéãøåàå÷ä ùìù ,(3) éôì ,ïëàå .íæéôøåî äðä ϕ ä÷úòää :á ÷ìç

ù çéðð ,ïëàå .(0, 0, 0) ì èøô K̃3 á óú»ùî ñôà åìà úåéö÷ðåôì ïéàù çéëåäì àåôà ÷éôñî .u, t, v ìù 2 äìòîî

u2 − 4tv = 0 2u(At + v) + 4Bt2 = 0 (v −At)2 − 4Btu = 0 (6)

.x2 = v
t ù (6) ìù éìàîùä ïåéåùäî òáåð éæà .x = u

2t áéöðå t 6= 0 ù àåôà çéðð .u = v = 0 éæà ,t = 0 íà

,ìá÷ì éãë t2 á éðî�éä ïåéåùä úàå 4t2 á (6) ìù éòöîàä ïåéåùä úà ÷ìçð

x3 + Ax + B = 4x(A + x2) + B = 0

x4 − 4Ax2 − 8Bx + A2 = (x2 −A)2 − 8Bx = 0
(7)

êëá åðùîúùä åæ äøéúñ âéùäì éãë .(â.å äð÷ñî) äæì äæ íéøæ (7) ìù ïéîé óâàá íéîåðéìåôäù êëì äøéúñá

.ñôàî äðåù E ìù 4A3 + 27B2 äèððéîéø÷ñãäù

ù ÷éñð (5) éôåìçä íéùøúäî .γ = α ◦ β ïîñð .áåøL úçñð :â ÷ìç

h(γ(p + q,p− q)) = h(σ(Φ(p,q)))

= h(ϕ(γ(p,q)))

= 2h(γ(p,q)) + O(1)

= 2hx(p) + 2hx(q) + O(1)

(8)
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úà ìéòôð .hx(ri)) = h(x(ri)) = h(ai) éæà .E(K̃) ìù äãRð ri = (ai, bi) éäé i = 1, 2 øåáò

ìá÷ì éãë (T + a1)(T + a2) = T 2 + (a1 + a2)T + a1a2 íåðéìåôä ìò (á)ã.âë ïåèôùî

h(γ(r1, r2)) = h(1 : a1 + a2 : a1a2)

= h(1 : a1) + h(1 : a2) + O(1)

= hx(r1) + hx(r2) + O(1)

(9)

:úðúåð (8) ìù íéôâàä éðù ìò (9) ìù äìòôä .2 äìòîî íæéôøåî åðä γ å ìéàåä ã.âë ïåèôùîî òáåð ïåøçàä ïåéåùä

hx(p + q) + hx(p− q) = 2hx(p) + 2hx(q) + O(1)

.çéëåäì äéäù éôë

éæà .úåéâåæ úåéö÷ðåô f, g ∈ K(E) åéäéå K íéøôñî äãù ìòî éèôìà íSò E éäé :è.âë äîì

. deg(f)hf = deg(g)hg + O(1)

éôì .ρ ◦ x = f ù êë ρ: P1 → P1 íæéôøåî í�é÷ ïëì .K(x) ì úë�éù àéä ,úéâåæ äéö÷ðåô f å ìéàåä :äçëåä

,(à)ã.âë ïåèôùî

hf (p) = h(f(p)) = h(ρ(x(p)))

= deg(ρ)h(x(p)) + O(1)

= deg(ρ)hx(p) + O(1)

(10)

,äîåã ïôàá .2hf (p) = deg(f)hx(p) + O(1) ,ïëì .deg(f) = 2 deg(ρ) ù ìá÷ð ,deg(x) = 2 å ìéàåä

deg(f) á äðåøçàä úà ,deg(g) á äðåøçà éðôìä äàåùîä úà ìéôëð íà .2hg(p) = deg(g)hx(p) + O(1)

úøáòäå 2 á ä÷«ìç .2 deg(g)hf (p) − 2 deg(f)hg(p) = O(1) ìá÷ð ,ïåùàøäî éðùä ïåéåùä úà øñçðå

.(10) äçñðä úà úðúåð íéôâà

.úéâåæ äéö÷ðåô f ∈ K(E) éäúå K íéøôñî äãù ìòî éèôìà íSò E éäé :é.âë äàöåú

.p á àì íìåà q å f ,E á éåìú O(1) ä øùàá ,hf (p + q) ≤ 2hf (p) + O(1) éæà .q ∈ E(K̃) éäú (à)

.(p á àì íìåà) m áå f ,E á éåìú O(1) ä øùàá ,hf (mp) = m2hf (p) + O(1) ,éæà .m ∈ Z éäé (á)

,ïëì .q á éåìú åðéàù òåá÷ åðä hf (q) ,ïë åîë .hf (p − q) ≥ 0 í�é÷úî p ∈ E(K̃) ìë øåáò :à úçëåä

äéäù éôë ,hf (p + q) = 2hf (p) + 2hf (q)− hf (p− q) + O(1) ≤ 2hf (p) + O(1) ,ç.âë äîì éôì

.çéëåäì
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.íééúøâù m = 0, 1 íéø÷îä .m ≥ 0 ù äø÷îá ÷ø (á) úà çéëåäì ÷éôñî ,úéâåæ äéö÷ðåô f å ìéàåä :á úçëåä

,ç.ëë äîì éôì ,éæà .m å m− 1 øåáò äðåëð áåø÷ä úçñ�ðùå m ≥ 1 ù äéö÷åãðàá äúò çéðð

hf

(
(m + 1)p

)
= hf (mp + p)

= −hf

(
(m− 1)p

)
+ 2hf (mp) + 2hf (p) + O(1)

= −(m− 1)2hf (p) + 2mhf (p) + 2hf (p) + O(1)

= (m + 1)2hf (p) + O(1)

.äîìù«ä äéö÷åãðàäå

.íéøôñî úåãù ìòî íééèôìà íéîRòì ìééå-ìãøåî èôùî úà çéëåäì éãë íéìëä ìë úà äúò åðéãéá ùé

.úéôåñ úøöåð úéìáà äøåáç äðä E(K) éæà .K íéøôñî äãù ìòî éèôìà íSò E éäé :(ìééå-ìãøåî èôùî) àé.âë èôùî

çéëåäì åðéìò úéôåñ úøöåð E(K) ù çéëåäì éãë .úéôåñ E(K)/2E(K) äøåáçä ,ä.àë èôùî éôì :äçëåä

.à.à äøãâä ìù (2) éàðúä úà úî�é÷î E(K) ìò hx äáâä äéö÷ðåôù

ìë ìhx(p + q) ≤ 2h(p) + c1 ù êë c1 òåá÷ p ∈ E(K) ìëì úðúåð ,(à)é.âë äàöåú ,ïëàå

.à.à äøãâä ìù (2a) éàðú í�é÷úî äæá .p ∈ E(K)

.à.à äøãâä ìù (2b) éàðú í�é÷úî äæá .hx(mp) ≥ 4h(p)− c2 ù êë c2 òåá÷ úðúåð (á)é.âë äàöåú

.ùøåã (2c) éàðúù éôë ,úéôåñ {p ∈ E(K) | hx(p) ≤ c3} äöåá÷ä c3 òåá÷ ìëì ,óåñáì

.úéôåñ úøöåð E(K) ù äìåò á.à ïåèôùîî
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