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íééãéì÷åà íéâåçá úå÷éøô .1

ìù äìôëîì éëøò ãç ÷åøôì ïúð íåðéìåô ìë .íééðåùàø íéøôñî ìù äìôëîì éëøò ãç ÷åøôì ïúð éòáè øôñî ìë

íé÷éøô éà íéøáà ìù äìôëîì éëøò ãçä ÷åøôä èôùî ìù éèøô äø÷î íä íéèôùîä éðù .íé÷éøô éà íéîåðéìåô

.éãéìé÷åà âåçá

.Hom(V, V ) ,Mn(K) ,K[X] ,ℤ :úåàîâã .R âåç úøãâä

.R ìù úåãçàä úøåáç � R×

.K(X) å ℚ :úåàîâã .úåîìù íåçú ìù úåðîä äãù ,úåîìù íåçú

.÷éøô éà øáà ,éðåùàø øáà ,úåøáç .R úåîìù íåçúá úå÷ìçúä

.÷éøô éà p ⇐= éðåùàø p

íàå d∣a1, . . . , an íà ,éáøî óú»ùî ÷ìçî äð�ëî d øáà .R úåîìù íåçúá íéøáà a1, . . . , an åéäé

.äãçàá ìôë éãë ãò ãéçé àåä ,äæë øáà íé÷ íà .c∣d ù øøåâ c∣a1, . . . , an
íà .m∣m′ ù øøåâ a1, . . . , an∣m′ íàå a1, . . . , an∣m íà úéøòæî úôú»ùî äìåôë äð�ëî R ìù m øáà

.äãçàá ìôë éãë ãò ãéçé àåä ,äæë øáà íé÷

íéøáà ìù äìôëîë äâöäì ïúð R á êéôä àì øáà ìë íà úéëøò ãç úå÷éøô ìòá âåç àø÷ð R úåîìù íåçú :äøãâä

.úåøáç éãë ãòå øãñ éãë ãò äãéçé äðä äâöääå íé÷éøô éà

.éðåùàø åðä R á ÷éøô éà øáà ìë éæà .úéëøò ãç úå÷éøô ìòá âåç R éäé

äãéçé äâöäì ïúð a ∈ R øáà ìë .R ìù íééðåùàøä íéøáàä ìù úåøáçä úå÷ìçîì S íéâöéî úöåá÷ øçáð

äìôëîë (íéîøåâä øãñ éãë ãò)

a = u
∏

p∈S

pvp(a)

vp(a) ≤ vp(b) íà ÷øå íà a∣b åæ äâöäá .ñôàì ãéîú èòîë äåùä íìù øôñî åðä vp(a) å u ∈ R× øùàá

.p ∈ S ìë øåáò

:a1, . . . , an íéøáà ìù éáøî óú»ùî ÷ìçî

d = gcd(a1, . . . , an) =
∏

p∈S

pmin(vp(a1),...,vp(an))

:úéáøî úôú»ùî äìåôë

m = lcm(a1, . . . , an) =
∏

p∈S

pmax(vp(a1),...,vp(an)

:úî�é÷îä d: R∖{0} → {0, 1, 2, . . .} äéö÷ðåô úî�é÷ íà éãéì÷åà âåç äð�ëî R úåîìù íåçú
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.ñôàî íéðåù a, b ∈ R ìëì d(a) ≤ d(ab) (1a)

.d(r) < d(g) éæà ,r ∕= 0 íà ,ïë ìò øúé f = qg + r ù êë R á íéãéçé q, r íéîé÷ f, g ∈ R ìëì (1b)

.íéøáç b å a éæà .d(a) = d(b) å a∣b íéîé÷îä íéøáà éðù a, b å éãéì÷åà âåç R éäé :äîì

.úéøàù íò b á a úà íé÷ìçî :äçëåä

.êéôä u íà ÷øå íà d(u) = d(1) éæà .R á øáà u å éãéì÷åà âåç R éäé :äàöåú

.íé÷éøô éà íéîøåâå äãçà ìù äìôëîì ÷åøôì ïúð éãéì÷åà âåçá ñôàî äðåù øáà ìë :íéîøåâì ÷åøô

.d(a) ìò äéö÷åãðà :äçëåä

íéîé÷ ,ïë ìò øúé .d éáøî óú»ùî ÷ìçî íéK R éãéì÷åà âåç ìù ñôàî íéðåù a, b íéøáà éðù ìëì :ñãéì÷åà ïåëúî

.d = ax+ by ù êë x, y ∈ R

.min
(
d(a), d(b)

)
ìò äéö÷åãðà :äçëåä

.éðåùàø åðä R éãéì÷åà âåçá p ÷éøô éà øáà ìë :äàöåú

.úéëøò ãç úå÷éøô ìòá âåç åðä éãéì÷åà âåç ìë :úéëøò ãçä úå÷éøôä èôùî

å b = qa + r íéîéKîä íéãéçé íéîìù r å q íéîé÷ éæà .íìù øôñî b å éòáè øôñî a éäé :úéøàù íò ä÷«ìç

.0 ≤ r < a

:∣a∣ ë d(a) úà úç÷ì øùôà ℤ åðä âåçäù äø÷îá

ãò äãéçé àéä åæ äâöäå íééðåùàø íéøôñî ìù äìôëîë äâöäì ïúð éòáè øôñî ìë :íéøôñîä úøåú ìù éãåñéä èôùîä

.íéîøåâä øãñ éãë

d(x+y
√−1) = x2+y2 íéøéãâî .úéëøò ãç úå÷éøô ìòá ïëìå éãéì÷åà âåç åðä ℤ[

√−1] ñåàâ éøôñî âåç .à :úåàîâH

.(228 ãåîò ,úéøàðéì äøáâìà ,øåöéîò)

:íéðåù íé÷åøô éðù 6 ì ùé äæ âåçá .úéëøò ãç úå÷éøô ìòá åðéà ℤ[
√−5] âåçä .á

6 = 2 ⋅ 3 = (1 +
√−5)(1−√−5)
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íééãéì÷åà íéâåçá úå÷éøô .1

éà íéîåðéìåô ìù äìôëîì éëøò ãç ÷åøôì ïúð íåðéìåô ìë .íééðåùàø íéøôñî ìù äìôëîì éëøò ãç ÷åøôì ïúð éòáè øôñî ìë

.éãéìé÷åà âåçá íé÷éøô éà íéøáà ìù äìôëîì éëøò ãçä ÷åøôä èôùî ìù éèøô äø÷î íä íéèôùîä éðù .íé÷éøô

.Hom(V, V ) ,Mn(K) ,K[X] ,ℤ :úåàîâã .R âåç úøãâä

.R ìù úåãçàä úøåáç � R×

.K(X) å ℚ :úåàîâã .úåîìù íåçú ìù úåðîä äãù ,úåîìù íåçú

.÷éøô éà øáà ,éðåùàø øáà ,úåøáç .R úåîìù íåçúá úå÷ìçúä

.÷éøô éà p ⇐= éðåùàø p

íàå d∣a1, . . . , an íà ,éáøî óú»ùî ÷ìçî äð�ëî d øáà .R úåîìù íåçúá íéøáà a1, . . . , an åéäé

.äãçàá ìôë éãë ãò ãéçé àåä ,äæë øáà íé÷ íà .c∣d ù øøåâ c∣a1, . . . , an
íà .m∣m′ ù øøåâ a1, . . . , an∣m′ íàå a1, . . . , an∣m íà úéøòæî úôú»ùî äìåôë äð�ëî R ìù m øáà

.äãçàá ìôë éãë ãò ãéçé àåä ,äæë øáà íé÷

ìù äìôëîë äâöäì ïúð R á êéôä àì øáà ìë íà úéëøò ãç úå÷éøô ìòá âåç àø÷ð R úåîìù íåçú :äøãâä

.úåøáç éãë ãòå øãñ éãë ãò äãéçé äðä äâöääå íé÷éøô éà íéøáà

.éðåùàø åðä R á ÷éøô éà øáà ìë éæà .úéëøò ãç úå÷éøô ìòá âåç R éäé

äãéçé äâöäì ïúð a ∈ R øáà ìë .R ìù íééðåùàøä íéøáàä ìù úåøáçä úå÷ìçîì S íéâöéî úöåá÷ øçáð

äìôëîë (íéîøåâä øãñ éãë ãò)

a = u
∏

p∈S

pvp(a)

vp(a) ≤ vp(b) íà ÷øå íà a∣b åæ äâöäá .ñôàì ãéîú èòîë äåùä íìù øôñî åðä vp(a) å u ∈ R× øùàá

.p ∈ S ìë øåáò

:a1, . . . , an íéøáà ìù éáøî óú»ùî ÷ìçî

d = gcd(a1, . . . , an) =
∏

p∈S

pmin(vp(a1),...,vp(an))

:úéáøî úôú»ùî äìåôë

m = lcm(a1, . . . , an) =
∏

p∈S

pmax(vp(a1),...,vp(an)

:úî�é÷îä d: R ∖{0} → {0, 1, 2, . . .} äéö÷ðåô úî�é÷ íà éãéì÷åà âåç äð�ëî R úåîìù íåçú

.ñôàî íéðåù a, b ∈ R ìëì d(a) ≤ d(ab) (1a)

.d(r) < d(g) éæà ,r ∕= 0 íà ,ïë ìò øúé f = qg + r ù êë R á íéãéçé q, r íéîé÷ f, g ∈ R ìëì (1b)
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.íéøáç b å a éæà .d(a) = d(b) å a∣b íéîé÷îä íéøáà éðù a, b å éãéì÷åà âåç R éäé :äîì

.úéøàù íò b á a úà íé÷ìçî :äçëåä

.êéôä u íà ÷øå íà d(u) = d(1) éæà .R á øáà u å éãéì÷åà âåç R éäé :äàöåú

.íé÷éøô éà íéîøåâå äãçà ìù äìôëîì ÷åøôì ïúð éãéì÷åà âåçá ñôàî äðåù øáà ìë :íéîøåâì ÷åøô

.d(a) ìò äéö÷åãðà :äçëåä

íéîé÷ ,ïë ìò øúé .d éáøî óú»ùî ÷ìçî íéK R éãéì÷åà âåç ìù ñôàî íéðåù a, b íéøáà éðù ìëì :ñãéì÷åà ïåëúî

.d = ax+ by ù êë x, y ∈ R

.min
(
d(a), d(b)

)
ìò äéö÷åãðà :äçëåä

.éðåùàø åðä R éãéì÷åà âåçá p ÷éøô éà øáà ìë :äàöåú

.úéëøò ãç úå÷éøô ìòá âåç åðä éãéì÷åà âåç ìë :úéëøò ãçä úå÷éøôä èôùî

å b = qa + r íéîéKîä íéãéçé íéîìù r å q íéîé÷ éæà .íìù øôñî b å éòáè øôñî a éäé :úéøàù íò ä÷«ìç

.0 ≤ r < a

:∣a∣ ë d(a) úà úç÷ì øùôà ℤ åðä âåçäù äø÷îá

ãò äãéçé àéä åæ äâöäå íééðåùàø íéøôñî ìù äìôëîë äâöäì ïúð éòáè øôñî ìë :íéøôñîä úøåú ìù éãåñéä èôùîä

.íéîøåâä øãñ éãë

d(x+y
√−1) = x2+y2 íéøéãâî .úéëøò ãç úå÷éøô ìòá ïëìå éãéì÷åà âåç åðä ℤ[

√−1] ñåàâ éøôñî âåç .à :úåàîâH

.(228 ãåîò ,úéøàðéì äøáâìà ,øåöéîò)

:íéðåù íé÷åøô éðù 6 ì ùé äæ âåçá .úéëøò ãç úå÷éøô ìòá åðéà ℤ[
√−5] âåçä .á

6 = 2 ⋅ 3 = (1 +
√−5)(1−√−5)
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äãù ìòî íéîåðéìåôä âåç .2

.ñôà íì�ë èòîëå R ì íéë�éù íé-ai ä åáù
∑∞

i=0 aiX
i äøåöäî éìîøåô éåèá åðä R âåç ìòî X äðúùîá íåðéìåô

.ï÷»úî íåðéìåô ,
∑n

i=0 aiX
i äøåöá íåðéìåô ìù ùãçî äáéúë .íåðéìåô ìù äìòîä ,íéîåðéìåô ìôë ,íéîåðéìåô øåáç

.íéð÷»úî íéîåðéìåô øåáò íâå R úåîìù íåçú ìòî íéîåðéìåô øåáò deg(fg) = deg(f) + deg(g) äçñ�ðä

èôùî úà çéëåäì éãë .±(f) = deg(f) äéö÷ðåôì ñçéá éãéì÷åà âåç àåä K äãù ìòî K[X] íéîåðéìåôä âåç

íò g(X) =
∑m

i=0 biX
i å an ∕= 0 íò f(X) =

∑n
i=0 aiX

i íéîåðéìåô éðùá ïðåáúð úéøàùä íò ÷åìçä

éæà .f1(X) = f(X) − an

bm
Xn−mg(X) éäé m ≤ n íà .f = 0 ⋅ g + f íùøð n < m íà .bm ∕= 0

íåðéìåôä .deg(r) < deg(g) å f1 = q1g + r ù êë q1, r ∈ K[X] úðúåð n ìò äéö÷åãðà .deg(f1) ≤ n− 1

.ù÷åáîë ,f = qg + r íé÷é q(X) = an

bm
Xn−m + q1(X)

éàðúá àåäùìë úåîìù íåçú àåä R åáù R[X] íéîåðéìåô âåç øåáò íâ ïåëð úéøàù íò ÷åìçä èôùîù êëì áì íéù

.(bm = 1 ,íãå÷ä óéòñä éçðåîá ,øîåìë) ï÷»úî íåðéìåô úåéäì g ÷ìåçîä úà íéìéáâîù

.úéëøò ãç úå÷éøô ìòá úåîìù íåçú àåä R[X1, . . . , Xn] íâ éæà ,úéëøò ãç úå÷éøô ìòá úåîìù íåçú R íà :èôùî

.úéëøò ãç úå÷éøô ìòá úåîìù éîåçú íä K[X1, . . . , Xn] å ℤ[X1, . . . , Xn] èøôá
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íåðéìåô ìù íéùøù .3

.f(®) = 0 íà f(X) ìù (root) ùøù äðåëé K ìù ® øáà .K äãùá íéîã÷î íò íåðéìåô f(X) éäé

.(X − ®)∣f(X) íà ÷øå íà f ìù ùøù àåä ® éæà .® ∈ K éäéå f ∈ K[X] éäé :à3 äîì

.f(®) = 0 ù (X − ®)∣f(X) î òáåð ,ìôëäå øåáçä ìò úøîåù íéîåðéìåôá ® ìù äáöäå ìéàåä :äçëåä

ù êë q, r ∈ K[X] íéîåðéìåô ïúåð úéøàù íò X − ® á f(X) ìù ÷åìç .f(®) = 0 ù çéðð ,êôäì

(1) f(X) = q(X)(X − ®) + r(X)

r = 0 úðúåð (1) á ® ìù äáöä .r ∈ K äø÷î ìëá .−∞ åà 0 åðä deg(r) ïëì .deg(r) < deg(X − ®) å

.(X − ®)∣f(X) ïëìå

:íéîøåâì ÷åøô úøæòá åæ äàöåú ìá÷ì øùôà ,f(X) =
∑n

k=0 akX
k íà ,ïéôåìçì

f(X) = f(X)− f(®) =

n∑

k=0

ai(X
k − ®k) =

n∑

k=0

k−1∑

i=0

®iXk−i−1(X − ®)

:á3 äàöåú

.íéùøù n øúåéä ìëì K á ùé n äìòîî f ∈ K[X] íåðéìåôì (à)

f(X) = éæà ,®1, . . . , ®n íäå K á íéðåù íéùøù n ùé an ïåéìò íã÷î ìòá n äìòîî íåðéìåôì íà (á)

.an
∏n

i=1(X − ®i)

.n ìò äéö÷åãðà ìòôä :äçëåä

.K[X] á øáë f úà ÷ìçî g éæà K ìù L äáçøä äãù ìòî f úà ÷ìçî g íàå f, g ∈ K[X] íà :â3 äîì

àöîð øîåìë :úéøàù íò g á f úà ÷ìçð ℎ ∈ K[X] ù çéëåäì éãë .ℎ ∈ L[X] øùàá f = ℎg ù çéðð :äçëåä

ù íéìá÷î åðééä q ∕= ℎ äéä åìà .r = (ℎ− q)g ,ïëì .deg(r) < deg(g) å f = qg+ r ù êë q, r ∈ K[X]

.ℎ = q ∈ K[X] ,ïëì .r úøéçáì äøéúñá ,deg(r) ≥ deg(g)

ù êë k øúåéá ìåãâä éòáèä øôñîë f ∈ K[X] íåðéìåô ìù ® ùøù ìù (multiplicity) éåáø øéãâð

(X − ®)∣f(X) ,úåøçà íéìîá .1 åéåáø íà (simple root) èåùô ùøù àåä ® ù øîàð .(X − ®)k∣f(X)

àåä ® ù øîàð óåñáì .2 åéåáø íà f ìù (double root) ìåôë ùøù àåä ® ù øîàð .(X − ®)2 ∤ f(X) íìåà

.2 úåçôì åéåáø íà (multiple root) äá�î ùøù

® íà .L á íéîã÷î íò íåðéìåôë íâ f úà úåàøì øùôà f ∈ K[X] å K ìù äáçøä äãù àåä L íà

ïåúð íåðéìåôì íàä ÷ãáì åðì øùôàî íåðéìåô ìù úøæâðä âùåî .L ì øáòîá äðúùî åéåáø ïéà K á f ìù ùøù àåä

.K ìù äáçøä äãùá íéá�î íéùøù ùé f ∈ K[X]
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íåðéìåôë f(X) =
∑n

i=0 aiX
i íåðéìåô ìù (derivative) úøæâðä úà íéøéãâî

.f ′(X) =

n∑

i=1

iaiX
i−1

:éæà .a ∈ K å f, g ∈ K[X] åéäé .íéîåðéìåôì øéùé ïôàá ä÷éãáì íéðúð äæéìðàî íéòåãéä úåøæâðä éììë

,(af(X))′ = af ′(X) (à2)

,(f(X) + g(X))′ = f ′(X) + g′(X) (á2)

,(f(X)g(X))′ = f(X)g′(X) + f ′(X)g(X) (â2)

.òåá÷ f ∈ K éæà f ′(X) = 0 å ñôàì äåù K ìù ïåéôàä íà (ã2)

.f(X) =
∑n

i=0 aiX
pi íà ÷øå íà f ′(X) = 0 éæà char(K) = p > 0 íà (ä2)

.f ′(®) = 0 íà ÷øå íà äá�î ùøù åðä ® éæà .f ∈ K[X] íåðéìåô ìù ùøù ® ∈ K éäé :ã3 äîì

éæà .k ≥ 2 øùàá f(X) = (X − ®)kg(X) ù íãå÷ çéðð :äçëåä

.f ′(X) = k(X − ®)k−1g(X) + (X − ®)kg′(X)

.f ′(®) = 0 ïëì

ïëì .g(®) ∕= 0 å f(X) = (X − ®)g(X) éæà ,èåùô ùøù åðä ® úàæ úîåòì íà

f ′(X) = g(X) + (X − ®)g′(X)

.f ′(®) = g(®) ∕= 0 å

.X4 + 2X2 + 1 íåðéìåôä ìù ìåôë ùøù àåä
√−1 :ä3 äîâã

äìôëîì ÷øôúî f åáù K ìù L äáçøä äãù íé÷ úéáåéç äìòîî f ∈ K[X] íåðéìåô ìëìù çéëåäì øùôà

ìë åéìòîù L äáçøä äãù K ì íé÷ù çéëåäì øùôà ,ïë ìò øúé .L ì íéëéù f éùøù ìë èøôá .íééøàðéì íéîøåâ ìù

íéîøåâì L ìòî íé÷øôúî K á íéîã÷î íò íéîåðéìåô ÷ø àì ,åðééäã .íééøàðéì íéîøåâ ìù äìôëîì ÷øôúî íåðéìåô

àåäù íéøîåà äæë äãù ìò .íééøàðéì íéîøåâì åéìòî íé÷øôúî åîöò L á íéîã÷î íò íéîåðéìåô íâ àìà íééøàðéì

åæ äðåøçà äðòè .ℚ úà áéçøîä úéøáâìà øåâñ äãù àåä ℂ ,äîâãì .(algebraically closed) úéøáâìà øåâñ

äøáâìàá ñøå÷ä úøâñîî úåâøåç äéúåçëåä ìë .ñåàâ éãé ìò äðåùàøì äçëåäå äøáâìàä ìù éãåñéä èôùîä úàø÷ð

.úéøàðéì

óé÷îä K̃ úéøáâìà øåâñ äãù ,øîåìë .úéøáâìà øåâñ éøòæî äãù K ì íé÷ù çéëåäì øùôàù øîàðå óéñåð

C êåúì K̃ ìù ' íæéôøåîåæéà íé÷ éæà K úà óé÷îä úéøáâìà øåâñ äãù àåä C íà :äàáä äðåëúä ìòáå K úà
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(algebraic éøáâìàä øåâñä àø÷ðå (íæéôøåîåæéà éãë ãò) ãéçé ïôàá òá÷ð äæë äãù .a ∈ K ìëì '(a) = a ù êë

.K ìù closure)

áæòì éìá éøáâìàä øåâñá íéá�î íéùøù ùé K[X] á ïåúð íåðéìåôì íàä ÷ãáì øùôàî ñãéì÷åà ìù ïåëúîä

:K[X] úà

.gcd(f, f ′) = 1 íà ÷øå íà íéèåùô K̃ á f éùøù ìë éæà .f ∈ K[X] éäé :å3 ïåèôùî

.g(X)f(X) + ℎ(X)f ′(X) = d ù êë g, ℎ ∈ K[X] íéîé÷ éæà .d = gcd(f, f ′) éäé :äçëåä

.èåùô ùøù àåä ® ,ã3 äîì éôì ,ïëì .f ′(®) ∕= 0 éæà ,K̃ á f ìù ùøù åðä ® å d = 1 íà

.f ′ úà íâå f úà íâ ñôàé äæ ùøù .K̃ á ® ùøù d ì ùé ìéòì øîàðä éôì éæà deg(d) ≥ 1 íà ,êôäì

.f ìù äá�î ùøù àåä ® ,ã3 äîì éôì ,ïëì

øëæð .z ìù ãåîöä úà z̄ á ïîñð z áë�î øôñî ìëì .ℂ/ℝ äðä úåãù úáçøäì úåáåùçä úåàîâãä úçà

ùøù àåä z íàå f ∈ ℝ[X] íà ,ïëì .íîå÷îá ℝ éøáà ìò úøîåùå ,øåáçä ìòå ìôëä ìò úøîåù äãîöää úìåòôù

.f ìù ùøù àåä z̄ íâ f ìù áë�î

äìôëîì ,äøáâìàä ìù éãåñéä èôùîä éôì ,÷øôúî íéáë�î íéîã÷î íò úéáåéç äìòîî íåðéìåô ìëå ìéàåä

ãåò íäéìò óéñåäì ùé ℝ[X] á .íééøàðéìä íéîåðéìåôä íä ℂ[X] á íé÷éøô éàä íéîåðéìåôä ,íééøàðéì íéîøåâ ìù

.íééòåáø íéîåðéìåô

íééòåáøä íéîåðéìåôäå íééøàðéìä íéîåðéìåôä íä íé÷éøô éàä íééùîîä íéîåðéìåôä :æ3 äîì

aX2 + bX + c

.b2 − 4ac < 0 íäáù

äðåùä åìù ùøù àåä z̄ íâ éæà ,ℂ á f ìù ùøù àåä z íàå 2 ≤ äìòîî ï÷»úîå ÷éøô éà f ∈ ℝ[X] íà :äçëåä

.åì äåù ïëìå f(X) úà ÷ìçîä ÷éøô éà éùîî íåðéìåô àåä (X − z)(X − z̄) ïëì .z î

:ç3 äàöåú

.íé÷éøô éà íééòåáø íéîøåâå íééøàðéì íéîøåâ ìù äìôëîì ℝ[X] á ÷øôúî éùîî íåðéìåô ìë (à)

.éùîî ùøù ùé úéâåæ éà äìòîî éùîî íåðéìåô ìëì (á)

:ℚ ìòî íéàáä íéîåðéìåôä úåâåæ ìù øúåéá ìåãâä ÷ìçîä úà àöî :è3 ìéâøú

.X5 − 6X + 1 å X3 − 6X2 +X + 4 (1è)

.X6 +X3 +X + 1 å X2 + 1 (2è)
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ììëù êëì äîâã ïú .K á ùøù åì ïéà íà ÷øå íà ÷éøô éà åðä K äãù ìòî úéùéìù äìòîî f íåðéìåô :é3 ìéâøú

.úéòéáø äìòîî íåðéìåô ìò ìç åðéà äæ

:çëåä :àé3 ìéâøú

.F2 ìòî ÷éøô éà X2 +X + 1 (1àé)

.F7 ìòî ÷éøô éà X2 + 1 (2àé)

.F31 ìòî ÷éøô éà X3 − 9 (3àé)

.F11 ìòî ÷éøô éà X3 − 9 (4àé)
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úåöéøèî ïéáì úåéøàðéì úå÷úòä ïéá äîàúä .4

úåöéøèîä ïéáì K äãù ìòî n ãîîî éøåè÷å áçøî ìù úåéøàðéì úå÷úòä ïéá ÷åãää øù÷ä ìò äæ óéòñá ãîòð

.K ìòî n× n øãñî

íéâåç ìù íæéôøåîåæéà øéãâð

Φ: EndK(V ) → Mn(K)

A′ = (a′ij)1≤i,j≤n éäé T ∈ EndK(V ) øåáò .V ìù v1, . . . , vn ñéñá ìù äøéçáá éåìú íæéôøåîåæéàä

:íéñçéä éãé ìò úøãâåîä Mn(K) á äöéøèîä

(1) Tvi =

n∑

j=1

a′ijvj i = 1, . . . , n

íâ (1) úà íùøð .(A = (A′)t ïîñð) j å i ìëì aij = a′ji øîåìë ,A′ ìù úôìçåîä äöéøèîä A = (aij) éäé

äøåöá

(2) .T vi =

n∑

j=1

ajivj i = 1, . . . , n

äöéøèîä ïúðäá ,êôäì .v1, . . . , vn ñéñáä éôì T ì äîéàúîä äöéøèîä äðä Φ(T ) ù øîàðå Φ(T ) = A øéãâð

íâ úøîåù Φ ,ïë ìò øúé .ìòå úéëøò ãç ãç äðä Φ ïëì .T : V → V úéøàðéì ä÷úòä (2) øéãâî Mn(K) á A

Svi =
∑n

j=1 bjivj å úôñåð ä÷úòä åðä S ∈ EndK(V ) íà ïëàå .K éøáàá ìôëä ìòå ìôëä ìò ,øåáçä ìò

éæà

S(Tvi) = S(

n∑

j=1

ajivj) =

n∑

j=1

ajiSvj =

n∑

j=1

aji

n∑

k=1

bkjvk =

n∑

k=1

(

n∑

j=1

bkjaji)vk

.ù÷åáîë ,Φ(TS) = BA = Φ(T )Φ(S) ïëì .BA äöéøèîä ìù é-ki-ä øáàä åðä
∑n

j=1 bkjaji

íà ÷øå íà f(T ) = 0 ,èøôá .Φ(f(T )) = f(A) éæà .f ∈ K[X] å A = Φ(T ) àåôà éäé

.f(A) = 0

äî .[T ]v á íâ Φ(T ) úà ïîñð úåìéòéá úåöéøèîì úåéøàðéì úå÷úòä ïéá äîàúäá ùîúùäì ìëåðù éãë

:íéàáä íéììëá åìà íéðåîéñá íëúñî åðçëåäù

.T = S íà ÷øå íà [T ]v = [S]v (à3)

,[T + S]v = [T ]v + [S]v (á3)

,[TS]v = [T ]v[S]v (â3)
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.[¸T ]v = ¸[T ]v (ã3)

éæà w =
∑n

i=1 bivi íà .Kn ìò V ìù w 7→ [w]v íæéôøåîåæéà íâ òáå÷ V ìù v ñéñáä

[w]v =

⎛
⎝

b1
...
bn

⎞
⎠

:ììëä éãé ìò íãå÷ä íæéôøåîåæéàì øù÷úî äæ íæéôøåîåæéà

.[Tw]v = [T ]v[w]v (4)

:àáä áåùçäî ìéòìã íéðåîéñá òáåð äæ ììë

Tw =

n∑

i=1

biTvi =

n∑

i=1

bi

n∑

j=1

ajivj =

n∑

j=1

(

n∑

i=1

ajibi)vj

áçøîë V = Kn áçøîä úà äàøð .íéùåîùì áåùç äéäé úå÷úòäì úåöéøèî úîàúä ìù ãçà éèøô äø÷î

øàùá 0 å é-i-ä íå÷îá 1 äáù äãåîòä åðä ei øùàá ,e1, . . . , en ,éòáè ñéñá äæ áçøîì .n êøàî úåãåîò ìù

éæà .Tv = Av éãé ìò úøãâåîä V ìù úéøàðéìä ä÷úòää T éäé .Mn(K) á äöéøèî A = (aij) éäé .úåîå÷îä

Tei =

⎛
⎜⎝

a11 ⋅ ⋅ ⋅ a1i ⋅ ⋅ ⋅ a1n
a21 ⋅ ⋅ ⋅ a2i ⋅ ⋅ ⋅ a2n
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

an1 ⋅ ⋅ ⋅ ani ⋅ ⋅ ⋅ ann

⎞
⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
...
1
...
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎝

a1i
a2i
...

ani

⎞
⎟⎟⎠ =

n∑

j=1

ajiej

.e1, . . . , en ñéñáä éôì T ì äîéàúîä äöéøèîä äðä A ïëì

ù êë pij ∈ K íéîé÷ éæà .V ì óñåð ñéñá w1, . . . , wn éäé .ñéñáá Φ ìù úåìúä úà äúò ïçáð

wi =

n∑

j=1

pjivj i = 1, . . . , n

,Twi =
∑n

j=1 bjiwj éäé .w1, . . . , wn ì v1, . . . , vn î øáòîä úöéøèî àø÷ú P = (pij)1≤i,j≤n

:íéðåù íéðôà éðùá áùçì øùôà Twi úà .B = [T ]w éæà .B = (bij) ïîñð .i = 1, . . . , n

Twi =

n∑

j=1

pjiTvj =

n∑

j=1

pji

n∑

k=1

akjvk =

n∑

k=1

(

n∑

j=1

akjpji)vk

Twi =

n∑

j=1

bjiwj =

n∑

j=1

bij

n∑

k=1

pkjvk =

n∑

k=1

(

n∑

j=1

pkjbji)vk
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ïëìå ,B = P−1AP ,AP = PB ïëì

(5) .[T ]w = P−1[T ]vP

.Bt = [T ]w éæà ,(5) éãé ìò øãâåî w1, . . . , wn å ,(4) úà úîé÷îä äëéôä äöéøèî àéä P íà ,êôäì

äëéôä äöéøèî úîé÷ íà (åæì åæ úåîåã åà) åæì åæ úåãåîö A,B ∈ Mn(K) úåöéøèîù øîàð åðà

.B = P−1AP ù êë P ∈ Mn(K)

:ïåéãä úà úîëñî äàáä äîìä

úåãåîö T úà úåâöéîä úåöéøèîä ìë éæà .K äãù ìòî åîöò êåúì V éøåè÷å áçøî ìù úéøàðéì ä÷úòä T éäé :à4 äîì

.ä÷úòää äúåà úà úåâöéî ïä ,åæì åæ úåãåîö úåöéøèî íà ,êôäì .åæì åæ

äéäú ä÷úòäì äîéàúîä äöéøèîäù êë äæë ñéñá äðåúð úéøàðéì ä÷úòä øåáò àöîì àåôà äéäú åðúøèî

.øùôàä ìëë äèåùô äãåîö äöéøèî äì ùôçð ,äöéøèî ïúðäá ,ïéôåìçì .øùôàä ìëë äèåùô

.Aed = −a0e1 − ⋅ ⋅ ⋅ − aded å i = 0, 1, . . . , d − 1 øåáò Aei = ei+1 ù øéùé ïôàá àãå :á3 ìéâøú

íéùåâ úåöéøèî B′ = Diag(B′
1, B

′
2, . . . , B

′
m) å B = Diag(B1, B2, . . . , Bm) åéäé :â3 ìéâøú

.B′ ì äãåîö B éæà i = 1, . . . ,m øåáò B′
i ì äãåîö Bi íàù çëåä .úåéðåñëìà

.1, 2, . . . ,m ìù äøåîú ¼ éäé .B = Diag(B1, B2, . . . , Bm) úéðåñëìà íéùåâ úöéøèîá ïðåáúð :ã3 ìéâøú

.B′ = Diag(B¼(1), B¼(2), . . . , B¼(m)) ì äãåîö B ù çëåä

úîé÷îä úéøàðéì ä÷úòä àéä P øîåìë ,n ãîîî V éøåè÷å áçøî ìù äìèä P : V → V éäú :ä4 ìéâøú

äéäú åäéôì P ì äîéàúîä äöéøèîäù êë ñéñá V ì íé÷ù äàøä .V = Ker(P )⊕ Im(P ) ù çëåä .P 2 = P

äöéøèî ìù ïåñëìàá íéàöîð íé-1 äîëå íé-0 äîë .Diag(0, 0, . . . , 0, 1, 1, . . . , 1) äøåöäî úéðåñëìà äöéøèî

?åæ

.U = {(x, y, z) ∈ ℝ3 ∣ x− y + z = 0} øåùéîá ïðåáúð :å4 ìéâøú

.v2, v3 ∈ U ù êë ℝ3 ìù v1, v2, v3 ñéñáì v1 = (1,−1, 1) úà íìùä (1)

.v1 éãé ìò ùøôð Ker(P ) ù êë P : ℝ3 → ℝ3 äìèä àöîì éãë äæ ñéñá ìöð (2)

.äæ ñéñá éôì P ì äîéàúîä A äöéøèîä úà áùç (3)

.éòáèä ñéñáä éôì P ì äîéàúîä B äöéøèîä úà áùç (4)

.A = C−1BC ù êë C äëéôä äöéøèî àöî (5)
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ìéâøúá ùîúùä .T 2 = I úîé÷îä V éøåè÷å áçøî ìù úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäú :æ4 ìéâøú

äøåöäî úéðåñëìà äöéøèî äðä äæ ñéñá éôì T úà úâöéîä äöéøèîäù êë ñéñá íé÷ù çéëåäì éãë å4

.äìèä àéä P = I−T
2 :æîø .Diag(−1,−1, . . . ,−1, 1, 1, . . . , 1)
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íééðéô¸à íéøåè÷åe íééîöò íéëøò .5

V ìù ñéñá àöîì íéöåø åðà .úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäéå K äãù ìòî n ãîîî éøåè÷å áçøî V éäé

úøçà ,úéðåñëìà äöéøèîì òéâäì àåä øúåéá áåèä .øùôàä ìëë äèåùô åéìà ñçéá T ì äîéàúîä äöéøèîäù êë

.úéùì»ùî äöéøèîá íé÷ôúñî

àø÷ð åîöò v øåè÷åä .Tv ⊆ ¸v ù êë ñôàî äðåù v ∈ V íé÷ íà T ìù éîöò êøò äð�ëî K ìù ¸ øáà

.¸ ì êéùä T ìù éðéô¸à øåè÷å

.T ⟨v⟩ = ⟨v⟩ íà ÷øå íà T ìù éðéô¸à øåè÷å åðä v ù áì íéùð

íà ÷øå íà T ìù éîöò êøò åðä ¸ .éøåè÷å áçøî åäæ .V¸ = {v ∈ V ∣ Tv = ¸v} ïîñð ¸ ∈ K ìëì

.¸ ìù éøèîåàâä éåaXä äð�ëî V¸ ∕= 0 ìù ãîîä .V¸ ∕= 0

.¸ ì íéëéùä T ìù íééðéô¸àä íéøåè÷åä íä ñôàî íéðåùä V¸ ìù íéøáàä óñà

.êôäìå ,úéðåñëìà äöéøèî äðä [T ]v éæà ,íééðéô¸à íéøåè÷åî áëø»îä V ìù ñéñá åðä v1, . . . , vn íà

.ïåñëìì ú�ð¶ú�ð T ù øîàð äæ äø÷îá

íéëøòä .T (x, y) = (y, x) ,åðééäã .Y = X øùéì ñçéá óåw´ùä úéöîøåôñðøè T : ℝ2 → ℝ2 éäé :à5 äîâã

.Y = −X å Y = X íéøùéä íä íäì íéîéàúîä íéøåè÷åä éáçøî .1,−1 íä T ìù íééîöòä

.T ìù äæî äæ íéðåù íééîöò íéëøò ¸1, . . . , ¸m åéäé :á5 äîì

.úéøàðéì íééåìú íðéà v1, . . . , vm éæà .¸i ì êéùä T ìù éîöò øåè÷å vi éäé i ìëì (à)

,i = 1, . . . ,m ,vij íéøåè÷åä éæà .úéøàðéì íééåìú íðéàù V¸i á íéøåè÷å vi1, . . . , vili åéäé i ìëì (á)

.úéøàðéì íééåìú íðéà j = 1, . . . , li

.V ìù ñéñá íéåäî vij íéøåè÷åä éæà .
∑m

i=1 dim(V¸i) = n ù ,(á) ìù íéðåîéñá çéðð (â)

ú÷úòä D: V → V éäéå íéîòô óåñðéà úåøéæâä úåéùîîä úåéö÷ðåôä ìë áçøî V = C∞(ℝ) éäé :â5 äîâã

íéøôñî íä ¸1, . . . , ¸m íà ,èøôá .¸ ì êéùä .D ìù éðéô¸à øåè÷å äðä e¸t äéö÷ðåôä ¸ ∈ ℝ ìëì .äøéæâä

.ℝ ìòî úéøàðéì úåéåìú ïðéà e¸1t, . . . , e¸mt úåéö÷ðåôä ,(à)á5 äîì éôì ,éæà ,äæî äæ íéðåù íééðåùàø

:ã5 äàöåú

.íéðåù íééîöò íéëøò n øúåéä ìëì ùé T ì (à)

.ïåñëìì úðúð T éæà ,íéðåù íééîöò íéëøò n ùé T ì íà (á)

äðä äæ ñéñáì ñçéá T úà úâöéîä äöéøèîä .ℝ2 øåáò (1, 1), (1,−1) ñéñá øçáð à5 äîâãá :ä5 äîâã

.
(
1
0

0
−1

)
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:å5 äàöåú

.n ìò äìåò åðéà T ìù íéðåùä íééîöòä íéëøòä ìù íééøèîåàâä íééåáøä íåëñ (à)

.n åðä íééîöòä äéëøò ìù íééîöòä íéëøòä íåëñù àåä ïåñëìì úðúð T ù êëì ÷éôñîå éçøëä éàðú (á)

íé÷ íà A ìù éîöò êøò äð�ëî K ìù ¸ øáà .äöéøèî A ∈ Mn(K) éäú

x̃ =

⎡
⎣
x1
...
xn

⎤
⎦ ∈ Kn

.¸ ì êéùä A ìù éðéô¸à øåè÷å àø÷ð x̃ .Ax̃ = ¸x̃ ù êë ñôàî äðåù

.V ìù ñéñá v1, . . . , vn éäé :æ5 äàöåú

.íééðéô¸à íéëøò íúåà ùé [T ]v ìå T ì (à)

.[T ]v ì êéù [w]v íà ÷øå íà ¸ ì êéù w éæà .V á ñôàî äðåù øåè÷å w éäéå T ìù éîöò êøò ¸ éäé (á)

.íééîöò íéëøò íúåà ùé úåîåã úåöéøèîì :ç5 äàöåú

íåëñ íà ÷øå íà (ïåñëìì úðúð A ù íéøîåà äæ äø÷îá) úéðåñëìà äöéøèîì äîåã A ∈ Mn(K) äöéøèî :è5 äàöåú

.úéðåñëìà äöéøèîì äîåã A éæà ,íééîöò íéëøò n A ì ùé íà ,èøôá .n ì äåù íééîöòä äéëøò ìù íééøèîåàâä íééåáøä

D = P−1AP ù êë P ∈ Mn(K) äëéôä äöéøèî úîé÷ øîåìë ,ïåñëìì úðúð A ∈ Mn(K) ù çéðð :é5 äéòá

.D úéðåñëìàä äöéøèîä úàå P úðñëìîä äöéøèîä úà àöî .úéðåñëìà

éîöòä êøòä ¸j éäé j ìëì .A ìù íééðéôà íéøåè÷åî áëø»îä Kn ì p̃1, . . . , p̃n ñéñá åðàöîù çéðð :é÷ìç ïåøúô

.AP = PD ,ïëàå .D = Diag(¸1, . . . , ¸n) å P = (x̃1 . . . x̃n) éæà .p̃j ì íéàúîä A ìù

.àáä óéòñá úåùòì ìãúùð úàæ .úåàåùî úåëøòî ø¹úôì ùé x̃j íéøåè÷åä úàå ¸j úà àöîì éãë

.A =
(
0
1

1
0

)
àéäℝ2 ìù (1, 0), (0, 1) éòáèä ñéñáì äîéàúîä à5 äîâHá óå÷ùä ú÷úòäì äöéøèîä :àé5 äîâã

å P =
(
1
1

−1
1

)
,ïëì .

[−1
1

]
å
[
1
1

]
íä íéîéàúî íééðéôà íéøåè÷åå 1,−1 íä A ù íééðéô¸à íéëøò

.D =
(
1
0

0
−1

)
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äöéøèî ìù éðéÀô¸àä íåðéìåôä .5

ìù (characteristic polynomial) éðéô¸àä íåðéìåôä .Mn(K) á äöéøèî A = (aij)1≤i,j≤n å äãù K éäé

äèððéîøèãë øãâ»î A

fA(X) = det(XI −A)

:èåøô øúéá .n× n øãñî äãéçéä úöéøèî I å éøì÷ñ äðúùî X øùàá

fA(X) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

X − a11 −a12 ⋅ ⋅ ⋅ −a1n
−a21 X − a22 ⋅ ⋅ ⋅ −a2n

...
−an1 −an2 ⋅ ⋅ ⋅ X − ann

∣∣∣∣∣∣∣∣

:n äìòîî ï÷»úî íåðéìåô åäæ

fA(X) = Xn − tn−1X
n−2 + tn−2X

n−2 + ⋅ ⋅ ⋅+ (−1)nt0

ïôàá .äìù äèððéîéøèãä åðä t0 = det(A) å å A ìù äa÷Äòä åðä tn−1 = a11 + ⋅ ⋅ ⋅+ ann = tr(A) åáù

.i øãñî A ìù íéøåðéîä ìù íåëñ ìåôë (−1)i ì äåù tn−i ,éììë

:äá÷Äòä éììëî äùìù øéëæð

tr(aA) = atr(A)

tr(A+B) = tr(A) + tr(B)

tr(AB) = tr(BA)

äöéøèîä ìù éðéô¸àä íåðéìåôä åðä f(X) = Xn + an−1X
n−1 + ⋅ ⋅ ⋅+ a0 :à6 äîâã

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0
0 0 1 ⋅ ⋅ ⋅ 0
...
0 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 1

−a0 −a1 −a2 ⋅ ⋅ ⋅ −an−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

.äðåùàøä äãåîòä éôì det(XI −A) äèððîéøèãä úà íéçúôî .n ìò äéö÷åãðàá äçëåä

,ïë ìò øúé .A ìù éðéô¸àä íåðéìåôä ìù ùøù åðä ¸ íà ÷øå íà A äöéøèî ìù éîöò êøò åðä K ìù ¸ øáà :á6 èôùî

.íéðúùî ìù n äá�âî äãåîò àåä x̃ øùàá ,(¸I −A)x̃ = 0 úéðâåîåää úåàåùîä úëøòî ìù úåðåøúôä áçøî åðä V¸

äîåã A äöéøèî íà ,èøôá .äá÷òä äúåàå äèððéîøèãä äúåà íâ ïëìå éðéô¸à íåðéìåô åúåà ùé úåîåã úåöéøèîì :â6 äàöåú

.A ìù íééîöòä íéëøòä íä D ïåñëìàá íéãîåòä íéøáàä éæà ,D úéðåñëìà äöéøèîì
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.K ìòî úéðåñëìà äöéøèîì äîåã A ïéà ,K ì íéëéù íðéà A ∈ Mn(K) äöéøèî ìù íééîöòä íéëøòä íà :ã6 äàöåú

V ìù v1, . . . , vn ñéñá øçáð .úéøàðéì ä÷úòä T : V → V å K ìòî n ãîîî éøåè÷å áçøî V åéäé

äçÀñ�ðä úøæòá T ìù éðéôàä íåðéìåôä úà øéãâðå

fT (X) = f[T ]v(X)

.áèéä øã�â»î fT (X) ,ïëì .éðéôàä íåðéìåôä úà äðùî åðéà ïëìå äîåã äöéøèîì [T ]v úà øéáòî ñéñá éåðù

éãé ìò T : V → V øéãâðå K ìù íéøáà a0, . . . , an−1 åéäé :ä6 äîâã

Tv1 = v2, T v2 = v3, . . . , T vn−1 = vn, T vn = −a0v1 − ⋅ ⋅ ⋅ − an−1vn

éæà

.[T ]v =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 −a0
1 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 −a1
0 1 ⋅ ⋅ ⋅ 0 −a2
...
0 0 . . . 1 −an−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

.fT (X) = Xn + an−1X
n−1 + ⋅ ⋅ ⋅+ a0 ,ïëì .à6 äîâãá äòéôåîä äöéøèîä ìù úôìç ç»îä äöéøèîä éäåæ
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äöéøèî ïåñëì .7

.úåöéøèî ïåñëìì íéðåëúîì ïàë íëôäð øùà íééáåùç úåãåñé íðùé äúò ãò åðçëåäù íéèôùîá

äø÷îáå D úéðåñëìà äöéøèîì äãåîö A íàä àöîì éãë .Mn(K) á äöéøèî A éäé :úåöéøèî ïåñëìì ïåëúî .à7

:úåàáä úåàøåää éôì ìòô ,P−1AP = D ù êë P ∈ Mn(K) äëéôä äöéøèî àöîì äæ

.fA(X) = det(XI −A) :äöéøèîä ìù éðéôàä íåðéìåôä úà áùç (à)

úéðåñëìà äöéøèîì äãåîö A ïéà ,K ì íéëéù äàåùîä éùøù ìë àì íà .fA(X) = 0 äàåùîä úà øúô (á)

ìù íéðåùä íééîöòä íéëøòä åéäé åìà .äàåùîä ìù íéðåùä íéùøùä ¸1, . . . , ¸m åéäé ,úøçà .(ã6 äàöåú)

.K ì íéë�éù íìë .A

(úéøìåâðñä) úéðâåîåää úåàåùîä úëøòî ïåøúô éãé ìò V¸i íééîöòä íéøåè÷åä áçøîì ñéñá áùç i ìëì (â)

.(¸iI −A)(X) = 0

-V¸i ä ìù íéñéñáä ãåçà úøçà .(áå5 äàöåú) úéðåñëìà äöéøèîì äãåîö A ïéà
∑m

i=1 dim(V¸i) < n íà (ã)

ãçà ìë) Avi = ¹ivi ,((â)á5 äîì) A ìù íééîöò íéøåè÷åî áëøåîä Kn ìù v1, . . . , vn ñéñá äåäî íé

.P = (v1 v2 ⋅ ⋅ ⋅ vn) äöéøèîì (n êøàá úåãåîò íäù) íéøåè÷åä úà óøöð .(íé-¸j ä ãçàì äåù íé-¹i äî

úîé÷îä äëéôä äöéøèî éäåæ

P−1AP = Diag(¹1, ¹2, . . . , ¹n)

ñéñá .ℝ ìòî ïåñëìì úðúð äðéà A ,ïëì .±√−1 íä A =
(
0
1

−1
0

)
äöéøèîä ìù íééîöòä íéëøòä :á7 äîâã

øùàá P−1AP = D ,ïëì .
[

1√−1

]
åðä ℂ ìòî V−√−1 ì ñéñá .

[
1

−√−1

]
åðä ℂ ìòî V√−1 ì

P =

(
1 1

−√−1
√−1

)
D =

(√−1 0
0 −√−1

)

åðä A =
(
a
c

b
d

)
äöéøèî ìù éðéôàä íåðéìåôä .2× 2 øãñî úåöéøèî :â7 äîâã

.fA(X) = X2 − (a+ d)X + (ad− bc) = X2 − tr(A)X + det(A)

ïéçáð Disc(fA) = (a− d)2 + 4bc :äèððéîéø÷ñãä úà áùçð fA(X) = 0 úéòåáøä äàåùîä úà øúôì éãë

:íéø÷î äùìù ïéá

äîåã A ïéà ,(á) éôì ,ïëìå K ì íéëéù íðéà äàåùîä éùøù äæ äø÷îá .K á òåáø åðéà Disc(fA) :à äø÷î

.úéðåñëìà äöéøèîì (K ìòî)
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:K á íéðåù íéùøù éðù fA(X) ì ùé äæ äø÷îá .K á ñôàî äðåù òåáø àåä Disc(fA) = e2 :á äø÷î

.¸1,2 =
1

2
(a+ d± e)

äöéøèîä .
(

b
¸i−a

)
ìùîì éäé ¸i ì êéùä A ìù éîöò øåè÷å .1 ì

(
¸i−a
−c

−b
¸i−d

)
äöéøèîä úâøã äåù i = 1, 2 øåáò

.P−1AP =
(
¸1

0
0
¸2

)
ïëìå AP = P

(
¸1

0
0
¸2

)
íé÷ú àéä .P =

(
b

¸1−a
b

¸2−a

)
äéäú äîéàúîä úðñëìîä

áçøîä ãîî .¸ = 1
2 (a+ d) :ãáìá ãçà ùøù fA(X) ì ùé äæ äø÷îá .Disc(fA) = 0 :â äø÷î

V¸ =
{(x

y

)
∈ K2

∣∣ (¸I −A)

(
x

y

)
= 0

}

.¸I −A úâøãì íàúäá ,2 åà 1 àåä

ñéñáä úà V¸ ì øçáð .V¸ = K2 ïëì .dim(V¸) = 2 äæ äø÷îá .rank
(
¸−a
−c

−b
¸−d

)
= 0 :1â äø÷î

.úéðåñëìà äöéøèî àéä A = P−1AP =
(
¸
0

0
¸

)
å äãéçéä úöéøèî äéäú P .éòáèä

.úéðåñëìà äöéøèîì äîåã A ïéà (ã) éôì .dim(V¸) = 1 äæ äø÷îá .rank
(
¸−a
−c

−b
¸−d

)
= 1 :2â äø÷î

äëéôä äöéøèî ìá÷ð
(
q1
q2

)
øåè÷å éãé ìò K2 ì ñéñáì åúåà íéìùðå

(
p1

p2

) ∈ V¸ ñôàî äðåù øåè÷å øçáð íà íìåà

íé÷úé .P =
(
q1
q2

p1

p2

)

A

(
q1
q2

)
= ®

(
q1
q2

)
+ ¯

(
p1
p2

)

A

(
p1
p2

)
= ¸

(
p1
p2

)

ì äåù (X − ®)(X − ¸) ,äìù éðéôàä íðåìåôä ,óñåð ñéñáì ñçéá A úà úâöéî
(
®
¯

0
¸

)
äöéøèîäå ìéàåä

ù òáåð ïàëî .® = ¸ ïëì .fA(X)

A
(q1
q2

p1
p2

)
=

(¸q1 + ¯p1
¸q2 + ¯p2

¸p1
¸p2

)
=

(q1
q2

p1
p2

)(¸
¯

0

¸

)

àåôà ìëåð .¯ ∕= 0 ,úéðåñëìà äöéøèîì äîåã äðéà A å ìéàåä .úéùì»ùî äöéøèî àåä P−1AP =
(
¸
¯

0
¸

)
øîåìë

.P−1AP =
(
¸
1

0
¸

)
ù ìá÷ì éãë

(
¯p1

¯p2

)
á
(
p1

p2

)
úà óéìçäì

.c = 0 å a = d åà a ∕= d íà ÷ø íà ïåñëìì úðúð
(
a
c

0
d

)
äöéøèîù ìá÷ð èøôá :ã7 äîâã
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äöéøèî ìù éøòæîä íåðéìåôä .8

äæ óéòñá íéàúð ,6 óéòñá A ì åðîàúäù éðéô¸àä íåðéìåôì óñåðá .K äãù ìòî n × n øãñî äöéøèî A éäú

éøòæîä íåðéìåôä íà ÷øå íà K ìòî ïåñëìì úðúð A ù çéëåðå íéîåðéìåôä éðù ïéá øù÷ä ìò ãîòð ."éøòæî íåðéìåô"

.íééøàðéì íéîåðéìåô ìù äìôëîì K ìòî ÷øôúî

àéä A0 = I øùàá) f(A) =
∑n

i=1 ciA
i øéãâð .K á íéîã÷î íò íåðéìåô f(X) =

∑n
i=1 ciX

i éäé

äåäî àéä úåøçà íéìîá .ìôëä ìòå øåáçä ìò úøîåù f(X) 7→ f(A) ä÷úòää .(n× n øãñî äãéçéä äöéøèî

,f(A) = 0 íà .K éøáàá ìôëä ìò íâ úøîåù àéä ,ïë ìò øúé .K[X] → Mn(K) íéâåç ìù íæéôøåîåîåä

.f(X) úà ñôàî A ù øîàð

úåéåìú ,i = 0, . . . , n2 ,Ai úåöéøèîä ïëì .K ìòî n2 ãîîî éøåè÷å áçøîë Mn(K) úà úåàøì øùôà

ℎ(X) =
∑n2

i=0 ciX
i ïîñð

∑n2

i=0 ciX
i = 0 ù êë c0, . . . , cn2 íéîé÷ ,úåøçà íéìîá .K ìòî úéøàðéì

.ℎ(A) = 0 ù ìá÷ðå

.A ìù éøòæîä íåðéìåôä åì àø÷ð .ñôàî A ù úéøòæîä äìòîä ìòá ï÷»úîä íåðéìåôä úà mA(X) á ïîñð

.÷ãö»î òåãéä ä Àá ùåîùäù äçéëåî äàáä äîìä

íåðéìåôä àåä mA(X) èøôá .ñôàî A ù øçà íåðéìåô ìë ÷ìçî A úéòåáø äöéøèî ìù éøòæîä íåðéìåôä :à8 äîì

.ñôàî A ù úéøòæî äìòîî ãéçéä ï÷»úîä

.úéøàù íò ÷åìçä èôùîá ùîúùä :äçëåä

.éøòæî íåðéìåô åúåà ùé úåîåã úåöéøèîì :á8 äîì

áçøî àåä Hom(V, V ) å ìéàåä .úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå K äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé

úéøòæî äìòîî ï÷»úîä íåðéìåôä úà mT (X) á ïîñð .n2 äìòîî íåðéìåô T úñôàî n ãîîî K ìòî éøåè÷å

íåðéìåôä mT (X) ì àø÷ì ÷ãö»î ,ïëì .ñôàî T ù íåðéìåô ìë ÷ìçî mT (X) ,à8 äîìá åîë ,éæà .ñôàî T ù

.T ìù éøòæîä

ìôëäå ,ìôëä ,øåáçä ìò úøîåù T 7→ [T ]v ä÷úòää ,4 óéòñ éôì .V ìù ñéñá v1, . . . , vn äúò éäé

íà ÷øå íà f(X) úà ñôàî T ,èøôá .[f(T )]v = f([T ]v) í�é÷úî f ∈ K[X] íåðéìåô ìëì ,ïëì .øì÷ñá

.mT (X) = m[T ]v(X) ù ïàëî .f(X) úà ñôàî [T ]v

:â8 úåàîâã

.mA(X) = X − 1 å fA(X) = (X − 1)n éæà .n× n øãñî äãéçéä úöéøèî I éäú (à)

.mA(X) = fA(X) = X2 −X ïëì .A2 = A úîé÷î A =
(
1
0

0
0

)
äöéøèîä (á)
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äöéøèîä (â)

A =

⎛
⎝

1 0 0
0 0 0
0 0 0

⎞
⎠

.fA(X) = (X − 1)X2 å mA(X) = X2 −X ,ïëì .A2 = A úî�é÷î

úéáåéç äîâîá úéùàøä áéáñ 2¼
3 = 1200 úéåæá øåùéîä áåaÄñ úâö�éî A =

( cos 2¼
3

sin 2¼
3

− sin 2¼
3

cos 2¼
3

)
äöéøèîä (ã)

úà úñôàî äðéà A .mA(X)∣X3 − 1 = (X − 1)(X2 +X + 1) èøôá .A3 = I ïëì .éòáèä ñéñáì ñçéá

.mA(X) = X2 +X + 1 = fA(X) ïëì .A2 +A+ I = 0 íìåà X − 1

.Cayley-Hamilton èôùî úçëåäì äîã÷ä

äðúùîá Mn(K)[X] íéîåðéìåôä âåçáå K[X] ìòî n×n øãñî Mn(K[X]) úåöéøèîä âåçá ïðåáúð

.Mn(K) ìòî X

íéâåç ìù éòáè íæéôøåîåæéà íé÷ :ã8 äîì

': Mn(K[X]) → Mn(K)[X]

(
fij(X)

) 7→
r∑

k=1

AkX
k

fij(X) =

r∑

k=1

aijkX
k Ak = (aijk)

n
i,j=1

:ä8 äîâã
(
3 0
0 −1

)
X2 +

(−2 0
2 0

)
X +

(
1 −1
−3 2

)
=

(
3x2 − 2X + 1 −1

2X − 3 −X2 + 2

)

ℎ ∈ R[X] íé÷ íà ÷øå íà g(a) = 0 éæà .a ∈ R å g ∈ R[X] ,(éôåìç ä÷åã åàì) äãéçé íò âåç R åéäé :å8 äîì

.g(X) = ℎ(X)(X − a) ù êë

éæà .g(X) =
∑n

i=0 ciX
i ù çéðð :äçëåä

g(X)− g(a) =

n∑

i=0

ciX
i −

n∑

i=0

cia
i

=

n∑

i=0

ci(X
i − ai)

=

n∑

i=0

ci(X
i−1 + aXi−2 + ⋅ ⋅ ⋅+ ai−1)(X − a)

= ℎ(X)(X − a)
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.n− 1 äìòîî íåðéìåô åðä ℎ(X) øùàá g(X) = ℎ(X)(X − a) + g(a) ,øîåìë

.g(X) = ℎ(X)(X − a) éæà ,g(a) = 0 íà

ù êë q ∈ R[X] íé÷ù çéðð ,êôäì

.g(X) = q(X)(X − a)

,ïëì

.(q(X)− ℎ(X))(X − a) = g(a)

.ù÷Ëáîë ,g(a) = 0 ïëì .q(X)− ℎ(X) = 0 ù òáåð äæ ïåéåùî

íà ,ïëàå .f(a)g(a) ∕= ℎ(a) íìåà R[X] á íéîåðéìåô øåáò g(X)g(X) = ℎ(X) ù ïëúé :æ8 äøòä

.(a+b)2 ∕= a2+2ba+b2 íìåà (X+b)2 = X2 = 2bX+b2 éæà ,f(X) = g(X) = X−b å ab ∕= ba

íé÷ íà ÷øå íà g(A) = 0 éæà .äöéøèî A ∈ Mn(X) éäúå íåðéìåô g ∈ Mn(K)[X] éäé :ç8 äàöåú

.g(X) = ℎ(X)(XI −A) ù êë ℎ ∈ Mn(K)[X]

å (úôø�öîä äöéøèîä) Ã ∈ K[X] ,det(A) ∈ K[X] éæà A ∈ Mn(K[X]) íà :K[X] ìòî úåèððéîøèã

.ÃA = AÃ = det(A)I

,úåøçà íéìîá .äìù éðéô¸àä íåðéìåôä úà úñôàî A ∈ Mn(K) äöéøèî ìë :(Cayley-Hamilton) è8 èôùî

.fA(A) = 0

äöéøèîä ìò úôø�öîä äöéøèîä úçñ�ð úà ìéòôð .fA(X) = det(XI − A) =
∑n

i=1 ciX
i éäé :äçëåä

:XI −A ∈ Mn(K[X])

(X̃I −A)(XI −A) = det(XI −A)I

:ã8 äîì éôì Mn(K)[X] á ïåéåùì åîâøúð .Mn(K[X]) âåçá ïåéåù åäæ

H(X)(XI −A) =

n∑

i=0

(ciI)X
i

.åðòèù éôë ,fA(A) =
∑n

i=0 ciA
i = 0 ù òáåð ä8 äîìî

:ïúåð Cayley-Hamilton èôùîå à8 äîì ìù óåøöä
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.äìù éðéÀô¸àä íåðéìåôä úà ÷ìçî A ∈ Mn(K) äöéøèî ìù éøòæîä íåðéìåôä :é8 äàöåú

.é8 äàöåú úà íéìùî àáä èôùîä

.äìù éøòæîä íåðéìåôä ìù ä÷æç ÷ìçî A ∈ Mn(K) äöéøèî ìù éðéôàä íåðéìåôä :àé8 èôùî

ìéàåä .Mn(K)[X] ìù
∑m

i=0 biIX
i íåðéìåôë íâ mA(X) úà äàøð .mA(X) =

∑m
i=0 biXi éäé :äçëåä

ù êë H ∈ Mn(K)[X] íåðéìåô ç8 äàöåú éôì íé÷ ,äæ íåðéìåô úñôàî A å

.H(X)(XI −A) =

m∑

i=0

(biI)X
i (1)

:Mn(K[X]) á ïåéåùë íâ (1) úà úåàøì åðì úøùôàî ã8 äîì

.H(X)(XI −A) = mA(X)I (2)

í�é÷îä K[X] á ℎ(X) = det(H(X)) íåðéìåô ïúåð (2) ìù íéôâàä éðùá äèððéîøèãä áåùç

.ℎ(X)fA(X) = mA(X)n

:ïúåð àé8 èôùîå é8 äàöåú óåøö

íéëøòä íä åìà .íéùøºùä íúåà ùé äìù éøòæîä íåðéìåôìå A ∈ Mn(K) äöéøèî ìù éðéôàä íåðéìåôì :áé8 äàöåú

.A ìù íééðéôàä

äöéøèîä ìù éøòæîä íåðéìåôäå éðéôàä íåðéìåôä :âé8 äîâã
⎛
⎝

5 −6 −6
−1 4 2
3 −6 −4

⎞
⎠

.mA(X) = (X − 1)(X − 2) å fA(X) = (X − 1)(X − 2)2 íä

ìëù àåä K ìòî ïåñëìì úðúð A ∈ Mn(K) äöéøèîù êëì ÷éôñîå éçøëä éàðúù çéëåäì äúò åððåöøá

:äàáä äàöåúä úà äìéçú çéëåäì åðéìò êë íùì ,K ì íéë�éù äìù íééîöòä íéëøòä

éæà .úåéøàðéì úå÷úòä T1, T2: V → V äðééäúå K ìòî n ãîîî éøåè÷å áçøî V éäé :(Silvester) ãé8 èôùî

.dim(Ker(T1T2)) ≤ dim(Ker(T1)) + dim(Ker(T2))

v1, . . . , vk ñéñá øçáð .T2(Ker(T1T2)) ⊆ Ker(T1) å Ker(T2) ⊆ Ker(T1T2) ù êëì áì íéùð :äçëåä

éæà .Ker(T1T2) ì v1, . . . , vk, vk+1, . . . , vl ñéñáì åúåà íéìùðå Ker(T2) ì

.T2vk+1, . . . , T2vl ∈ Ker(T1)
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.l − k ≤ dim(Ker(T1)) ,ïëì .úéøàðéì íééåìú íðéà T2vk+1, . . . , T2vl ,ïë ìò øúé

.fA(X) úà ÷ìçî X−¸ ,ïëì .fA(¸) = 0 ,á6 èôùî éôì .A ∈ Mn(K) äöéøèî ìù éîöò êøò ¸ éäé

íéëøòä ìë íà .1 ≤ r ≤ n í�é÷î àåä .(X − ¸)r∣fA(X) åøåáòù r éáøîä êéøòîä äéäé ¸ ìù éøáâìàä éåáøä

.n ì A ìù íééøáâìàä íééåáøä íåëñ äåù ,K ì íéëéù A ìù íééîöòä

.¸ ìù éøáâìàä éåáøä ìò äìåò åðéà A ∈ Mn(K) äöéøèî ìù ¸ éîöò êøò ìù éøèîåàâä éåáøä :åè8 äîì

ì v1, . . . , vk ñéñá øçáð .ñéñá àåäù äæéà éôì A ì äîéàúîä T ä÷úòää øåáò èôùîä úà çéëåð :äçëåä

íåðéìåôä ìù åéúåá÷òáå äîéàúîä äöéøèîä áåùç .V ìù v1, . . . , vk, vk+1, . . . , vn ñéñáì åúåà íéìùðå V¸

øãñî äöéøèî àéä C øùàá ,fA(X) = (X − ¸)kfC(X) äøåöäî éðéôàä íåðéìåôä ìù ÷åøô ïúé éðéôàä

.(n− k)× (n− k)

ïåñëìì ïðúð A ù êëì ÷éôñîå éçøëä éàðú .K ì íéëéù íééîöòä äéëøò ìëù Mn(K) á äöéøèî A éäú :æè8 èôùî

.íéèåùô mA(X) éøòæîä íåðéìåôä ìù íéùøùä ìëù àåä K ìòî

mT (X) ìù íéùøùä ìë íà ÷øå íà ïåñëìì úðúð T : Kn → Kn úéøàðéì ä÷úòäù çéëåäì ÷éôñî :äçëåä

.íéèåùô

T úà âöéì øùôà éæà .T ìù íéðåùä íééîöòä íéëøòä ¸1, . . . , ¸m åéäé .ïåñëìì úðúð T ù íãå÷ çéðð

:úéðåñëìà äöéøèî úøæòá

B = Diag(¸1Ik1 , . . . , ¸mIkm)

,ïëì .n íîåëñù íééòáè íéøôñî íä k1, . . . , km øùàá

(B − ¸1I) ⋅ ⋅ ⋅ (B − ¸mI)

= Diag((¸1 − ¸1)Ik1 , . . . , (¸m − ¸1)Ikm) ⋅ ⋅ ⋅Diag((¸1 − ¸m)Ik1 , . . . , (¸m − ¸m)Ikm)

= 0

.íéèåùô mT (X) ìù íéùøùä ìë ïëì .mB(X) = (X − ¸1) ⋅ ⋅ ⋅ (X − ¸m) ù òáåð áé8 äàöåúî

ù çéðð ,êôäì

mT (X) = (X − ¸1) . . . (X − ¸m) (3)

A úà áéöð .T ìù íééîöòä íéëøòä íä åìà ,áé8 äàöåú éôì .K ìù äæî äæ íéðåù íéøáà íä ¸1, . . . , ¸m øùàá

:(3) á X íå÷îá

.0 = mT (T ) = (T − ¸1I) ⋅ ⋅ ⋅ (T − ¸mI)
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åè8 äîì éôìå Sylvester èôùî éôì .¸i ìù éøáâìàä éåáøä úà ki á ïîñð

n = dim(Ker(0)) ≤
m∑

i=1

dim(Ker(T − ¸iI)) =

m∑

i=1

dim(V¸i
) ≤

m∑

i=1

ki = n

.ïåñëìì úðúð T ù òáåð å5 äàöåúî .
∑m

i=1 dim(V¸i
) = n ,ïëì

.a ∕= d íà ÷øå íà ïåñëìì úðúð c ∕= 0 äáù
(
a 0
c d

)
úéùì»ùî äöéøèî :æé8 äîâã

ãéçéä éîöòä ùøùä .Ar = 0 ù êë r íé÷ íà (úéèðèåôì�ð) úéñéô²à äð�ëî n× n øãñî A äöéøèî :çé8 äîâã

.0 àéä íà ÷øå íà ïåñëìì úðúð äöéøèîä .0 àåä A ìù

char(K) ∤ r íà .Ar = I ù êë r íé÷ íà (úéèðèåôéðåà) úéðãéçé äð�ëî A ∈ Mn(K) äöéøèî :èé8 äîâã

.K̃ ìòî ïåñëìì úðúð A ,ïëì .íéèåùô äæ íåðéìåô ìù íéùøùä ìë .Xr − 1 åðä äìù éøòæîä íåðéìåôä éæà

ù øîàð .íéé÷ìç íéáçøî V1, . . . , Vm åéäéå éøåè÷å áçøî V éäé .éøåè÷å áçøî ìù øùé ÷åøô :ë8 ïåéãå äøãâä

øùàá v = v1 + ⋅ ⋅ ⋅ + vm äøåöá äãéçé äâöäì ïúð v ∈ V ìë íà V1, . . . , Vm ìù øùéä íåëñä åðä V

ù êë vi ∈ Vi íéîé÷ v ∈ V ìëì ,ïéôåìçì .V =
⊕m

i=1 Vi í¹ùøð äæ äø÷îá .i = 1, . . . ,m ,vi ∈ Vi

.w1, . . . , wm = 0 éæà ,w1 + ⋅ ⋅ ⋅+ wm = 0 íéî�é÷î wi ∈ Vi íàå v = v1 + ⋅ ⋅ ⋅+ vm

.V ìù ñéñá åðä v11, . . . , v1k1 , . . . , vm1, . . . , vmkm éæà ,Vi ì ñéñá åðä vi1, . . . , viki íà

éæà .T (Vi) ⊆ Vi,øîåìë ,íé-Vi äî ãçà ìë ìò øîåù T ù çéðð .úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäé

ñçéá T ∣Vi úà úâöéîä äöéøèîä àéä Ai íà .åîöò êåúì Vi ìù úéøàðéì ä÷úòä àåä Vi ì T ìù T ∣Vi íåöîöä

ñéñáì ñçéá T úà úâöéî A = Diag(A1, . . . , Am) úéðåñëìàä íéùåâä úöéøèî éæà Vi1, . . . , Viki ñéñáì

.v11, . . . , v1k1 , . . . , vm1, . . . , vmkm

V ìù øùé ÷åøô V =
⊕k

i=1 Vi å ,úéøàðéì ä÷úòä T : V → V ,éôåñ ãîîî éøåè÷å áçøî V åéäé :àë8 äîì

éæà .Ti ìù éøòæîä íåðéìåôä mi å Vi ì T ìù íåöîöä Ti åéäé .T éãé ìò íéøîùðä íéé÷ìç íéáçøî ìù øùé íåëñì

.mT = lcm(m1, . . . ,mk)
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äöéøèî ìù ïãøå'æ úøåö .9

äöéøèîì (K ìòî) äîåã A ù úåàøäì øùôà .K ì íéëéù íééîöòä äéëøò ìëù Mn(K) á äöéøèî A éäú

A éøáà ìë .íéîòô äîë ãçà ìë ,A ìù íééîöòä íéëøòä íéãîåò J ìù éùàøä ïåñëìàá :J úãç�éî úéùì»ùî

úà øãñì øùôà ,ïë ìò øúé .ñôàì íéåù äöéøèîä éøáà øúé .0 ì åà 1 ì íéåù éùàøä ïåñëìàì úçúî íéãîåòä

úøåö àø÷ú J äöéøèîä .A á ÷øå êà éúåäî ïôàá äéåìú äéäú J ù êë äãéçà äøåöá éðùîäå éùàøä íéðåñëìàä

.A ìù ïãøå'æ

íà .Ar = 0 ù êë éòáè r íé÷ íà (úéèðèåôìÄð æòìá åà) (úéñéô²à äðä A ∈ Mn(K) äöéøèîù øîàð

,äîâãì .r-úéñéôà A ù øîàð ,Ar−1 ∕= 0 êëì óñåðá
⎛
⎝

0 0 0
1 0 0
0 1 0

⎞
⎠

.rank(A) = 3 íâ íé÷úî äæ äø÷îá .3-úéñéôà äöéøèî àéä

.T r = 0 ù êë r íé÷ íà éñéô²à T ù øîàð .úéøàðéì ä÷úòä T : V → V å K ìòî éøåè÷å áçøî V éäé

.r-úéñéôà T ù øîàð ,T r−1 ∕= 0 äæì óñåðá íà

íà éñéôà A éæà ,V ìù ñéñá àåäù äæéàì ñçéá T : V → V úéøàðéì ä÷úòä âöéî A íà ,éììë ïôàá

.r-úéñéôà T íà ÷øå íà r-úéñôà A äæ äø÷îáå éñéôà T íà ÷øå

T äæì óñåðá íà .V = ⟨v, Tv, T 2v, . . .⟩ ù êë v ∈ V íé÷ íà T -éìâòî åðä V áçøîäù øîàð

íéåäî v, Tv, . . . , T r−1v éæà ,dim(V ) = r ,äæì óñåðá íà .V = ⟨v, Tv, . . . , T r−1v⟩ éæà ,r-éñéôà

.V ìù ñéñá

.V = ⟨v, Tv, T 2v, . . .⟩ ù êë v ∈ V íé÷ù çéðð .úéøàðéì ä÷úòä T : V → V å éøåè÷å áçøî V åéäé :à9 äîì

,V ìù ñéñá íéåäî v, Tv, . . . , T r−1v éæà .(äæë øôñî íé÷ù íéçéðî åðà) T rv = 0 ù êë øúåéá ïè÷ä øôñîä r éäé

àéä äæ ñéñá éôì T ì äîéàúîä äöéøèîäå Xr åðä T ìù éøòæîä íåðéìåôä

Jr(0) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0
1 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0
0 1 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0
...
0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

ù àåôà çéðð .úéøàðéì íééåìú íðéà íäù çéëåäì ÷éôñî ñéñá íéåäî v, Tv, . . . , T r−1v ù çéëåäì éãë :äçëåä

åðçëåäù äéö÷åãðàá çéðð .r − 1 ì 0 ïéá øôñî i éäé .
∑r−1

i=0 aiT
iv = 0 íéîé÷îä K ìù íéøáà íä a0, . . . , ar−1

úøøåâ ïåéåù éà ìò T r−1−i úìòôä .aiT iv + ⋅ ⋅ ⋅ + ar−1T
r−1v = 0 éæà .a0 = ⋅ ⋅ ⋅ = ai−1 = 0 ù øáë

.äîìù«ä äéö÷åãðàäå ,ai = 0 ,ïëì .T r−1v ∕= 0 äçðää éôì .aiT r−1v = 0
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.T r = 0 ,ïëì .w ∈ V ìëì T rw = 0 ù òáåð úîãå÷ä ä÷ñôäî .i ìëì T r(T iv) = 0 ù òáåð äøãâääî

.mT (X) = Xr ïëì .T r−1v ∕= 0 ,íìåà .d ≤ r øåáò mT (X) = Xd ù ïàëî

ì ùé éæà .r ãîîî T -éìâòî áçøî úú U å r -úéñéôà ä÷úòä T : V → V ,éôåñ ãîîî éøåè÷å áçøî V åéäé :á9 äîì

.V = U ⊕W íé÷îäå T éãé ìò øîùðä V ìù W áçøî úú íé÷ ,øîåìë .V á øùé T -íéìùî U

éæà ,r = 1 íà .W = V úç÷ì ìëåðå U = 0 éæà ,r = 0 íà .r ìò äéö÷åãðàá èôùîä úà çéëåð :äçëåä

.øùé T -íéìùî íâ åðä U ìù W øùé íéìùî ìë äæ äø÷îá .T = 0

ù êë v ∈ V íé÷ äçðää éôì .r − 1 øåáò äçëåä äîìäùå r ≥ 2 ù àåôà çéðð

.U ìù ñéñá íéåäî û, T û, . . . , T r−1û ,à9 äîì éôì .U = ⟨û, T û, . . . , T r−1û⟩
.V ′ ì T ìù íåöîöä úà T ′ á ïîñð .T éãé ìò íéøîùð U ′ å V ′ éæà .U ′ = TU å V ′ = TV ïîñð

úçðä .dim(U ′) = r − 1 ,à9 äîì éôì ,èøôá .U ′ = ⟨û, T ′û, . . . , (T ′)r−2û⟩ å r − 1-úéñôà T ′ éæà

ïîñð .V ′ = U ′ ⊕W ′ ù êë (T éãé ìò ïëìå) T ′ éãé ìò øîùðä V ′ ìù W ′ áçøî úú àåôà úðúåð äéö÷åãðàä

.T éãé ìò øîùðä V ìù áçøî úú àåä W0 éæà .W0 = T−1W ′

.Tw ∈ W ′ å Tv = Tu+Tw ù êë w ∈ V å u ∈ U íéîé÷ v ∈ V ìëì ,ïëàå .V = U+W0 :à äðòè

.w + (v − u−w) ∈ W0 ù ïàëî .v − u−w ∈ W0 ,ïëìå T (v − u−w) = 0 ,ïë åîë .w ∈ W0 èøôá

.v = u+ w + (v − u− w) ∈ U +W0 ù àåôà àöåé

.u =
∑r−1

i=0 aiT
iû ù êë a0, . . . , ar−1 ∈ K íéîé÷ éæà .u ∈ U∩W ′ éäé ,ïëàå .U∩W ′ = 0 :á äðòè

,ïëì .a0 = ⋅ ⋅ ⋅ = ar−2 = 0 ù ïàëî .
∑r−2

i=0 aiT
iû = Tu ∈ U ′ ∩W ′ = 0 ,ïëì

.u = ar−1T
r−1û = T r−2(T û) ∈ U ′ ∩W ′ = 0

.u = 0 ù àåôà ÷éñäì ìëåð

,ïëì .W ′ ⊆ W0 ù TW ′ ⊆ W ′ î òáåð ,ïë åîë .(U ∩ W0) ∩ W ′ = 0 ù òáåð á äðòèî

ù êë W0 ìù W ′′ áçøî úú øçáð .(U ∩W0)⊕W ′ = (U ∩W0) +W ′ ⊆ W0

.(U ∩W0)⊕W ′ ⊕W ′′ = W0

.W = W ′ ⊕W ′′ ïîñð

.TW ⊆ TW0 = W ′ ⊆ W ,ïëàå .T éãé ìò øîùð W :â äðòè

úøãâäî ,óåñáì .V = U +W0 = U + (U ∩W0) +W = U +W ,ïëàå .V = U ⊕W :ã äðòè

.äìËk äîìä úçëåä úà íâå ã äðòè úçëåä úà íéìùî äæ ïåòè .U ∩W = (U ∩W0) ∩W = 0 ù òáåð W ′′

28



áçøî Vi øùàá V =
⊕m

i=1 Vi éæà .úéñéôà ä÷úòä T : V → V å éôåñ ãîîî éøåè÷å áçøî V åéäé :â9 äîì

.ri -éñéôà Vi ì T ìù íåöîöäå ri ãîîî T -éìâòî

ù êë v ∈ V íé÷ ,ïëì .T r−1 ∕= 0 å T r = 0 ,úåøçà íéìîá .r-úéñéôà T ù êë r íé÷ äçðää éôì :äçëåä

ìù íåöîöä ,ïë ìò øúé .r ãîîî T -éìâòî áçøî àåä V1 = ⟨v, Tv, . . . , T r−1v⟩ ,à9 äîì éôì .T r−1v ∕= 0

.V = U ⊕W íé÷îäå T éãé ìò øîùðä V ìù W áçøî úú úðúåð á9 äîì .r1 = r ïîñð .r-éñéôà V1 ì T

W =
⊕m

i=2 Vi øùé ÷åøô úðúåð äéö÷åãðà úçðä .éñéôà W ì T ìù íåöîöäå V ìù äæî ïè÷ W ìù ãîîä

÷åøôä úà íéìá÷î åðà V1 íò ãçé .ri éñéôà Vi ì T ìù íåöîöäå ri ãîîî T -éìâòî áçøî úú àåä Vi ù êë

.V =
⊕m

i=1 Vi ù÷Ëáîä

V = ù êë v ∈ V íé÷ù çéðð .úéñéôà T − ¸I ù êë K ìù øáà ¸ å úéøàðéì ä÷úòä T : V → V åéäé :ã9 äîì

v, (T −¸I)v, . . . , (T −¸I)r−1v éæà .T −¸I ìù úåéñéôàä úâøã r éäé .⟨v, (T −¸I)v, (T −¸I)2v, . . .⟩
àéä äæ ñéñá éôì T úà úâöéîä äöéøèîäå (X − ¸)r àåä T ìù éøòæîä íåðéìåôä ,V ìù ñéñá íéåäî

Jr(¸) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

¸ 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0
1 ¸ ⋅ ⋅ ⋅ 0 0
0 1 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0
...
0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 1 ¸

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

øåáò) à9 äîì éôì .(T − ¸I)dv = 0 íé÷îä øúåéá ïè÷ä øôñîä d éäé .(T − ¸I)rv = 0 äçðää éôì :äçëåä

ïëì .mT−¸T (X) = (X − ¸)d ,r ìò äçðää éôì ,éðù ãöî .mT−¸I(X) = (X − ¸)d ,(T íå÷îá T − ¸I

.d = r

éæà .wi = (T − ¸I)iv éäé .V ìù ñéñá íéåäî v, (T − ¸I)v, . . . , (T − ¸I)r−1v ù òáåð à9 äîìî

Twi = ¸wi + (T − ¸I)wi = ¸wi + wi+1

.äîìá øîàðë T ìù äâöää úà ïúåð äæ

.úéñéñá ïãøå'æ úöéøèî äð�ëî á9 äîìá äòéôåîä Jr(¸) äöéøèîä

V éæà .K ì êéù àåäå ¸ ãéçé éîöò øåè÷å T ì ùéù çéðð .T : V → V å éôåñ ãîîî éøåè÷å áçøî V éäé :ä9 äîì

àåä Vi ì T − ¸I ìù íåöîöäå ri ãîîî (T − ¸I)-éìâòî áçøî àåä Vi ìë ,V =
⊕m

i=1 Vi øùé íåëñì ÷øôúî

.ri -úéñéôà ä÷úòä

.á9 äîìî àåôà úòáåð äîìä .r àåäù äæéà øåáò (T − ¸I)r = 0 ù òáåð äçðääî :äçëåä
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úðúð T éæà .K ì êéù àåäå ¸ ãéçé éîöò øåè÷å T ì ùéù çéðð .T : V → V å éôåñ ãîîî éøåè÷å áçøî V éäé :å9 äîì

.éùàøä ïåñëìàá ¸ íò úéñéñá ïãøå'æ äöéøèî äðä Ji øùàá J = Diag(J1, . . . , Jl) úéðåñëìà äöéøèî éãé ìò äâöäì

T − ¸I ,úåøçà íéìîá .mT (X) = (X − ¸)r = 0 ù êë éòáè r íé÷ù òáåð ¸ å T ìò úåçðääî :äçëåä

.ä9 å á9 úåîìäî äúò úòáåð äîìä .úéñéôà

.dim(V1) ≥ dim(V2) ≥ ⋅ ⋅ ⋅ ≥ dim(Vm) :åãøéå åëìé íäéãîîù êë ä9 äîìá íé-Vi ä úà øãñì øùôà

.éùàøä ïåñëìàá ¸ íò ïãøå'æ úöéøèî àéä å9 äîìáù J ù øîàð .åãøéå åëìé Ji úåöéøèîä ìù íéøãñä íâ éæà

íéëøòä ¸1, . . . , ¸m åéäéå ,úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäú ,n ãîîî K ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :æ9 äîì

íéáçøî ìù V =
⊕m

i=1 Vi øùé íåëñì ÷øôúî V éæà .K ì íéëéù ¸1, . . . , ¸m ù çéðð .T ìù íéðåùä íééîöòä

.¸i åðä T ∣Vi ìù ãéçéä éîöòä êøòäå T éãé ìò íéøîùðä Vi íéé÷ìç

.Vj = gj(T )V å gj(X) =
∏

i ∕=j(X − ¸i)
ki ïîñð .fT (X) =

∏m
i=1(X − ¸i)

ki äçðää éôì :äçëåä

.Vj ìò øîåù T ,úåøçà íéìîá .T
(
gj(T )v

)
= gj(T )(Tv) ∈ Vj éæà

,v ∈ V ìëì ,ïëì (T − ¸jI)
kjgj(T ) = fT (T ) = 0 ,ïåèìéîä-éìéé÷ èôùî éôì

.(T − ¸jI)
kjgj(T )v = fT (T )v = 0

.¸j àåä (T − ¸jI)∣Vj ìù ãéçéä éîöòä êøòäù ïàëî .(T − ¸jI)
kj ∣Vj = 0 ,ïëì

àåä g1(X), . . . , gm(X) íéîåðéìåôä ìù éáøîä óú»ùîä ÷ìçîäù áì íéùð V =
∑m

i=1 ù çéëåäì éãë

V á v ìë øåáòù ïàëî .
∑m

i=1 ei(X)gi(X) = 1 ù êë e1(X), . . . , em(X) íéîåðéìåô íéîé÷ ,ïëì .1

:íé÷úî

.v =

m∑

j=1

ej(T )gj(T )v =

m∑

j=1

gj(T )
(
ej(T )v

) ∈
m∑

j=1

Vj

k ∕= j íà .
∑m

j=1 vj = 0 ù çéððå j = 1, . . . ,m ,vj ∈ Vj á ïðåáúð äâöää úåãéçé úà çéëåäì éãë

ù ïàëî .gk(T )gj(T ) = 0 ,ïëìå fT (X) ìù äìåôë åðä gk(X)gj(X) éæà

.gk(T )vk =

k∑

j=1

gk(T )vj = gk(T )

m∑

j=1

vj = 0

,ïëì .j ∕= k ìëì ej(T )gj(T )vk = 0 ,óñåðá .ek(T )gk(T )vk = 0 ïëì

.vk =

m∑

j=1

ej(T )gj(T )vk = 0

.ùøãðë

.óéòñä ìù éæëøîä èôùîä úà ïúåð æ9 äîìå å9 äîì ìù óåøöä
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åéäéå úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäú ,K äãù ìòî n ãîîî éøåè÷å áçøî V éäé :(ïãøå'æ) ç9 èôùî

úéðåñëìà äöéøèî éãé ìò âåöéì úðúð T éæà .¸1, . . . , ¸m ∈ K ù çéðð .T ìù íééîöòä íéùøùä ìë ¸1, . . . , ¸m

.éùàøä äðåñëìàá ¸i íò ïãøå'æ äöéøèî àéä Ji øùàá J = Diag(J1, . . . , Jm)

:úåöéøèîä úôùì ç9 èôùî úà íâøúð

K ìòî äîåã A éæà .K ì íéëéùä ¸1, . . . , ¸m íéðåù íééîöò íéëøò úìòá äöéøèî A ∈ Mn(K) éäú :è9 èôùî

.éùàøä äðåñëìàá ¸i íò ïãøå'æ úöéøèî àéä Ji øùàá J = Diag(J1, . . . , Jm) úéðåñëìà äöéøèîì

ïéá ìéãáî 0 å (0 êøàî ï÷ìç) íé-1 ù úåàøùøù li î éåðá Ji äöéøèîá éùàøä ïåñëìàì úçúîù ïåñëìàä

Ji ìù éùàøä ïåñëìàì úçúîù ïåñëìàá úåàøùøùä øôñî úà nj(J, ¸i) á ïîñð i ìëì .úåëåîñ úåàøùøù éúù

.ãáìá A ìù äéö÷ðåôë äæ øôñîì äçñ�ð ïúåð àáä èôùîä .j ïëøàù

éòáè j ìëì íé÷úî è9 èôùî ìù úåçðäá :é9 èôùî

nj(J, ¸i) = rank
(
(A− ¸iI)

j)− 2rank
(
(A− ¸iI)

j+1
)
+ rank

(
(A− ¸iI)

j+2
)

íééîöòä íéëøòä øãñ éãë ãò) A éãé ìò ãéçé ïôàá úòá÷ð è9 èôùî ìù J äöéøèîäù òáåð ç9 èôùîî

íéòãåé åðàù éàðúá A ìù ïãøå'æ úøåö áåùçì ïåëúî ïúåð é9 èôùî .A ìù ïãøå'æ úøåö äì àø÷ð .(¸1, . . . , ¸m

.A ìù íééîöòä íéëøòä úà áùçì

.A äöéøèî ìù éøòæîä íåðéìåôä úà áùçì úåøùôà íâ åðì ïúåð é9 èôùî

éæà .ndi(J, ¸i) ∕= ù êë øúåéá ìåãâä øôñîä di éäé è9 èôùî ìù úåçðäá :àé9 èôùî

.mA(X) =

m∏

i=1

(X − ¸i)
di+1

:ïä A ìù úå÷æçä .fA = X8 àåä ïìäì A äöéøèî ìù éðéôàä íåðéìåôä :áé9 äîâã

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 −2 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

A2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

A3 = (0)
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,ïëì .i ≥ 3 ìëì rank(Ai) = 0 å ,rank(A2) = 1 ,rank(A) = 4 :ïä åìà úå÷æç ìù úåâøãä

ni(J, 0) = 0 i ≥ 3

N2(J, 0) = rank(A2) = 1

n1(J, 0) = rank(A)− 2rank(A2) = 4− 2 = 2

n0(J, 0) = rank(A0)− 2rank(A) + rank(A2) = 8− 2 ⋅ 4 + 1 = 1

àåôà äéäú A ìù ïãøå'æ úøåö

J =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎝

J3(0) 0 0 0
0 J2(0) 0 0
0 0 J2(0) 0
0 0 0 J1(0)

⎞
⎟⎠

.mA(X) = X3 ïëì

:ïãøå'æ èôùîá ùåîùì äîâã éøä

.äìù úôìç»îä äöéøèîì äîåã A ∈ Mn(K) äöéøèî ìë :áé9 èôùî

A äîåã äæ äø÷îá .K ì íéëéù A ìù íééîöòä íéëøòä ìë åáù äø÷îä øåáò ÷ø èôùîä úà çéëåð :äçëåä

í�é÷ú Jr(¸)
t úôìç»îä äöéøèîä .Jr(¸) úéñéñá ïãøå'æ úöéøèî ìëì èôùîä úà çéëåäì ÷éôñî .ïãøå'æ úöéøèîì

rank((Jr(¸)− ¸I)j) = rank((Jr(¸)
t − ¸I)j)

.Jr(¸) ì K ìòî äîåã Jr(¸)
t ù ïàëî .ïãøå'æ úøåö äúåà Jr(¸)

t ìå Jr(¸) ì ùé ,è9 èôùî éôì ,ïëì .j ìëì
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úåéøàðéì úåéìàéöðøôéã úåàåùî úëøòî .10

.úåéøàðéì úåéìàéöðøôéã úåàåùî úëøòî ïåøúôì åðä úåéòåáø úåöéøèî ìù äðé÷úä êéìäúì íé÷äáåîä íéùåîùä ãçà

êìäîá ùâôðù íéøåèä ìù úåñðëúä éìå÷ùì ñðëäì òðîðå íéîãå÷ä íéôéòñá åðçúôá íéìëä úîâãäá äô ÷ôúñð åðà

úàöåä ,ïåîâà ìàåîù ìù ''úéñì÷ äñéìðà,, øôñä ìù 307 � 287 íéãåîòá àöîì øùôà àùåðä ìò àöîî ïåéã .ïåéãä

.äëùú íéìùåøé ,ïåîã÷à

.A ∈ Mn(ℂ) éäéå ,x á íééåìúä íéáëåøî íéðúùî ìù n äáâî äãåîò y éäé ,áëåøî äðúùî x àåôà éäé

úåéìàéöðøôéãä úåàåùîä úëøòîìù äàøî úåãéçéäå íåé÷ä èôùî .y ìù úåøæâðä úãåîò úà y′ á ïîñð

(1) y′ = Ay

:ãéçé ïåøúô y(0) = b íéðåúð äìçúä éàðúá ùé

(2) y = eAxb

åáù

(3) .eAx =

∞∑

k=0

1

k!
Akxk

úåéö÷ðåôä ïë ìò øúé .Mn(ℂ[x]) á äöéøèîì ñðëúî (3) ìù ïéîé óâàá øåèä áëåøî x ìëìù úåàøäì øùôà

.íéìéâøä íéììëä éôì (3) ìù íéôâàä éðù úà øæâì øùôàå úåøéæâ äæë ïôàá úåìá÷úîä

äáöä éãé ìò ìùîì ìá÷úé äæ áçøîì ñéñá .n ãîîî éøåè÷å áçøî äåäî (1) ìù úåðåøúôä ìë óñà èøôá

.b íå÷îá äæ øçà äæá e1, . . . , en äãéçéä éøåè÷å ìù

òá÷úù äöéøèî àåä P ∈ Mn(ℂ) øùàá z = P−1y ,äðúùî óåìç òöáð (3) á øåèä úà áùçì éãë

äðåøúôå z′ = Jz äøåöä úà úåàåùîä úëøòî ìá÷ú (1) á J = P−1AP å z′ = P−1y′ áéöð íà .êùîäá

.y = PeJxc äéäé (1) úéøå÷îä äàåùîä ìù ïåøúôä .c = P−1b ,øùàá ,z = eJxc äîàúäá äéäé

äæ äø÷îá .D = Diag(¸1, ¸2, . . . , ¸n) øùàë àåä øúåéá çðä äø÷îä

.eJx = Diag(e¸1x, e¸2x, . . . , e¸nx)

úøæòá íúåà áùçì øùôà .úðñëìîä äöéøèîä àåä P å A ìù íééîöòä íéëøòä íä ¸1, ¸2, . . . , ¸n ù ïáåîë

.15 óéòñá ïåñëìä êéìäú

D øùàá ,J = N +D äæ äø÷îá .ïãøå'æ úøåöì äúåà àéáäì ïéãò øùôà ,A úà ïñëìì øùôà éà íà

äèåùô äøåö N ì ,ïë ìò øúé (11 óéòñ) ND = DN å Nn = 0 úîé÷îä äöéøèî N å úéðåñëìà äöéøèî

ù ïàëî ìá÷ð k ≥ n íà .äìù úå÷æçä áåùç ìò äìé÷îä ãçåéîá

.Jk =

k∑
m=0

(
k

m

)
NmDk−m =

n∑
m=0

(
k

m

)
NmDk−m
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.eND = eNeD :äðòè

:äçëåä

eNeD =

∞∑

i=0

1

i!
N i

∞∑

j=0

1

j!
Dj =

∞∑

k=0

∑

i+j=k

1

i!j!
N iDj

=

∞∑

k=0

1

k!

k∑

i=0

(
k

i

)
N iDk−i =

∞∑

k=0

1

k!
(N +D)k = eN+D

éæà ,D = Diag(¸1, . . . , ¸n) íà ïëì

eJx = eNxeDx =

n−1∑

k=0

1

k!
Nkxk ⋅Diag(e¸1x, . . . , e¸nx)

.úåéëéøòî úåéö÷ðåôå íéîåðéìåô ìù éôåñ óåøöë ïåøúôä úà åðâöä úàæá

.eJx =
(
1
x

0
1

)
ex éæà ,J =

(
1
1

0
1

)
íà ,äîâãì

y å x úåéåîëá æâ àöîð íéàúá .äøéãç äöéçî éãé ìò íéãøôåî Y å X íéàú éðù .íéæâ úåèùôúä :à17 äîâã

úåøéäîá X àúäî æâä èìîð äæì óñåðá .by úåøéäîá X ì Y îå ax úåøéäîá Y ì X î òôòôî æâä .äîàúäá

.a, a′, b, b′ ≥ 0 ù íéçéðî åðà .b′y úåøéäîá Y àúäîå a′x

ìá÷ð ïîæä éôì äîàúäá y ìùå x ìù úåøæâðä úà ẏ áå ẋ á ïîñð íà .t ïîæá ïáåîë úåéåìú y å x úåéåîëä

úåàåùîä úëøòî úà úåîé÷î ïäù
ẋ = −(a+ a′)x+ by

ẏ = ax− (b+ b′)y

.ïåøúôä ñðëúé íéòåá÷ä ìù íéëøò åìà øåáò åà éøåæçî ïåøúô ìá÷ð íéòåá÷ä ìù íéëøò åìà øåáò ìàùì äúò ïúð
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íééãéì÷åà íéáçøî .11

íãå÷ êéøö äæ èôùî çéëåäì éãë .ℝ ìòî ïåñëìì úðúð ℝ ìòî A úéøèîñ äöéøèî ìëù çéëåäì àéä äàáä åðúøèî

íéøôñîë ìë íãå÷ åììä íéëøòä úà íéàåø åðà äçëåäá .íééùîî íä A ìù íééîöòä íéëøòä ìëù çéëåäì ìë

íééøåè÷å íéáçøîì íééñéñá íééøèîåàâ íéâùåî íéñéðëî åðà êë íùì .åîöòì ãåîö íäî ãçà ìëù íéçéëåîå íéáë�î

äãù åà ℝ íééùîîä íéøôñîä äãù (íéàáä íéôéòñáå) äæ óéòñá K éäé ïåéãä úåãéçà ïòîì .ℂ ìòîå ℝ ìòî

.ℂ íéáë�îä íéøôñîä

úåùéøãä úà úîé÷îä ( , ): V × V → ℝ ä÷úòä äðä V á úéîéðô äìôëî .K ìòî éøåè÷å áçøî V éäé

:® ∈ ℝ å u, v ∈ V ìëì úåàáä

.(u, v) = (v, u) :úåéèéîøä (à)

.(u+ u′, v) = (u, v) + (u′, v) :úåéøàðéìéá (á)

.®(u, v) = (®u, v) :úåéðâåîåä (â)

.v ∕= 0 íà (v, v) > 0 :úåéáåéç (ã)

.éãéì÷åà áçøî åì íéàøå÷ K = ℝ íà .úéîéðô äìôëî áçøî íéàøå÷ úéøì÷ñä äìôëîä íò ãçé V áçøîì

:íä (ã)�(à) ìù úåéã�éî úåàöåú

.
∑m

i=1 ®i(ui, v) = (
∑m

i=1 ®iui, v) (ä)

.
∑m

i=1 ¯i(u, vi) = (u,
∑m

i=1
¯̄
ivi) (å)

.(0, v) = (u, 0) = 0 (æ)

v å u íéøåè÷å éðù ïéá ÷çøîä åìàå ∥v∥ =
√

(v, v) éåèáä éãé ìò úøãâåî v ∈ V øåè÷å ìù äîøåðä

åðä v ì u ïéá úéåæä ñåðéñå÷ óåñáì .d(u, v) = ∥u− v∥ åðä

. cos(u, v) =
(u, v)

∥u∥ ⋅ ∥v∥

.v = 0 íà ÷øå íà ∥v∥ = 0 ùå ∥v∥ ≥ 0 ù òáåð (æ) î

.(u, v) = 0 íà ïéôåìçì ,cos(u, v) = 0 íà äæì äæ íéáöð v å u ù øîàð .ñôàî íéðåù íéøåè÷å u, v åéäé

ù øîåà íéñåðéñå÷ä èôùî

∥u− v∥2 = ∥u∥2 − 2∥u∥∥v∥Re(cos(u, v)) + ∥v∥2

:ñøåâúô èôùî úà íéìá÷î äæì äæ íéáöð v å u íà èøôá

.∥u− v∥2 = ∥u∥2 + ∥v∥2
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:à11 àîâã

éãé ìò b = (b1, . . . , bn) å a = (a1, . . . , an) ïéá äìéâø úéîéðô äìôëî øéãâð V = Kn áçøîá .à

(a,b) =

n∑

i=1

aib̄i

∥a∥ =

√√√⎷
n∑

i=1

∣ai∣2

d(a,b) =

√√√⎷
n∑

i=1

∣ai − bi∣2

cos(a,b) =

∑
aib̄i√∑ ∣ai∣2
∑ ∣bi∣2

äçñ�ðä úøæòá Mn(ℝ) ìò úéîéðô äìôëî øéãâð .á

(A,B) = tr(AtB)

.A = (aij) íà ∥A∥2 =
∑n

i,j=1 a
2
ij èøôá

:øéãâð .[a, b] òè÷á úåôéöøä úåáë�îä úåéöðåôä ìë áçøî V å íééùîî íéøôñî a < b åéäé .â

(f, g) =

∫ b

a

f(x)ḡ(x)dx

éæà .K ìòî úéîéðô äìôëî áçøî V éäé :(õøåù-éùå÷ ïåéåù éà) á11 èôùî

∣(u, v)∣ ≤ ∥u∥∥v∥ (1)

.øùé åúåà ìò íéàöîð v å u íà ÷øå íà íé÷úî (1) á ïåéåùä ,ïë ìò øúé .u, v ∈ V ìëì

íé÷úî éùîî ¸ ìëì .∣"∣ = 1 éæà ." = (u,v)
∣(u,v)∣ ïîñð .(u, v) ∕= 0 ù çéðð úåéììëä úìáâä éìá :äçëåä

.0 ≤ ∥¸"u+ v∥ = ¸2∥u∥2 + 2∣(u, v)∣¸+ ∥v∥2

:úéáåéç äðéà åìù äèððéîéø÷ñãä ïëì .ãçà éùîî ùøù øúåéä ìëì ùé ïéîé óâàá (éùîîä) íåðéìåôì ,úåøçà íéìîá

4∣(u, v)∣2 − 4∥u∥2∥v∥2 ≤ 0

.∣(u, v)∣ ≤ ∥u∥∥v∥ ,øîåìë
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éæà .íéáë�î íéøôñî b1, . . . , bn å a1, . . . , an åéäé .à :â11 äîâã

.
∣∣

n∑

i=1

aib̄i
∣∣2 ≤ ( n∑

i=1

∣ai∣2
)( n∑

i=1

∣bi∣2
)

.ãçà øùé ìò úåàöîð (b1, . . . , bn) å (a1, . . . , an) úåãRðä éúù íà ÷øå íà ïåéåù íé÷úîå

éæà .[0, 1] òè÷á úåáë�î úåéö÷ðåô f, g äðééäú .á

∣∣
∫ 1

0

f(x)ḡ(x)dx
∣∣ ≤

∫ 1

0

∣f(x)∣2dx
∫ 1

0

∣g(x)∣2dx

.®f + ¯g = 0 ù êë ñôà íäéðù íðéàù íéáë�î ®, ¯ íéîé÷ íà ÷øå íà ïåéåù íé÷úîå

:úåàáä úåð÷ñîä úåòáåð ùìùîä ïåéåù éàî

.∥u+ v∥ ≤ ∥u∥+ ∥v∥ (à)

.∥u− v∥ ≥ ∥u∥ − ∥v∥ (á)

.d(u, v) ≤ d(u,w) + d(w, v) (â)
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úåð÷»úîå úåáöð úåëøòî .12

úåáöðä âùåî úà øéãâð .K äãù ìòî úéîéðô äìôëî áçøî V å ℂ äãùä úà åà ℝ äãùä úà K åðîñé äæ óéòñá

.áöð íéìùî ùé áçøî úú ìëìù äàøðå

±ij øùàá (e1, ej) = ±ij íà .(úéìîøåðåúøåà) úð÷»úîå úáöð úëøòî àø÷ú e1, . . . , ek íéøåè÷å úöåá÷

àø÷ú V ì ñéñá äåäîä úð÷»úîå úáöð úëøòî .øMðåø÷ ìù àúìãä äð�ëî ±ij .i ∕= j íà ñôàå i = j íà 1 åðä

.ï÷»úîå áöð ñéñá

:à12 úåàîâã

.ï÷»úîå áöð ñéñá äðä ℝn á e1, . . . , en äãéçéä éøåè÷å úöåá÷ .à

äæì äæ íéáöð íéðåù íéøáà éðù ìë C(−¼, ¼) á úåéö÷ðåô ìù äàáä äöåá÷á .á

1, cos(kt), sin(lt), k, l = 1, 2, 3, . . .

íéðåù íéøáà ìù úéããää úåáöðä .
√
¼ á (1 ì èøô) øáà ìë ÷åìç éãé ìò úð÷»úîå úáöðì åæ äöåá÷ êôäì øùôà

úåðåéåùäî úòáåð äöåá÷á

∫ ¼

−¼

sin(nt)dt = 0

∫ ¼

−¼

cos(nt)dt = 0

:úåàáä úåéåäæäîå

cos® ⋅ cos¯ =
1

2

(
cos(®+ ¯) + cos(®− ¯)

)

sin® ⋅ cos¯ =
1

2

(
sin(®+ ¯) + sin(®− ¯)

)

cos® ⋅ sin¯ =
1

2

(
sin(®+ ¯)− sin(®− ¯)

)

sin® ⋅ sin¯ =
1

2

(
cos(®− ¯)− cos(®+ ¯)

)

úåéåäæäî úåòáåð åìà úåéåäæ

cos(®+ ¯) = cos® ⋅ cos¯ − sin® ⋅ sin¯
sin(®+ ¯) = cos® ⋅ sin¯ + sin® ⋅ cos¯
cos(®− ¯) = cos® ⋅ cos¯ + sin® ⋅ sin¯
sin(®− ¯) = cos® ⋅ sin¯ + sin® ⋅ cos¯

äçñ�ðäî ïãöî úåòáåðä

.eiµ = cos µ + i sin µ
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,®i = (v, ei) éæà .V á øåè÷å v =
∑n

i=1 ®iei å V á úð÷»úîå úáöð úëøòî e1, . . . , ek éäú :á12 äîì

.v =
∑k

i=1(v, ei)ei ,ïëì .∥v∥2 =
∑k

i=1 ∣®i∣2 å i = 1, . . . , k

.úéøàðéì äéåìú äðéà úð÷»úîå úáöð úëøòî ìë :â12 äîì

.v ∈ V éäéå V á úð÷»úîå úáöð úëøòî e1, . . . , ek éäú :ã12 äîì

.⟨e1, . . . , ek⟩ ì áöð u = v −∑k
i=1(v, ei)ei øåè÷åä (à)

.∥u∥2 = ∥v∥2 −∑k
i=1 ∣(v, ei)∣2 (á)

.∥v∥2 ≥ ∑k
i=1 ∣(v, ei)∣2 (â)

:àáä éãåñéä èôùîä úà íâ ÷éñäì ìëåð (à)ã12 äîìî

åøåáòù e1, . . . , en ï÷»úîå áöð ñéñá V ì íé÷ éæà .v1, . . . , vn éäé :(èãéîù-íøâ ìù áåö�éä êéìäú) ä12 èôùî

.⟨v1, . . . , vk⟩ = ⟨e1, . . . , ek⟩

ù êë e1, . . . , em úð÷»úîå úáöð úëøòî åðéðáù øáë çéðð .0 ≤ m < n éäé :äçëåä

⟨v1, . . . , vk⟩ = ⟨e1, . . . , ek⟩

ì e′m+1 áöð ,(à)ã12 äîì éôì .e′m+1 = vm+1 − ∑m
i=1(vm+1, ei)ei øéãâð .1 ≤ k ≤ m ìëì

ïîñð .⟨e1, . . . , em⟩
em+1 =

e′m+1

∥em+1∥
.⟨v1, . . . , vm+1⟩ = ⟨e1, . . . , em+1⟩ å úð÷»úîå úáöð úëøòî e1, . . . , em+1 éæà

.ï÷»úîå áöð ñéñáì äîìùäì úðúð V á úð÷»úîå úáöð úëøòî ìë éæà .úéôåñ øöåð V ù çéðð :å12 èôùî

úà ìéòôðå e1, . . . , em, vm+1, . . . , vn ñéñáì äúåà íéìùð .úð÷»úîå úáöð úëøòî e1, . . . , em éäú :äçëåä

.é-m+ 1 ä áìùäî ìçä èãéîù-íøâ ìù äéöæéìðåâåúøåàä êéìäú

á íéøåè÷å b =
∑n

i=1 ¯iei å a =
∑n

i=1 ®iei åéäéå V ìù ï÷»úîå áöð ñéñá e1, . . . , en éäé :Parseval úçñð

.(a, b) =
∑n

i=1(a, ei)(ei, b) éæà .V

äöåá÷ä åðä V á U ìù áöðä íéìùîä .V ìù áçøî úú U éäé

U⊥ = {v ∈ V ∣ v⊥U}
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:æ12 äîì

.V ìù áçøî úú àåä U⊥ (à)

.U ⊆ U⊥⊥ (á)

.U ∩ U⊥ = 0 (â)

.U + U⊥ = V (ã)

.V ì e1, . . . , en ï÷»úîå áöð ñéñáì åúåà íéìùðå U ì e1, . . . , em ï÷»úîå áöð ñéñá äðáð :(ã) äçëåä

éæà v ∈ U⊥ íà ,êôäì .⟨em+1, . . . , en⟩ ⊆ U⊥ ,ïëì .m + 1 ≤ j ≤ n ìëì U ì áöð ej èøôá

.V = U + U⊥ å U⊥ = ⟨em+1, . . . , en⟩ ,ïëì .v =
∑n

i=1(v, ei)ei =
∑n

i=m+1(v, ei)ei

éæà .áçøî úú U éäéå éôåñ ãîîî úéîéðô äìôëî áçøî V éäé :ç12 èôùî

.V = U ⊕ U⊥ (à)

.dim(V ) = dim(U) + dim(U⊥) (á)

.U = U⊥⊥ (â)

úåðåéåùä éðùî :(â) úçëåä

dim(U) + dim(U⊥) = dim(V )

dim(U⊥) + dim(U⊥⊥) = dim(V )

.åì äåù àåä ,U⊥⊥ á ìëåî U å ìéàåä .dim(U) = dim(U⊥⊥) ù òáåð
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úéîéðô äìôëî éáçøîá úåéøàðéì úå÷úòä .13

V úéîéðô äìôëî áçøî òá÷ð .íéáë�îä íéøôñîä äãù úà åà íééùîîä íéøôñîä äãù úà K ïîñé äæ óéòñá

ä÷úòä íéàúð T : V → V úéøàðéì ä÷úòä ìëì .V ìù e1, . . . , en ï÷»úî úåáöð ñéñáå K ìòî n ãîîî

ñçéá T ∗ ìå T ì úåîéàúîä úåöéøèîä K = ℝ ù äø÷îá ,èøôá .úåìéòåî úåðåëú úìòá T ∗: V → V úéøàðéì

.ïåñëìì úðúð Mn(ℝ) á úéøèîéñ äöéøèî ìëù çéëåð äæ øéùëî úøæòá .åæì åæ úåôìç»î e1, . . . , en ñéñáì

': V → K ä÷úòää v ∈ V ìëì ,äîâãì .': V → K úéøàðéì ä÷úòä åðä V ìù éøàðéì ìðåéö÷ðåô

.éøàðéì ìðåéö÷ðåô äåäî '(u) = (u, v) éãé ìò úøãâ»îä

.u ∈ V ìëì '(u) = (u, v) ù êë ãéçé v ∈ V íé÷ ': V → K éøàðéì ìðåéö÷ðåô ìëì :à13 äîì

.v =
∑n

i=1 '(ei)ei :äçëåä

úî�é÷îä T ∗: V → V äãéçé úéøàðéì ä÷úòä úî�é÷ T : V → V úéøàðéì ä÷úòä ìëì :á13 äîì

(Tu, v) = (u, T ∗v)

.u, v ∈ V ìëì

øåè÷å úðúåð à13 äîì .'v(u) = (Tu, v) éãé ìò 'v: V → K éøàðéì ìðåéö÷ðåô øéãâð v ∈ V ìëì :äçëåä

.úù÷Ëáîä äðä T ∗: V → V ä÷úòää .'v(u) = (u, T ∗v) í�é÷îä T ∗v á åðîñðù V á ãéçé

.T ì äãåîöä ä÷úòää T ∗ ì àø÷ð

å A = (aij) äðééäú .äì äãåîöä ä÷úòää T ∗: V → V éäúå úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäú :â13 äîì

.j å i ìëì a∗ij = āji éæà .e1, . . . , en ì ñçéá äîàúäá T ∗ å T ì úåîéàúîä úåöéøèîä A∗ = (a∗ij)

úåéåäæäî òáåð A∗ å A ïéá øù÷ä .T ∗ek =
∑n

k=1 A
∗
kiek å Tei =

∑n
k=1 akiek í�é÷úî :äçëåä

.(Tei, ej) = (ei, T
∗ej)

úôìç»îä äöéøèîä àìà äðéà úéùîî äöéøèîì äãåîöä äöéøèîä .A ì äãåîöä äöéøèîä íéðëî A∗ úà

.äìù

éãé ìò úøãâ»îä ℂ2 á úéøàðéìä ä÷úòää T éäú :ã13 äîâH

.T (z1, z2) = (z1 + iz2, 2z2 + (2− 3i)z1)

.A∗ å ,A ,T ∗ ,T úà áùç .éòáèä ñéñáä (e1, e2) éäé
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:úåàáä úåðåëúä ùé úåéøàðéì úå÷úòä ìù äãîöää úìËòÀô�ì :ä13 äîì

.(T + S)∗ = T ∗ + S∗ (à)

.(®T )∗ = ®̄T ∗ (á)

.(TS)∗ = S∗T ∗ (â)

.(T ∗)∗ = T (ã)

.åîöò ìò éëøò ãç ãç ïôàá Hom(V, V ) úà ä÷éúòî T 7→ T ∗ ä÷úòää (ä)

.á13 äîìáù úåãéçéá ùîúùä :äçëåä

.Mn(K) âåçá íâ ïåëð äîåã èôùî

áçøîá äîöòì äãåîö ä÷úòä .T = T ∗ íà äîöòì äãåîö T : V → V úéøàðéì ä÷úòäù íéøîåà

.úéøèîéñ íâ äð�ëî éãéì÷åà

íà ÷øå íà äîöòì äãåîö úéùîî úéòåáø äöéøèî .A∗ = A íà äîöòì äãåîö A ∈ Mn(K) äöéøèî

.äîöòì äãåîö T íà ÷øå íà äîöòì äãåîö A éæà ,e1, . . . , en ì ñçéá T úà úâöéî A íà .úéøèîéñ àéä

.íééùîî íðä A ∈ Mn(ℝ) úéøèîéñ úéùîî äöéøèî ìù íééîöòä íéëøòä ìë :å13 äîì

øåúá ℂn úà äàøðå .åîöò êåúì ℂn ìù úéøàðéì ä÷úòä øåúá A úà äàøð .A ìù éîöò êøò ¸ ∈ ℂ éäé :äçëåä

ïåúðä éôì .Av = ¸v ù êë v ∈ ℂn ñôàî äðåù øåè÷å í�é÷ .äìéâøä úéîéðôä äìôëîì ñçéá úéîéðô äìôëî áçøî

ïëì .A = A∗

.¸(v, v) = (¸v, v) = (Av, v) = (v,A∗v) = (v,Av) = (v, ¸v) = ¯̧(v, v)

.¸ ∈ ℝ ,úåøçà íéìîá .¸ = ¯̧ íéìá÷î (v, v) ∕= 0 å ìéàåä

úåáöð ñéñá V ì íé÷ éæà .äîöòì äãåîö úéøàðéì ä÷úòä T : V → V å éôåñ ãîîî éãéì÷åà áçøî V éäé :æ13 èôùî

.íééðéô¸à íéøåè÷åî áëø»îä v1, . . . , vn ï÷»úî

ïîñð .v ∕= 0 ,èøôá .¸1 ì êéùä éîöò øåè÷å v ∈ V éäé .¸1 éùîî éîöò êøò T ì ùé ,å13 äîì éôì :äçëåä

.∥v1∥ = 1 å Tv1 = ¸1v1 éæà .v1 = v
∥v∥

éãë .U⊥ ìò íâ øîåù àåä ,U ìò øîåù T å ìéàåä .V = U ⊕ U⊥ ,ç12 èôùî éôì .U = ⟨v1⟩ ïîñð

.(u, Tu⊥) = (T ∗u, u⊥) = (Tu, u⊥) = 0 éæà .u ∈ U éäéå u⊥ ∈ U⊥ á ïððåáúð åæ äðòè çéëåäì

ï÷»úî úåáöð ñéñá U⊥ ì úðúåð äéö÷åãðà úçðä .éøèîéñ T ′ éæà .U⊥ ì T ìù íåöîöä úà T ′ á ïîñð

.V ì ï÷»úî úåáöð ñéñá íéåäî v1, v2, . . . , vn íéøåè÷åä .T ′ ìù íééðéôà íéøåè÷åî áëø»îä v2, . . . , vn
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íééîöò íéëøòì íéëéùä T ìù íééðéôà íéøåè÷å éæà .úéøèîéñ ä÷úòä T : V → V å éãéì÷åà áçøî V éäé :ç13 äîì

.äæì äæ íéáöð íéðåù

ïëì .¹, ¸ ∈ ℝ éæà .¸ ∕= ¹ å u, v ∕= 0 ,Tu = ¹u ,Tv = ¸v ù çéðð :äçëåä

¹(u, v) = (¹u, v) = (Tu, v) = (u, Tv) = (u, ¸v) = ¸(u, v)

.(u, v) = 0 ïëì
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úéîéðô äìôëî éáçøî ìù äðáîä ìò úåøîåùä úåéøàðéì úå÷úòä .14

íéøåè÷å ìù ñéñáäù äãáåòä ,ïë ìò øúé .ïåñëìì úðúð úéøèîéñ úéøàðéì äöéøèî ìëù øáë òáåð æ13 èôùîî

úå÷úòä ìò ãîìð äæ êøöì .úéðåñëìà äöéøèîì øáòîä äöéøèî ìò áåùç òãéî úðúåð ï÷úîå áöð åðä V ìù íééðéôà

.úéîéðô äìôëî áçøî ìù äðáîä ìò úåøîåùä úåéøàðéì

úåãåîö T2 å T1 øùàá T = T1 + iT2 äøåöá äãéçé äâöäì úðúð T : V → V úéøàðéì ä÷úòä ìë :à14 äðòè

.ïîöòì

,v ∈ V ìëì (Tv, v) = 0 íà .úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå ℂ ìòî úéîéðô äìôëî áçøî V éäé :á14 äîì

.T = 0 éæà

úðúåð u + iv ìò éàðúä úìòôä .(Tu, v) + (Tv, u) = 0 úðúåð u + v ìò éàðúä úìòôä :äçëåä

.(Tu, v) = 0 ïëì .−(Tu, v) + (Tv, u) = 0

áéáñ éùîîä øåùéîä ìù áåáñ T éäé ,ïëàå .ℝ ìòî úéîéðô äìôëî éáçøî øåáò äðåëð äðéà á14 äîì :â14 äøòä

éàðú ìéèäì êéøö äæ äø÷îá á14 äîì úà ìá÷ì éãë .T ∕= 0 ù úåøîì v ìëì (Tv, v) = 0 éæà .900 á úéùàøä

.T ìò óñåð

(Tv, v) = 0 íà .äîöòì äãåîö úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå àåäùìë úéîéðô äìôëî áçøî V éäé :ã14 äîì

.T = 0 éæà ,v ∈ V ìëì

ìá÷ì éãë u + v ìò éàðúä úà ìéòôð K = ℝ åáù äø÷îá .K = ℂ åáù äø÷îá úìôèî á14 äîì :äçëåä

.2(Tu, v) = 0

íà ÷øå íà T = T ∗ éæà .úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå ℂ ìòî úéîéðô äìôëî áçøî V éäé :ä14 äîì

.v ∈ V ìëì (Tv, v) ∈ ℝ

.ã14 äîì ìù éàðúä úà úîé÷îå äîöòì äãåîö i(T − T ∗) ä÷úòää :äçëåä

:äæì äæ íéìå÷ù éôåñ ãîîî úéîéðô äìôëî áçøîá T : V → V úéøàðéì ä÷úòä ìò íéàáä íéàðúä :å14 äîì

.u, v ∈ V ìëì (Tu, Tv) = (u, v) (à)

∣∣Tu∣∣ = ∣∣u∣∣ (á)

.T ∗T = 1 (â)

.T−1 = T ∗ å äëéôä T (ã)

.TT ∗ = 1 (ä)

.ï÷»úî úåáöð ñéñáì ï÷»úî úåáöð ñéñá ìë äøéáòî T (å)
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.ï÷»úî úåáöð ñéñáì ãçà ï÷»úî úåáöð ñéñá úåçôì äøéáòî T (æ)

⇐= (â) ⇐= (á) ⇐= (à) :úåîãå÷ä úåîìä úçàî åà úåøãâääî òáåð äàáä úåøéøâä úøùøùá áìù ìë :äçëåä

.(à) ⇐= (å) ⇐= (æ) ⇐= (à) ⇐= (â) ⇐= (ã) ⇐= (ä) ⇐= (ã)

íâ äúåà íéðëî K = ℝ íà .úéøèéðåà ä÷úòä úàø÷ð å14 äîì ìù íéàðúä úà úîé÷îä úéøàðéì ä÷úòä

.úéìðåâåúøåà åà úáö�ð

.AA∗ = A∗A = I íà (éùîîä äø÷îá úéìðåâåúøåà åà úÆá�ö�ð åà) úéøèéðåà äðåëîA ∈ Mn(K) äöéøèî

Kn ì ï÷»úî úåáöð ñéñá úååäî (äéúåãåîò íâå) äéúåøåù íà ÷øå íà úéøèéðåà äðä A ∈ Mn(K) äöéøèî :æ14 äîì

.(u,v) =
∑n

i=1 uiv̄i úéîéðôä äìôëîä íò

äöéøèîä íà ,ïéôåìçì ,úáöð àéä íà ÷øå íà íé÷çøî úøîåù äðä T : ℝ2 → ℝ2 úéøàðéì ä÷úòä :ç14 äîâã

.úéøèéðåà àéä ï÷»úî úåáöð ñéñáì ñçéá T úà úâöéîä

øîåìë ,det(A) = ±1 å At = A−1 ïëì .AAt = I éæà .T úà úâöéîä äöéøèîä A =
(
a
c

b
d

)
éäú

(
a c
b d

)
= ±

(
d −b
−c a

)

å b = c ,a = −d éæà ,det(A) = −1 íà .A =
(

a
−b

b
a

)
å b = −c ,a = d éæà ,det(A) = 1 íà

å a = cos µ ù êë 0 ≤ µ ≤ 2¼ íé÷å ∣a∣, ∣b∣ ≤ 1 ïëì .a2 + b2 = 1 íéø÷îä éðùá .A =
(
a
b

b
−a

)

.b = sin µ

:úåéøùôà úåøåö éúù àåôà ùé A ì

A+ =

(
cos µ sin µ
− sin µ cos µ

)

A− =
(cos µ
sin µ

sin µ

− cos µ

)
=

(1
0

0

−1

)( cos µ sin µ
− sin µ cos µ

)

øéöì ñçéá óå÷ù åéøçàìå ì"ðë áåáñ àåä A− .µ úéåæá úéáåéç äîâîá úéùàøä áéáñ øåùéîä ìù áåáñ úâöéî A+

.íé-x ä

úøîåùå úéùàøä ìò úøîåùä T : ℝ2 → ℝ2 ä÷úòäìù çéëåäì éãë íéùì»ùî ìù äôéôç éèôùîá ùîúùä :è14 ìéâøú

.úéøàðéì äðä íé÷çøî

U−1AU ù êë U ∈ Mn(F) úáöð äöéøèî úî�é÷ A ∈ Mn(ℝ) úéùîî úéøèîéñ äöéøèî ìëì :é14 èôùî

.úéðåñëìà

ℝn ì ïúåð æ13 èôùî .e1, . . . , en éòáèä ñéñáä éôì A úà úâöéîä ä÷úòää T : ℝn → ℝn éäú :äçëåä

ñéñáä éôì T ì äîéàúîä úéðåñëìàä äöéøèîä D éäú .íééðéôà íéøåè÷åî áëø»îä v1, . . . , vn ï÷»úî úåáöð ñéñá
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äðä U ,å14 äîì éôì .U−1AU = D éæà .v1, . . . , vn ì e1, . . . , en î øáòîä äöéøèî U éäú .ïåøçàä

.úáöð äöéøèî

:úéøèîéñ äöéøèî ìù ïåñëìä êéìäú

.A ìù fA(X) = det(XI −A) éðéôàä íåðéìåôä úà áùç (à)

.íééùîî íìËk .A ìù íééîöòä íéëøòä åìà .fA(X) éùøù úà àöî (á)

úëøòî ïåøúô éãé ìò ¸i ì íéëéùä íééðéôàä íéøåè÷åä ìù Vi áçøîì ñéñá áùç ¸i éîöò êøò ìë øåáò (â)

.(¸iI −A)X = 0 úåàåùîä

.Vi ìù ï÷»úî úåáöð ñéñá äæë ïôàá ìá÷å úàöîù Vi ìù ñéñáä ìò èãéîù-íøâ êéìäú úà ìòôä i ìë øåáò (ã)

.A úà úðñëìîä úéøèéðåà äöéøèî äéäú åæ .U äöéøèîì úàöîù íéñéñáä ìë úà õá÷ (ä)

.úéðåñëìà U∗AU ùå UU=I ù úîàå U∗ úà íùø (å)

:àé14 äîâã

A =

(
4 2
2 1

)
¸1 = 5 ¸2 = 0 U =

1√
5

(
1 2
−2 1

)

úâöéîä äöéøèîä ìù ïåñëìàáå úéøèéðåà äöéøèî úøæòá ïåñëìì úðúð T éæà ,äîöòì äãåîö T íàù åðéàøä

ä÷úòä àéä T = ¸ ïëìå D = ¸I éæà ,ãçà éîöò êøò ÷ø T ì ùé íà .T ìù íééîöòä íéëøòä íéãîåò D

ìù äöåá÷ úéðîæ åá ïñëìì åðì úøùôàî åæ úéôöú .äæî äæ íéðåù íééîöò íéëøò éðù úåçôì T ì ùé úøçà .úéøì÷ñ

:úåéìîøåð úå÷úòä

.ìôëá åæ íò åæ úåôìçúîä V ìù úåéøèîéñ úå÷úòä ìù äöåá÷ T éäúå éôåñ ãîîî éãéì÷åà áçøî V éäé :àé14 èôùî

.úåéðåñëìà äæ ñéñáì ñçéá T éøáà úà úåâöéîä úåöéøèîä ìëù êë e1, . . . , en ï÷»úî úåáöð ñéñá V ì íé÷ éæà

úîé÷ úøçà .äùéøãä úà íé÷é ï÷»úî úåáöð ñéñá ìë ,úéøì÷ñ T ∈ T ìë íà :dim(V ) ìò äéö÷åãðàá äçëåä

åéäé .íéðåù íééîöò íéëøò éðù úåçôì T ì ùé ,ïåñëìì úðúð T ,æ13 èôùî éôìå ìéàåä .úéøì÷ñ àì T ∈ T
ìëìå S ∈ T ìëì .íéîéàúîä íééðéôàä íéøåè÷åä éáçøî V1, . . . , Vk åéäéå T ìù íééîöòä íéëøòä ¸1, . . . , ¸k

ãîîî ïè÷ Vi ìù ãîîä ,k ≥ 2 å ìéàåä .Sv ∈ Vi ïëìå ,TSv = STv = S¸iv = ¸iSv íé÷úî v ∈ Vi

íéñéñáä óñà .íäéìò T éøáà ìù íåöîöä ìòå íé-Vi äî ãçà ìë ìò äéö÷åãðàä úçðä úà àåôà ìéòôäì ìëåð .V

.èôùîá ïòèðë V ì ñéñá ïúé ìá÷ðù

úéøèéðåà åà äåîöòì äãåîö äöéøèî ìë èøôá .AA∗ = A∗A íà úéìîøåð äð�ëî A ∈ Mn(ℂ) äöéøèî

.úéìîøåð äðä
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.úéðåñëìà U−1AU ù êë U ∈ Mn(ℂ) úéøèéðåà äöéøèî úîé÷ A ∈ Mn(ℂ) úéìîøåð äöéøèî ìëì :áé14 èôùî

:úåàáä úåöéøèîäî úçà ìë úà úáöð äöéøèî éãé ìò ïñëì :âé14 ìéâøú

A =

⎛
⎝

1 2 3
2 3 1
3 1 2

⎞
⎠ B =

⎛
⎝

4 2 2
2 4 2
2 2 4

⎞
⎠

.Q2 = I ù çëåä .éòáè k àåäù äæéà øåáò Qk = I ù êë úéùîî úéøèîéñ äöéøèî Q éäú :ãé14 ìéâøú
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