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äøåáçä úåøãâä .à

.úåøåáçì úåàîâH ïúðå äøåá¢çä âùåî úà øéãâð äæ óéòñá

:íéàáä íéàðúä íéî�éKúî íà äøåáç àø÷ú G ä÷éø àì äöåá÷ :äøãâä

àåä c ù íéøîåàå c = ab íéîùåø åðà .G ìù c ãçéå ãçà øáà íéàúî G éøáà ìù (a, b) øåãñ âåæ ìëì (à)

.b å a ìù äìôëîä

.a(bc) = (ab)c :óåø�öä ÷ç í�é÷úî (á)

.(ìàîùî äãéçé øáà àø÷ð e) G á a ìëì ea = a ù êë G á e øáà í�é÷ (â)

.(ìàîùî éÄkÀô¨ä àø÷ð b) a′a = e ù êë a′ ∈ G í�é÷ a ∈ G ìëì (ã)

.úåéã�éî úåð÷ñî

.áçø»îä óåøöä ÷©ç (à)

ïëì .a′′a′ = e ù êë a′′ ∈ G í�é÷ ,ïëàå .a ìù éëôä àV÷é a′ ïëì .ïéîéî éëôä íâ åðä a′,øîåìë .aa′ = e (á)

.aa′ = eaa′ = a′′a′aa′ = a′′a′ = e

ïëìå ïéîéî äãéçé øáà íâ àåä ìàîùî äãéçé øáà ,øîåìë ìàîùî äãéçé øáà ,øîåìë .a ∈ G ìëì ae = a (â)

.ae = aa′a = ea = a ,ïëàå .äãéçé øáà àø÷é

.e = ee′ = e′ éæà ,óñåð äãéçé øáà åðä e′ íà ,ïëàå .ãéçé äãéçé øáà G ì íé÷ (ã)

úà ïîñð .a′ = a′(aa′′) = (a′a)a′′ = a′′ éæà ,a′′a = e å a′a = e íà ,ïëàå .ãéçé éëôä a ì í�é÷ (ä)

.a−1 á a ìù éëôää

.(ab)−1 = b−1a−1 (å)

úåîé÷î úå÷æçä .a−n = (an)−1 ,an+1 = ana ,a0 = e :àáä ïôàá åøãâ�é a ∈ G øáà ìù úå÷æçä :úå÷�æ¢ç

:íéàáä íéàðúä úà

aiaj = ai+j (à)

(ai)j = aij (á)

.(ïåëð åðéà éàðúä ììë êøãá) ab = ba íà aibi = (ab)i (â)

α(ab) = α(a)α(b) íà íæéôøåîåæéà àø÷úG2 äøåáç ìò G1 äøåáç ìù α úéëøò ãç ãç ä÷úòä :íæéôøåîåæéà

.a, b ∈ G1 ìëì α(a−1) = α(a)−1 å

íéúòì íéùîúùî äæ äø÷îá .a, b ∈ G ìëì ab = ba íà (úéìÅa·à åà) úéôåì¤ç äð�ëú G äøåáç :úéôåìç äøåáç

.ab íå÷îá a+ b íéáúåëå éøåáç áéúëá
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:úåøåáç�ì úåàîâH

.Z íéîìùä úøåáç (à)

.F äãù ìù F× úéìôëä äøåáçäå F+ úéøåáçä äøåáçä (á)

íéîúøâåìä ñéñá åðä e) x 7→ ex ä÷úòää .R×
>0 íééáåéçä íééùîîä íéøôñîä ìù úéìôëä äøåáçä (â)

.R×
>0 ìò R+ ìù íæéôøåîåæéà àéä (íééòáèä

.{±1} úéìôëä äøåáçä (ã)

.{e2π
√
−1k/n | k ∈ Z} :n øãñî úéìâÀò·î äøåáç (ä)

.äëéôä äðéà åæ äøåáç ,n ≥ 2 íà .F äãù ìòî n× n øãñî GL(n, F ) úåëéôää úåöéøèîä úøåáç (å)

.X äöåá÷ ìù S(X) úåøåîúä úøåáç (æ)

.Sn úéøèîéñä äøåáçä éäåæ .{1, 2, . . . , n} äöåá÷ä ìù Sn úåøåîúä úøåáç (ç)

.X äöåá÷ éãé ìò úøöåðä úéùôçä äøåáçä (è)
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úåé÷ìç úåøåáç .á

ïîñð äæ äø÷îá .G ìù ìôëä úìËòôì ñçéá äøåáç àéä H íà úé÷ìç äøåáç àø÷ú G äøåáç ìù H úé÷ìç äöåá÷

.G ìù äúÛàð äøåáç úú àéä H ù øîàðå H < G ïîñð H ̸= G êëì óñåðá íà .H ≤ G

.a, b ∈ H ìëì a−1 ∈ H å ab ∈ H íà ÷øå íà úé÷ìç äøåáç àéä G ìù H ä÷éø àì úé÷ìç äöåá÷ :à.á äîì

.G ìù úé÷ìç äøåáç àéä
∩

i∈I Hi éæà G äøåáç ìù úåé÷ìç úåøåáç ìù äçôùî àéä {Hi | i ∈ I} íà :á.á äîì

2Z∪3Z íìåà Z ìù úåé÷ìç úåøåáç ïä 3Z å 2Z :úéãâð äîâH .äðåëð äðéà íéãåçàì ñçéá äîéàúîä äîìä

.Z ìù úé÷ìç äøåáç äðéà

ìù úé÷ìç äøåáç àåä S úà úåôé÷îä G ìù úåé÷ìçä úåøåáçä ìë êåúç .G äøåáç ìù äöåá÷ úú S éäú

éæà .S−1 = {m−1 | m ∈ S} ïîñð .⟨S⟩ á úðîËñî àéä .S éãé ìò úøöåðä äøåáçä úàø÷ðä G

⟨S⟩ = {x1, . . . , xn | xi ∈ S ∪ S−1, i = 1, . . . , n}

úéìâòîä äøåáçä àéä ⟨a⟩ éæà ,a ∈ G íà èøôá .⟨a, b, . . .⟩ éãé ìò íâ ⟨S⟩ úà ïîñð ,S = {a, b, . . . , . . .} íà

.G ìù íéøöåé úëøòî àéä S ù øîàð ,⟨S⟩ = G íà .⟨a⟩ = {ai | i ∈ Z} :a éãé ìò úøöåðä

ìù úéìàîù ä÷ìçî àø÷ú gH = {gh | h ∈ H} äøåöäî äöåá÷ ìë .G äøåáç ìù äøåáç úú H éäú

.G/H á ïîËñé úåéìàîùä úå÷ìçîä ìë óñà .G á H

.úåøåáç H ≤ G åéäé :â.á äîì

.g1H ∩ g2H = ∅ åà g1H = g2H í�é÷úî g1, g2 ∈ G ìëì (à)

G ìù äöåá÷ úú àéä R øùàá G =
∪
· g∈R gH :G á H ìù úåéìàîù úå÷ìçî ìù øæ ãåçàë G úà âéöäì ïú�ð (á)

.H åìåãåî G ìù íéâö�éî úëøòî úàø÷ðä

.g ∈ G ìëì |gH| = |H| éæà ,úéôåñ äøåáç äð¤ä H íà (â)

àø÷ðå (G : H) = |G/H| ïîñð .(úéôåñ G ù äø÷îá G éøáà øôñî =) G ìù äîöÈòä úà |G| á ïîñð

.G á H ìù ñOC�ð´àä (G : H) ì

ìù úé÷ìç äøåáç ìù øãñä èøôá .|G| = |H|(G : H) éæà .H ≤ G å úéôåñ äøåáç G éäú :('æðøâì) ã.á èôùî

.äøåáçä ìù øãñä úà ÷ìçî úéôåñ äøåáç

ïîñð G ìù B å A úåöåá÷ úú øåáò

.AB = {ab | a ∈ A, b ∈ B}

.äøåáç úú çøëäá äðéàå G ìù äöåá÷ úú àéä AB ,úøåáç úú ïä B å A íà íâù êëì áì íéùð

3



éæà .G úéôåñ äøåáç ìù úåøåáç úú B å A äðééäú :ä.á äîì

.|AB| = |A| · |B|
|A ∩B|

(1)

.A = {aB | a ∈ A} äöåá÷ä ìò éëøò ãç ãç ïô¹àáA/A∩B úà ä÷éúòî a(A∩B) 7→ aB ä÷úÀò§ä§ä :äçëåä

(à)â.á äîìî .A ìù íéðåùä íéøáàä a1B, . . . , arB åéäé .r = |A/A ∩ B| = |A|
|A∩B| ,éæà .r = |A| ïîñð

.(1) äçñ�ðä úòáåð ïàëî .|AB| = r|B| ,ïëì .AB =
∪
· r
i=1 aiB ù òáåð

4



úåéìâÀò·î úåøåáç .â

øôñîä .G äøåáçá øáà g éäé .úéìâòî äð�ëî åæë äøåáç .ãçà øáà éãé ìò úøöåðä åæ àéä øúåéá äèåùôä äøåáçä

gn ̸= e øîåìë ,äæë øôñî íé÷ ïéà íà .ord(g) á ïîËñîå g ìù øCÅñ§ä àø÷ð gn = e åøåáòù n øúåéá ïè÷ä éòáèä

.ord(g) = ∞ ïîñð ,n ìëì

:éæà .G äøåáçá n éôåñ øãñ ìòá øáà g éäé :à.â äîì

.n|r øøåâ gr = e (à)

.r ≡ s mod n íà ÷øå íà gr = gs (á)

.⟨g⟩ = {e, g, g2, . . . , gn−1} (â)

.äøåáçä ìù øãñä úà ÷ìçî úéôåñ äøåáçá øáà ìë ìù øãñä ,èøôá .|⟨g⟩| = ord(g) = n (ã)

.ord(gk) = n
gcd(n,k) í�é÷úî k íìù øôñî ìëì (ä)

.φ(n) åðä ⟨g⟩ ìù íéøöåéä øôñî .gcd(n, k) = 1 íà ÷øå íà ⟨g⟩ úà øöåé gk (å)

.úéìâòî äðä éðåùàø øãñ úìòá äøåáç ìë :á.â äîì

àéäå d øãñî úçà äøåáç úú ÷åéãá ⟨g⟩ ì úî�é÷ n ìù d ÷ìçî ìëì .n éôåñ øãñ úìòá úéìâòî äøåáç ⟨g⟩ éäú :â.â äîì

.úéìâòî äðä ⟨g⟩ ìù úé÷ìç äøåáç ìë èøôá .⟨g n
d ⟩

èôùîî .gk ∈ H ù êë øúåéá ïè÷ä éòáèä øôñîä k éäé .⟨g⟩ ìù úéìàéáéøè àì äøåáç úú H éäú :äçëåä

,ïëìå gn = e ∈ H èøôá .úéìâòî äøåáç äðä H = ⟨gk⟩ ïëì .k|l éæà ,gl ∈ H íàù òáåð úéøàù íò ÷åì¤çä

éãé ìò ãéçé ïôàá úòá÷ð H = ⟨g n
d ⟩ å k = n

d ,ïëì .d = |H| = ord(gk) = n
k éæà ,d = |H| íà .k|n

.dTEÄñ

.n øãñî (íæéôøåîåæéà éãë ãò) äãéçé úéìâòî äøåáç úî�é÷ éòáè n ìëì :ã.â äîì

,nZ ïðä Z ìù úåé÷ìçä úåøåáçä .(íæéôøåîåæéà éãë ãò) äãéçéä úéôåñðéàä úéìâòîä äøåáçä àéä Z äøåáçä :ä.â äîì

.íééìéìù éàä íéîìùä íéøôñîä ìë ìò øáåò n øùàá
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íéîæéôøåîåîåä ,úåéìîøåð úåøåáç .ã

úéëøò ãç ãç ä÷úòä éäåæ ,úåøçà íéìîá .äîöò ìò äøåáçä ìù íæéôøåîåæéà àåä G äøåáç ìù íæéôøåîåèåà

íà .Aut(G) á ïîËñé G ìù íéîæéôøåîåèåàä ìë óñà .êåt¤ää úìËòô ìòå ìôëä ìò úøîåùä äîöò ìò G ìù

úìËòôì ñçéá äøåáç ä�åäî Aut(G) ,ïëì .G ìù íéîæéôøåîåèåà íä α−1 å α ◦ β íâ éæà ,α, β ∈ Aut(G)

.íéîæéôøåîåèåàä ìù äáëøää

ïîñð .G äøåáç ìù íéøáà g å a åéäé

.ga = a−1ga

.a ãé ìò äøù»îä G ìù éîéðôä íæéôøåîåèåàä àø÷ðä G ìù íæéôøåîåèåà àéä g 7→ ga ä÷úòää òåá÷ a øåáò

:à.ã äîì

.gab = (ga)b (à)

.(gh)a = gaha (á)

.(ga)−1 = (g−1)a (â)

øôñî åðä k å n øãñî úéìâòî äøåáç äðä ⟨g⟩ íà .úåäæä àåä éîéðô íæéôøåîåèåà ìë úéôåìç äøåá¢çÇá

ìë úöåá÷ .éîéðô åðéà àåä èøôá ,úåäæä åðéàù ⟨g⟩ ìù íæéôøåîåèåà äðä gi 7→ gik ä÷úòää éæà ,n ì øæä éòáè

.Inn(G) á úðîËñîä Aut(G) ìù äøåáç úú ä�åäî G ìù íééîéðôä íéîæéôøåîåèåàä

ñçé .h = ga ù êë a ∈ G í�é÷ íà ,äæì äæ íéãåîö íäù øÅn·à�é G äøåáç ìù h å g íéøáà éðù ìò

.úåãéîö úå÷ìçî ìù øæ ãåçàì äøåáçä ú÷øôúî åéìà ñçéá .úåìé÷ù ñçé àåä äøåáçá úåìé÷ùä

úåáéùç íééîéðôä íéîæéôøåîåèåàä ìë éãé ìò úåøîùðä úåøåáçì ùé äðåúð äøåáç ìù úåé÷ìçä úåøåáçä ïéá

ç�éðáì úåùîùîä úåøåáçä íâ ïä åìà ."íéîæéôøåîåîåä"á 1 ì úåøáåòä úåøåáçä úú ïúåà ÷åéãá ïä åìà .úãç�éî

� úåøåáçä úøåú ìù íééãåñéä íéèôùîä ìù ãåñéä éðáà úà íé�åäîå äæá äæ íéøåæù åìà íéâùåîä ìë .äðî úåøåáç

.íéîæéôøåîåæéàä éèôùî

gN = Ng ,ïéôåìçì .g ∈ G ìëì Ng = N íà úéìîøåð àéäù G äøåáç ìù N äøåáç úú ìò øîàð

.N ▹ G íéðîñî åðà .ng = gn′ ù êë n′ ∈ N í�é÷ n ∈ N å g ∈ G ìëì ,úåøçà íéìîá .g ∈ G ìëì

äøåáçä úúå äîöò G éæà ,äøåáç àéä G íà .éìîøåð àéä úéôåìç äøåáç ìù äøåáç úú ìë ,äîâHì

äôé÷îä G ìù äøåáç úú ìëá úéìîøåð N éæà ,G á úéìîøåð N íà .G ìù úåéìîøåð úåøåáç úú ïä E = {e}

.N úà

äçñ�ðä éæà .G äøåáç ìù úéìîøåð äøåáç úú N éäú :á.ã äîì

(gN)(hN) = ghN
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úàV÷ðä äøåáçì G/N úëôåä åæ äøãâä úçú .G á N ìù úåéìàîùä úå÷ìçîä ìù G/N äöåá÷ä ìò ìôë úìËòô äøéãâî

.(gN)−1 = g−1N éãé ìò ïúð ékô¨ää øáàäå eN = N àåä åæ äøåáçá äãéçéä øáà .N åìåãåî G ìù äðîä úøåáç

úéìîøåð äøåáç úú àéä
∩

i∈I Ni éæà G ìù úåéìîøåð úåé÷ìç úåøåáç ìù äçôùî àéä {Ni | i ∈ I} íà :â.ã äîì

.G ìù

.G äøåáç ìù úåøåáç úú A å N äðééäú :ã.ã äîì

.NA = AN éæà ,N ▹ G íà (à)

.NA = ⟨N,A⟩ éæà ,(N ▹ G íà èøôáå) NA = AN íà (á)

α(g1g2) = α(g1)α(g2) íà íæéôøåîåîåä úàø÷ð H äøåáç êåúì G äøåáç ìù α: G → H ä÷úòä

α ù øîàð ,éëøò ãç ãç α íà .íæéôøåîétà àåä α ù øîàð ,α(G) = H íà øîåìë ,ìò α íà .g1, g2 ∈ G ìëì

.åîöò êåúì G ìù íæéôøåîåîåä àåä α íà íæéôøåîåãðà àåä α ù íéøîåà óåñáì .ïek´ù íâ åà íæéôøåîåðåî àåä

.Ker(α) = {g ∈ G | α(g) = e} ïîñð .íæéôøåîåîåä α: G→ H éäé :ä.ã äîì

.H ìù äãéçéä øáà àåä α(e) éæà ,G ìù äãéçéä øáà àåä e íà (à)

.g ∈ G ìëì α(g−1) = α(g)−1 (á)

.H ìù äøåáç úú àåä α(G) (â)

.α ìù (Kernel) ïéòøâä úàø÷ðä G ìù úéìîøåð äøåáç úú àåä Ker(α) (ã)

.G ìù äãéçéä úøåáç àåä Ker(α) = E íà ÷øå íà éëøò ãç ãç α (ä)

:(ïåùàøä íæéôøåîåæéàä èôùî) å.ã èôùî

íæéôøåîéôà àéä π(g) = gK éãé ìò úøãâ»îä π: G → G/K ä÷úòää .G äøåáç ìù úéìîøåð äøåáç úúK éäé (à)

.G/K ìòG ìù äðîä ú÷úòä àø÷ð äæ íæéôøåîéôà .G/K ìòG ìù

ᾱ: G/K → H ä÷úòääå G ìù úéìîøåð äøåáç úú àåä K = Ker(α) éæà .íæéôøåîéôà α: G → H éäé (á)

.ᾱ ◦ π = α í�é÷îä íæéôøåîåæéà àéä ᾱ(gK) = α(g) éãé ìò úøãâ»îä

:æ.ã äîâH

a 7→ ι(a−1) ä÷úòää éæà .a éãé ìò äøù»îä éîéðôä íæéôøåîåèåàä úà ι(a) á ïîñð a ∈ G øáà ìëì (à)

.G ìù æÌ�ëø¶îä àåä ι ìù ïéòøâä .G ìù Inn(G) ,íééîéðôä íéîæéôøåîåèåàä úøåáç ìò G ìù íæéôøåîéôà ä�åäî

.G/Z(G) ∼= Inn(G) ,ïåùàøä íæéôøåîåæéàä èôùî éôì .Z(G) á ïîËñî àåä

äøåáç äðä Z/nZ äðîä úøåáç .n ñ÷ãðà úìòá Z ìù úéìîøåð äøåáç úú åðä nZ ,éòáè n ìëì (á)

.Z/nZ = {i+ nZ | i = 0, 1, . . . , n− 1} :íéøáà n úá úéìâòî
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:íéáéëøî éôì øãâ»î ìôëä äáù G × H äøåáçä äðä H å G úåøåáç éúù ìù äøùéä äìôëîä

.(g, h)−1 = (g−1, h−1) éãé ìò ïú�ð êåôääå (eG, eH) åðä äãéçéä øáà .(g1, h1)(g2, h2) = (g1g2, h1h2)

.äæì äæ íéøæ íééòáè íéøôñî n åm åéäé :(éðéñä úåéøàùä èôùî) ç.ã èôùî

.x ≡ b mod n å x ≡ a mod m ù êë x ∈ Z í�é÷ a, b ∈ Z ìëì (à)

.φ(mn) = φ(m)φ(n) (á)

.φ: Z/mnZ → Z/mZ× Z/nZ íæéôøåîåîåä àéä x+mn 7→ (x+mZ, x+ nZ) ä÷úòää :äçëåä

øåáò ,èøôá .ìò φ ù òáåð ,íéøáà øôñî åúåà íéôâàä éðùìå ìéàåä .úéëøò ãç ãç φ ù òáåð n îå m ìù úåøæäî

.x ≡ b mod n å x ≡ a mod m ù êë x ∈ Z í�é÷ íéîìù a, b

.íéâåç ìù íæéôøåîåæéà àåä φ ùå íéâåç äùòîì ïä ì"ðä úåøåáçä ìëù êëì áì íéùð (á) úà çéëåäì éãë

íéëéôää íéøáàä úåøåáç ìò éëøò ãç ãç ïôàá ìàîù óâà ìù íéëéôää íéøáàä úøåáç úà φ ÷éúòî äæëù øåúá

.φ(n) = |(Z/nZ)×| ,äøãâää éôì .(Z/mnZ)× ∼= (Z/mZ)× × (Z/nZ)× :úåøçà íéìîá .ïéîé óâàá

.φ(mn) = φ(m)φ(n) ,ïëì

éæà .G ìù äøåáç úú A éäúå G äøåáç ìù úéìîøåð äøåáç úú N éäú :(éðùä íæéôøåîåæéàä èôùî) è.ã èôùî

.A/A ∩N ∼= AN/N åA ∩N ▹ A

A AN G

A1 A1(A ∩N) A1N

A ∩N N

.A1N/N ì äæ íæéôøåîåæéàá úøáåòA1(A ∩N)/A ∩N éæàA ìù äøåáç úú àéäA1 íà

.G äøåáç ìù úéìîøåð äøåáç úúN éäú :(éùéìùä íæéôøåîåæéàä èôùî) é.ã èôùî

ìë úöåá÷ úà ä÷éúòî A 7→ Ā ä÷úòää .Ā = A/N ïîñð N úà äôé÷îä G ìù A äøåáç úú ìëì (à)

:í�é÷úîå Ḡ ìù úåé÷ìçä úåøåáçä ìë úöåá÷ ìò éëøò ãç ãç ïôàá N úà úåôé÷îä G ìù A úåé÷ìçä úåøåáçä

.Ā1 ≤ Ā2 íà ÷øå íàA1 ≤ A2 å
∩

i∈I Ai =
∩

i∈I Āi

íæéôøåîåæéà äðä ,g ∈ G ,gM 7→ (gN)(M/N) ä÷úòääå M/N ▹ G/N éæà N ▹ M ▹ G íà (á)

.G/M ∼= (G/N)/(M/N)
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æÅkU°îe æÈkY¶î ,úåìåôë úå÷ìçî .ä

ä÷ìçî úàø÷ð AgB = {agb | a ∈ A, b ∈ B} äöåá÷ä g ∈ G ìëì .G ìù úåøåáç úú B å A ä�ðé�é ä´ú

,ä.á äîì éôì ,ïëì .äøåáç äðä g−1Ag äöåá÷ä g ∈ G ìëì .B å A ì ãçéá G ìù äìåôë

.|AgB| = |g−1AgB| = |g−1Ag| · |B|
|g−1Ag ∩B|

=
|A| · |B|

|g−1Ag ∩B|
(2)

:éæà .G äøåáç ìù úåé÷ìç úåøåáç B å A äðééäú :à.ä äîì

.g1 = 1 êë G =
∪
· k
i=1AgiB :øæ ãåçà øåúá G úà âéöäì ïú�ð (à)

.|G| =
∑k

i=1
|A|·|B|

|g−1
i Agi∩B| (á)

ïîñð a ∈ G øáàå G ìù S äöåá÷ úú ïúðäá

Sa = {sa | s ∈ S}

h 7→ ha ä÷úòääå G ìù äøåáç úú àéäHa éæà ,G ìù äøåáç úú àéäH íà .a éãé ìò S ì äãåîö Sa ù øîàð

.Ha ìò H ìù íæéôøåîåæéà äðä

ïîñð G ìù S äöåá÷ úúì ,áåù

.NG(S) = {a ∈ G | Sa = S}

ïîñð ãåò .G á S ìù øÅn·ùîä úàø÷ðä G ìù äøåáç úú éäåæ

.CG(S) = {a ∈ G | ∀s ∈ S: as = sa}

íò äæ íéãëìúî øáà ìù øµîùîäå æëøäù òáåð úåøãâää ïî .G á S ìù æÈkUä úàø÷ðä NG(S) ìù äøåáç úú éäåæ

íéôìçúîä G éøáà ìë úøåáç éäåæ .G ìù æÈkøîä úàø÷ð Z(G) = CG(G) äøåáçä .CG(g) = NG(g) :äæ

.G éøáà ìë íò

:á.ä àîâã

.äøåáçä ìë åðä G úéôåìç äøåáç ìù æ�ëøîä (à)

.n ≥ 3 ìëì Z(Sn) = 1 (á)

τ äøåîúá ïðåáúð .σ(1) = 2 úåéììëä úìáâä éìá .úåäæä äðéàù {1, 2, . . . , n} ìù äøåîú σ éäé ,ïëàå

íéìá÷î åðééä ,στ = τσ äéä åìà .i ≥ 3 ìëì τ(i) = i å τ(3) = 1 ,τ(2) = 2 ,τ(1) = 3 éãé ìò úøãâ»îä

,σ /∈ Z(Sn) ïëì .σ ìù úåéëøò ãç ãçì äøéúñá σ(3) = σ(τ(1)) = τ(σ(1)) = τ(2) = 2 = σ(1)

.ùøãðë
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.K äãù ìëì Z(GL(n,K)) ∼= K× (â)

íéëéôää íéøáàä äøåáç äðä GL(n,K) ,èøôá .äøåáç äðä R âåç ìù R× íéëéôää íéøáàä úøåáç ,ïëàå

éãîî-n ä éøåè÷åä áçøîä ìù End(Kn) íéîæéôøåîåãðàä âåçì éôøåîåæéà äæ âåç .Mn(K) úåöéøèîä âåç ìù

íæéôøåîåèåàä ,ïëì .Kn ìù Aut(Kn) íéîæéôøåîåèåàä óñà äðä End(Kn) ìù íéëéôää íéøáàä úøåáç .Kn

çéëåðù ÷éôñî .GL(n,K) → Aut(Kn) úåøåáç ìù íæéôøåîåèåà äWùîMn(K) → End(Kn) íéâåç ìù

.Z(Aut(Kn)) = 1 ù

ïðåáúð äæî äæ íéðåùä j å i ìëì .Kn ìù ñéñá v1, . . . , vn éäé .T ∈ Z(Aut(Kn)) á ïðåáúð

éãé ìò øãâ»îä Eij éãåñéä íæéôøåîåèåàá

Eij(vi) = vi + vj

Eij(vk) = vk k ̸= i

éæà .αik ∈ K íò Tvi =
∑n

k=1 αikvk í¹ùøð

TEijvi = Tvi + Tvj =
n∑

k=1

αikvk +
n∑

k=1

αjkvk

EijTvi =
n∑

k=1

αikEijvk = αii(vi + vj) +
∑
k ̸=i

αikvk = αiivi +
n∑

k=1

αikvk

.αiivj =
∑n

k=1 αjkvk ù íéðåøçàä íéðåéåùä éðù ìù íééðîéä íéôâàä úàåùäî ìá÷ð ,TEij = EijT å ìéàåä

ä÷úòää .K× ìù α øáàá äìôëä àìà äðéà T ,úåøçà íéìîá .j ̸= k ìëì αjk = 0 å αii = αjj ,ïëì

.K× ìò Aut(Kn) ìù íæéôøåîåæéà äðä T → α

ä÷úòää ,÷åéã øú�éá .S ì úåãåîöä úåöåá÷ä øôñîì äåù (G : NG(S)) éæà .G äøåáç ìù äöåá÷ úú S éäú :â.ä äîì

úåöåá÷ä óñà ìò G á NG(S) ìù úåéìàîùä úå÷ìçîä úöåá÷ ìù úéëøò ãç ãç ä÷úòä àéä gNG(S) 7→ Sg−1

.S ì úåãåîöä

.G ìù øãñä úà G á S ì úåãåîöä úåöåá÷ä øôñî ÷�ìçî G úéôåñ äøåáçá :ã.ä äð÷ñî
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úåéìîøåð úåøãñ .å

äøåöäî (úéôåñ) äøãñ àéä G äøåáç ìù úéìîøåð äøãñ

G = G0 ◃ G1 ◃ · · · ◃ Gm = E (1)

.äøãñä éîøåâ úåàø÷ð Gi/Gi+1 äðîä úåøåáç .i ≥ 2 øåáò Gi ▹ G ù íéùøåã åðà ïéàù øéòð .E = {e} äáù

,úôñåð úéìîøåð äøãñ ìò

G = H1 ◃ H1 ◃ · · · ◃ Hn = E (2)

ù êë {1, 2, . . . , n} äöåá÷ä ìù π äøåîú úî�é÷ íàå m = n íà (1) äøãñì äìå÷ù àéäù øîàð

Gi/Gi+1
∼= Hπ(i)/Hπ(i)+1

éúù ìëìù çéëåð .íé-Hj ä ïéá íéòéôåî íé-Gi ä ìë íà (1) äøãñä ìù ïecÄò àø÷ú (2) äøãñä .i ≤ n− 1 ìëì

:äàáä äîìä úà àéáð êë íùì .íéìå÷ù íéðåãò ùé úåéìîøåð úåøãñ

,A1(A ∩ B1) ▹ A1(A ∩ B) éæà .B1 ▹ B ≤ G å A1 ▹ A ≤ G åéäé :(Zassenhaus) à.å äîì

.A1(A ∩B)/A1(A ∩B1) ∼= B1(A ∩B)/B1(A1 ∩B) åB1(A1 ∩B) ▹ B1(A ∩B)

:àáä úåøåáçä íéùøúá ïðåáúð :äçëåä

G

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY

A

PPPPPPPPP B

nnnnnnnnn

A1(A ∩B)

SSSSSSSSSS
B1(A ∩B)

kkkkkkkkkkk

A1(A ∩B1)

ooooooooo
SSSSSSSSS A ∩B B1(A1 ∩B)

kkkkkkkkk

OOOOOOOOO

A1 (A1 ∩B)(A ∩B1)

fffffffffffffffffff

XXXXXXXXXXXXXXXXXXX
B1

A1 ∩B A ∩B1

:úåî�é÷î íéùøúá úåòéôåîä úåøåáçä

A1(A ∩B1) · (A ∩B) = A1(A ∩B)

A1(A ∩B1) ∩ (A ∩B) = (A1 ∩B)(A ∩B1)
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,éðùä íæéôøåîåæéàä èôùî éôì ,ïëìå

.A1(A ∩B)/A1(A ∩B1) ∼= (A ∩B)/(A1 ∩B)(A ∩B1)

,éøèîéñ ïôàá

.(A ∩B)/(A1 ∩B)(A ∩B1) ∼= B1(A ∩B)/B1(A1 ∩B)

.ùøãðë ,A1(A ∩B)/A1(A ∩B1) ∼= B1(A ∩B)/B1(A1 ∩B) ,ïëì

.äæì äæ íéìå÷ùä íéðåãò íéî�é÷ äøåáçä äúåà ìù úåéìîøåð úåøãñ éúù ìëì (Schreier) :á.å èôùî

äðé�é äú :äçëåä

G = G0 ◃ G1 ◃ · · · ◃ Gm = E (1)

G = H0 ◃ H1 ◃ · · · ◃ Hn = E (2)

,Hij = Hj(Hj−1 ∩Gi) å i = 0, . . . ,m ,Gij = Gi(Gi−1 ∩Hj) ïîñð .G äøåáç ìù úåéìîøåð úåøãñ

:úåéìîøåð úåàáä úåøãñä Zassenhaus úîì éôì .j = 0, . . . , n

Gi−1 = Gi0 ◃ Gi1 ◃ · · · ◃ Gin = Gi i = 0, . . . ,m (3)

Hj−1 = H0j ◃ H1j ◃ · · · ◃ Hmj = Hj j = 0, . . . , n (4)

í�é÷úîå íéøáà nm + 1 ùé úåøãñäî úçà ìëá .(2) úà úðãòî (4) äøãñä åìàå (1) úà úðCòî (3) äøãñä

.åæì åæ úåìå÷ù (4) å (3) úåøãñä ,úåøçà íéìîá .j å i ìëì Gi,j−1/Gij
∼= Hi−1,j/Hij

äøåáç íåù úî�é÷ ïéà íà úéaøµî úéìîøåð H ù øîàð .G äøåáç ìù úéìîøåð äøåáç úú H éäú

úð¶ú�ð äðéàù úåøæç àìì úéìîøåð äøãñ àéä (composition series) áÅkY¥ä úøãñ .G1 ̸= G ù êëH < G1 ▹G

äèåùô G äøåáç ä�ðëð óåñáì .äì úîãå÷ä äøåáçá úéaøî úéìîøåð äðä äøãñá äøåáç ìë ,úåøçà íéìîá .óñåð ïåãòì

.äèåùô äðä éðåùàø øãñî äøåáç ìë ,äîâHì .äîöòìå E ì èøô úéìîøåð úé÷ìç äøåáç íåù äì ïéà íà (simple)

:äæì äæ íéìå÷ù G = G0 ◃ G1 ◃ · · · ◃ Gm = E úéìîøåð äøãñ ìò íéàáä íéàðúä :â.å äîì

.áëøä úøãñ äðä äøãñä (à)

.i = 1, . . . ,m øåáò Gi á úéáøî úéìîøåð Gi+1 (á)

.úéìàéáéøè àì äèåùô äøåáç àéä Gi/Gi+1 (â)

.éùéìùä íæéôøåîåæéàä èôùîá ùîúùäì ùé :äçëåä
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.åæì åæ úåìå÷ùG ìù áëøä úåøãñ éúù ìë éæà ,á�ëøä úøãñ ùéG äøåáçì íà :(Jordan-Hölder) ã.å èôùî

Gi/Gi+1 íéîøåâä øãìä-ïãøå'æ èôùî éôì éæà ,G ìù áëøä úøãñ àéä G0 ◃ G1 ◃ · · · ◃ Gm = E íà

.G ìù (composition factors) áëøää éîøåâ íéàø÷ð íä .øãñ éãë ãòå íæéôøåîåæéà éãë éãò íéòá÷ð

íéøãâ»î áëøä éîøåâ ùé úéôåñ äøåáç ìëì ,ïëì .áëøä úøãñ ùé úéôåñ äøåáç ìëìù äàøî øãñä ìò äéö÷åãðà

úú úà ùîî äôé÷î àéä .éòáè øôñî øåáò nZ äøåöäî äðä Z ìù úéìàéáéøè àì äøåáç úú ìë ,éðù ãöî .áèéä

.áëøä úøãñ Z ì ïéà ,ïëì .2nZ äøåáçä
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úåøéúô úåøåáç .æ

ïåáùçä úåìËòô úòáøà úøæòá äãù ìòî ãçà íìòðá úåàåùî úøéúô úéòáì øåù÷ "äøéúô äøåáç" ìù âùåîä

."äøéúô" äðä äàåùîä ìù äàåìâ úøåáç íà ÷øå íà ì"ðë ïåøúô äàåùîì ùé ,äàåìâ ìù èôùî éôì .ùøù úåàöåäå

äøãñ úî�é÷ íà øîåìë ,íééôåìç äéîøåâ ìëù úéìîøåð äøãñ äì ùé íà (solvable) äøéúô äð�ëú G äøåáç

.äøéúô äðä úéôåìç äøåáç ìë ,èøôá .íééôåìç Gi/Gi+1 ù êë G = G0 ◃ G1 ◃ · · · ◃ Gn = E äøåöäî

ïôàá .a−1b−1ab = e íà ÷øå íà ab = ba ù êëì áì íéùð .G äøåáç ìù b å a íéøáà éðùá ïðåáúð

ïîñð éììë

[a, b] = a−1b−1ab

ìë úà úåäæì äðéìò äøåáçá úåéôåì¤çä øñç úà ÷ìñì éãë .b å a ìù (commutator) ïÈôé�ì ç·îä [a, b] ì àø÷ðå

:àáä ïôàá äùòð úàæ .äãéçéä øáà íò íéðôéìçîä

åà) G′ á úðîËñî åæ äøåáç .G ìù ïôéìçîä úøåáç íéðôéìçîä ìë éãé ìò úøöåðä G ìù äøåáç úúì àø÷ð

:([G,G] á íâ

G′ = ⟨[a, b] | a, b ∈ G⟩

.íééîéðô íéîæéôøåîåèåà øåáò åæ äçñ�ð äðåëð èøôá .α[a, b] = [α(a), α(b)] éæà ,G ìù íæéôøåîåãðà åðä α íà

úéìîøåðä äøåáçä àéäG′ ,ïë ìò øúé .úéôåì¤çG/G′ äðîä úøåáçù òáåð äøãâääî .G á úéìîøåðG′ ù òáåð ïàëî

:úéôåìç äðî íò G ìù øúåéá äðè÷ä

.G′ ≤ H íà ÷øå íà úéôåìç G/H éæà .G ìù úéìîøåð äøåáç úú H éäú :à.æ äîì

.G(n+1) = (G(n))′ åG(1) = G′ ,G0 = G :äéö÷åãðàáG ìù n øãñî ,Gn ,ïôéìçîä úøåáç úà øéãâð

.íééôåìç äéîøåâ ìëù úéìîøåð äøãñ éàãåá àéä G ◃ G(1) ◃ G(2) ◃ · · · íéðôéìçîä úøãñ

.G(n) = E ù êë éòáè n í�é÷ íà ÷øå íà äøéúô G :á.æ ïåèôùî

úéìîøåð äøãñ àéä G = H0 ◃ H1 ◃ · · · ◃ Hn ◃ E ù àåôà çéðð .äøéúô G ù éàãåá ,G(n) = E íà :äçëåä

,ïëì .H ′
1 ≤ H2 ïëìå úéôåìç H1/H2 ,áåù .G′ ≤ H1 ,à.æ äîì éôì .úéôåìç G/H1 èøôá .íééôåìç äéîøåâù

.G(n) = E ,ïëì .G(n) ≤ Hn = E ù íéàøî äéö÷åãðàá .G′′ ≤ H ′
1 ≤ H2

:úåøçà úåøåáç ìù úåøéúôä ìò ã¹îìì øùôà úåîéËñî úåøåáç ìù úåøéúôäî

.äøåáç G éäú :â.æ ïåèôùî

.äøéúô G ìù äðî úøåáç ìëå G ìù úé÷ìç äøåáç ìë éæà ,äøéúô G íà (à)

.äøéúô G íâ éæà ,úåøéúô G/N å N íàå N ▹ G íà (á)
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.úåøéúô G/M ∩N íâ éæà ,úåøéúô G/N å G/M íàå M,N ▹ G íà (â)

:íéãåîò 250 éðô ìò àáä èôùîä úà 1962 á åçéëåäù Thompson å Feit ìù àáä èôùîä úà ïàë øéëæð

.äøéúô éâåæ éà øãñ úìòá úéôåñ äøåáç ìë :ã.æ èôùî
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ïéôeì¤ç úåøåáçå úÛéøèîéñ úåøåáç .ç

Sn ìù úåé÷ìç úåøåáç .n äìòîîî äéøèîéñä úøåáç úàø÷ð {1, 2, . . . , n} äöåá÷ä ìù Sn úåøåîúä úøåáç

.Sn äøåáçä ìù úåéñéñáä äéúåðåëú úà ãîìð äæ óéòñá .n äìòîî íéîåðéìåô ìù äàåìâ úåøåáçë úåòéôåî

äøåöá íâ íµùøé Sn ìù π øáà(
1 2 · · · n
1π 2π · · · nπ

)
äðä π úçú i øôñî ìù äðåîúä :íéëéøòîë ,{1, 2, . . . , n} äöåá÷ä ìò ïéîéî íéìòåôë Sn éøáà úà íéàåø åðà

:äàáä äìôëîä éãé ìò äæ íëñä íéâãð .iπ äæ íëñä úçú(
1 2 3 4 5
2 5 4 3 1

)(
1 2 3 4 5
3 4 1 2 5

)
=

(
1 2 3 4 5
4 5 2 1 3

)
úøãâ»îä π äøåîúä úà ïîñð (a1 · · · am) á éæà ,{1, 2, . . . , n} äöåá÷ä ìù íéðåù íéøáà íä a1, . . . , am íà

åæ äøåîúì .a ̸= a1, . . . , am ìëì aπ = a å aπm = a1 ,i = 1, . . . ,m− 1 øåáò ,aπi = ai+1 :àáä ïôàá

.úåäæä úøåîú àåä 1 êøàî ÷åùç .(trasposition) óel¤ç àø÷ð 2 êøàî ÷åùçì .m êøàî (cycle) ÷eù¤ç àø÷ð

äãîöää úìËòô íò äôé úáìúùî ä÷æçá úåàìòäë íéøôñîä ìò Sn éøáà ìù äìËòôä úà áúëì åðìù äøéçáä

:Sn äøåáçá

(a1 · · · am)π = (aπ1 · · · aπm)

.

íéôìçúî åìàë íé÷åùç .j å i ìëì ai ̸= bj íà äæì äæ íéøæ (b1 · · · bm) å (a1 · · · ak) íé÷åùç éðù

.ìôëá äæ íò äæ

íéîøåâå íéîøåâä øãñ éãë ãò äãéçé àéä åæ äìôëî .äæì äæ íéøæ íé÷åùç ìù äìôëîë äâöäì úðúð Sn á äøåîú ìë :à.ç äîì

.(a) äøåöäî íééìàéáéøè

.íéôåìç ìù äìôëî äðä Sn á äøåîú ìë :á.ç äîì

,ïëàå .íéðå÷åùç ìù äìôëîë âéöäì ïúð ÷åùç ìëù çéëåäì ÷éôñîù òáåð á.ç äîìî :äçëåä

.(a1 · · · am) = (a1 a2)(a1 a3) · · · (a1 am)

àåäå éâåæ éàm íà éâåæ äæ øôñî èøôá .m− 1 ì äåù úåäæä ìù ïéîé óâàá òéôåîä íéôåìçä øôñîù êëì áì íéùð

.éâåæ m íà éâåæ éà

π äøåîúä .1 ≤ i < j ≤ n å iπ > jπ íéîé÷îä (i, j) úåâåæä øôñî úà p(π) á ïîñð π äøåîú ìëì

.Sgn(π) = (−1)p(π) ïîñð .éâåæ éà åà éâåæ p(π) íà êëì íàúäá úéâåæ éà íà úéâåæ àV÷ú
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.π, τ ∈ Sn ìëì Sgn(πτ) = Sgn(π) · Sgn(τ) :â.ç äîì

äàð øúåé ïàë àéáðù äçëåää .úîËñî ä÷éøåèðéáîå÷ úøæòá äøãâääî øéùé ïôàá äîìä úà çéëåäì øùôà :äçëåä

.úåøåáçä úøåúî úö÷îá âøåçä øîçá úùîúùî àéä éë íà

äøåîúá úðåáúð π ∈ Sn ìëì .íéðúùî X1, . . . , Xn åéäé

Xi 7→ Xiπ , i = 1, . . . , n

èøôá .Z[X1, . . . , Xn] íéîåðéìåôä âåç ìù íæéôøåîåèåàì ãéçé ïôàá åæ äøåîú áéçøäì ïð�ð .åìà íéðúùî ìù

ïîñð .f, g ∈ Z[X] øåáò (f(X)g(X))π = f(X)πg(X)π å a ∈ Z ìëì aπ = a í�é÷úî

.∆ =
∏
i<j

(Xi −Xj)

,ïëì .∆π = Sgn(π)∆ ù òáåð äøãâääî

∆τπ = (Sgn(τ)∆)π = Sgn(τ)∆π = Sgn(τ)Sgn(π)∆ (1a)

∆τπ = Sgn(τπ)∆ (1b)

.úù÷Ëáîä äçñ�ðä úà úðúåð (1b) å (1a) úàåùä

òáåð â.ç äîìî .úéâåæ éà äøåîú åðä óåì¤ç .íéôåì¤ç ìù äìôëîë äâöäì úðúð π äøåîú ìëù úøîåà á.ç äîì

ìù äìôëîë äøåîú ìù äâöää .éâåæ ì"ðä äìôëîá íéòéôåîä íé÷åùçä øôñî øùàë úéâåæ äøåîú àåä π ù àåôà

.äøåîúä éãé ìò ãéçé ïôàá úòá÷ð äìôëîá íéôåì¤çä øôñî úåéâåæ íìåà äãéçé äðéà íéôåì¤ç

éðù úá {±1} úéìôëä äøåáçä ìò Sn ìù íæéôøåîéôà àåä π 7→ Sgn(π) ä÷úòääù íâ úøîåà â.ç äîì

2 ñ÷ãðà úìòá Sn á úéìîøåð äøåáç åäæ .An á åðîñð .úåéâåæä úåøåîúä ìë úöåá÷ àåä åæ ä÷úòä ïéòøâ .íéøáà

äìéá÷î äàáä äîìä .3 êøàî íé÷åùçä ìë úà øúéä ïéá äìéëî åæ äøåáç .(alternative) ïéôåì¤çä úøåáç úàø÷ðä

.An úà íéøöåé 3 êøàî íé÷åùçäù úøîåàå à.ç äîìì

.3 êøàî íéôåì¤ç ìù äìôëîë äâöäì úðúð Sn á úéâåæ äøåîú ìë :ã.ç äîì

íéø÷îä ìë ,ïëàå .3 êøàî íé÷åùç ìù äìôëîë äâöäì úðúð íéôåì¤ç éðù ìù äìôëî ìëù çéëåäì ÷éôñî :äçëåä

:úåàáä úåàîâHä ùìùá íéöîúî íééøùôàä

(1 2)(1 2) = (1)

(1 2)(1 3) = (1 2 3)

(1 2)(3 4) = (2 3 4)(1 2 3)
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ãçà ãòö øçàì úî�éúñî Sn ìù íéðôéìçîä úøãñ .äøéúô äøåáç úåéäìî ä÷åçø Sn ù åàøé úåàáä úåîìä

:An á ãáìá

.Sn ìù ïôéìçîä úøåáç äðä An :ä.ç äîì

äùìù íä i, j, k íà ,éðù ãöî .S′
n ≤ An ,à.æ äîì éôì ,ïëì .úéôåìç äðä 2 øãñî äøåáç øåúá Sn/An :äçëåä

éæà ,äæî äæ íéðåù íéøôñî

.(i j k) = (i k)(i j)(i k)(i j)

.An ≤ S′
n ù òáåð ã.ç äîìî .S′

n ì êéù ïéîé óâà

.A′
n = An éæà ,n ≥ 5 íà :å.ç äîì

éæà ,äæî äæ íéðåù íéøôñî íä i, j, k, l íàù øéòð úéùàø :äçëåä

(i j)(k l) = (i l k)(i k j)(i k l)(i j k) ∈ A′
n

.(i j k) ∈ A′
n éæà ,äæî äæ íéðåù íéøôñî íä i, j, k íàù úåàøäì åðéìò

äæ íéðåù i, j, k, l,m ù êë n î íéìåãâ íðéàù m å l íéøôñî ãåò íéî�é÷ù òáåð n ≥ 5 ù äçðääî ,ïëàå

.(i j k) = (j k)(i j) = (j k)(l m) · (l m)(i j) ∈ A′
n æàå .äæî

.úåøéúô ïðéà An å Sn éæà ,n ≥ 5 íà :æ.ç äàöåú

.úåøéúô ïðéà An å Sn ,á.æ ïåèôùî éôì ,ïëì .k ≥ 1 ìëì S
(k)
n = An å.ç äîì éôì :äçëåä

:øk�ð ïôàá ÷æ§çð äðåøçàä äàöåúä úà

.n ≥ 5 ìëì äèåùô An äøåáçä :ç.ç èôùî

.N = An ù çéëåäì åðéìò .An ìù úéìàéáéøè àì úéìîøåð äøåáç úú N éäú :äçëåä

÷åùçä úà äìéëî N ù úåéììëä úìáâä éìá çéðð ,ïëàå .N = An éæà ,3 êøàî ÷åùç äìéëî N íà :ä�ðÂòÇè

ïïðåáúð ïëàå .(i j k) ∈ B ù úåàøäì ÷éôñîù òáåð ã.ç äîìî .äæî äæ íéðåù íéøôñî i, j, k åéäé .τ = (1 2 3)

äøåîúá

π =

(
1 2 3 4 5 · · ·
i j k l m · · ·

)
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úøçà ,úéâåæ π ù çéðäì ìëåð úåéììëä úìáâä éìá .i, j, k î íâ íéðåùä äæî äæ íéðåù íéøôñî íä m å l äáù

äøåîúá äôéìçð(
1 2 3 4 5 · · ·
i j k l m · · ·

)
(l m) =

(
1 2 3 4 5 · · ·
i j k m l · · ·

)
.n ▹ A′

n éë ,(i j k) = (1 2 3)π ∈ N æàå .úéâåæ àéäù

:íéø÷î äù´îç ïéá äúò äìéãáî äçëåää úéøàù

ìëåð .4 úåçôì åëøàù ÷åùç éåöî íéøæ íé÷åùç ìù äìôëîì ä÷åøôá øùà τ äøåîú äéåöî N éøáà ïéáù çéðð :à äø÷î

éäé .ïåùàøä ÷åùçì íéøæä íé÷åùç ìù äìôëî àåç κ øùàá ,τ = (1 2 3 4 a5 · · · as)κ äøåöä ùé τ ìù çéðäì

.N = An ,äðòèä éôì ,ïëì .(1 2 4) = τ−1τλ ∈ N í�é÷î àåä .λ = (1 2 3) ∈ An

øúé ìëå ,(1 2 3) ìùîì ,3 êøàî ãçà ÷åéãá òéôåî íéøæ íé÷åùç ìù äìôëîì ä÷åøôáù τ äøåîú äéåöîN éøáà ïéá :á äø÷î

.N = An ,äðòèä éôì ,ïëìå (íéîöîèöî íéôåìçä ìë) τ2 = (1 2 3)2 = (1 3 2) ,éæà .íéôåìç íä íé÷åùçä

éìá .3 êøàî íé÷åùç éðù úåçôì íéòéôåî íéøæ íé÷åùç ìù äìôëîì ä÷åøôáù τ äøåîú äéåöî N éøáà ïéá :â äø÷î

ïîñð .íéðåùàøä íé÷åùçä éðùì íéøæä íé÷åùç ìù äìôëî àéä κ øùàá ,τ = (1 2 3)(4 5 6)κ úåéììëä úìáâä

.N = An ù òáåð à äø÷îî .(1 4 3 2 6) · · · = ττρ ∈ N æàå .ρ = (3 4 5)

äìôëî ìëá íéòéôåîä íéøáàä øôñî .íéôåìç ìù äìôëîì íé÷øôúî N éøáà ìëù íéø÷îá ìôèì åðì øúåð

.éâåæ åæë

éôì ,ïëì .(1 2 5) = ττα ∈ N ìá÷ðå α = (5 2 1) ïîñð .τ = (1 2)(3 4) äøåöäî øáà äìéëîN :ã äø÷î

.N = An ,äðòèä

ìù íéøæ íéôåìç ìù éâåæ øôñî ìù äìôëî àåä κ øùàá ,τ = (1 2)(3 4)(5 6)(7 8)κ äøåöäî øáà äìéëîN :ä äø÷î

,â äø÷î éôì ,ïëì .(1 5 4)(2 3 6) = ττβ ∈ N æàå .β = (2 3)(4 5) ïîñð .9 ì íéåù åà íéìåãâä íéøôñî

.N = An

.úåéåøùôàä ìë úà åðéö´î úàæá

äèåùôä äøåáçä àéä A5 ù çéëåäì øùôà .60 àåä A5 ìù øãñä .äèåùô äøåáç àéä A5 ù åðìáN èøôá

.úéìâòî äðéàù øúåéá äðè÷ä
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äöåá÷ ìò äøåáç ìù äìËòô .è

ä÷úòä àéä A äöåá÷ ìò G äøåáç ìù äìËòô éììë ïôàá {1, 2, . . . , n} äöåá÷ä ìò úìòåô Sn úéøèîéñä äøåáçä

åî�é÷úé åæ ä÷úòä úçú A á (x ∈ G å a ∈ A) (a, x) âåæä ìù äðåîúä úà ax á í¹ùøð íàù êë A×G→ A

:íéàáä íéììëä

.a ∈ A å x, y ∈ G ìëì ae = a å axy = (ax)y (1)

òáåð (à) éàðúî aτx = ax :àáä ïôàá A éøáà ìò ïéîéî úìòåôä τx: A→ A ä÷úòä äWùî x ∈ G ìë

τ ä÷úòää .A ìù äøåîú àåä τx ïëì .τxτ
x−1

= τx−1τx = id ù ìá÷ð èøôá .τe = id å τxy = τxτy ù

úøåáçë G ìù äâöä àéä τ ù íéøîåà åðà .A ìù S(A) úåøåîúä úøåáç êåúì G ìù íæéôøåîåîåä àåôà àéä

.(permutation representation) úåøåîú

.ïåëù àéä ìéòìã τ úåøåîúä úâöää íà (faithfully) (äðî±àð íâ åà) ïî±àð ïôàá A ìò úìòåô G ù øîàð

.x = e ù øøåâ a ∈ A ìëì ax = a ,øîåìë

:à.è äîâH

.G ìù æÈkøîä àåä åæ äìËòô ìù ïéòøâä .äãîöä éãé ìò äîöò ìò úìòåô G (à)

øãñä íà ,èøôá .S(G) êåúì G úà úðëùîä äðîàð äìËòô éäåæ .ïéîéî ìôë éãé ìò äîöò ìò úìòåô G (á)

.Cayley èôùî úàø÷ð åæ äðçáà .Sn êåúì G ìù ïåëù äæá íéìá÷î n àåä G ìù

ìò F äãù ìù F+ úéøåáçä äøåáçä ìù äðîàð äìËòô àìà åðéà V éøåè÷å áçøî ìò íéøì÷ñ ìù ìôë (â)

.V

äðîàð äìËòô øéãâî K éøáà ìù úåé-n ìò K äãù ìòî n× n øãñî úåëéôä úåöéøèî ìù ïéîéî ìôë (ã)

.Kn ìò GLn(K) ìù

ìôë éãé ìò H/G úåéðîéä úå÷ìçîä úöåá÷ ìò úìòåô G éæà ,G äøåáç ìù äøåáç úú àéä H íà (ä)

.
∩

g∈GH
g àåä åæ äìËòô ìù ïéòøâä .ïéîéî

øµîºù°î§ä úàø÷ð Ga = {x ∈ G | ax = a} äøåáçä .a ∈ A éäéå A äöåá÷ ìò úìòåô G ù áåù çéðð

.Gay = (Ga)
x :äãîöä úçú øµîùîä äðúùî ãöéë äàøî äàáä äçñ�ðä .G á a ìù (stabilizer)

.G úçú a ìù (orbit) ìåìñîä úàø÷ð aG = {ax | x ∈ G} äöåá÷ä

:á.è äîâã

ìâòî åðä C ìù z øáà ìë ìù ìåìñîä .ïéîéî ìôë éãé ìò C ìò ìòåô úéùàøä áéáñ äãéçéä ìâòî (à)

.úéùàøì áéáñî |z| ñåéãøá äãéçéä

.úéùàøäå z êøã øáåòä øùéä åðä C á z ìë ìù ìåìñîä .ïéîéî ìôë éãé ìò C ìò úìòåô R (á)
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åæ ä÷úòä .Ga ìò éëøò ãç ãç ïôàá Ga\G úà ä÷éúòî Gag 7→ ag ä÷úòää .a ∈ A øáà òá÷ð

éæà ,úéôåñ G íà .úåöåá÷ä éúù ìò G ìù äìËòôä úà íâ úãáëî

.(G : Ga) = |aG| (2)

øôñîì ú÷øôúî àéä ,úéôåñ äöåá÷ àéä A ,êëì óñåðá íà .äøåáçä ìù øãñä úà ÷ìçî ìåìñîä ìù êøàä èøôá

ù òáåð (2) î .|A| =
∑

i∈I |aGi | ,ïëì .A =
∪
· i∈I a

G
i :íéøæ íéìåìñî ìù éôåñ

.|A| =
∑
i∈I

(G : Gai) (3)

äçñ�ðä .úåãéîö úå÷ìçî íä íéìåìñîä ,äãîöä éãé ìò äîöò ìò úìòåôä úéôåñ äøåáç àéä G ù éèøôä äø÷îá

úåãéîöä úå÷ìçî ìù íéâö�éî úöåá÷ àéä C øùàá ,|G| =
∑

c∈C(G : Gc) äøåöä úà äæ äø÷îá úìá÷î (3)

,ïëì .G ìù æëøîì êéù äæ øáà íà ÷ø íà ãçà øáà äìéëî úåãéîö ú÷ìçî .Gc = {g ∈ G | cg = g} å G ìù

, |G| = |Z(G)|+
∑
c∈C′

(G : Gc) (4)

.G æëøîá íðéàù íéøáà ìù úåãéîö úå÷ìçî ìù íéâöéî úöåá÷ àéä C ′ øùàá
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Ûìéñ úåøåáç .é

úåøåáçá øáãä êë àì .n úà ÷ìçîä d øãñ ìëî äøåáç úú G ì ùé éæà ,n øãñî úéìâòî äøåáç àéä G íàù åðéàø

øãñî äøåáç úú G ì ùé ,n úà ú÷ìçîä éðåùàø øôñî ìù øúåéá äìåãâä ä÷æçä åðä d íà íìåà .úåéôåìç ïðéàù

éãé ìò åçëåä åìà úåðåëúá íéìôèîä íéèôùîä .äãîöä éãë ãò ãéçé ïôàá úòá÷ð åæ äøåáç úú ,ïë ìò øúé .d

.åîù ìò íéàø÷ðå Sylow éà÷èîúîä

åðä |P | íà G ìù p-åìéñ úøåáç P ì àø÷ð .G ìù äøåáç úú P å úéôåñ äøåáç G ,éðåùàø øôñî p åéäé

ìë ,èøôá .p ìù ä÷æç àåä äøãñ íà p-úøåáç àø÷ú H úéôåñ äøåáç .|G| úà ú÷ìçîä p ìù úéáøîä ä÷æçä

.p-úøåáç äðä p-åìéñ úøåáç

.p-åìéñ úøåáç G ì ùé éðåùàø øôñî ìëìå G úéôåñ äøåáç ìëìù çéëåð äìéçú

.p øãñî øáà G ì í�é÷ éæà ,|G| úà ÷ìçî p íà .úéôåñ úéôåìç äøåáç G éäú :à.é äîì

úà ÷ìçî p å ìéàåä .p ì øæä éaUî øãñ úìòá G ìù äøåáç úú H éäú .äæë øáà íé÷ ïéàù äìéìùá çéðð :äçëåä

G ìù úåéôåìçäî .p|#⟨H, g⟩ ïëìå H < ⟨H, g⟩ éæà .g ∈ GrH øçáð .G ì ùîî úé÷ìç H äøåáçä ,|G|

.p|ord(g) ,ïëì .|⟨H, g⟩| = |H · ⟨g⟩| = |H|·|⟨g⟩|
|H∩⟨g⟩| ù òáåð ä.á äîìîå

ìù íåé÷ä úà çéëåð ,åæä äàöåúì íéòéâî åðàù éðôì .ïäùìë úåéôåñ úåøåáçì à.é äîì úà ìéìëú ?.é äàöåú

:åìéñ úåøåáç

.p-åìéñ äøåáç úúG ì úî�é÷ éæà .éðåùàø øôñî p éäéå úéôåñ äøåáçG éäú :(åìéñ ìù ïåùàøä èôùîä) á.é èôùî

ìëåð úåéììëä úìáâä éìá .p - m øùàá |G| = mpn éäé .G ìù øãñä ìò äéö÷åãðàá èôùîä úà çéëåð :äçëåä

.(p-åìéñ úøåáç àéä úéìàéáéøèä äøåáçä úøçà) n ≥ 1 ù çéðäì

.(äéö÷åãð´àä úçðä éôì) p-åìéñ úøåáçH ì ùé éæà ,p ì øæ ñ÷ãðà úìòáH äúåàð äøåáç úúG ì úî�é÷ íà

.G ìù p-åìéñ úøåáç íâ äéäú åæ äøåáç úú

,ïëìå Gx < G éæà ,x /∈ Z(G) íà èøôá .G ìù H äúåàð äøåáç úú ìëì p|(G : H) ù àåôà çéðð

,è óéòñ ìù (4) äçñ�ðî .p|(G : Gx)

, |G| = |Z(G)|+
∑
x∈C′

(G : Gx)

A ,æëøîä ìù äøåáç úú øåúá .p øãñî Z(G) ìù A äøåáç úú úðúåð à.é äîì .|Z(G)| úà ÷ìçî p ù òáåð

.P̄ á äðîñðù p-åìéñ úøåáç G/A ì úî�é÷ äéö÷åãðàä úçðä éôì .|G/A| = mpn−1 ,ïë åîë .G á úéìîøåð

.|P | = pn éæà .G/AG → äðîä ú÷úòä úçú G á P̄ ìù äëåôää äðåîúä P éäú .pn−1 ïáåîë äéäé äøãñ

.G ìù p-åìéñ úøåáç àéä P ,úåøçà íéìîá
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:úéôåñ äøåáç ìù p-åìéñ úåøåáç úöåá÷ ìò òãéî ïúåð àáä èôùîä

.úéôåñ äøåáçG éäú :(åìéñ ìù éðùä èôùîä) â.é èôùî

.G ìù p-åìéñ úøåáçá úìëåîG ìùH úé÷ìç p-úøåáç ìë (à)

.åæì åæ úåãåîöG ìù p-åìéñ úøåáç ìë (á)

.p åìåãåî 1 ì óôåçG ìù p-åìéñ úåøåáç øôñî (â)

G ì ïú�ð .ä÷éø äðéà S ,ïåùàøä åìéñ èôùî éôì .G ìù p-åìéñ úåøåáç ìë úöåá÷ úà S á ïîñð :äçëåäì äîã÷ä

GP = {g ∈ G | P g = P} øµîºùîá ïðåáúð .p-åìéñ úåøåáçî úçà P éäú .äãîöä éãé ìò åæ äöåá÷ ìò ìòôì

,äæì óñåðá .|PG| = (G : GP ) ,è óéòñ ìù (2) äçñ�ð éôì .P ìù PG = {P x | x ∈ G} ìåìñîáå

.p á ÷ìçúî åðéà |PG| ,ïëì .P ≤ GP

åæ äìËòô úçú ÷øôúî PG .äãîöä éãé ìò PG ìò úìòåô H éæà .G ìù úé÷ìç p-úøåáç H äúò éäú

,êëì íàúäá .PG =
∪
· i∈I P

H
i :íéøæ íéìåìñî ìù ãåçàì

.|PG| =
∑
i∈I

|PH
i | =

∑
i∈I

(H : HPi) (1)

(P ′)h = P ′ éæà H ≤ P ′ íà ,ïëàå .H ≤ P ′ äìëäìHP ′ = H ïåéåùä ìå÷ù PG á P ′ äøåáç ìëì :äðòè

.H ≤ P ′ ,øîåìë ,h ∈ H ìëì

ä÷æç àåä |⟨H,P ′⟩| = |H|·|P ′|
|H∩P ′| ,ä.á äîì éôì ,ïëì .⟨H,P ′⟩ = HP ′ éæà ,(P ′)h = P ′ íà ,êôäì

.H ≤ P ′ èøôá ,⟨H,P ′⟩ = P ′ ù ïàëî òáåð ,G ìù p-åìéñ úøåáç àéä P ′ å ìéàåä .p ìù

éôì) |PG| úà ÷ìçî åðéà p å ìéàåä .p ìù ú÷æç åðä (H : HPi) ñ÷ãðàä ,p-úøåáç àéä H å ìéàåä :(à) úçëåä

.ù÷Ëáîë ,H ≤ Pi ù òáåð äðòèäî .H = HPi ù êë i ∈ I ,(1) éôì ,í�é÷ ,(äçëåää ìù äðåùàøä ä÷ñôä

äãåîöä Pi äøåáçá úìëåîH ù åðéàøä (à) úçëåäá .G ìù p-åìéñ úåøåáçî úçàëH úà äúò øçáð :(á) úçëåä

.P ì äãåîö H ,úåøçà íéìîá .H = Pi ïëìå |H| = |Pi| ,äøãâää éôì .P ì

,äðòèä éôì .P = Pj ù êë j ∈ I íé÷ù çéðäì ìëåð úåéììëä úìáâä éìá .P ë H úà øçáð :(â) úçëåä

éôì ,ïëì .i ̸= j ìëì p á ÷ìçúî (P : PPi) å (P : PP ) = 1 ,úåøçà íéìîá .Pi = P íà ÷øå íà PPi = P

,(1)

|PG| =
∑
i∈I

(P : PPi) = 1 +
∑
i ̸=j

(P : PPi) ≡ 1 mod p

.epÇòÈèù éôë

:êë øáãä ïéà p úåøåáçá .éìàéáéøè Sn ìù æëøîäù åðéàø á.ä äîâHá
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èøôá .éìàéáéøè åðéà N ∩ Z(G) êåúçä éæà .G ìù úéìàéáéøè àì úéìîøåð äøåáç N éäúå p-úøåáç G éäú :ã.é äîì

.éìàéáéøè åðéà G ìù æëøîä

.a1 = e øùàá ,N ìù G-é�ìåìñî ìù íéâö�éî a1, . . . , ar åéäé .äãîöä éãé ìò N ìò ìòôì G ì ïú�ð :äçëåä

èøôá .Gai = {g ∈ G | agi = ai} øùàá ,|N | =
∑r

i=1(G : Gai) ,è óéòñ ìù (3) äçñ�ð éôì

(G : Gai) = pki íéñ÷ãðàäî ãçà ìë ,p-úøåáç ä�ðä G å ìéàåä .(G : Ga1) = 1 ïëìå Ga1 = Ge = G

êëì äøéúñá ,|N | ≡ 1 mod p ù íéìá÷î åðééä ,i = 2, . . . , r ,øåáò 0 î íéìåãâ ki åéä åìà .p ìù ä÷æç àåä

åðä ai øáàä .G = Gai øîåìë ,(G : Gai) = 1 ù êë i ≥ 1 íé÷ ,ïëì .p ìù úéìàéáéøè àì ä÷æç àåä |N | ù

.ù÷Ëáîë ,N ∩ Z(G) ìù éìàéáéøè àì øáà

.p øãñî x øáàG á ùé éæà ,G äøåáç ìù øãñä úà ÷ìçî p íà :(éùå÷ èôùî) ä.é äàöåú

.éìàéáéøè åðéà Z(P ) ,ã.é èôùî éôì .P úéìàéáéøè àì åìéñ úøåáç G ì ïúåð åìéñ ìù ïåùàøä èôùîä :äçëåä

.p øãñî x øáà ,à.é äîì éôì äì ùé ,úéôåìç p-úøåáç àéä Z(P ) å ìéàåä

G = Gn ◃Gn ◃Gn−1 ◃ · · · ◃G0 = E úéìîøåð äøãñ äì úî�é÷ éæà .úéìàéáéøè àì p-úøåáç G éäú :å.é äàöåú

.i = 1, . . . , n ìëì Gi/Gi−1 ≤ Z(G/Gi−1) ,ïë ìò øúé .p øãñî íééìâòî äéîøåâ ìëù

.úéôåìç äðä p2 øãñî äøåáç ìë :æ.é äàöåú

äðåùä øáà ìë ìù øãñä äæ äø÷îá .úéìâòî äðéà P ù äø÷îá ïðåáúäì ÷éôñî .p2 øãñî äøåáç P éäú :äçëåä

,ïëì .ab = ba å G = ⟨a, b⟩ éæà .b ∈ GrP øçáðå .(ã.é èôùî) Z(P ) á e î äðåù a øáà øçáð .p àåä e î

.úéôåìç P

.äøéúô pq øãñî G äøåáç ìë éæà .íééðåùàø íéøôñî q å p åéäé :ç.é äàöåú

.N = NG(Q) ïîñð .Q q-åìéñ úøåáç G ì øçáð .q > p åáù äø÷îá ïåãì ÷éôñîù òáåð æ.é äàöåúî :äçëåä

p åðä (G : N) å |Q| = q í�é÷úî ,|G| = pq å ìéàåä .(G : Q) ≡ 1 mod q ,åìéñ ìù éðùä èôùîä éôì

,Q ▹ G ,G = N ,ïåùàøä äø÷îá .q > p ì äøéúñá ,p ≡ 1 mod q æà éë éøùôà åðéà éðùä äø÷îä .1 åà

.äøéúô G ,ïëì .G/Q ∼= Z/pZ å Q ∼= Z/qZ

øúåé ãåò øéùëîì ïúåà úåùòì éãë .úåéôåñ úåøåáç ìù äðáîä çåúðá äìåãâ úåáéùç ùé p-åìéñ úåøåáçì

:äðî úåøåáçå úåé÷ìç úåøåáç ìù p-åìéñ úåøåáç ïéáì äøåáç ìù p-åìéñ úåøåáç ïéá øù÷ä úà øàúð ìéòé

:éæà .G ìù p-åìéñ úøåáç P éäúå G úéôåñ äøåáç ìù úéìîøåð úé÷ìç äøåáç N éäú :è.é ïåèôùî

.N ìù p-åìéñ úøåáç àéä N ∩ P (à)

.G/N ìù p-åìéñ úøåáç àéä PN/N (á)

24



.NG(P )N/N = NG/N (PN/N) (â)

íæéôøåîåæéàä èôùîî .p ìù ä÷æç äøãñù N ìù úé÷ìç äøåáç àéä P ∩N ù áì íéùð ìë íãå÷ :(à) úçëåä

.N ìù p-åìéñ úøåáç àåä P ∩N ,ïëì .p ì øæ (N : P ∩N) = (PN : P ) ù òáåð éðùä

(Ḡ : P̄ ) = (G : P ) ,éùéìùä íæéôøåîåæéàä èôùî éôì .ââá N åìåãåî úåøåáç ìù äðîä úà ïîñð :(á) úçëåä

.Ḡ ìù p-åìéñ úøåáç àåä P̄ ,ïëì .p ì øæ

,øîåìë .ḡ ∈ NḠ(P̄ ) ù êë g ∈ G øáàá ïðåáúð êë íùì .NḠ(P̄ ) ≤ NG(P ) ù çéëåäì ÷éôñî :(â) úçëåä

n ∈ N í�é÷ ,åìéñ ìù éðùä èôùîä éôì .PN ìù p-åìéñ úøåáç àåä P g ù ïàëî .P gN = PN åà ,P̄ ḡ = P̄

.ḡ ∈ NG(P ) ,ïëìå g ∈ NG(P )n ≤ NG(P )N ù ïàëî .gn−1 ∈ NG(P ) ,ïëì .P g = Pn ù êë

úà çéëåäì øùôà (íéáëø»î øúåé äáøä éë íà) ç.é äàöåú úçëåäá åòéôåäù åìàì íéîåã íéìå÷ù úøæòá

:àáä èôùîä

:éæà .íééðåùàø íéøôñî p, q, r åéäé :é.é èôùî

.äøéúô pnq øãñî äøåáç ìë (à)

.äøéúô p2q2 øãñî äøåáç ìë (á)

.äøéúô pqr øãñî äøåáç ìë éæà ,p > q > r íà (â)

:çéëåäì éãë íéôñåð íéìå÷ùå é.é èôùîá ùîúùäì øùôà

:àé.é èôùî

.äøéúô 60 î ïè÷ äøãñù äøåáç ìë (à)

.A5 àéä 60 øãñî (íæéôøåîåæéà éãë ãò) äãéçéä äèåùôä äøåáçä (á)
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p-úåøåáç .àé

.åìà úåøåáç ìù úåðåëú äîë åðçëåä íãå÷ä óéòñá .øúåéá úåøk»îä úåøåáçä ïä p-úøåáç ,úåéôåìçä úåøåáçì õåçî

.íãå÷ä óéòñá åðâùäù åìà ìò úåàöåú äîë óéñåð äæ óéòñá

.p ìù ä÷æç åðä äá øáà ìë ìù øãñä íà ÷øå íà p-úøåáç àéä G úéôåñ äøåáç :à.àé äîì

.éùå÷ èôùîîå 'æðøâì èôùîî òáåð äîìä :äçëåä

:á.àé äîì

.p-úøåáç àéä p-úøåáç ìù úé÷ìç äøåáç (à)

.p-úøåáç àéä p-úøåáç ìù äðî úøåáç (á)

.p-úøåáç àéä G ,éæà .p-úåøåáç ïä G/N ùå N ù çéðð .G úéôåñ äøåáç ìù úéìîøåð äøåáç úú N éäú (â)

.åæ äàöåú ìéìëé àáä èôùîä .éìàéáéøè åðéà úéìàéáéøè àì p-úøåáç ìù æëøîäù åðçëåä é óéòñá

.U < NG(U) éæà .G ìù äúåàð äøåáç úú U éäúå úéôåñ p úøåáç G éäú :ã.àé äîì

å G ìù íéøáà íä g1, . . . , gr øùàá ,G =
∪
· r
i=1 UgiU øæ ãåçàë G úà âéöäì ïúð à.ä äîì éôì :äçëåä

,á.ä äîì éôì ,ïë ìò øúé .i = 2, . . . , r øåáò gi /∈ U ,èøôá .g1 = e

.|G| =
r∑

i=1

|U | · |U |
|Ugi ∩ U |

(1)

,(1) éôì ,ïëì .m < n øùàá |U | = pm å |G| = pn äçðää éôì

.pn−m = 1 +

r∑
i=1

|U |
|Ugi ∩ U |

(2)

ì äøéúñá ,p ìù 1 î úåðåù úå÷æç íä |U |
|Ugi∩U | íéøôñîäù íéìá÷î åðééä ,2 ≤ i ≤ r ìëì Ugi ̸= U äéä åìà

.ù÷Ëáîë ,gj ∈ NG(U)rU ,øîåìë .Ugj = U ù êë 2 ≤ j ≤ r í�é÷ ïëì .(2)

.H < K < G äøåáç úú íåù úî�é÷ ïéà íàå H < G íà ,úéáøî äð�ëî G äøåáç ìù H úé÷ìç äøåáç

.p-úøåáç G éäú :ä.àé äîì

.p ñ÷ãðàä úìòáå úéìîøåð äðä G ìù H úéáøî äøåáç úú ìë éæà (à)

.Ni/Ni−1
∼= Z/pZ ù êë U = N0 ▹ N1 ▹ · · · ▹ Nr = G úéìîøåð äøãñ úî�é÷ U äúåàð äøåáç úú ìëì (á)

.äøéúô G ,èøôá .p øãñî íééìâòî äéîøåâ ìëù äìåò úéìîøåð äøãñ G ì úî�é÷ (â)

.m < n éæà .|U | = pm å |G| = pn ïîñð (á) úà çéëåäì éãë .(á) äðòèî úåòáåð (á) å (à) úåðòèä :äçëåä

øãñî M1 äøåáç úú NG(U)/N ì íé÷ ,éùå÷ èôùî éôì .U úà ùîî äôé÷î NG(U) äøåáçä ã.àé äîì éôì
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äøåáç àéä N1/U å U ▹ N1 éæà .N1/U = M1 ù êë U úà äôé÷îä N ìù äøåáçä úú úà N1 á ïîñð .p

äéîøåâ ìëù N1 ▹ N2 ▹ · · · ▹ Nr = G úéìîøåð äøãñ úðúåð ñ÷ãðàä ìò äéö÷åãðà úçðä .p øãñî úéìâòî

.p øãñî íééìâòî

äðáîä úà øàúðå 8 øãñî úåéìáà àì úåøåáç éúù ÷åéãá ùéù äàøð .ïÛi�ðÀÌÙ§ä úøåáçå ïÛòÈaY·à¨ä úøåáç :å.àé äîâH

.ïäìù

4 øãñî a øáà G ì í�é÷ ïëì .8 åðéà G ìù øáà íåù ìù øãñä èøôá .8 øãñî úéìáà àì äøåáç G éäú

å G = ⟨a, b⟩ éæà .b ∈ Gr⟨a⟩ øçáð .⟨a⟩ ▹ G èøôá .(úéìáà äú�éä G å g ∈ G ìëì g2 = 1 äéä úøçà)

,⟨a⟩ úà øöåé ab ,⟨a⟩ ▹ G å ìéàåä .G = ⟨a⟩ ·∪ ⟨a⟩b = {1, a, a2, a3, b, ab, a2b, a3b} ,ïëìå .b2 ∈ ⟨a⟩

.ab = a3 ,ïëì .úéìáà äðéà G éë ïëúé àì ïåùàøä äø÷îä .ab = a3 åà ab = a ,ïëì

å ord(b) = 8 äéä íéø÷îäî ãçà ìëá éë b2 = a3 åà b2 = a ù ïëúé àì .a ìù ä÷æç åðä b2 ,ïë åîë

.b2 = 1 åà b2 = a2 ,ïëì .G = ⟨b⟩

úàø÷ðå Q8 á úðîËñî G äøåáçä ,G = ⟨a, b | a4 = b4, ab = a−1⟩ äæ äø÷îá .b2 = a2 :à äø÷î

,jk = i ,ij = k éæà .−1 = i2 å k = ab ,j = b ,i = a ïîñð .(quaternion group) ïåòáøàä úøåáç

ìù úåé÷ìçä úåøåáçä íéùøú .Q8 = {±1,±i,±j,±k} å .(−1)2 = 1 å ,i2 = j2 = k2 = −1 ,ki = j

:êë äàøð Q8

Q8

zz
zz

zz
zz

DD
DD

DD
DD

⟨i⟩

CC
CC

CC
CC

⟨j⟩ ⟨k⟩

zz
zz

zz
zz

⟨−1⟩

1

.úéìáà äðéà Q8 ù úåøîì úéìîøåð Q8 ìù äøåáç úú ìëå ⟨−1⟩ äøåáçä åðä Q8 ìù æëøîä

äâöä .(dihedral group) ïåéðùä úøåáç úàø÷ðå D8 á G äøåáçä úðîËñî äæ äø÷îá .b2 = 1 :á äø÷î

úåøåáçä âéøù ìù úé÷ìç äâöä .D8 = ⟨a, b | a4 = b2 = 1, ab = a−1⟩ :íéñçéå íéøöåé úøæòá äìù
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:D8 ìù úåé÷ìçä

⟨a⟩ D8

⟨a2⟩ ⟨a2, b⟩

1 ⟨b⟩

D8 ìù æëøîä .D8 á úéìîøåð äðéà 2 øãñî ⟨b⟩ äøåáçä .2 íä äæ íéùøúá úåëåîñ úåøåáç éúù ïéá íéñ÷ãðàä

.⟨a2⟩ åðä
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úÛøºù�é úÛìÅt�ë·î .áé

.ïäìù äøùéä äìôëîä úà úåðáì àéä úåðåúð úåøåáçî äùãç äøåáç øöéì øúåéá úåèåùôä íéëøãäî úçà

ïäìù úéæèø÷ä äìôëîä úà êôäð .úåøåáç G1, . . . , Gn äðééäú

G =

n∏
i=1

Gi = {(x1, . . . , xn) | xi ∈ Gi, i = 1, . . . , n}

:íéáéëøî éôì ìôë øéãâðù éãé ìò äøåáçì

(x1, . . . , xn) · (x′1, . . . , x′n) = (x1x
′
1, . . . , xnx

′
n)

äøùéä äìôëîä àø÷ú G .Gi äøåáçá äãéçéä øáà åðä ei øùàá ,(e1, . . . , en) àåä G á äãéçéä øáà

éãé ìò G á éòáè ïôàá ïëùì ïúð Gi úåøåáçäî úçà ìë úà .G1, . . . , Gn úåøåáçä ìù (direct product)

äøãâää

xi 7→ (e1, . . . , ei−1, xi, ei+1, . . . , en), xi ∈ Gi

:úåàáä úåðòèä úà àBåì ì÷ .G∗
i á åæ ä÷úòä úçú Gi ìù äðåîúä úà ïîñð

.G = G∗
1 · · ·G∗

n (1a)

.1 ≤ i ≤ n ìëì G∗
i ▹ G (1b)

.1 ≤ i ≤ n ìëì G∗
i ∩ (G∗

1 · · ·G∗
i−1G

∗
i+1 · · ·G∗

n) = E (1c)

.i ̸= j íà y ∈ G∗
i å x ∈ G∗

i ìëì xy = yx (1d)

.i ìëì xi = yi éæà ,xi, yi ∈ G∗
i íàå x1 · · ·xn = y1 · · · yn íà (1e)

:äæì äæ íéìå÷ù íéàáä íéàðúä .G äøåáç ìù úåé÷ìç úåøåáç G1, . . . , Gn äðééäú :à.áé äîì

.G∗
i ìò Gi úà øéáòîä α: G→

∏n
i=1Gi íæéôøåîåæéà í�é÷ (à)

;G = G1 · · ·Gn (à.á) (á)

;y ∈ Gj å x ∈ Gi ìëì xy = yx éæà ,i ̸= j íà (á.á)

.i ìëì xi = yi éæà ,i ìëì xi, yi ∈ G íàå x1 · · ·xn = y1 · · · yn íà (â.á)

;G = G1 · · ·Gn (à.â) (â)

;i ìëì Gi ▹ G (á.â)

.Gi ∩ (G1 · · ·Gi−1Gi+1 · · ·Gn) = E (â.â)

øùàë ,íéîòôì .G1, . . . , Gn ìù äøùéä äìôëîä àéä G ù íéøîåà ,íéî�é÷úî èôùîä ìù íéàðúä íà

äìôëî äéðùìå úéðåöéç äøùé äìôëî äðåùàøì íéàøå÷ ,ïàë åøãâåäù úåøùéä úåìôëîä éâåñ éðù ïéá ìéãáäì íéöåø

.åæä äìãáää úà íéùåò ïéà ììë êøãá .úéîéðô äøùé
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ë äúåà íéáúåëå øùé íåëñ ,äøùéä äìôëîì íéàøå÷ ,øåáçë áúëð äúìËòôå úéôåìç àéä G äøåáçä íà

.
⊕n

i=1Gi

:äîöòá {1,−1} úéìâòîä äøåáçä úà ìéôëð (à) :á.áé äîâH

.{1,−1} × {1,−1} = {(1, 1), (1,−1), (−1,−1), (−1,−1)}

.úéìâòî äðéà åæ äøåáç ,èøôá .2 àåä äãéçéäî äðåùä øáà ìë ìù øãñä .íéøáà äòáøà åæ äøåáçá

å Cm úà øöåé a íà .Cm ×Cn
∼= Cmn n ì øæm íà .Cn ám øãñî úéìâòîä äøåáçä úà ïîñð (á)

.Cm × Cn úà øöåé (a, b) éæà ,Cn úà øöåé b

å ord(an) = m å ord(am) = n éæà .äæì äæ íéøæ n å m øùàá ,Cmn ìù øöåé a éäé (â)

.Cmn = ⟨am⟩ × ⟨an⟩

éäåæ .úåøåáç éúù ìù äøùé äìôëîì éìàéáéøè àì ÷åøôì úðúð äðéà Cpn éæà .éðåùàø øôñî p éäé (ã)

.⟨cpn−m⟩ àéä pm øãñî Cpk ìù äãéçéä äøåáçä úú éæà ,m ≤ n å ,Cpn ìù øöåé c íà ,ïëàå .ä÷éøô éà äøåáç

.úøçàá ïäî úçà ãéîú úìëåî Cpn ìù úåøåáç úú éúù ïúðäá ,ïëì

.éìàéáéøè åðéà Z ìù úåøåáç úú éúù ìë ìù êåúçä ,ïëàå .ä÷éøô äðéà Z äøåáçä (ä)

.|
∏n

i=1Gi| =
∏n

i=1 |Gi| éæà ,úåéôåñ úåøåáç ïä G1, . . . , Gn íà :â.áé äîì

.
∏n

i=1Gi/
∏n

i=1Hi
∼=

∏n
i=1Gi/Hi éæà ,i = 1, . . . , n øåáò Hi ▹ Gi íà :ã.áé äîì

.G åðéòøâù íæéôøåîéôà àéä (g, h) 7→ h éãé ìò úøãâ»îä G×H → H äìèää .úåøåáç H å G äðééäú :ä.áé äîì

.(G×H)/G ∼= H íæéôøåîåæéà àåôà äøùî äæ íæéôøåîéôà

i ìëì gcd(|Gi|, |Gj |) = 1 ù çéðð .G úéôåñ äøåáç ìù úåéìîøåð úåé÷ìç úåøåáç G1, . . . , Gn äðééäú :å.áé äîì

:éæà .|G| =
∏n

i=1 |Gi| å äæî äæ íéðåùä j å

.G =
∏n

i=1Gi (à)

.Aut(G) ∼=
∏n

i=1 Aut(Gi) (á)

.â.áé äîìå à.áé äîìî úòáåð à äðòè :(à) úçëåä

πi øùàá) πi(α(Gi)) ≤ Gi ù òáåð úåøæä úçðäî ,ïëìå |α(Gi)| = |Gi| éæà .α ∈ Aut(G) éäé :(á) úçëåä

α 7→ (α|G1 , . . . , α|Gn) ä÷úòää .α(Gi) = Gi ù òáåð úåî�öÈòä ïåéåùî .(úé-i ä äèðéãøåàå÷ä ìë äìèää àåä

.ù÷Ëáîä íæéôøåîåæéàä àéä

.Z(G) =
∏n

i=1 Z(Gi) éæà ,G =
∏n

i=1Gi íà :æ.áé äîì
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úÛiÄôel¤ç úÛøeá¢ç .âé

äãéçéä øáà .+ á äøåáçä úìËòô úà ïîñìå éøåáç áéúëá éìôëä áéúëä úà óéìçäì ç�ð úåéôåìç úåøåáçá íéðã øùàë

.äîàúäá ñôàä úøåáçå ñôàä øáà åàø÷�éå 0 á åðîËñé úéìàéáéøèä äøåáçä íâ åäåîëå

øãñä íà ìezÄt úUÀñ§ç A ù øîàð .éôåñ äéøáàî ãçà ìë ìù øãñä íà ìezÄt úøåáç àø÷ú A úéôåìç äøåáç

àéä Ator .éôåñ øãñ éìòá A éøáà ìë úöåá÷ úà Ator á ïîñð .óåñðéà àåä ñôàî íéðåùä äéøáàî ãçà ìë ìù

ìëìå An = {a ∈ A | na = 0} ïîñð n éòáè øôñî ìëì .ìåúô úøñç äøåáç àéä A/Ator å ìåúô úøåáç

.Ap∞ =
∪∞

i=1Api ïîñð p éðåùàø øôñî

øîàð :úåéìáà úåøåáçì ÷éúòäì øùôà äãù ìòî éøåè÷å áçøîá íéøåè÷å ìù úéøàðéìä úåìúä éà âùåî úà

(n1, . . . , nk) äé-k ìëì n1a1+ · · ·+nkak ̸= 0 íà úéøàðéì äéåìú äðéà A ìù a1, . . . , ak íéøáà úöåá÷ù

äðåù m íìù øôñî í�é÷ íà a1, . . . , ak á úéøàðéì éåìú A ìù b øáàäù øîàð .íéîìù íéøôñî ìù ñôàî äðåù

øãñî øáà ìëù êëì áì íéù .mb = n1a1 + · · · + nkak ù êë n1, . . . , nk íéîìù íéøôñî íéî�é÷å ñôàî

.A ìù íéøáà äöåá÷ ìëá úéøàðéì éåìú A ìù éôåñ

éåìú úçàä äöåá÷á íéøáàäî ãçà ìë íà úéøàðéì úåìå÷ù b1, . . . , bl å a1, . . . , ak úåöåá÷ éúùù øîàð

.úåìé÷ù ñçé åðä úéøàðéìä úåìé÷ùä ñç�éù úåàøì ì÷ .úøçàä äöåá÷á úéøàðéì

.A úéôåìç äøåáç ìù íéøáà úåöåá÷ éúù b1, . . . , bl å a1, . . . , ak äðééäú :(õéðééèù ìù äôìçää èôùî) à.âé äîì

óéìçäì øùôàå k ≤ l éæà .äéðùä äöåá÷á úéøàðéì éåìú äá íéøáàäî ãçà ìëå úéøàðéì äéåìú äðéà äðåùàøä äöåá÷äù çéðð

.äéðùì äìå÷ù äéäú úìá÷úîä äöåá÷äù êë äðåùàøä äöåá÷ä éøáàá äéðùä äöåá÷ä ìù íéøáà k

äöåá÷äù êë a1, . . . , ak−1 á íé-bj äî k − 1 óéìçäì øùôàùå k − 1 ≤ l ù úðúåð k ìò äéö÷åãðà :äçëåä

äöåá÷äù çéðäì ïúð íé-bj ä ìù ùã«çî øåôñî éãé ìò .úéøå÷îä äöåá÷ì úéøàðéì äìå÷ù äôìçää øçàì úìá÷úîä

m1, . . . ,mk, nk, . . . , nl íéî�é÷ äçðää éôì .b1, . . . , bl äöåá÷ì úéøàðéì äìå÷ù a1, . . . , ak−1, bk, . . . , bl

l = k−1 ù ïëúé àì .mkak = m1a1+ · · ·+mk−1ak−1+nkbk+ · · ·+nlbl åmk ̸= 0 ù êë íéîìù

ù çéðäì ìëåð ,ïë åîë .k ≤ l ïëì .úéøàðéì íééåìú íðéà a1, . . . , ak éë ,nk = · · · = nl = 0 å k ≤ l ù åà

.b1, . . . , bl ì ïëìå a1, . . . , ak−1, bk, . . . , bl ì úéøàðéì äìå÷ù a1, . . . , ak, nk+1, . . . , nl éæà .nk ̸= 0

.íéøáà øôñî åúåà ïäì ùé éæà ,úéøàðéì úåìå÷ù A úéìáà äøåáç ìù úéøàðéì úåéåìú àì úåöåá÷ éúù íà :á.âé äð÷ñî

.úéøàðéì äéåìú äðéàù A á úéÄaUµîä äöåá÷á íéøáàä ìù øôñîä àéä A úéìáà äøåáç ìù (rank) äÈbYÇc§ä

éæà ,A0 ≤ A íàù òáåð äøãâääî .äøåáçá àìà úéáøîä äöåá÷á éåìú åðéà äæ øôñîù òáåð á.âé äð÷ñîî

éæà ,íéøáà n éãé ìò úøöåð A íàù õéðééèù ìù äôìçää èôùîî òáåð ïë åîë .rank(A0) ≤ rank(A)

.rank(A) ≤ n
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úéÄôÛñ úÛø�öÛð úÛiÄôel¤ç úÛøeá¢ç .ãé

ìù øùé íåëñë äâöäì úðúð åæë äøåáç ìëù çéëåð .úéôåñ úåøöåð úåéìáà úåøåáç ìù äðáîä úà ø÷çð äæ óéòñá

.íæéôøåîåæéà éãë ãò ,äãéçé åæ äâöäå Z ìù íé÷úÃò øôñîå úéôåñ úåøöåð úåéìâòî p-úåøåáç

.úéôåñ äúâøã éæà ,úéôåñ úøöåð A úéìáà äøåáç íà :à.ãé äîì

,ïëì .íéîìù íéîã÷îá b1, . . . , bn ìù éøàðéì óåøö àåä a ∈ A øáà ìë .A ìù íéøöåé b1, . . . , bn åéäé :äçëåä

.rank(A) ≤ n ,ïëì .r ≤ n ù õéðééèù ìù äôìçää èôùîî òáåð ,úéøàðéì íééåìú íðéà a1, . . . , ar íà

.Un =
⊕n

i=1 Zi :Z ìù íé÷úò ìù øùé íåëñ àéä íà úé´ùÀô¨ç äð�ëî A úéôåñ úøöåð úéôåìç äøåáç

ù òáåð à.ãé äîì úçëåäî .Un úà íéøöåéå úéøàðéì íééåìú íðéà z1, . . . , zn éæà ,Zi ìù øöåé àåä zi íà

ìù éøàðéì óåøöë ãéçé ïôàá äâöäì ïúð a ∈ Un ìë .Un ìù ñéÄñÈa úàø÷ð z1, . . . , zn äöåá÷ä .n = rank(Un)

.ìåúô úøñç Un ,èøôá .íéîìù íéîã÷î íò z1, . . . , zn

.n äâøãî (íæéôøåîåæéà éãë ãò) äãéçéä úéùôçä úéôåìçä äøåáçä äðä Un

á äöéøèî ,ïéôåìçì) Mn(Z) á äëéôä äöéøèî úøæòá z1, . . . , zn î ìá÷úî Un ìù øçà ñéñá ìë

,Mn(Z) á äëéôä äöéøèî àéä (αij) å z′i =
∑n

j=1 αijzj íà ,êôäì .(±1 ì äåù äìù äèððéîøèãäùMn(Z)

z′1, z2, . . . , zn éæà ,αi ∈ Z å z′1 = z1+α2z2+ · · ·+αnzn íà ,èøôá .Un ìù ñéñá àåä z′1, . . . , z
′
n éæà

.Un ìù ñéñá àåä

B úéôåìç äøåáç êåúì Un ìù {z1, . . . , zn} ñéñáä ìù α ä÷úòä ìë éæà úéôåìç äøåáç àéä B íà

÷éúòäì ìëåð ,íéøáà n éãé ìò øöåð B íà èøôá .B êåúì Un ìù íæéôøåîåîåäì ãéçé ïôàá äáçøäì úðúð

ù òáåð ïåùàøä íæéôøåîåæéàä èôùîî .α: Un → B íæéôøåîéôà ìá÷ìå B ìù íéøöåé úöåá÷ ìò ñéñáä úà

.Un/Ker(α) ∼= B

åðä y1, . . . , ym, z1, . . . , zn éæà ,Um ìù ñéñá àåä y1, . . . , ym å Un ìù ñéñá àåä z1, . . . , zn íà

.Um ⊕ Un
∼= Um+n å Um ⊕ Un ìù ñéñá

å úéùôç úéôåìç V éæà .Un ìù úé÷ìç äøåáç V éäú :(Un ìù úåé÷ìçä úåøåáçä èôùî) á.ãé èôùî

ε1, . . . , εk íééòáè íéøôñîå V ì v1, . . . , vk ñéñá ,Un ì u1, . . . , un ñéñá í�é÷ ,ïë ìò øúé .k = rank(V ) ≤ n

.i ìë øåáò εi|εi+1 å vi = εiui ù êë

.ä.â äîì íò èôùîä ãëìúî äæ äø÷îá .Un
∼= Z éæà ,n = 1 íà :n ìò äéö÷åãðàá äçëåä

V ̸= 0 ù àåôà çéðð .V = 0 øùàë øåøá èôùîä .n − 1 øåáò ïåëð èôùîäùå n ≥ 2 ù àåôà çéðð

:íé÷ìç äîëì äçëåää úéøàù úà ÷ìçðå
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êë ε1, α2, . . . , αn íéîìù íéøôñîå Un ì u′1, . . . , u
′
n ñéñá ,0 ̸= v1 ∈ V øçáð .u1 å ε1 úøéçá :à ÷ìç

,ε1 > 0 ù

v1 = ε1u
′
1 + α2u

′
2 + · · ·αnu

′
n (1)

ìëå íééøùôàä íéñéñáä ìë úà ïåáùçá íéç÷åì) (1) ñåôèäî úåâöäá òéôåîä øúåéá ïè÷ä éòáèä øôñîä àåä ε1 å

úéøàù íò ε1 á íé-αi ä úà ÷ìçð .(V ìù íéøáàä

.αi = ε1qi + ri 0 ≤ ri < ε1, i = 2, . . . , n

åúøæòá âéöäì ïúð v1 úàå Un ìù ùãç ñéñá àåä u1, u
′
2, . . . , u

′
n éæà .u1 = u′1 + q2u

′
2 + · · ·+ qnu

′
n øéãâð

.v1 = ε1u1 ,ïëì .r2 = · · · = rn = 0 ù òáåð ε1 ìù úåéøòæîäî .v1 = ε1u1+ r2u
′
2+ · · ·+ rnu′n äøåöá

.V = ⟨v1⟩+V ′ ù çéëåð .V ′∩⟨v1⟩ = 0 éæà .V ′ = V ∩⟨u′2, . . . , u′n⟩ äúò ïîñð .V ìù øùé ÷åøô :á ÷ìç

éäé

v = β1u1 + β2u
′
2 + · · ·+ βnu

′
n

øáàä úà ìéëî V éæà .0 ≤ r < ε1 øùàá β1 = ε1q + r íùøð .βi ∈ Z íò V ìù øáà

,ïëì .ε1 ìù úåéøòæîì äøéúñ íéìá÷î åðééä ,r ̸= 0 äéä åìà .v′ = v − qv1 = ru1 + β2u
′
2 + · · ·+ βnu

′
n

.V = ⟨v1⟩ ⊕ V ′ ù åðçëåä íåëñá .v = qv1 + v′ å v′ ∈ V ′ ù òáåð ïàëî .r = 0

úéùôçä äøåáçá V ′ úìëåî úøçà .V ′ = 0 íà úî�éúñî äçëåää .äéö÷åãðàä úçðäá ùåîù :â ÷ìç

ñéñá í�é÷ ,k − 1 ≤ n− 1 ,ïë ìò øúé .úéùôç V ′ äéö÷åãðàä úçðä éôì .n− 1 äâøãî U ′ = ⟨u′2, . . . , u′n⟩

å vi = εiui ù êë ε2, . . . , εn íéîìù íéøôñî íéî�é÷å V ′ ìù v2, . . . , vk ñéñá í�é÷ ,V ′ ìù u2, . . . , un

.i = 2, . . . , n− 1 øåáò εi|εi+1

k äâøãî úéùôç äøåáç àéä V ,Un ì ñéñá àåä u1, u2, . . . , un ù íéìá÷î åðà .äçëåää íåéñ :ã ÷ìç

ù çéëåðù ÷éôñî èôùîä úçëåä úà íéñì éãë .V ìù ñéñá àåä v1, . . . , v2, . . . , vn å n ìò äìåò äðéàù

ñéñáì Un ìù u1, u2, . . . , un ñéñáä úà óéìçð .0 ≤ r′ < ε1 øùàá ε2 = ε1q
′ + r′ àåôà éäé .ε1|ε2

áåù òáåð ε1 ìù úåéøòæîäî .v2 − v1 = (−ε1)u∗1 + r′u2 íùøðå u∗1 = u1 − q′u2 øùàá u∗1, u2, . . . , un

.ù÷Ëáîë ,ε1|ε2 ïëì .r′ = 0 ù

øùé íåëñ àéä úéôåñ úøöåð úéôåìç äøåáç ìë :(úéôåñ úåøöåðä úåéôåìçä úåøåáçä ìù éãåñéä èôùîä) â.ãé èôùî

.úåéìâòî úåøåáç ìù

ù êë Un ìù V äøåáç úú úî�é÷ éæà .a1, . . . , an íéøáà n éãé ìò úøöåðä úéôåìç äøåáç A éäú :äçëåä

.ì"ðä èôùîá øîàðë íéñéñá V å Un ì øçáð .úéùôç äøåáç àéä V ,úåé÷ìçä úåøåáçä èôùî éôì .A ∼= Un/V
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éæà

Un/V ∼= ⟨u1⟩/⟨ε1u1⟩ ⊕ · · · ⊕ ⟨uk⟩/⟨εkuk⟩ ⊕ ⟨uk+1⟩ ⊕ · · · ⊕ ⟨un⟩

úåøåáç íä íéðåøçàä íéøá«çîä n − k ,εi øãñî úéìâòî äøåáç àåä ⟨ui⟩/⟨εiui⟩ øá«çîä 1 ≤ i ≤ k øåáò

.úåéôåñðéà úåéìâòî

ïëì .íäá úéøàðéì éåìú Un/V ìù øáà ìëå úéøàðéì íééåìú íðéà uk+1, . . . , un íéøáàä :ã.ãé äøòä

.rank(A) = n− k

äøåöá äâöäì ïúð v ∈ Un/V ìë .i = 1, . . . , k øåáò ūi = ui + V ïîñð ,ïëàå

.εnv =
∑n

i=k+1 εnαiui éæà .αi ∈ Z øùàá v =
∑k

i=1 αiūi +
∑n

i=k+1 αiui

.éðåùàø øôñî ìù ä÷æç àåä ïøãñù úåéìâòî úåøåáç ìù øùé íåëñì ÷øôì ìëåð úéôåñ úéìâòî äøåáç ìë

äøåöá âéöäì ïúð A úéôåñ úøöåð úéôåìç äøåáç ìë :ä.ãé èôùî

A ∼= Z/pα1
1 Z⊕ · · · ⊕ Z/pαt

t Z⊕ Z⊕ · · · ⊕ Z

ïôàá åçñðìå éãåñéä èôùîä úà ÷æçì àåôà ìëåð .÷åøôì úðúð äðéà Z íâ ïäåîë .óñåð ÷åøôì úåðúð ïðéà åìà úåøåáç

:àáä

äøåöá âéöäì ïúð A úéôåñ úøöåð úéôåìç äøåáç ìë :ä.ãé èôùî

A ∼= Z/pα1
1 Z⊕ · · · ⊕ Z/pαt

t Z⊕ Z⊕ · · · ⊕ Z

.A úâøãì äåù Z íéøá«çîä øôñîå (íéðåù à÷åã åàì) íééðåùàø íéøôñî íä p1, . . . , pt øùàá

íéøôñîäù çéëåäì åððåöøá ,úåøçà íéìîá .íéøa«çîä øãñ éãë ãò ãéçé A ìù ÷åøôäù úåàøäì àéä åðúøèî

úú ìù úåøåîùì A ìù úåøåîùä ïéá øù÷ä äî úåàøäì äöøð úàæ íò ãçé .A ìù äøåîù íéåäî pα1
1 , . . . , pαr

r

èôùî çñððù éðôì .úé÷ìçä äøåáçä èôùî úçëåä êøã øáòú ïàë àéáðù ÷åøôä úåãéçé ìù äçëåää .A ìù äøåáç

:äàáä äîìä úçëåä éãé ìò íòè åá ùé ïëàù äàøð äæ

,íéøáà n éãé ìò úøöåð A íà .úéôåñ úøöåð B íâ éæà ,B ≤ A íàå úéôåñ úøöåð úéôåìç äøåáç àéä A íà :å.ãé äîì

.íéøáà n éãé ìò úøöåð B íâ

èôùîî .U ′ ≤ Un øùàá U ′/V ì úéôøåîåæéà ,äøåáç úú øåúá ,B .Un/V äðîì úéôøåîåæéà A :äçëåä

.íéøáà n éãé ìò àéä óà úøöåð U ′/V ïëì .íéøáà n éãé ìò úøöåð U ′ ù òáåð Un ìù úåé÷ìçä úåøåáçä
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íåëñì A úéôåìç äøåáç ìù ÷åøôá ù çéðð :(úéôåñ úåøöåð úåéôåìç úåøåáçì úé÷ìçä äøåáçä èôùî) æ.ãé èôùî

÷åøôáù íâ çéðð .éðåùàø øôñî p éäé .íééôåñðéà íééìâòî íéøá«çî r ≥ 0 íéòéôåî úå÷éøô éà úåéìâòî úåøåáç ìù øùé

øùàá pα1 , pα2 , . . . , pαk íä åìà íéøa«çî ìù íéøãñäå (p á éåìú k) p ìù ä÷æç ïøãñù íéøá«çî k íéòéôåî ì"ðä

.α1 ≥ α2 ≥ · · · ≥ αk

s ≥ 0 íéòéôåî úå÷éøô éà úåéìâòî úåøåáç ìù øùé íåëñì B ìù àåäùìë ÷åøôáù çéðð .A ìù äøåáç úú B éäú

.β1 ≥ β2 ≥ · ≥ βl øùàá ,pβ1 , pβ2 , . . . , pβl íäéøãñù íééìâòî íéøá«çî l å íééôåñðéà íééìâòî íéøá«çî

.1 ≤ i ≤ l ìëì βi ≤ αi å l ≤ k ,s ≤ r éæà

Bp∞ = A∩Ap∞ ≤ Ap∞ ù ø�ëæð úéðù .s = rank(B) ≤ rank(A) ≤ r ù êëì áì íéùð ìë íãå÷ :äçëåä

ù ,úåéììëä úìáâä éìá ,çéðäì àåôà ìëåð .Bp∞ å Ap∞ á ÷øå êà íééåìú β1, . . . , βl ,l ,α1, . . . , αk ,k å

.B = Bp∞ å A = Ap∞

k ìù íåëñ àéä åæ äøåáç .Ap á åðîéñ p éãé ìò íéñôàúîä íéøáàä ìëî úáëø»îä A ìù äøåáçä úú úà

øùàá ord(aj) = pαj å A = ⟨a1⟩ ⊕ · · · ⊕ ⟨ak⟩ íà ,ïëàå .|Ap| = pk èøôá .p øãñî úåéìâòî úåøåáç

øãñî úåéìâòî úåøåáç l ìù øùé íåëñ àéä Bp äîåãá .Ap = ⟨pα1−1a1⟩ ⊕ · · · ⊕ ⟨pαk−1ak⟩ éæà ,αj ≥ 1

ù íéìá÷î åðà ,Bp ≤ Ap å ìéàåä .|Bp| = pl å p

.l ≤ k (1)

,éæà .C = pαjA ïîñð .αj < αj−1 éæà .β1 ≤ α1, . . . , βj−1 ≤ αj−1, βj > αj ù äìéìùá äúò çéðð

íéøá«çî j ìù íåëñì úåçôì ÷øôúî D å D ≤ C éæà .D = pαjB éäé .C = ⟨pαja1⟩ ⊕ · · · ⊕ ⟨pαjaj−1⟩

(1) úà ìéòôð íà .åìàë íéøá«çî j ìù øùé íåëñì ÷ø ÷øôúî C åìàå βj > αj éë) p-ú÷æç íøãñù íééìâòî

.äøéúñ ,j ≤ j − 1 ù ìá÷ð D å C úåøåáçä éáâì

:úåãéçéä èôùî úà ìá÷ð B = A úé÷ìçä äøåáçä èôùîá ç÷ð íà

ïúð éæà .úéôåñ úøöåð úéôåìç äøåáç A éäú :(úéôåñ úåøöåð úåéôåìç úåøåáç ìù ÷åøôä úåãéçé èôùî) å.ãé èôùî

øùé íåëñë äãéçé äøåöáA úà âéöäì

A ∼= Z⊕ · · · ⊕ Z⊕
⊕
p

(Z/pα1,pZ⊕ · · · ⊕ Z/pαk,pZ)

äåùä éìéìù éà íìù øôñî àåä k = k(p) ,íééðåùàøä íéøôñîä ìë ìò øáåò p ,A ìù äâøãì äåù Z íéøá«çîä øôñî øùàá

.α1,p ≥ · · · ≥ αk,p å p ìë èòîë øåáò ñôàì
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íééôåñ úåãù .åè

.íééôåñä úåãùä ìù íééãåñéä íéèôùîä úà àéáð äæ óéòñá

.úéìâòî äðä K äãù ìù úéìôëä äøåáçä ìù A úéôåñ äøåáç úú ìë :à.åè ïåèôùî

úåøåáçäî úçà ìëù çéëåð íà .äìù p-åìéñ úåøåáç ìù äøùé äìôëî àéä A ,úéôåñ úéôåìç äøåáç øåúá :äçëåä

.pm ,éáøî øãñ ìòá A ìù øáà x éäé .úéôåñ p-úøåáç A ù çéðäì øùôà ïëì .úéìâòî A íâù òáðé ,úéìâòî åìàä

íò n äìòîî íåðéìåôì ,éììë ïôàá .Xpm − 1 íåðéìåôä ìù K á íéðåù íéùøù pm íä 1, x, . . . , xp
m−1 éæà

íåðéìåôä ìù íéùøùä ìë íä 1, x, . . . , xp
m−1 ,åðìù äø÷îá ,èøôá .K á íéùøù n øúåéä ìëì ùéK á íéîã÷î

.ap
m

= (ap
k

)p
m−k

= 1 ,ïëì .k ≤ m øùàá ord(a) = pk éæà ,A ìë øáà åðä a íà .K á Xpm − 1

.äìù øöåé x å úéìâòî äøåáç A ïëì .a ∈ {1, x, . . . , xpm−1} ù òáåð ìéòì øîàðäî

.úéìâòî äøåáç äðä F× éæà ,éôåñ äãù àåä F íà :á.åè äàöåú

.éôåñ äãù F éäé :â.åè äîì

.Fp ⊆ F ù êë p ãéçé éðåùàø øôñî íé÷ (à)

.n éòáè øôñî àåäù äæéà øåáò ,|F | = pn (á)

.F× ∼= Cpn−1 (â)

.n = dim(F ) íéðîñîå Fp ìòî úéôåñ øöåð éøåè÷å áçøîë F úà íéàåø :äçëåä

:úåãùä úøåúî äàáä úéñéñáä äàöåúä úà àéáð äçëåä àìì

úåðåëúä ìòáK úà óé÷îä N äãù íé÷ éæà .K á íéîã÷î íò úéáåéç äìòîî íåðéìåô f(X) å äãùK éäé :ã.åè èôùî

:úåàáä

.N ìòî íééøàðéì íéîøåâì ÷øôúî f(X) (à)

.N ′ êåúì N ìùK -ïåëù í�é÷ éæà ,íééøàðéì íéîøåâì ÷øôúî f(X) åéìòî øùà K ìù óñåð äáçøä äãù àåä N ′ íà (á)

øúé .K ìòî f(X) ìù ìåöôä äãù àø÷ðå K -íæéôøåîåæéà éãë ãò ãéçé ïôàá ì"ðä úåðåëúä éãé ìò òá÷ð N äãùä

.K ìòî éôåñ ãîîî éøåè÷å áçøî äåäî L ,ïë ìò

.x, y ∈ F ìëì (x+ y)q = xq + yq éæà ,p ìù ä÷æç åðä q å p ïåéôà ìòá äãù àåä F íà :ä.åè äîì

.Fpn á åðîñð .pn øãñî íæéôøåîåæéà éãë ãò ãéçé äãù í�é÷ éòáè n ìëìå éðåùàø p ìëì :å.åè èôùî

.Fp ìòî f(X) = Xpn −X íåðéìåôä ìù ìåöôä äãù F éäé ,éììë ïôàá .Fp = Z/nZ ,n = 1 øåáò :äçëåä

íéùøùä óñà .F á íéðåù íéùøù pn f(X) ì ùé ïëìå gcd(f(X), f ′(X)) = 1 ,f ′(X) = −1 å ìéàåä
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óñà ïëà àåä F ù òáåð ìåöôä äãù ìù úåãéçéäî .F ìù äãù úú äåäî ïëìå ÷åìçå ìôë ,øåáç úçú øåâñ åìàä

.úåãéçéä úòáåð ïàëî .ì"ðä íéùøùä

,φi(x) = xp
i

éãé ìò úøãâ»îä φi: Fpn → Fpn úå÷úòääî úçà ìëù íâ òáåð äîìäî

Φ = ,äøåáç ä�åäî íæéôøåîåèåàä óñà .Fp ìòî Fpn ìù íæéôøåîåèåà àéä ,i = 0, 1, . . . , n − 1

.äáëøää úìËòôì ñçéá ,{φ0, φ1, . . . , φn−1}

Gal(Fpn/Fp) äàåìâ úøåáç äðä Φ ,úåøçà íéìîá .Fp ìòî Fpn ìù íæéôøåîåèåàä ìë úøåáç àéä Φ :æ.åè èôùî

.Fp ìòî Fpn ìù

ï÷»úî íåðéìåô í�é÷ ,[Fpn : Fp] = dimFpn = n å ìéàåä .F×
pn úéìâòîä äøåáçä ìù øöåé x éäé :äçëåä

íä x, xp, xp
2

, . . . , xp
n

,ïëì .f(xp
i

) = φi(f(x)) = 0 ïëì .f(x) = 0 ù êë n äìòîî f ∈ Fp[X]

êë ãéçé i í�é÷ ïëìå f(X) ìù ùøù àåä σx éæà ,Fpn ìù íæéôøåîåèåà åðä σ íà .f(X) ìù íéùøùä ìë ÷åéãá

.σ = φi ïëìå éòáè k ìëì σ(xk) = φi(x
k) ù ïàëî .σ(x) = φi(x) ù

éãé ìò øãâ»îä φ1 ñåéðáåøô íæéôøåîåèåà éãé ìò úøöåðä n øãñî úéìâòî äøåáç àéä Gal(Fpn/F)) :ç.åè äàöåú

.φ1(x) = xp
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úåéôåñ úåéôåìç úåøåáç ìù íéð�éô¸à .æè

úåøåáç ìù íéðéôàä úøåúá óñåð ùåî´ù íéàöåî úéôåñ úåøöåðä úåéôåìçä úåøåáçä úøåú ìù íééãåñéä íéèôùîä

íééðåùàø íéøôñî óåñðéà íåé÷ ìò äìëéøéã èôùî úçëåäá éúåäî êáãð ä�åäî äãöî åæ äøåú .úåéôåñ úåéôåìç

.úåîöî�öî úåéðåáùç úåøãñá

åðä A úéôåñ úéôåìç äøåáç ìù (ïè÷ õî÷) ïéô¸à .úåéôåìç úåøåáç øåáò éìôëä áéúëá ùîúùð äæ óéòñá

íéìîá .χ(a)n = χ(an) = χ(1) = 1 éæà ,a ∈ A å n = |A| íà ,èøôá .χ: A → C× íæéôøåîåîåä

.úéôåñ A ìù íéðéôàä úöåá÷ ,åìàë íéùø¹ù n ÷ø ùéå ìéàåä .n úà ÷ìçîä øãñî äãéçé ùø¹ù åðä χ(a) ,úåøçà

íéðéôà éðù ïéá ìôë øéãâðù éãé ìò úéôåìç äøåáçì Â úà êÉôäð .Â á øåöN øú�éá åà Hom(A,C×) á äúåà ïîñð

:äàáä äçñ�ðä úøæòá χ2 å χ1

.(χ1χ2)(a) = χ1(a)χ2(a)

.χ−1(a) = χ(a)−1 äçñðä éãé ìò ïúð êåôää .1 ì A ìù øáà ìë ÷éúòîä ε ïéôàä åðä Â á äãéçéä øáà

.Â ∼= A íæéôøåîåæéàäå úeáö�ðä úåàçñ�ð ïä íéðéôàä ìò çéëåðù úåéø÷òä úåàöåúä

:éæà .χ ∈ Â å úéôåñ úéôåìç äøåáç A éäú :à.æè äîì

∑
a∈A

χ(a) =

{
|A| χ = ε íà
0 χ ̸= ε íà

.A éøáà ìë ìò ab øáåò ,A éøáà ìë ìò øáåò a øùàë .ε(b) ̸= 1 ù êë b ∈ A í�é÷ éæà .χ ̸= ε ù çéðð :äçëåä

,ïëì∑
a∈A

χ(a) =
∑
a∈A

χ(ab) =
∑
a∈A

χ(a) · χ(b)

.
∑

a∈A χ(a) = 0 íà ÷ø í�é÷úäì ïåéåùä ìåëé ,χ(b) ̸= 1 å ìéàåä

:äîöò êåúì úåéôåñ úåéôåìçä úåøåáçä úéøåâè÷ ìù øåè÷ðeôì A Â äîàúää úà úò áéçøð

éãé ìò α̂: B̂ → Â íæéôøåîåîåä øéãâð úåéôåñ úåéôåìç úåøåáç ìù α: A → B íæéôøåîåîåä ìëì

ïéá óñåð íæéôøåîåîåä àåä β: B → C íà ,êëì íàúäá .êôäúä íéö¤çä ïååëù êëì áì íéùð .α̂(χ) = χ ◦ α

.Â ìù úåäæä ú÷úòä åðä α̂ éæà ,A ìù úåäæä ú÷úòä åðä α íà .β̂ ◦ α = α̂ ◦ β̂ éæà ,úåéôåñ úåéôåìç úåøåáç

.òáåëä øåè÷ðåô åì àø÷ð .éèðàéøå-äøèðå÷ øåè÷ðåô äð¤ä A Â ä÷úòääù íéøîåà åìà íéììë

íà ,úåøçà íéìîá .ìàîùî ÷éHî òáåëä øåè÷ðåô :á.æè äîì

1 −→ A
α−→ B

β−→ C −→ 1 (1)
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äøãñä éæà ,úåéôåñ úåéìáà úåøåáç ìù äøö÷ ú÷�éHî äøãñ àéä

1 −→ Ĉ
β̂−→ B̂

α̂−→ Â (2)

.ú÷éHî

:íé÷ìç éðù äçëåäì :äçëåä

å ìéàåä .b ∈ B ìëì χ(β(b)) = 1 éæà ,χ ∈ Ĉ àåäù äæéà øåáò β̂(χ) = εB íà .úéëøò ãç ãç β̂ :à ÷ìç

.χ = εC ,ïëì .c ∈ C ìëì χ(c) = 1 ù ïàëî òáåð ,ìò β

.(α̂ ◦ β̂)(χ)(a) = (χ ◦β ◦α)(a) = χ(1) = 1 í�é÷úî a ∈ A å χ ∈ Ĉ ìëì ,úéùàø .B̂ á ÷åéã :à ÷ìç

äøãñäå ìéàåä .a ∈ A ìëì χ(α(a)) = 1 éæà .χ ∈ B̂ àåäù äæéà øåáò α(χ) = εA ù çéðð ,úéðù

íæéôøåîåîåä í�é÷ ,ïåùàøä íæéôøåîåæéàä èôùî éôì .b ∈ Ker(β) ìëì χ(b) = 1 í�é÷úî ,B á ú÷éHî úéøå÷îä

.β̂(ψ) = χ ,úåøçà íéìîá .ψ ◦ β = χ ù êë ψ: C → C×

:úåøùé úåìôëî ìò øîåù äæ øåè÷ôù äàøð äæ êøöì .ïéîéî íâ ÷éHî òáåëä øåè÷ðôù êùîäá çéëåð

.Â×B ∼= Â× B̂ éòáè íæéôøåîåæéà í�é÷ :â.æè äîì

ìò íéøãâ»î åìà .äîàúäá B å A ìù (χA, χB) íéðéôàä âåæ úà χ: A× B → C× ïéôà ìëì íéàúð :äçëåä

,ïëì .χ(a, b) = χA(a)χB(b) ù äìåò åìà úåàçñ�ðî .χB(b) = χ(1, b) å χA(a) = χ(a, 1) úåàçñ�ðä éãé

.Â× B̂ ìò Â×B ìù íæéôøåîåæéà äðä χ 7→ (χA, χB) äîàúää

.A ∼= Â (éòáè àì) íæéôøåîåæéà í�é÷ A úéôåñ äøåáç ìëì :ã.æè ïåèôùî

,â.æè äîì éôì .(â.ãé èôùî) A =
∏m

i=1Ai úåéìâòî úåøåáç ìù äøùé äìôëîì A úà ÷øôð :äçëåä

.a øöåé íò n øãñî úéìâòî A ù ,úåéììëä úìáâä éìá ,çéðäì ìëåð ïëì .Â ∼=
∏m

i=1 Âi

.χk(a) = ζkn éãé ìò χk ∈ Â øéãâð k éòáè øôñî ìëì .n øãñî íåã÷ äãéçé ùøù ζn = e2pi/n éäé

.A ∼= Â ïëì .Â ìò Z/nZ ìù íæéôøåîåæéà äðä k 7→ χk ä÷úòää

íâ éæà ,úåéôåñ úåéôåìç úåøåáç ìù äøö÷ ú÷éHî äøãñ àéä (1) íà ,úåøçà íéìîá .÷éHî òáåëä øåè÷ô :ä.æè äàöåú

:ú÷éHî äàáä äøãñä

1 −→ Ĉ
β̂−→ B̂

α̂−→ Â −→ 1 (3)

,á.æè äîì éôì .Â ìù äøåáç úú àéä Im(α̂) ,ïëàå .ìò α̂ ù çéëåäì ÷éôñî á.æè äîì éô ìò :äçëåä

,ã.æè ïåèôùî éôì ,ïëì .α̂(Ĉ) ∼= Ĉ ,ïë åîë .Im(α̂) ∼= B̂/β̂(Ĉ)

.Im(α̂)| = |B̂|/|β̂(Ĉ)| = |B̂|/|Ĉ| = |B|/|C| = |A| = |Â|
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.Im(α̂) = Â ,ïëì

.χ(a) ̸= 1 ù êë χ ∈ Â íé÷ éæà .1 î äðåùä A ìù øáà a å úéôåñ úéôåìç äøåáç A éäú :å.æè äîì

nj = |Aj | éäé .úåéìâòî úåøåáç ìù A =
∏m

j=1Aj äøùé äìôëîì A úà ÷øôð ã.æè äîì úçëåäá åîë :äçëåä

î äðåù íéëéøòîäî ãçàå j ìëì 0 ≤ kj < nj øùàá a =
∏m

j=1 a
kj

j éæà ,a ̸= 1 íà .Aj ìù øöåé aj éäéå

éæà .j ≥ 2 ìëì χ(aj) = 1 å χ(a1) = ζn1 éãé ìò χ ∈ Â øéãâð .k1 ̸= 0 ù çéðð úåéììëä úìáâä éìá .0

.χ(a) = ζk1
n1

̸= 1

éæà .a ∈ A éäéå úéôåñ úéôåìç äøåáç A éäú :æ.æè äàöåú

∑
χ∈Â

χ(a) =

{
|A| a = 1 íà
0 a ̸= 1 íà

øáåò Â éøáà ìë ìò øáåò χ øùàë .ψ(a) ̸= 1 ù êë ψ ∈ Â ïéôà å.æè äîì éôì øçáð .a ̸= 1 ù çéðð :äçëåä

,ïëì .Â éøáà ìë ìò χψ

.
∑
χ∈Â

χ(a) =
∑
χ∈Â

(ψχ)(a) = ψ(a)
∑
χ∈Â

χ(a)

.
∑

χ∈Â χ(a) ̸= 1 ,ïëì

a 7→ ψa ä÷úòää .ψa(χ) = χ(a) éãé ìò ψa ∈ ˆ̂
A øéãâð a ∈ A ìëì .úéôåñ úéôåìç äøåáç A éäú

.Ψ á åðîñð .
ˆ̂
A êåúì A ìù éòáè íæéôøåîåîåä äðä

.íæéôøåîåæéà åðä Ψ íæôøåîåîåää :ç.æè äàöåú

.ìò íâ Ψ ,ïëì .|A| = |Â| = | ˆ̂A| ù òáåð ã.æè ïåèôùîî .éëøò ãç ãç Ψ ù òáåð æ.æè äàöåúî :äçëåä
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íé÷éøô éà íéáéëøîì úåâöä ÷åøô .æé

ìù ïäéúåðåëú ìò úåöéøèîä ìù ïäéúåðåëúî äùé÷·îå úåöéøèî ìù úåøåáçë úåéôåñ úåøåáç úùîîî úåâö§ää úøåú

ú÷øôúî úéôåñ äøåáç ìù äâöä ìëù çéëåðå úåâöää úøåú ìù íéðåùàøä íéâùåîä úà øéãâð äæ óéòñá .úåøåáçä

.úå÷éøô éà úåâöä ìù øùé íåëñì

(Aut(V ) á íâ åà) GL(V ) á ïîñð .C íéáë�îä íéøôñîä äãù ìòî n éôåñ ãîîî íéøåè÷å áçøî V éäé

GLn(C) äøåáçì úéôøåîåæéàä (úéôåñðéà) äøåáç éäåæ .åîöò ìò V ìù úåëéôää úåéøàðéìä úå÷úòää ìë óñà úà

àåä v1, . . . ,vn íà :V ìù ñéñáä úøéçáá éåìú íæéôøåîåæéàä .C ìòî n× n øãñî úåëéôää úåöéøèîä ìë ìù

äçñ�ðä éãé ìò íéããâ»îä äéøáàù (aij) äöéøèîì øáòú T ä÷úòää éæà ,V ìù ñéñá

.T vj =
n∑

i=1

aijvi (1)

íéàðúä íéî�é÷úî èøôá .ρ: G→ GL(V ) íæéôøåîåîåä äðä V êåúì G ìù äâöä .úéôåñ äøåáç G éäú

:íéàáä

ρ(gh) = ρ(g)ρ(h)

å

ρ(1) = 1 ρ(g−1) = ρ(g)−1 (2)

n = dim(V ) å (G ìù äâöä íâ íéîòôì åà) G ìù äâöä áçøî àåä V ù øîàð äæ äø÷îá .g, h ∈ G ìëì

á (rij(g)) äöéøèî g ∈ G ìëì íéàúú ,ìéòì åðéùòù éôë V ì v1, . . . ,vn ñéñá òá÷ð íà .äâöää úìòî àéä

äçñ�ðä éôì GLn(C)

.ρ(g)vj =
n∑

i=1

rij(g)vi

:rij(g) íéøôñîä øåáò àáä øù÷ä úà úåøøåâ úåöéøèî ìôë ìù äìéâøä äçñ�ðäå ρ ìù (2) úåéìôëä úðåëú

rik(gh) =
n∑

j=1

rij(g)rjk(h) (3)

.1 ≤ i, j ≤ n ìëìå g, h ∈ G ìëì

íæéôøåîåæéà í�é÷ íà úåéôøåîåæéà ïðä äîàúäá V ′ å V äâöä éáçøî íò G ìù ρ, ρ′ úåâöä éúùù íéøîåà

ù êë α: V → V ′

α ◦ ρ(g) = ρ′(g) ◦ α

êë A ∈ GLn(C) äöéøèî íåé÷ì ìå÷ù (4) éàðú ,éæà V = V ′ íà .g ∈ G ìëì

.(r′ij(g)) = A(rkl(g))A
−1
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éæà ,G ìù øãñä åðä m íà .ρ: G → C× íæéôøåîåîåä äðä G äøåáç ìù 1 äìòîî äâöä (à) :à.æé úåàîâH

.g ∈ G ìëì |ρ(g)| = 1 èøôá .m øãñî äãéçé ùøù åðä ρ(g) øîåìë ,ρ(g)m = ρ(gm) = ρ(1) = 1

.äãéçéä úâöä åðä ρ ù øîàð g ∈ G ìëì ρ(g) = 1 ù éèøôä äø÷îá

éäú g ∈ G ìëì .G éøáà éãé ìò ï�é�öîä C ìòî V éøåè÷å áçøîì eh ñéñá øçáð .n = |G| éäé (á)

ìù äâöä åðà íéìá÷î äæë ïôàá .ρ(g)(eh) = egh äçñ�ðä éãé ìò úòá÷ðä úéøàðéìä ä÷úòää ρ(g): V → V

úååäî ρ(g) íéøáàä úçú e1 ìù úåææää ,ρ(g)e1 = eg å ìéàåä .G ìù úéøìåâøä äâöää úàø÷ðä n äìòîîî G

.V ìù ñéñá

äðä G ìù äâöä ìë ,÷åéã øúéá .G ìù úåâöää ìë øåàúá éæëøî ãé÷ôú úàìîî G ìù úéøìåâøä äâöää

.úéøìåâøä äâöäì (øúåé øçåàî øøáúéù ïáåîá) "úé÷ìç"

ñéñá øçáð íà :G ìù ρ äâöä äøéãâî X úéôåñ äöåá÷ ìò G ìù (ìàîùî) äìËòô ìë ,øúåé éììë ïôàá (â)

úâöä éäåæ .ρ(g)ex = egx :äàáä äçñ�ðä éãé ìò ρ(g) øãâ�é ,X éøáà éãé ìò ï�é�öîä C ìòî V éøåè÷å áçøîì ex

.X ìò åìÃòÈôá G ìù úåøåîúä

ìë úçú øîùðä V ìù áçøî úú W éäé .G úéôåñ äøåáç ìù ρ: G → GL(V ) äâöäá áåù ïðåáúð

:G ìù ρW : G→ GL(W ) äùãç äâöä øéãâî W ì åìà úå÷úòä ìù íåöîöä .ρ(g) úå÷úòää

ρW (g) = ρ(g)|W

.(V ïéôåìçì) ρ ìù (äâöä úú íâ åà) úé÷ìç äâöä àéä (W ïéôåìçì) ρ|W ù øîàð .g ∈ G ìëì

øåè÷åä éãé ìò ùøôðä V ìù 1 ãîîî áçøîä úúá ïðåáúð ,((á) äîâH) G ìù úéøìåâøä äâöää V éäé äîâHì

.G ìù äãéçéä úâöä åðä ρW å V ìù äâöä úú àåä W ,ïëì .g ∈ G ìëì ρ(g)v = v éæà .v =
∑

h∈G eh

.V =W ⊕W ′ ù êë G úéôåñ äøåáçì ñçéá V ìù íéé÷ìç äâöä éáçøî éðù ïä W ′ å W ù äúò çéðð

å ρ1: G → V1 åéäé ,êôäì .ρ = ρW ⊕ ρW ′ áúëðå ρW ′ å ρW ìù øùéä íåëñä åðä ρ ù øîàð äæ äø÷îá

éæà .äîàúäá V2 å V1 ì v2,1, . . . ,v2,n2 å v1,1, . . . ,v1,n1 íéñéñá øçáð .G ìù úåâöä éúù ρ2: G → V2

éàðúä éãé ìò úããâ»îä ρ: G → GL(V ) å V = V1 ⊕ V2 ìù ñéñá åðä v1,1, . . . ,v1,n1 ,v2,1, . . . ,v2,n2

,ρi úà úâö�éîä äöéøèîä àéä Ri(g) íà ,ïë ìò øúé .ρ2 å ρ1 úåâöää ìù øùé íåëñ äðä i = 1, 2 ,ρVi = ρi

.ρ úà úâö�éîä äöéøèîä àéä R(g) =
(
R1(g)

0
0

R2(g)

)
éæà

éãé ìò øîùðä V ìù áçøî úúW éäéå G úéôåñ äøåáç ìù äâöä ρ: G → GL(V ) éäú :(Maschke) á.æé èôùî

.G éãé ìò øîùðäW ′ øùé íéìùîW ì íéJ éæà .G

ïîñð .V = W0 ⊕W éæà .G éãé ìò çøëäá øîùð åðéàù V á W ìù W0 øùé íéìùî øçáð :äçëåä

úî�é÷îä úéøàðéì ä÷úòä åðä π0: V → V ,úåøçà íéìîá .W ìò V ìù äìèää úà π0: V → W á
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"òö»îî"ë äúåà úåàøì øùôàù π: V → V úéøàðéì ä÷úòä øéãâð .π0(V ) =W å w ∈W ìëì π0(w) = w

:G úçú π0 ìù

.π =
1

|G|
∑
h∈G

ρ(h)π0ρ(h
−1)

í�é÷úî w ∈W ìëì ,ïëàå .W ìò úøîåù åæ ä÷úòä

.π(w) =
1

|G|
∑
h∈G

ρ(h)π0(ρ(h
−1)w) =

1

|G|
∑
h∈G

ρ(h)ρ(h−1)w =
1

|G|
∑
h∈G

w = w

.ρ(h)(π0ρ(h
−1)v) ∈ W íâ ïëìå π0(ρ(h

−1v)) ∈ W éæà ,v ∈ V íà ,ïëàå .π(V ) ⊆ W í�é÷úî ,úéðù

øùàá V = W ⊕ W ′ å äìèä åðä π ,ïëì .π(v) = 1
|G|

∑
h∈G ρ(h)π0ρ(h

−1)v ∈ W ù ïàëî

.W ′ = {v ∈ V | π(v) = 0}

,ïëàå .W ′ úà úøîåù G ù çéëåäì åðì øúåð äçëåää úà í�éñì éãë

ρ(g)πρ(g−1) =
1

|G|
∑
h∈G

ρ(g)ρ(h)π0ρ(h
−1)ρ(g−1)

=
1

|G|
∑
h∈G

ρ(gh)π0ρ((gh)
−1) =

1

|G|
∑
k∈G

ρ(k)π0ρ(k
−1) = π

,πv ∈ W ′ ù ïàëîå π(ρ(g)v) = ρ(g)(πv) = 0 ïëì .πv = 0 éæà ,v ∈ W ′ íà .πρ(g) = ρ(g)π ,ïëì

.ù÷Ëáîë

úåìòîî úåâöä ìù øùé íåëñë äúåà âéöäì øùôà éà íà ä÷éøô éà äð�ëú G úéôåñ äøåáç ìù ρ äâöä

.øúåé úåëåîð

.úå÷éøô éà úåâöä ìù éôåñ øôñî ìù øùé íåëñì ÷øôì ïúð G úéôåñ äøåáç ìù ρ äâöä ìë :â.æé äð÷ñî
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úåâöä ìù íéð�éô¸à .çé

ïîñð g ∈ G ìëìå V ìù v1, . . . ,vn ñéñá øçáð .úéôåñ äøåáç ìù n äìòîî äâöä ρ: G→ GL(V ) éäú

χ(g) = trace(R(g))

R(g) úà øéáòú V ì øçà ñéñá ìù äøéçá .v1, . . . ,vn ì ñçéá ρ(g) úà úâö�éîä äöéøèîä àéä R(g) øùàá

äéö÷ðåô àéä χ: G → C ù ïàëî .ñéñáä úøéçáá éåìú åðéà χ(g) ,ïëì .äá÷òä úà äðùú àìå äãåîö äöéøèîì

.ρ ìù ïéô¸àä úàø÷ð åæ äéö÷ðåô .ρ á ÷ø äéåìúä

úåìòá úåöéøèî :äöéøèîä úà ïéôàìî ãàî ä÷åçøä (äãîöää ñçéì ñçéá) äøåîù àéä äöéøèî ìù äá÷òä

úòáåð åæ äðòè .íæéôøåîåæéà éãë ãò äúåà òáå÷ äâöä ìù ïéôàäù øáãä òéúôî .úåãåîö çøëäá ïðéà úåäæ úåá÷ò

.äæ óéòñá çéëåðù úåáöðä úåàçñ�ðîå øeù ìù äîìî

.n äìòîî ρ äâöä ìù ïéôàä χ éäé :à.çé äîì

.χ(1) = n (à)

.úák�î äãîöä ïîñî ââä øùàá ,χ(g−1) = χ(g) (á)

.g, h ∈ G ìëì χ(hgh−1) = χ(g) (â)

V äâöää áçøî ìù v1, . . . ,vn òåá÷ ñéñáì ñçéá g úà úâö�éîä äöéøèîä úà R(g) á íã÷åîë ïîñð :äçëåä

.(à) úà åðçëåä úàæá .n ì äåù äìù äá÷òäå n× n øãñî äãéçéä äöéøèî àéä ρ(1) éæà .ρ ìù

ïåñëìàä éøáµà λ1, . . . , λn åéäé .úéùì»ùî äöéøèî äéäú R(g) ù êë ñéñáä úà äðùð .G ìù øáà g éäé

R(g)|G| = 1 å ìéàåä .(åéåáXë íéîòô øôñî ç÷ìð ãçà ìë) R(g) ìù íééîöòä íéëøòä íä åìà .R(g) ìù

å R(g−1) = R(g)−1 ,éðù ãöî .λ−1
i = λ̄i å äãéçé éùøºù íä |λi| = 1 ù ïàëî .i ìëì λ

|G|
i = 1 ïëìå

éôë ,χ(g−1) =
∑n

i=1 λ
−1
i =

∑n
i=1 λ̄i = χ(g) ,ïëì .R(g−1) ìù ïåñëìàä éøáà íä λ−1

1 , . . . , λ−n
n

.(á) á ùøãðù

:äãîöä úçú äá÷òä úåøîúùäî úòáåð (â) äðòè

.χ(hgh−1) = trace(R(h)R(g)R(h)−1) = trace(R(g)) = χ(g)

g, h ∈ G ìëì α(hgh−1) = α(g) øîåìë à.çé äîì ìù (â) éàðú úà úî�é÷îä α: G → C äéö÷ðåô

.íéáë�î íéîã÷î íò íéðéô¸à ìù éøàðéì óåøö äðä úéæëøî äéö÷ðåô ìëù íéçéëåî êùîäá .úéæëøî äéö÷ðåô úàø÷ð

.χ1 + χ2 åðä ρ1 ⊕ ρ2 ìù ïéôàä éæà .i = 1, 2 ,χi íéðéôà íò G ìù úåâöä ρi: G→ GL(Vi) åéäé :á.çé äîì

.äöéøèîá íéùåâä ìù úåá÷òä ìù íåëñä àéä íéùåâ úöéøèî ìù äá÷òäù êëî úòáåð äðòèä :äçëåä
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.ρ ìù ïéôàä úà χ áå äîéàúîä úåøåîúä úâöä úà ρ á ïîñð .X úéôåñ äöåá÷ ìò úìòåôä äøåáç G éäú :â.çé ìéâøú

.x éãé ìò íéúáù»îä x íéøáàä øôñîì χ(g) äåù g ∈ G ìëìù çëåä

:(Schur) øåùì êéù íéðéôàä úðáäì çúôîä èôùî

éäú .G úéôåñ äøåáç ìù úå÷éøô éà úåâöä ρ′: G → GL(V ′) å ρ: G → GL(V ) äðééäú :(øeù) ã.çé ïåèôùî

.(úeîéà°úä éàðú) g ∈ G ìëì T ◦ ρ(g) = ρ′(g) ◦ T úî�é÷îä úéøàðéì ä÷úòä T : V → V ′

.T = 0 éæà .úåéôøåîåæéà ïðéà ρ′ å ρ úåâöääù çéðð (à)

.v ∈ V å g ∈ G ìëì ρ(g)v = λv ù êë λ ∈ C í�é÷ éæà .ρ = ρ′ å V = V ′ ù çéðð (á)

éãé ìò øîùð Ker(T ) ù òáåð úeîéà°úä úçðäî .Ker(T ) ̸= V ù øîåìë ,T ̸= 0 ù äìéìùá çéðð :à úçëåä

T (V ) ù òáåð ,úåîéàúä úçðäî ,áåù .éëøò ãç ãç T ,úåøçà íéìîá .Ker(T ) = 0 ,ä÷éøô éà ρ å ìéàåä .ρ(G)

úçðä úà úøúåñ äðåùàøä úåøùôàä .T (V ) = V ′ åà T (V ) = 0 ,ä÷éøô éà ρ′ å ìéàåä .ρ′(G) éãé ìò øîùð

.T = 0 ù òáåð åæ äøéúñî .V ̸∼= V ′ ù äçðää úà úøúåñ äéðùä úåøùôàä åìàå äìéìùä

úéøàðéìä ä÷úòää ïëì .Tv = λv ù êë v ̸= 0 ,v ∈ V í�é÷ éæà .T ìù éîöò êøò λ éäé :á úçëåä

éãé ìò øîùð Ker(T ′) ù òáåð T ◦ ρ = ρ ◦ T äçðääî .Ker(T ′) ̸= 0 úî�é÷î V êåúì V ìù T ′ = T − λ

.λ øì÷ñá ìôë äðä T ,úåøçà íéìîá .T ′ = 0 ù òáåð ,ä÷éøô éà ρ å ìéàåä .G

éäú .G úéôåñ äøåáç ìù úå÷éøô éà úåâöä ρ′: G → GL(V ′) å ρ: G → GL(V ) äðééäú :ä.çé äàöåú

:T ìù òö»îîä úà äðáð .úéøàðéì ä÷úòä T : V → V ′

T0 =
1

|G|
∑
h∈G

ρ′(h)−1Tρ(h)

.T0 = 0 éæà ,úåéôøåîåæéà ïðéà ρ′ å ρ íà (à)

.v ∈ V ìëì Tvv = trace(T )
n v éæà ,ρ = ρ′ å n = dim(V ) ,V = V ′ íà (á)

.g ∈ G ìëì T0ρ(g) = ρ′(g)T0 øîåìë ,ρ′ å ρ ì ñçéá úåîéàúä éàðú úà úî�é÷î T0 ù äìéçú çéëåð :äçëåä

,ïëàå

ρ′(g)−1T0ρ(g) =
1

|G|
∑
h∈G

ρ′(g)−1ρ′(h)−1Tρ(h)ρ(g)

=
1

|G|
∑
h∈G

ρ′((hg)−1)Tρ(hg)

=
1

|G|
∑
k∈G

ρ′(k)−1Tρ(k) = T0
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éôì ,éæà .ρ = ρ′ ùå V = V ′ ù àåôà çéðð .((à)ã.çé ïåèôùî) T0 = 0 éæà ,ρ′ ì éôøåîåæéà åðéà ρ íà .ùøãðë

.v ∈ V ìëì T0v = λv ù êë λ ∈ C í�é÷ ,(á)ã.çé ïåèôùî

,ïëàå .trace(T ) = trace(T0) ù çéëåð λ úà áùçì éãë

.trace(T0) =
1

|G|
∑
h∈G

trace(ρ(h)−1Tρ(h)) =
1

|G|
∑
h∈G

trace(T ) = trace(T )

.v ∈ V ìëì T0v = trace(T )
n v ,ïëì .trace(T0) = nλ :áùçì ì÷ úéøì÷ñ ä÷úòä øåúá T0 ìù äá÷òä úà

ñéñáå V øåáò v1, . . . ,vn ñéñá øçáð äæ êøöì .úåöéøèîä úôùì ä.çé äàöåú úà äúò íâøúð

:ì"ðä íéñéñáä éôì úåöéøèîë ρ′(g) úàå ρ(g) úà äàøð .V ′ øåáò v′
1, . . . ,v

′
n′

ρ(g) = (rij(g))1≤i,j≤n ρ′(g) = (r′kl(g))1≤k,l≤n′

úøãâä .T0 = (t0,kj) å T = (tli) :ì"ðä íéñéñáä éôì úåöéøèî úøæòá âéöð T0 å T úåéøàðéìä úå÷úòää úà íâ

:äàáä äøåöä úà åìà íéçðåîá úìá÷î T0

t0,kj =
1

|G|
∑
g∈G

∑
l,i

r′k,l(h
−1)tlirij(g) =

1

|G|
∑
l,i

(∑
g∈G

r′kl(g
−1)rij(g)

)
tli (1)

n = dim(V ) ïîñð .úåéôøåîåæéà àì úå÷éøô éà úåâöä ρ′: G→ GL(V ′) å ρ: G→ GL(V ) äðééäú :å.çé äàöåú

éæà .n′ = dim(V ′) å

1

|G|
∑
g∈G

r′kl(g
−1)rij(g) = 0

.1 ≤ k, l ≤ n′ å 1 ≤ i, j ≤ n ìë øåáò

ä÷úòä ìá÷ð åìà íéðúùîì íéëøò ïúð íà .tli íéðúùîá úéøàðéì úéðáúë (1) ìù ïéîé óâà úà äàøð :äçëåä

,úåøçà íéìîá .k, l ìëì t0,kl = 0 ,ïëì .(à)ä.çé äàöåú éôì ,0 ì äåù T0 äìù òö»îîä .T : V → V ′ úéøàðéì

.äàöåúá øîàðë ,ñôàì íéåù äìù íéîã÷îäù øîåà äæ .ñôàä úéðáú àéä úéøàðéìä úéðáúä

,éæà .n = dim(V ) éäéå ä÷éøô éà äâöä ρ: G→ GL(V ) éäú :æ.çé äàöåú

1

|G|
∑
g∈G

rkl(g
−1)rij(g) =

{ 1
n k = l å i = j

0 úøçà
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åìà íéðúùîì íéëøò ïúð íà .tli íéðúùîá úéðáúë (1) ìù ïéîé óâà úà äàøð ,å.çé äàöåú ìù äçëåäá åîë ,áåù :äçëåä

äøåöä úà ìá÷î (1) ïëì .((á)ä.çé äàöåú) 1
n trace(T ) á ìôë åðä T0 äìù òö»îîä .T : V → V úéøàðéì ä÷úòä ìá÷ð

.
1

n
trace(T )δkj =

1

|G|
∑
l,i

(∑
g∈G

rkl(g
−1)rij(g)

)
tli (2)

äø÷îá .ïòè�ðë ,ñôàì íéåù (2) ìù ïéîé óâà ìù íéîã÷îä ìë ïëìå δkj = 0 éæà .ø÷ðåø÷ ìù àúìã úéö÷åô åðä δkj øùàá

äøåöä úà (2) úìá÷î k = j åáù

1

n

n∑
i=1

tii =
1

|G|
∑
l,i

(∑
g∈G

rjl(g
−1rij(g)

)
tli (3)

.çéëåäì íéù÷áî åðà äúåà øùà äàöåúá äçñðä úéøàù úà úðúåð (3) ìù íéôâàä éðù ìù íéîã÷îä úàåùä

øéãâð φ,ψ: G→ C úåéö÷ðåô éúù øåáò

.⟨φ,ψ⟩ = 1

|G|
∑
g∈G

φ(g−1)ψ(g)

⟨φ,ψ⟩ úéðáúä ,úåøçà íéìîá .⟨φ,ψ⟩ = ⟨ψ,φ⟩ ,ïëì .G éøáà ìë ìò g−1 íâ øáåò ,G éøáà ìë ìò øáåò g øùàë

úøæòá ùãçî çñðì ïúð æ.çé å å.çé úåàöåúä úà .äéðúùîî ãçà ìëá úéøàðéì åæ úéðáúù äøãâääî òáåð úàæ ãáìî .úéøèîéñ

:àáä ïôàá åðøãâäù úéðáúä

(r′kl) å (rij) åéäé .äîàúäá n′ å n úåìòîî G úéôåñ äøåáç ìù úå÷éøô éà úåâöä ρ′ å ρ äðééäú :ç.çé äàöåú

.äâöää éáçøî ìù íéòåá÷ íéñéñáì ñçéá åìà úåâöäì úåîéàúîä úåöéøèîä

.i, j, k, l ìëì ⟨r′kl, rij⟩ = 0 éæà ,ρ′ ì úéôøåîåæéà äðéà ρ íà (à)

.⟨rkl, rij⟩ = 1
nδklδij í�é÷úî (á)

:íéðéôàä ìù úåáö�ðä úåàçñ�ð úà ÷éñäì äúò åðà íéìåëé ç.çé äàöåúî

.|G| úéôåñ äøåáç ìù äîàúäá n′ å n úåìòîî ρ′ å ρ úåâöä ìù íé÷éøô éà íéðéôà χ′ å χ åéäé :è.çé èôùî

.⟨χ, χ′⟩ = 0 éæà ,íééôøåîåæéà íðéà ρ′ å ρ íà (à)

.⟨χ, χ⟩ = 1 ,í�é÷ú´î (á)

.äâöää éáçøî ìù íéòåá÷ íéñéñáì ñçéá äîàúäá ρ′ å ρ úà úåâö�éîä úåöéøèîä (r′kl) å (rij) äðééäú :äçëåä

.⟨χ′, χ⟩ =
∑n′

k=1

∑n
i=1⟨r′kk, rii⟩ = 0 ,ç.çé äàöåú éôì ,ïëì .χ′ =

∑n′

k=1 r
′
kk å χ =

∑n
i=1 rii éæà

.⟨χ, χ⟩ =
∑n

i,j=1⟨rii, rjj⟩ =
∑n

i=1
1
n = 1 ,êãéàî
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÷éøô éà ïéôà ìù êøàäù äìåò è.çé èôùîî .ä÷éøô éà ρ äâöää íà ÷éøô éà åðä ρ äâöä ìù χ ïéôàù øîàð

úåáöð ñéñá äåäî G ìù íé÷éøô éàä íéðéôàä óñàù äàøð êùîäá .äæì äæ íéáöð íé÷éøô éà íéðéôà åìàå 1 ì äåù

.G ìù úåéæëøîä úåéö÷ðåôä áçøîì (othonormal basis) ï÷»úî

ìù øùé íåëñì V ìù ÷åøôä V =
⊕m

i=1Wi éäéå χ ïéôà ìòá G úéôåñ äøåáç ìù äâöä áçøî V éäé :é.çé èôùî

ì äåù W ∼= Wi íøåáòù íé-i ä øôñî éæà .ψ ïéôà íò G ìù ÷éøô éà äâöä áçøî W éäé .íé÷éøô éà äâöä éáçøî

.⟨ψ, χ⟩

íé-i ä ìë úöåá÷ úà I á ïîñð .χ =
∑m

i=1 χi ,á.çé äîì éôì .Wi äâöää áçøî ìù ïéôàä χi éäé :äçëåä

.ïòè�ðë ⟨χ, ψ⟩ =
∑m

i=1⟨χi, ψ⟩ =
∑m

i=1 1 = |I| ,è.çé èôùî éôì .W ∼=Wi íøåáòù

íé÷éøô éà íéáçøîì V ìù ÷åøôá éåìú åðéà W ì íééôøåîåæéàä íé-Wi ä øôñî ,é.çé èôùî ìù íéðåîéñá :àé.çé äàöåú

.V á òéôåî W ù íéîòôä øôñî àø÷ð äæ øôñî .ìéòì åá åððåáúäù

.÷åøôá éåìú åðéà ⟨χ, ψ⟩ øôñîä :äçëåä

.äæì äæ úåéôøåîåæéà ïéôà åúåà éìòá úéôåñ äøåáç ìù ρ′ å ρ úåâöä éúù :áé.çé äàöåú

íééôøåîåæéà ρ′ å ρ ïëì .äæì äæ äåù ρ′ áå ρ á òéôåî ä÷éøô éà äâöä ìëù íéîòôä øôñî ,àé.çé äàöåú éôì :äçëåä

.äæì äæ

ìë χ1, . . . , χs åéäé :íäì íéîéàúîä íéðéôàä ø÷ç ìò úåâöää ãåîì úà äãéîòî äðåøçàä äàöåúä

ïôàá ÷åøôì ïúð G ìù V äâöä áçøî ìë .íéîéàúîä äâöää éáçøî W1, . . . ,Ws å G ìù íé÷éøô éàä íéðéôàä

øùé íåëñë ãéçé

V = ⊕s
i=1miWi

úåàçñ�ð .mi = ⟨χ, χi⟩ å
∑s

i=1miχi ì äåù W ìù χ ïéôàä .íééìéìù éà íéîìù íéøôñî íä mi øùàá

ù íéøøåâ íéðéôàä ïéá úåáö�ðä

.⟨χ, χ⟩ =
s∑

i=1

m2
i

:ïéôà ìù úå÷éøô éàì àáä ïçÉáä òáåð åæ äçñ�ðî

íà ÷ø íà ⟨χ, χ⟩ = 1 ,ïë ìò øúé .éìéìù éà éáåéç øôñî åðä ⟨χ, χ⟩ éæà .V äâöä áçøî ìù ïéôà χ éäé :áé.çé èôùî

.÷éøô éà χ

.
∑s

i=1m
2
i = 1 íà ÷øå íà m1 = 1 å s = 1 ,ïëàå :äçëåä
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ì äåù ρ á äòéôåî äãéçéä úâöäù íéîòôä øôñî .χ ïéôà íò äâöä ρ éäú :âé.çé äîâã

.⟨χ, 1⟩ = 1
|G|

∑
g∈G χ(g)

ïéôàä χ å äîéàúîä úåøåîúä úâöä ρ ,X úéôåñ äöåá÷ ìò ìàîùî úìòåôä úéôåñ äøåáç G åéäé :ãé.çé ìéâøú

.ρ ìù

á äòéôåî äãéçéä úâöäù òéôåî íäáù íéîòôä øôñîì øîåìë ,⟨χ, 1⟩ ì äåù X ìù G-éìåìñî øôñîù çëåä (à)

,úàöåé X ìò G ìù äìËòôä íà ,èøôá (.úéøìåâø X ìò G ìù äìËòôä íà 1 ì äåù äæ øôñîù çëåä :æîø) χ

ù ìá÷ð θ ìù ïéôàä úà ψ á ïîñð íà .äãéçéä úâöä úà äìéëî äðéàù äâöä äðä θ øùàá ,ρ = 1 ⊕ θ

.⟨ψ, 1⟩ = 0 å χ = 1 + ψ

úåøåîúä úâöä ìù ïéôàäù çëåä .g(x, y) = (gx, gy) äçñ�ðä éãé ìò X × X ìò G ìù äìËòô øéãâð (á)

.â.çé ìéâøú úà ì�öð :æîø .χ2 ì äåù äîéàúîä

g ∈ G í�é÷ x′ ̸= y′ å x ̸= y íéî�é÷îä x, y, x′, y′ ìëì øîåìë ,í�éîòô úàöåé X ìò G ìù äìËòôäù çéðð (â)

:åæì åæ úåìå÷ù úåàáä úåðòèäù çëåä .gy = y′ å gx = x′ ù êë

.í�éîòô úàöåé G (à.â)

.Ûîéìùîå ïåñëìàä :íéìåìñî éðù ùé X ×X ìò G ìù äìËòôì (á.â)

.⟨χ2, 1⟩ = 2 (â.â)

.ä÷éøô éà (à) á úøãâ»îä θ äâöää (ã.â)

:äøåáç ìù úéøìåâøä äâöäì ìéòìã úåàçñ�ðä úà íÚ�éð

.g ̸= 0 ìëì rG(g) = 0 å rG(1) = |G| í�é÷î G úéôåñ äøåáç ìù úéøìåâøä äâöää ìù rG ïéôàä :åè.çé ïåèôùî

.ρ(g)(vh) = vgh åG éøáà ìò øáåò h øùàá ,vh ñéñá ùé úéøìåâøä äâöää ìù V äâöää áçøîìù í�ëæð :äçëåä

.èôùîá úåòéôåîä úåàçñ�ðä éãé ìò ïú�ð rG ù äìåò ïàëî

.äúìòîì äåù G úéôåñ äøåáç ìù úéøìåâøä äâöäá äòéôåî ρ ä÷éøô éà äâöäù íéîòôä øôñî :æè.çé äàöåú

.⟨rG, χ⟩ ì G ìù úéøìåâøä äâöäá äòéôåî ρ ù íéîòôä øôñî äåù âé.çé äîâH éôì .ρ ìù ïéôàä χ éäé :äçëåä

.⟨rG, χ⟩ = 1
|G|

∑
g∈G rG(g

−1)χ(g) = 1
|G| |G|χ(1) = deg(ρ) ,åè.çé ïåèôùî éôì

:éæà .G úéôåñ äøåáç ìù íé÷éøô éàä äâöää éáçøî W1, . . . ,Ws åéäé :æé.çé äàöåú

.
∑s

i=1 dim(Wi)
2 = |G| (à)

.
∑s

i=1 deg(Wi)χi(g) = 0 éæà ,g ̸= 1 íà (á)

.g ∈ G ìëì rG(g) =
∑s

i=1 dim(Wi)χi(g) øîåìë ,rG =
∑s

i=1 dim(Wi)χi ù åðéàø :äçëåä

,ïúåð g = 1 äø÷îä ,ïëì .(åè.çé èôùî) rG(1) = |G| ,êãéàî .χi(g) = dim(Wi) òåãéë
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éôë ,0 =
∑g

i=1 dim(Wi)χi(g) ,ïëì .rG(g) = 0 éæà ,g ̸= 1 íà .|G| =
∑s

i=1 dim(Wi)
2

.ïòèðù

ïäW1, . . . ,Ws ù çéðð :G úéôåñ äøåáç ìù úå÷éøô éàä úåâöää ìë äàéöî ìò äìé÷î äðåøçàä äàöåúä

éáçøî ìë ïä åìà ,(à)æé.çé äàöåú éôì éæà ,
∑s

i=1 dim(Wi)
2 = |G| íà .G ìù úåéôøåîåæéà àì úåâöä éáçøî

.G ìù úå÷éøô éàä úåâöää
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