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1á äøáâìàá 1 ìéâøú

.G ìù úé÷ìç äøåáç àéä A ù çëåä .ìôëä úçú äøåâñä G äøåáç ìù úéôåñ äöåá÷ úú A éäú .1

.J ≤ H ≤ G íà (G : J) = (G : H)(H : J) :úåøåáçá ñ÷ãðàä øåáò ìãâîä úçñ�ð úà çëåä .2

.G äøåáç ìù éôåñ ñ÷ãðà úåìòá úåé÷ìç úåøåáç B å A äðé�é äú .3

.(G : A ∩B) ≤ (G : A)(G : B) ù çëåä (à)

,äæì óñåðá ,íà .(G : A ∩B) = (G : A)(G : B) éæà ,äæì äæ íéøæ (G : B) å (G : A) íéøôñîä íà (á)

.G = AB éæà ,úéôåñ G

.úéôåìç äøåáç G éæà ,g2 = 1 í�é÷î G äøåáç ìù øáà ìë íàù çëåä .4
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1á äøáâìàá 2 ìéâøú

.⟨a, b⟩ = ⟨ab⟩ ù çëåä .ab = ba íéî�é÷îä G äøåáçá äæì äæ íéøæ íéøãñ éìòá íéøáà a, b åéäé .1

.G á úéìîøåð H éæà G äøåáç ìù 2 ñ÷ãðà úìòá äøåáç úú àéä H íàù çëåä .2

6 øãñî äøåáç ìò òÌÇáöäå úåéôåìç 5 ≥ øãñî úåøåáçä ìëù çëåä .6 øúåéä ìëì øãñî úåøåáçä ìë úà òá÷ .3

.úéôåìç äðéàù

.G ∕= ∪
x∈G Hx éæà ,(H < G øîåìë) G úéôåñ äøåáç ìù äúåàð äøåáç úú àéä H íàù çëåä .4
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1á äøáâìàá 3 ìéâøú

.úéôåìç G/G2 å G2 ⊲ G ù çëåä .G2 = ⟨g2 ∣ g ∈ G⟩ ïîñð G äøåáç øåáò .1

.úéôåìç äðéà äîöò G íìåà úåéôåìç G/N å N ù êë N úéìîøåð äøåáç äôé÷îä G äøåáçì äîâH ïú .2

.G1 ∕∼= G2 ìáà G1/N1
∼= G2/N2 ,N1

∼= N2 úåî�éKîä N2 ⊲ G2 å N1 ⊲ G1 úåøåáçì äîâH ïú .3

': G → A éäú .gcd((G : A), ∣A∣) = 1 úî�é÷îä G úéôåñ äøåáç ìù úéìîøåð úéôåìç äøåáç úú A éäú .4

àø÷ð ') a ∈ A ìëì '(a) = a−(G:A) å g1, g2 ∈ G ìëì '(g1g2) = '(g1)
g2'(g2) úî�é÷îä ä÷úòä

.((crossed homomorphism) ìÈkËÚ°î íæéôøåîåîåä

.G ìù äøåáç úú àåä N = {g ∈ G ∣ '(g) = 1} ù çëåä (à)

.äîöò êåúì éëøò ãç ãç ïôàá A úà ä÷éúòî ' ù çëåä (á)

.A ∩N = 1 ùå äîöò ìò A úà ä÷éúòî ' ù ÷Åñä (â)

.a ∈ A å g ∈ G ìëì '(ga) = '(g)'(a) äçñ�ðä úà çëåä (ã)

.G = NA ù çéëåäì éãë (ã) å (â) úà ìöð (ä)

.(N ∩B)A = B ù çëåä .NA = G å A ≤ B ,N ⊲G ù çéðð .G äøåáç ìù úåøåáç úú N å B ,A åéäé .5
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1á äøáâìàá 4 ìéâøú

ñ÷ãðà úìòá G ìù N úéìîøåð äøåáç úú äôé÷î G äøåáç ìù éôåñ ñ÷ãðà úìòá H äøåáç úú ìëù çëåä .1

.éôåñ

.G äøåáç ìù éôåñ ñ÷ãðà úìòá äøåáç úú H éäú .2

.úéôåñ úøöåð G íâ ,úéôåñ úøöåð H íàù çëåä (à)

.úéôåñ úøöåð H íâ ,úéôåñ úøöåð G íàù çëåä (á)

.g1 = 1 ù êë G =
∪⋅ n

i=1 Hgi úåéðîé úå÷ìçî ìù ãåçàë G úà âéöð .G ìù íéøöåé x1, . . . , xe åéäé :ïåøúô

íéøáà ìù äìôëîë ℎ ∈ H øáà ìë âéöð .H ì íéë�éùä gix
±1
j g−1

k äøåöäî íéøáà ìù éôåñ øôñî ÷ø ùé éæà

í�é÷úî g1 = 1 å ìéàåä .yi ∈ {x±1
1 , . . . , x±1

m } øùàá ℎ = y1y2 ⋅ ⋅ ⋅ ym ìë íãå÷ íùøð äæ êøöì .åìàë

.g1y1 = ℎ1f1 ù êë ℎ1 ∈ H å f1 ∈ {g1, . . . , gn} íéî�é÷ ℎ1y1 øáàä øåáò .ℎ = g1y1y2 ⋅ ⋅ ⋅ ymg−1
1

øáàä úà âéöðå m ìò äéö÷åãðàá êéùîð äúò .ℎ = (g1y1f
−1
1 )f1y2 ⋅ ⋅ ⋅ ymg−1

1 å g1y1f−1
1 ∈ H ïëì

ïåùàøä íøåâä íò ãçé .H ì íéë�éùä gix
±1
j g−1

k äøåöäî íéøáà ìù äìôëîë H ì êéùä ℎ′ = f1y2 ⋅ ⋅ ⋅ ymg−1
1

.ℎ ìù úù÷Ëáîä äâöää úà ìá÷ð

.1 èìç»î êøò éìòá íéák�îä íéøôñîä úøåáç úà T á ïîñð .3

.ℂ×/T ∼= ℝ×
>0 ù çëåä (à)

.ℝ/ℤ ∼= T ù çëåä (á)

ù çëåä .2 øãñî ïì�ëå úåéìàéáéøè àì úåé÷ìç úåøåáç ùìù ÷åéãá ùé A ìù çéðð .úéôåñ äøåáç A éäú .4

.A ∼= ℤ/2ℤ× ℤ/2ℤ

4



1á äøáâìàá 5 ìéâøú

.éìàéáéøè Aut(G) ìù æëøîä íâ ,éìàéáéøè G äøåáç ìù æëøîä íàù çëåä .1

ù êë 1 = Ar ⊲ ⋅ ⋅ ⋅ ⊲ A1 ⊲ A0 = A áëøä úøãñ A ì ùé éæà ,n øãñî úéôåìç äøåáç äðä A íàù çëåä .2

.n = p0p1 ⋅ ⋅ ⋅ pr−1 å éðåùàø pi øùàá Ai/Ai+1
∼= ℤ/piℤ

íéîæéôøåîåîåä íò úåøåáç ìù äøãñ .3

⋅ ⋅ ⋅ −→ Gi−1
'i−1−→ Gi

'i−→ Gi+1 −→ ⋅ ⋅ ⋅ (1)

äøãñäù çëåä .i ìëì Im('i−1) = Ker('i) íà ú÷éHî äð�ëú

1 −→ A
®−→ B

¯−→ C −→ 1

.äøö÷ ú÷éHî äøãñ úàø÷ð åæë äøãñ .ìò ¯ (â) å ;®(A) = Ker(¯) (á) ;éëøò ãç ãç ® (à) íà ÷øå íà ú÷éHî

.∣B∣ = ∣A∣ ⋅ ∣C∣ ,ïëìå C ∼= B/®(A) äæ äø÷îáù çëåä

ù çëåä .ú÷éHî (1) äøãñäù çéðð .4

.∣Gi∣ = ∣Ker('i)∣ ⋅ ∣Ker('i+1)∣

éæà ,1 á úîéúñîå äìéçúî àéäå úéôåñ äøãñä íàù ÷Åñä

.
∏

i≥1

∣G2i−1∣ =
∏

i≥0

∣G2i∣
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1á äøáâìàá 6 ìéâøú

.¼i ìù êøàä úà li á ïîñð .íéøæ íé÷åùç ìù äìôëîì Sn á ¼ äøåîú ìù ÷åøôä ¼ = ¼1¼2 ⋅ ⋅ ⋅¼k éäé .1

.(úéøòæîä úôú»ùîä äìåôëä = lcm) ord(¼) = lcm(l1, . . . , lk) ù çëåä

.S4 ìù áÌ�ëøää úåøãñ ìë úà àöî .2

ù êë ¾ ∈ G í�é÷ n ì 1 ïéá i ∕= j ìëì íà (transitive) úà�öåé àéäù Sn ìù äøåáç úú ìò íéøîåà .3

.¯ = (a b) óåìçä úàå ® = (1 2 ⋅ ⋅ ⋅ n−1) ÷åùçä úà äìéëî åæë äøåáçù çéðð .i¾ = j

.(i n) äøåöäî óåìç äìéëî G ù çëåä (à)

.(i n) äøåöäî óåìç ìë äìéëî G ù çëåä (á)

.óåìç ìë äìéëî G ù çëåä (â)

.G = Sn ù ÷ñä (ã)

.äøéúô H íâ äøéúô G å úåøåáç ìù íæéôøåîéôà åðä ®: G → H íàù çëåä .4
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1á äøáâìàá 7 ìéâøú

óåì¤ç äìéëî G íàå éðåùàø p øùàá {1, 2, . . . , p} äöåá÷ä ìù úàöåé úåøåîú úøåáç àéä G íàù çëåä .1

.÷éøô p íà äðåëð äðéà åæ äðòèù äîâH éãé ìò äàøä .G = Sp éæà ,p øãñî øáàå

.p êøàî ÷åù¤ç àéä p øãñî ¼ ∈ Sp äøåîú ìë :äðòè :ïåøúô

ìë ìù êø¹àä äéä r ≥ 2 äéä åìà .íéøæ íé÷åùç ìù äìôëîì ¼ ìù ÷åøôä ¼ = ¼1¼2 ⋅ ⋅ ⋅¼r éäé ,ïëàå

åæ ord(¼) ïëì .¼ éÌ�ëY¸à ìù úéøòæîä úôú»ùîä äìôëîä àåä ¼ ìù øãñä .p ì øæ ïëìå p î ïè÷ ¼i íé÷ùçäî ãçà

.÷åùç àåä ¼ å r = 1 ïëì .äøéúñ ,p ì

ïë åîë .¼ = (1 2 ⋅ ⋅ ⋅ p) ù ,úåéììëä úìáâä éìá ,òáåð äðòèäî .p øãñî ¼ äøåîú G á úî�é÷ äçðää éôì

p øãñî äøåîú àéä ¼j−i−1 úøçà ,¼ = (⋅ ⋅ ⋅ i j ⋅ ⋅ ⋅) éæà ,j = i+ 1 íà .i < j åáù (i j) ïå÷åùç G á í�é÷

.¼j−i−1 = (⋅ ⋅ ⋅ i j ⋅ ⋅ ⋅) :i éøçà ãéî ãîåç j åáù p øãñî ÷åùç àéä ,äðòèä éôì ,ïëìå

íâ ïëì .(1 2), (1 2 ⋅ ⋅ ⋅ p) ∈ G ù àåôà ìá÷ð úåéììëä úìáâä éìá

.(1 3 4 ⋅ ⋅ ⋅ p) = (1 2)(1 2 ⋅ ⋅ ⋅ p) ∈ G

.G = Sp ù 6 ìéâøúá .3 î òáåð ,úàöåé G å ìéàåä .p− 1 êøàî ÷åùç åäæ

.G = S(X) éæà ,íéôåì¤ç éãé ìò úøöåð G íàå X úéôåñ äöåá÷ ìù úàöåé úåøåîú úøåáç àéä G íàù çëåä .2

çëåä .X ∖A ìù øáà ìë åîå÷îá úòáå÷ä S(X) ìù S(A) äøåáçä úúá ïðåáúä X ìù A äöåá÷ úú ìëì :æîø

.A = X éæà ,S(A) ≤ G äøåáòù X ìù úéaøî äöåá÷ úú àéä A íàù

.S8 å A8 á 2 øãñî íéøáàä øôñî úà áµùç .3

.éâåæ éà éðåùàø øôñî p éäé .4

äøåáç àéä Z(G) = ⟨z⟩ ù çëåä .g ∈ G ìëì gp = 1 úî�é÷îä p3 øãñî úçà úéôåìç àì äøåáç G éäú (à)

äùìù éãé ìò úøöåð G ù ÷Åñä .(p øãñî úéìâòîä äøåáçä àéä Cp øùàá) G/⟨z⟩ ∼= Cp × Cp å p øãñî

.xy = xz å zy = z ,zx = z ,xp = yp = zp = 1 :íéàáä íéñçéä úà íéî�é÷îä x, y, z íéøáà

.G ∼= H éæà ,ℎ ∈ H ìëì ℎp = 1 úî�é÷îä p3 øãñî úôñåð úéôåìç àì äøåáç àéä H íàù (à) î ÷Åñä (á)

úåöéøèîä ìë úøåáçì úéôøåîåæéà G ù çëåä (â)

⎛
⎝

1 a b
0 1 c
0 0 1

⎞
⎠

.Heisenberg úøåáç úàø÷ð åæ äøåáç .GL(3,Fp) ì úåëéùä
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äúéä p î ìåãâ øãñî äéä æëøîä åìà .(úéôåñ p-úøåáç äðä G éë) éìàéáéøè åðéà G ìù æ�ëøîä :à ÷ìç ïåøúô

íéôñåð íéøáà éðù éãé ìòå z éãé ìò G úøöåð ∣G∣ = p3 å ìéàåä .Z(G) = ⟨z⟩ ,ïëì .äçðäì ãåâðá ,úéìáà G

äøåáç àéä Ḡ = ⟨x̄, ȳ⟩ èøôá .ââá äðîä ú÷úòä úçú Ḡ = G/⟨z⟩ á G éøáà ìù úåðåîúä úà ïîñð .x, y

,ïëì .x̄−1ȳ−1x̄ȳ = 1 ,èøôá .Ḡ = Cp × Cp ,ïëì .p øãñî àåä äãéçéäî äðåùä øáà ìë äáù p2 øãñî

,ïëì .äçðäì ãåâðá ,úéìáà G äúéä ,i = 0 äéä åìà .p − 1 ì 0 ïéá i àåäù äæéà øåáò x−1y−1xy = zi

íéìîá .i = 1 ù äø÷î ìëá çéðäì éãë zi á z úà óéìçð i ≥ 2 íà .⟨z⟩ äøåáçä úà øöåé zi å 1 ≤ i ≤ p− 1

í�é÷úî ,úåøçà

.xy = yxz (1)

.0 ≤ i, j, k ≤ p− 1 øùàá xiyjzk äìôëîë ãéçé ïôàá äâöäì ïúð G ìù øáà ìëù òáåð ïàëî

ïúð ,à ÷ìçá åîë ,éæà ,g′ ∈ G′ ìëì (g′)p = 1 äáù p3 øãñî úôñåð úéìáà àì äøåáç àéä G′ íà :á ÷ìç ïåøúô

å ord(x′) = ord(y′) = ord(z′) = p øùàá ,g′ = (x′)i(y′)i(z′)j äìôëîë ãéçé ïôàá G′ á øáà ìë âéöäì

.G′ ìò G ìù íæéôøåîåæéàì äáçøäì úðúð (x, y, z) 7→ (x′, y′, z′) ä÷úòää .Z(G) = ⟨z′⟩

òáåð á ÷ìçî .p3 øãñî äøåáç úú éäåæ .â ÷ìçá úåòéôåîä úåöéøèîä ìë óñà úà H á ïîñð :â ÷ìç ïåøúô

íéçéëåî ,ïëàå .úéôåìç àì äøåáçäùå äãéçéä úöéøèî àéä H á äöéøèî ìë ìù úé-p ù ä÷æçäù çéëåäì ÷éôñîù

ù n ìò äéö÷åãðàá⎛
⎝

1 a b
0 1 c
0 0 1

⎞
⎠

n

=

⎛
⎝

1 na nb+ n(n−1)
2 ac

0 1 nc
0 0 1

⎞
⎠

äúò ïîñð .n = p íà äãéçéä úöéøèîì äåù ìàîù óâàù ïàëî òáåð ,p ∕= 2 å ìéàåä

x =

⎛
⎝

1 1 0
0 1 0
0 0 1

⎞
⎠ y =

⎛
⎝

1 0 0
0 1 1
0 0 1

⎞
⎠ z =

⎛
⎝

1 0 1
0 1 0
0 0 1

⎞
⎠

.ù÷Ëáîë ,xy = yxz å H = ⟨x, y, z⟩ ,z ∈ Z(H) éæà
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1á äøáâìàá 8 ìéâøú

.1

.6 øãñî äøåáç úú íåù ïéà (12 øãñî äøåáç éäåæ) A4 �ìù çëåä (à)

.A12 ìù 3-åìéñ úåøåáç úàå 2-åìéñ úåøåáç úà øàú (á)

G ìù äøåáç úú H éäúå G ìù øãñä úà ÷ìçîä øúåéá ïè÷ä éðåùàøä øôñîä p éäé ,úéôåñ äøåáç G éäú .2

.äæ ïåëù ìù ïéòøâá ùîúùäå S(G/H) êåúá G úà ïëù :æîø .G á úéìîøåð H ù çëåä .p ñ÷ãðà úìòá

ù çëåä .pi-åìéñ úøåáç Pi éäú i ìëì .G úéôåñ äøåáç íé÷ìçîä íééðåùàøä íéøôñîä ìë p1, . . . , pk åéäé .3

.⟨P1, . . . , Pk⟩ = G

.äøéúô 20 øãñî äøåáç ìëù çëåä .4
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1á äøáâìàá 9 ìéâøú

éæà ,N ìù p-åìéñ úøåáç àéä P å G úéôåñ äøåáç ìù úéìîøåð úé÷ìç äøåáç àéä N íàù çëåä .1

.N ìù p-åìéñ úøåáç àéä P g íâ éæà ,g ∈ G íà :æîø .G = N ⋅NG(P )

úøåáç äðéà H ∩P ù êë G ìù p-åìéñ úøåáçìå (úéìîøåð àì) H äøåáç úúì ,G úéôåñ äøåáçì äîâH àÅáä .2

.H ìù p-åìéñ

øåáò A ∩ Gi = 1 ù çéðð .G = G1 × ⋅ ⋅ ⋅ × Gn äøùéä äìôëîä ìù úéìîøåð äøåáç úú A éäì .3

.G ìù æëøîá úìëåî G1 éæà ,úéìáà äøåáç äðä G1 íà ,èøôá .G ìù æëøîá úìëåî A ù çëåä .i = 1, . . . , n

ù çéðð .N =
∩r

i=1 Ni ïîñð .G äøåáç ìù éôåñ ñ÷ãðà úåìòá úåéìîøåð úåøåáç úú N1, . . . , Nr äðééäú .4

.G/N ∼= ∏r
i=1 G/Ni ù çëåä .(G : N) =

∏r
i=1(G : Ni)
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1á äøáâìàá 10 ìéâøú

øùéä íåëñäù çëåä .pki øãñî úéìâòî äøåáç Ai éäú n ì 1 ïéá i ìëì .éðåùàø øôñî p éäé .1

øöåð åðéà n ãîîî éøåè÷å áçøîù êë ìò êîúñä :æîø .íéøáà n î úåçô éãé ìò øöåð åðéà A = A1 ⊕ ⋅ ⋅ ⋅ ⊕An

.íéøáà n î úåçô éãé ìò

.rank(A⊕B) = rank(A) + rank(B) ù éôåñ äâøã úåìòá B å A úåéôåìç úåøåáç éúù øåáò çëåä .2

.äøéúô 18 øãñî äøåáç ìëù çëåä .3

úà çëåä .d øãñî úçà äøåáç úú øúåéä ìëì G ì ùé d éòáè øôñî ìë øåáòù çéðð .úéôåñ äøåáç G éäú .4

:úåàáä úåðòèä

.úéìîøåð G ìù äøåáç úú ìë (à)

.Gp úçà p-åìéñ úøåáç ÷ø G ì ùé éðåùàø p ìëì (á)

.⟨y⟩ ≤ ⟨x⟩ åà ⟨x⟩ ≤ ⟨y⟩ éæà x, y ∈ Gp íàù (â)

.úéìâòî Gp (ã)

.úéìâòî G (ä)
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1á äøáâìàá 11 ìéâøú

ìëìù çëåä .úåéìáà àì úåèåùô úåéôåñ úåøåáç ìù éôåñ øôñî ìù äøùé äìôëî G =
∏

i∈I Si éäú .1

äìôëîë n ∈ N ìë âöä :æîø .N =
∏

i∈I0
Si ù êë I ìù I0 äöåá÷ úú úî�é÷ N úéìîøåð äøåáç úú

.[n, si] ïôéìçîá ïðåáúä äúò .[ni, si] ∕= 1 ù êë si ∈ Si øçá ni ∕= 1 íà .ni ∈ Si øùàá n =
∏

i∈I ni

ù êë éôåñ ñ÷ãðà úìòá Z äøåáç úú äôé÷î A íàù çëåä .úéôåñ úøöåðå ìåúô úøñç úéôåìç äøåáç A éäú .2

.A ∼= ℤ íâ éæà ,Z ∼= ℤ

.úéôåñ A íâ ,éôåñ A ìù øáà ìë ìù øãñä íàù çëåä .úéôåñ úøöåð úéôåìç äøåáç A éäú .3

.24 øãñî úåéôåìçä úåøåáçä ìë úà òá÷ .4
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