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ãðé÷ãã éâåçå úåãéãá úåëøòä .1

OK á ïéà ììë êøãá .OK á K á Z ìù íìùä øÛâñä úà ïîñð .Q ìù K úéôåñ äáçøä åðä íéøôñî äãù

äæ èôùî .íééðåùàø íéìàãéà ìù äìôëîë éëøò ãç ïôàá äâöäì ïú�ð OK ìù ìàãéà ìë íìåà .úéëøò ãç úå÷éøô

úéëøò ãç äâöä "ãðé÷ãã âåç" ìù ìàãéà ìëì ùé øúåé éììë ïôàá .íééøáâìàä íéøôñîä úøåú ìù àöåîä úãRð åðä

.äæ ÷øôá ãîìðù éôë ,íééðåùàø íéìàãéà ìù äìôëîë

.úåãéãá úåëøÂò§ä 1.1

,x, y ∈ K× ìëì úî�é÷îä Z ìò K× ìù v ä÷úòä äðä K ìù äãéãá äëøòä .äãù K éäé

v(xy) = v(x) + v(y) (à1)

.v(x + y) ≥ min(v(x), v(y)) (á1)

úà í�é÷îäå Z ì óñåðù ïîéñ åðä ∞ øùàá ,v(0) = ∞ íéøéãâîù éãé ìò K ìëì v úà áéçøäì íéâäåð

(1) ììë êéùîî åìà úåøãâä úçú .k ∈ Z ∪ {∞} ìëì k +∞ = ∞ å k ∈ Z ìëì k < ∞ :íéàáä íéììëä

.x, y ∈ K ìë øåáò íâ í�é÷úäì

éàðúä (1) î òáåð ïë åîë .x ∈ Z ìëì v(−x) = v(x) ùå v(1) = v(−1) = 0 ù òáåð (à1) ììëî

:àáä éùåîùä

.v(x + y) = min(v(x), v(y)) éæà ,v(x) 6= v(y) íéî�é÷î x, y ∈ K íà (2)

í�é÷úî (á1) ì óñåðá éæà .v(x) < v(y) ù ìùîì çéðð ,ïëàå

.v(x) = v(x + y − y) ≥ min(v(x + y), v(y)) ≥ v(x + y)

.v(x + y) = v(x) ,ïëì

åðä Mv = {x ∈ K | v(x) > 0} ,K ìù äëøòä âåç äðä Ov = {x ∈ K | v(x) ≥ 0} äöåá÷ä

ùé x, y ∈ K íéøáà éðùì .Ov ìù íéëéôää úøåáç äðä O×v = {x ∈ K | v(x) = 0} å åìù éáøîä ìàãéàä

.xy ∈ O×v íà ÷øå íà êøò åúåà

ïúð a ∈ A ìë .A ìù ÷éøô éà øáà p éäéå K úåðî äãù íò úéëøò ãç úå÷éøô ìòá âåç A éäé :1.1.1 äîâH

éãé ìò ãéçé ïôàá m òá÷ð åæ äâöäá .m ∈ Z å p á íé÷ìçúî íðéà x, y ∈ A øùàá a = x
y pm äøåöá äâöäì

ä äëøòää äð�ëîä K ìù äãéãá äëøòä äðä äæë ïôàá úøãâ»îä vp: K× → Z äéö÷ðåôä .vp(a) = m øéãâð .a

. úéãà-p

äæéà øåáò vp íò úãëìúî Q ìù äãéãá äëøòä ìëù úåàøäì äù÷ äæ ïéà K = Q å A = Z åáù äø÷îá

.vp 6= vq éæà ,íééðåùàø íéøôñî íä å p 6= q íà .p éðåùàø øôñî àåäù
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ï÷»úîå ÷éøô éà íåðéìåô ìëì .K ìòî äìòð x å K = K0(x) ,äãù K0 ,A = K0[x] åáù äø÷îá ïðåáúð

íéîåðéìåô íä p 6= q íà . K0 ìò úéìàéáéøè vp ù íéøîåà .a ∈ K0 ìëì vp(a) = 0 í�é÷úî p ∈ K0[x]

úçàì ä�åù K0 ìò úéìàéáéøè àéäù K ìù äëøòä ìë ,êôäì .vq å vp 6= vq éæà ,äæî äæ íéðåùä íéð÷»úî íééðåùàø

.v∞( g
h ) = deg(h)− deg(g) äçñ�ðä éãé ìò íéîåðéìåô ìù g

h äðî ìò úøãâ»îä v∞ äëøòääì åà vp úåëøòää

.Ov = A ù êë K = Quot(A) ìò v äãéãá äëøòä úî�é÷ íà äãéãá äëøòä âåç àø÷ð A úåîìù íåçú

a 6= 0 ìàãéàá ïðåáð .v(π) = 1 ù êë A ìù øáà π éäé ,ïëàå .øèð âåç åðä A èøôá ,éùàø íåçú àåä A äæ äø÷îá

v(a) = kZ ïëì .(úåãçà ñôàî íéðåùä a éøáà ìë åéä úøçà) Z ìù ñôàî äðåù ìàãéà åðä v(a) éæà .A ìù

ìù äãçà äðä πk

a0
,ïëì .v(a0) = v(πk) ,éæà .v(a0) = k ù êë a0 ∈ a øçáð .k éòáè øôñî àåäù äæéà øåáò

a = Ovπk ù òáåð ïàëî .a = a
πk πk ∈ Aπk ,ïëìå v(a) ≥ k í�é÷î a ∈ a øáà ìë .πk ∈ a ù ïàëîå A

.éùàø ìàãéà àåä

:äãéãá äëøòä âåçì íéðåù íéðåéôà ïúåð àáä èôùîä

åéäé .ñôàî äðåùä ãéçéä éðåùàøä ìàãéàä àåä m éáøîä ìàãéàä åáù éîå÷î éøèð úåîìù íåçú A éäé :1.1.2 ïåèôùî

:åæì åæ úåìå÷ù úåàáä úåðòèä .A ìù úåéøàùä äãù K̄ = A/m å úåðîä äãù K

.äãéãá äëøòä âåç åðä A (à)

.úåîìùá øåâñ A (á)

.éùàø ìàãéà åðä m (â)

.dimK̄(m/m2) = 1 (ã)

.m ìù ä÷æç åðä A ìù ñôàî äðåù ìàãéà ìë (ä)

.íìù n ≥ 0 àåäù äæéà øåáò Aπn äøåöäî åðä A ìù ñôàî äðåù ìàãéà ìëù êë π ∈ A í�é÷ (å)

:úåøòä éúùá äçëåää úà ìéçúð :äçëåä

éðåùàøä ìàãéàä åðä m ,äçðää éôì ,ïëàå .mm ⊆ a ù êë m í�é÷ éæà .A ìù ñôàî äðåù úåàð ìàãéà a éäé (à2)

øôñî àåôà í�é÷ .(øèð âåç åðä A) m ìù íéøöåé x1, . . . , xm åéäé .m =
√

a ,ïëì .a úà óé÷îä ãéçéä

.mkm ⊆ a ïëìå xk
1 , . . . , xk

m ∈ a ù êë k éòáè

,ïëì .r ≥ n ìëì mr = mn éæà ,n àåäù äæéà øåáò mn = mn+1 íà ,ïëàå .éòáè n ìëì mn 6= mn+1 (á2)

xn
i = 0 ù òáåð (à2) ìù íéðåîéñá .mn =

⋂∞
r=n mr = 0 ,[ä.è äð÷ñî ,3á äøáâìà] ìåø÷ èôùî éôì

.äøéúñ ,m = 0 ù òáåð ïàëî .i = 1, . . . , n øåáò xi = 0 ïëìå

äáù xn + an−1x
n−1 + · · · + a0 = 0 äøåöäî äàåùî í�é÷îä øáà x ∈ K éäé :(á) ⇐= (à) úçëåä

(á1) î íéìá÷î åðééä v(x) < 0 äéä åìà .A ì äîéàúîä äãéãáä äëøòää úà v á ïîñð .a0, . . . , an ∈ A
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ïàëîå v(x) ≥ 0 ,ïëì .äøéúñ ,óåñðéà åðä ïéîé óâà ìù êøòäù ãåòá nv(x) åðä ïåéåùä ìù ìàîù óâà ìù êøòäù

.ùøãðë ,x ∈ A ù

.mn−1 6⊆ Ax å mn ⊆ Ax ù êë éòáè n í�é÷ (à2) éôì .x 6= 0 ,x ∈ m øçáð :(â) ⇐= (á) úçëåä

íìù åðéà π−1 ,ïëì .(y ∈ Ax äéä úøçà) π−1 /∈ A éæà .π = x
y ïîñðå y ∈ mn−1rAx øçáð

,éðù ãöî .[à.å ïåèôùî ,3á äøáâìà] π−1m 6⊆ m ,úéôåñ øöåð ïîàð A[x]-ìåãåî åðä m å ìéàåä .A ìòî

ìàãéàá ìëåî åðéàù A ìù ìàãéà àåä π−1m ù àåôà åðìá÷ .π−1m ⊆ A ïëìå ym ⊆ mn−1m = mn ⊆ Ax

.çéëåäì äéäù éôë ,m = πA ù ïàëîå π−1m = A ,ïëì .A ìù éáøîä

,(á2) éôì ,éðù ãöî .dimK̄ m/m2 ≤ 1 ,ïëì .m = Aπ ù êë π ∈ A ïúåð (â) éàðú :(ã) ⇐= (â) úçëåä

.dimK̄ m/m2 = 1 ,ïëì .m/m2 6= 0

äøáâìà] äî�éJð éôì òáåð dimK̄ m/m2 = 1 ù äçðääî .A ìù ñôàî äðåù ìàãéà a éäé :(ä)⇐= (ã) úçëåä

øçáð .a 6⊆ mn+1 å a ⊆ mn ù êë éòáè n í�é÷ ,ìåø÷ èôùî éôì .m = Aπ ù êë π ∈ A íé÷ù [ä.â ïåèôùî ,3á

,ïëì .mn = Aπn = Ay ⊆ a å êéôä u ,èøôá .u ∈ Arm àåäù äæéà øåáò y = uπn éæà .y ∈ armn+1

.ù÷Ëáîë ,a = mn

å mn ⊆ m éæà .Aπ = mn ù êë n í�é÷ äçðää éôì .π ∈ mrm2 øáà (á2) éôì øçáð :(å)⇐= (ä) úçëåä

ñôàî äðåù ìàãéà ìëù ìá÷ð m ìù ä÷æç åðä ñôàî äðåù ìàãéà ìëå ìéàåä .m = Aπ å n = 1 ,ïëì .mn 6⊆ m2

.n àåäù äæéà øåáò Aπn äøåöäî åðä

u ∈ A× í�é÷ ïëì .Ax = Aπn ù êë éòáè n úðúåð äçðää .x 6= 0 ,x ∈ A éäé :(à) ⇐= (å) úçëåä

éàðú úà úî�é÷î äæá äøãâ«äù v: Ar{0} → Z äéö÷ðåôä .v(x) = n àåôà øéãâð .x = uπn ù êë

ìëì v(x
y ) = v(x) − v(y) øéãâðù éãé ìò K ìù äëøòäì äúåà áéçøäì ìëåð .x, y ∈ Ar{0} ìëì (1)

.A äéäé v ìù äëøòää âåç .x, y ∈ Ar{0}

.íéîéã÷î íéìàãéà ìù äìôëîë íéìàãéà ìù äâöä 1.2

y ∈ √q åà x ∈ q ù òáåð xy ∈ q êåúî íà (primary) íéã÷î äð�ëî A âåç ìù q ìàãéàù øéëæð

éæà .x /∈ √q å xy ∈ √q ù çéðð ïëàå .éðåùàø ìàãéà åðä √q äæ äø÷îá .(yn ∈ q ù êë éòáè n í�é÷ øîåìë)

êåúçä åðä √q å ìéàåä .ùøãðë ,y ∈ √q ù ïàëîå yn ∈ √q ,ïëì .xn /∈ √q å xnyn ∈ q ù êë éòáè n í�é÷

íééðåùàøä íéìàãéàä ïéáî ãéçéä éøòæîä ìàãéàä p =
√

q äåäî ,q úà íéôé÷îä íééðåùàøä íéìàãéàä ìë ìù

.q ì ê�éù p ù íâ øîàð .q úà íéôé÷îä

èéîùäì øùôà éà íà úîöî�öî äð�ëî íéîéã÷î íéìàãéà ìù êåúçë a ìàãéà ìù a =
⋂m

i=1 qi äâöä

.äæî äæ íéðåù √q1, . . . ,
√

qm íééðåùàøä íéìàãéàä íàå íéëúçðäî ãçà óà äðîî
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ïéôåì¤çì ,óú»ùî éáøî ìàãéàá íéìëåî íðéà íà äæì äæ íéøæ íäù øîàð A âåçá b å a íéìàãéà éðù ìò

.a + b = A

.äæì äæ íéøæ b å a íâ äæì äæ íéøæ
√

b å
√

a íà .A âåçá íéìàãéà b å a éäé :1.2.1 äîì

å am ∈ a ù êë íééòáè íéøôñî m,n åéäé .1 = a + b ù êë b ∈
√

b å a ∈ √a úðúåð äîìä úçðä :äçëåä

éæà .bn ∈ b

.1 = (a + b)m+n =
m+n∑

i=0

(
m + n

i

)
aibm+n−i

éðùä äø÷îáå aibm+n−i ∈ a ïåùàøä äø÷îá .m + n − i ≥ n ù åà i ≥ m ù åà 0 ≤ i ≤ m + n ìëì

.ùøãðë ,q1 + q2 = A ,ïëì .aibm+n−i ∈ b

éæà .äæì äæ íéøæ íäî íéðù ìë øùà A âåçá íéìàãéà a1, . . . , an åéäé :([(à)àé.à ïåèôùî ,3á äøáâìà]) 1.2.2 äîì

.
∏n

i=1 ai =
⋂n

i=1 ai

äâöäì ïú�ð a ñôàî äðåù ìàãéà ìë éæà .éaøî ñôàî äðåù éðåùàø ìàãéà ìë åáù øèð ìù úåîìù íåçú A éäé :1.2.3 äîì

.äæì äæ íéøæ íéîéã÷î íéìàãéà ìù äìôëîë äãéçé

éäú .a 6= A ù àåôà çéðð .íéîéã÷î íéìàãéà ìù ä÷éø äöåá÷ ìù äìôëî åðä a éæà ,a = A íà :íåé÷ úçëåä

ìàãéà àåä pi =
√

qi ì÷éãøä ,i ìëì .[æ.é ïåèôùî ,3á äøáâìà] q ìù úîöî�öî äîéã÷î äâöä a =
⋂m

i=1 qi

éôìå ìéàåä .äæî äæ íéðåù p1, . . . , pm íéìàãéàä ,ïë ìò øúé .éaU°î ïëìå (a ⊆ qi ⊆ pi éë) ñôàî äðåù éðåùàø

äîì éôì .äæì äæ íéøæ q1, . . . , qm íéìàãéàä ,1.2.1 äîì éôì .äæì äæ íéøæ íä ,íééaøî p1, . . . , pm äçðää

.a =
∏m

i=1 qi ,ïëì .
⋂m

i=1 qi =
∏m

i=1 qi ,1.2.2

íéìàãéà ìù äìôëîë a ìù äâöäá òéôåîä q íéã÷î ìàãéàì êéùä A ìù éáøî ìàãéà p éäé :úåãéçé úçëåä

íéîøåâî ãçà óé÷î p ,[(á)âé.à ïåèôùî ,3á äøáâìà] éôì ,ïëì .
∏m

i=1 qi = a ⊆ q ⊆ p éæà .äæì äæ íéøæ íéîéã÷î

.p1 = p ,íééáøî åììä íéìàãéàä éðùå ìéàåä .p1 ⊆ p ,ïëì .q1 ⊆ p ìùîì ,ìàîù óâàá

,3á äøáâìà] éôì .i = 1 øîåìë ,pi = p ,ïëìå pi ⊆ p éæà ,1 ≤ i ≤ n àåäù äæéà øåáò qi ⊆ p íà

íéìàãéàä íâù ïàëî .A ∩ aAp1 = A ∩ q1Ap1 = q1 ,ïëì .aAp =
∏n

i=1 qiAp = q1Ap ,[è.ä ïåèôùî

.a éãé ìò ãéçé ïô¹àá íéòá÷ð q1, . . . , qn íéîåã÷ä

.ãðé÷ãã éâåç 1.3

. ãðé÷ãã âåç àø÷ð àáä èôùîä ìù íéìå÷ùä íéàðúä úà í�é÷îä âåç

.åæì åæ úåìå÷ù úåàáä úåðòèä éæà .éáøî ñôàî äðåù éðåùàø ìàãéà ìë åáù éøèð úåîìù íåçú A éäé :1.3.1 èôùî

.úåîìùá øåâñ A (à)
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.äãéãá äëøòä âåç åðä Ap éîå÷îä âåçä A ìù ñôàî äðåù p éðåùàø ìàãéà ìëì (á)

.éðåùàø ìàãéà ìù ä÷æç åðä A ìù íéã÷î ìàãéà ìë (â)

øeâñ [á.ç ïåèôùî ,3á äøáâìà] øèð âåç åðä Ap éæà .A ìù ñôàî äðåù éðåùàø ìàãéà p éäé :(á)⇐= (à) úçëåä

éôì .[è.ä ïåèôùî ,3á äøáâìà] éáøî åðä Ap ìù ñôàî äðåù éðåùàø ìàãéà ìëå [áé.å ïåèôùî ,3á äøáâìà] úåîìùá

.äãéãá äëøòä âåç åðä Ap ,1.1.2 ïåèôùî

ìàãéà åðä qAp ,éæà .åì ê�éùä éðåùàøä ìàãéàä p =
√

q éäéå A ìù íéã÷î ìàãéà q éäé :(â) ⇐= (á) úçëåä

éòáè n í�é÷ ,(ä)1.2.2 ïåèôùî éôì ,ïëì .[è.ä ïåèôùî ,3á äøáâìà] pAp =
√

qAp ,ïë ìò øúé .Ap ìù íéã÷î

.[è.ä ïåèôùî ,3á äøáâìà] q = pn ù ìá÷ð A á íéôâàä éðù úà êúçð íà .qAp = (pAp)n ù êë

äðåù éðåùàø ìàãéà ìëì úåîìùá øåâñ Ap ù çéëåäì ÷éôñî úåîìùÄá øåâñ A ù çéëåäì éãë :(à)⇐= (â) úçëåä

åðä Ap ìù ñôàî äðåù ìàãéà ìëù çéëåäì ÷éôñî ,1.1.2 ïåèôùî éôì .[áé.å ïåèôùî ,3á äøáâìà] A ìù p ñôàî

a øùàá aAp ë Ap ìù ñôàî äðåù ìàãéà ìë âéöäì ïúð ,[è.ä ïåèôùî ,3á äøáâìà] éôì ,ïëàå .pAp ìù ä÷æç

ìù íéîéã÷î íéìàãéà íðä q1, q2, qm øùàá a = q1q2 · · · qm ,1.2.3 äîì éôì .A ìù ñôàî äðåù ìàãéà åðä

øôñîå l éðåùàø ìàãéà i ìëì í�é÷ ,äçðää éôì .äæî äæ íéðåù p1, p2, . . . , pm íééðåùàø íéìàãéàì íéë�éùä A

qi = pki
i ïëì .pi = l ù òáåð pi ìù úåéáøîäî .pi ⊆ l ïëìï qi ⊆ l èøôá .qi = lki ù êë ki éòáè

.p2, . . . , pn 6= p ù àåôà øîàð .p ì úÛåùì ìåëé p1, . . . , pn íéìàãéàäî ãçà ÷ø .a = pk1
1 pk2

2 · · · pkn
n å

úøçà ,aAp = Ap = (pAp)0 éæà ,p1 6= p íà .aAp = pk1
1 Ap · pk2

2 Ap · · · pkn
n Ap = pk1

1 Ap ,éæà

.ùøãðë ,pAp ìù ä÷æç åðä aAp íéø÷îä éðùá .aAp = (pAp)k1

:äàáä äàöåúä ìù äçëåää úà íâ äëåúá úììåë 1.3.1 èôùî ìù "(à) ⇐= (â)" úçëåä

.íééðåùàø íéìàãéà ìù äìôëîì éëøò ãç ÷åøô ñôàî äðåù ìàãéà ìëì ùé ,ãðé÷ãã âåçá :1.3.2 èôùî

éðåùàø ìàãéà ìë ,ïëì .úéëøò ãç úå÷éøô ìòá øèð âåç åðä A èøôá .éùàø âåç A éäé .íééùàø íéâåç :1.3.3 äîâH

.ãðé÷ãã âåç åðä A ,ïëì .([é.å ïåèôùî ,3á äøáâìà] éøçà ïåéD) úåîìùá øåâñ A ,êëì óñåðá .éaøî A ìù ñôàî äðåù

.ãðé÷ãã éâåç íä (äãù K0) K0[x] å Z èøôá

:ãðé÷ãã éâåç ìù úåôñåð úåàîâH íäéúåá÷òá íéàéáî íééùàøä íéâåçä

ìù íìùä øåâñä úà B á ïîñðå K ìù úéôåñ äãéøô äáçøä L éäé .K úåðî äãù ìòá ãðé÷ãã âåç A éäé :1.3.4 èôùî

.ãðé÷ãã âåç åðä B éæà .L á A

øåâñ øèð íåçú àåä B íâ ,[(à)ç.ç ïåèôùî ,3á äøáâìà] éôì .úåîìùá øåâñ øèð íåçú åðä A äøãâää éôì :äçëåä

äøáâìà] éáøî B ìù ñôàî äðåù éðåùàø ìàãéà ìë íâ ,éáøî A ìù ñôàî äðåù éðåùàø ìàãéà ìëå ìéàåä .úåîìùá

.ãðé÷ãã âåç àåä B ,ïëì .[ç.å äàöåú ,3á
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åðä Z ,1.3.3 äîâH éôì .K á Z ìù íìùä øåâñä úà OK á ïîñð .Q ìù úéôåñ äáçøä K éäé :1.3.5 äîâH

.ãðé÷ãã âåç àåä OK íâ ,1.3.4 èôùî éôì ,ïëì .ãðé÷ãã âåç

ìù íìùä øåâñä éæà .K ìù úéôåñ äãéøô äáçøä L å K = K0(x) ,äðúùî x ,äãù K0 åéäé äúò

.ãðé÷ãã âåç åðä L á K0[x]

úà B á ïîñðå K ìù úéôåñ äøäèá äãéøô éà äáçøä L éäé .K úåðî äãù ìòá ãðé÷ãã âåç A éäé :1.3.6 ìéâøú

.K ìù úéôåñ äáçøä ìëì ïåëð 1.3.4 èôùîù ÷ñä .ãðé÷ãã âåç àåä B ù çëåä .L á A ìù íìùä øåâñä
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úåîìùä .2

÷ø ùé éîå÷î âåçì .íééðåùàø íéìàãéàá A ìù íééîå÷îä íéâåçä úà ìë íãå÷ íéîòôì íéø÷åç A âåç øSçì éãë

åìù äîìùäì øáòì íéîòôì çåð ,(A, m) éîå÷î âåç ø÷çì éãë .éììë âåçî øúåé èåùô àåä ïëìå ãçà éáøî ìàãéà

íéçéëåî ìùîì êë .äîìùää ìù úåðåëú çéëåäì úøùôàî úñðëúî éùå÷ úøãñ ìë äîìùäáù äãáËòä .m ì ñçéá Â

äàöåúä .[è.âé èôùî ,3á äøáâìà] éëøò ãç ÷åøô ìòá åðä K[[X1, . . . , Xn]] íééìîøåôä úå÷æçä éøåè âåçù

ìòá åîöò âåçä íâ ,úéëøò ãç úå÷éøô úìòá àéä éîå÷î øèð âåç ìù äîìùää íàù àéä éçëåðä ÷øôä ìù úéæëøîä

úåðåëúä äéìà úåøáåò ãöéë úòãì éåöø ,Â ìù úåðåëú çéëåäì éãë ,ïáåîë .(2.6.9 ïåèôùî) úéëøò ãç úå÷éøô

.(2.7.5 èôùî) øèð âåç åðä Â íâ ,øèð âåç àåä A íàù çéëåð åðà .A ìù úåéñéñáä

.íéëåôä úåìåáâ 2.1

ìù êåôä ìåáâ øîåìë ,÷éHî åðä êåôää ìåáâä øåè÷ðåôù äàøðå íéìåãåî ìù êåôä ìåáâ åäî äæ óéòñá øéãâð

.íéëåôää úåìåáâä ìù ú÷éHîä äøãñä åðä íéìåãåî ìù úå÷éHî úåøãñ

A-é�ìåãåî ìù éôåìç íéùøú ìëì :(ùçðä úîì) 2.1.1 äîì

0 // K
α //

κ

²²

L
β //

λ

²²

M //

µ

²²

0

0 // K ′ α′ // L′
β′ // M ′ // 0

ú÷éHî äøãñ éòáè ïôàá äîéàúî úå÷éHî úåðæ»àîä úåøãñä éúù åáù

0 // Ker(κ)
α0 // Ker(λ)

β0 // Ker(µ) d // Coker(κ) α′ // Coker(λ)
β′ // Coker(µ) // 0

øú�éá .äîàúäá β′ å α′ éãé ìò úåøù»îä äðîä úå÷úòä íä β′ å α′ å äîàúäá β å α ìù íéîåöîöä íä β0 å α0 åæ äøãñá

íæéôøåîåîåä äðä d ä÷úòää .β′(l′ + λ(L)) = β′(l′) + µ(M) å α′(k′ + κ(K)) = α′(k′) + λ(L) ,÷åéã

íéøéãâîå α′(k′) = λ(l) ù êë k′ ∈ K ′ ,β(l) = m ù êë l ∈ L íéøçåá m ∈ M ïúðäá :àáä ïôàá úøãâ»îå äôùä

.d(m) = k′ + κ(K)

éãë (diagram chase) "íéîéùøú óãøî" íéìéòôî úàæ øçàì .áèéä øãâ»î d ù çéëåäì ùé ìë íãå÷ :äçëåä

.àøå÷ì íéøàù»î íéèøôä .äë�àä äøãñä ìù ÷åéãä úà çéëåäì

,µn+1: Mn+1 → Mn íéîæéôøåîåîåäå A-éìåãåî ìù M1,M2,M3, . . . äøãñ ïúðäá

x = (x1, x2, x3, . . .) ∈
∏∞

n=1 Mn úåøãñä ìë óñàë lim←−Mn êåôää ìåáâä úà íéøéãâî ,n = 1, 2, 3, . . .
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(Mn, µn+1)n=1,2,3,... íéðåúðä óñàì .A-ìåãåî åðä êåôää ìåáâä .éòáè n ìëì µn+1(xn+1) = xn úåî�é÷îä

. A-éìåãåî ìù äëåôä äøãñ àø÷ð

íééôåìç íéîéùøú úøãñ ìë :(à ÷åéã úîì) 2.1.2 äîì

0 // Kn+1
αn+1 //

κn+1

²²

Ln+1
βn+1 //

λn+1

²²

Mn+1
//

µn+1

²²

0

0 // Kn
αn // Ln

βn // Mn
// 0

(1)

äøö÷ äøãñ äøùî úå÷�éHî úåðæ»àîä úåøåùä íäáù A-éìåãåî ìù

.0 // lim←−Kn
α // lim←−Ln

β // lim←−Mn // 0 (2)

.ú÷�éHî äøö÷ä äøãñä éæà ,ìò κn+1 úå÷úòääî úçà ìë íà

ììëä éãé ìò éòáè ïôàá úøãâ»î α ä÷úòää :äçëåä

α((an)n=1,2,3,...) = (αn(an))n=1,2,3,... (3)

å L =
∏∞

n=1 Ln ,K =
∏∞

n=1 Kn ïîñð (2) äøãñä ìù ÷åéãä úà çéëåäì éãë .äîåã ïôàá úøãâ»î β ä÷úòää

éãé ìò ζK : K → K íæéôøåîåîåä øéãâð äúò .M =
∏∞

n=1 Mn

.ζK((xn)n=1,2,...) = (xn − κn+1(xn+1))n=1,2,...

ù êë ìò íéòéáöîå ζM úàå ζL úà íéøéãâî äîåã ïôàá . lim←−Kn = Ker(ζK) ù òáåð êåôää ìåáâä úøãâääî

.L ì K î íæéôøåîåîåäì α úà äáéçøî α ìù (3) äøãâää . lim←−Mn = Ker(ζM ) å lim←−Ln = Ker(ζL)

éôåìç íéùøú äøùî (1) íééôåìçä íéîéùøúä óñà .M êåúì L ìù íæéôøåîåîåäì β áçøúî äîåã ïôàá

0 // K
α //

ζK

²²

L
β //

ζL

²²

M //

ζM

²²

0

0 // K
α // L

β // M // 0

:äë�à ú÷�éHî äøãñ úðúåð ùçðä úîì .úå÷�éãî úåðæ»àîä úåøåùä åáù

.0 // Ker(ζK) α // Ker(ζL)
β // Ker(ζM ) // Coker(ζK) // Coker(ζL) // Coker(ζM ) // 0

.ìò κn úå÷úòääî úçà ìëù äçðää úçú Coker(ζK) = 0 ù çéëåäì ÷éôñî èôùîä úçëåä úà í�éñì éãë

øçáð øáë øãâ«ä xn ù äçðäáå x1 = 0 éãé ìò xn ∈ Kn äéö÷åãðàá øéãâð (a1, a2, a3, . . .) ∈ K ïúðäá ,ïëàå

ïàëîå ìò ζK ,ïëì .ζK((xn)1,2,...) = (an)n=1,2,... éæà .κn+1(xn+1) = xn− an ù êë xn+1 ∈ Kn+1

.ùøãðë ,Coker(ζK) = 0 ù
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.íééâåìåôåè íéìåãåî 2.2

.úîìù»î ïëà àéä åæ äîìùäù çéëåðå åìù äîìùää éäî ,éâåìåôåè ìåãåî åäî øéãâð äæ óéòñá

M ×M → M ùøôää ú÷úòä íà éâåìåôåè ìåãåî åðä M ù øîàð .äéâåìåôåè ìòá A-ìåãåî M éäé

åîë .úåôéöø (a, x) → ax éãé ìò úðú�ðä A×M → M øì÷ñá ìôëä ú÷úòäå (x, y) → x− y éãé ìò úðúðä

àåä ñôàä éæà ,ãáìá ñôàä åðä äæ ñéñá éøáà ìë ìù êåúçä íà .äé�ðî ïá ñéñá M á ñôàä úåáéáñì ùéù çéðð ïë

,ïëì .x /∈ U ù êë 0 ìù U äçåúô äáéáñ úî�é÷ éæà .ñôàî äðåùä M ìù øáà x éäé ,ïëàå .M ìù äøåâñ äãRð

òáåð ïàëî .ù÷Ëáîë ,M á äçåúô M r{0} ù ïàëî .ñôàä úà äìéëî äðéàù x ìù äçåúô äáéáñ àéä x − U

,(x, y) 7→ x − y äôéöøä ä÷úòää úçú 0 ìù äëåôää äðåîúä àåäù ,D = {(x, x) | x ∈ M} ïåñëìàäù

ìù äçåúô äáéáñ äðä (M ×M)rD éæà ,x 6= y å x, y ∈ M íà .M ×M ìù äøåâñ äöåá÷ úú åðä

íéìîá .(x, y) ∈ U × V ⊆ (M ×M)rD ù êë M ìù U, V úåçåúô úåöåá÷ úú úåîé÷ ïëìå (x, y)

,óøåãñåàä M íà ,êôäì .óøåãñåàä áçøî åðä M ïëì .y å x ìù åæì åæ úåøæ úåçåúô úåáéáñ ïä V å U ,úåøçà

.0 ì äåù 0 ìù úåçåúôä úåáéáñä ìë ìù êåúçä ïëìå M ìù äøåâñ äãRð àéä 0 éæà

éæà ,0 ìù àéäù ìë äçåúô äáéáñ àéä U íà .−U = U íà úéøèîéñ äðä ñôà ìù U äáéáñù øîàð

äöåá÷ áåù åðä úåéøèîéñ úåçåúô úåöåá÷ ìù êåú¤ç .U á úìëåîä 0 ìù úéøèîéñ äçåúô äáéáñ äðä U ∩ −U

.úéøèîéñ äçåúô

.
∑n

i=1 V ⊆ U ù êë 0 ìù V úéøèîéñ äçåúô äáéáñ úî�é÷ éòáè n ìëì ,0 ìù U äçåúô äáéáñ ìëì

.
∑n

i=1 Ui ⊆ U ù êë 0 ìù U1, . . . , Un úåçåúô úåáéáñ úðúåð
∑n

i=1 0 = 0 úåäæäå øåáçä ìù úåôéöøä ,ïëàå

.äðòèä øçà úàìîî V =
⋂n

i=1 Ui äöåá÷ä .úéøèîéñ Ui ù çéðäì ìëåð úîãå÷ä ä÷ñôä éôì

êë éòáè s(U) í�é÷ 0 ìù U äçåúô äáéáñ ìëì íà éùå÷ äðä M éøáà ìù (x1, x2, x3, . . .) äøãÄñ

íìù»î M ù íéøîåà ãéçé øáàì úñðëúî M á éùå÷ úøãñ ìë íà .xm − xn ∈ U éæà ,m, n ≥ s(U) íàù

. (complete)

0-úáéáñ øçáð ,M á 0-úáéáñ U å xn → x íà ,ïëàå .éùå÷ úøãñ äðä úñðëúî äøãñ ìë

,ïëì .xn − x ∈ V éæà ,n ≥ s(V ) íàù êë s(V ) í�é÷ äøåáò .V − V ⊆ U ù êë V úéøèîéñ

.ùøãðë ,xn − xm = (xn − x) + (x− xm) ∈ V + V ⊆ U

ñçé .xn − yn → 0 íà úåìå÷ù ïäù øîàð (y1, y2, y3, . . .) å (x1, x2, x3, . . .) úåøãÀñ éúù ìò

ù ìá÷ð ,M̂ á éùå÷ úåøãñ ìù úåìé÷ùä úå÷ìçî óñ¹à úà ïîñð íà ,ïëì .A éøáàá ìôëìå øåáçì íàåú úåìé÷ùä

á ïîñð M á 0 ìù U äçåúô äáéáñ ìëì .íéâö�éî úøæòá øãâ»î A éøáàá ìôëäå øåáçä øùàá ,A-ìåãåî åðä M̂

.Û1 ⊆ Û2 éæà ,U1 ⊆ U2 íà .U ì íéë�éù ïäéøáà ìë èòîëù úåøãñ éãé ìò íéâö�éîä M̂ éøáà ìë óñà úà Û

x øáà íà .M̂ ìù äéâåìåôåè ìù 0 úåáéáñì ñéñá äåäî Û úåöåá÷ä óñàù òáåð Û1 ∩ Û2 = Û1 ∩ U2 úåäæäî

úôàåù åæ äøãñ éæà ,x úà úâö�éîä M éøáà ìù äøãñ àéä (x1, x2, x3, . . .) å Û úåçåúôä úåöåá÷ä ìëì ê�éù
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.(óøåãñåàä åðéà M íà íâ) óøåãñåàä åðä M̂ ù ïàëî .x = 0 ïëìå ñôàì

.Û1 + Û2 ⊆ Û1 + U2 éùåî´ùä ììëä úà íâ úðúåð Û úåöåá÷ä ìù äøãâää

íæéôøåîåîåä äðä (x, x, x, . . .) äøãñä ìù úåìé÷ùä ú÷ìçîì x ∈ M øáà ä÷éúòîä ïåñëìàä ú÷úòä

x ìù øáà ìò øáãð ,ïë éô ìò óà .M ìù ñôàä úåáéáñ ìë ìù êåúçä åðä åìù ïéòøâä .M̂ êåúì M ìù óéöø éòáè

,ïë ìò øúé .M á U 0-úáéáñ ìëì Û ∩M = U ,äæ íëñä úçú .M̂ á úéðåð÷ä åúðåîú ìò íå÷îá M̂ ìù øáàë

s(U) í�é÷ éæà ,M á 0-úáéáñ àéä U å (x1, x2, x3, . . .) éùå÷ úøãñ éãé ìò âö�éî x íà ,ïëàå .M̂ á óåôö M

øîåìë ,xn − x ∈ Û ù ìá÷ð ,n ≥ s(U) òá÷ð íà ,ïëì .n,m ≥ s(U) ìëì xn − xm ∈ U ù êë éòáè

.xn → x ,ïë ìò øúé .xn ∈ x + Û

.íìù»î ìåãåî åðä M̂ :(úåîìù»îä úîì) 2.2.1 äîì

äáéáñ ìëì .äøãñä úà âö�éîä M̂ ìù øáàä úà x á ïîñð .M á éùå÷ úøãñ (x1, x2, x3, . . .) éäú :äçëåä

ïàëî .xn − x ∈ Û ïëì .xn − xm ∈ U éæà ,m,n ≥ s(U) íàù êë éòáè s(U) í�é÷ M á 0 ìù U äçåúô

.M̂ á xn → x ù òáåð

ìù U1 ⊇ U2 ⊇ U3 ⊇ · · · úãøåé äøãñ øçáð .M̂ á (x1, x2, x3, . . .) éùå÷ úøãñá ïðåáúð äúò

êë Vn úéøèîéñ 0-úáéáñ äéö÷åãðàá øçáð n ìëì .M ìù 0-úåáéáñì ñéñá ä�åäîä M ìù úåçåúô úåöåá÷

ù êë yn ∈ M øçáð ïë åîë .r ≥ n íà Vr ⊆ Vn å Vn + Vn + Vn ⊆ Un ,Vn + Vn ⊆ Un ù

.xn − yn ∈ V̂n

.M á éùå÷ úøãñ àéä (y1, y2, .y3, . . .) :äðòè

m,n ≥ s(r) ìëìù êë s(r) ≥ r í�é÷ éæà .Ur ⊆ U ù êë éòáè r øçáð .M á 0-úáéáñ U éäú ,ïëàå

,ïëì .xn − xm ∈ V̂r í�é÷úî

yn − ym = (yn − xn) + (xn − xm) + (xm − ym)

∈ V̂n + V̂r + V̂m

⊆ V̂r + V̂r + V̂r ⊆ Ûr ⊆ Û

.ùøãðë

.M̂ ìù y øáàì yn óàåù ,äçëåää ìù ïåùàøä ÷ìçä éôì

.xn → y :äðòè

éæà ,n ≥ t(r) íàù êë t(r) ≥ r í�é÷ éæà .Ur ⊆ U ù êë éòáè r øçáð .M á ñôà úáéáñ U éäú ,ïëàå

ïëì .yn − y ∈ V̂r

xn − y = (xn − yn) + (yn − y) ∈ V̂r + V̂r ⊆ Ûr ⊆ Û
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.ùøãðë

íæéôøåîåîåä ìë áéçøäì ïú�ð éæà ,íìù»î A-ìåãåî àåä N íà :äàáä úéìñøáéðåàä äðåëúä ùé M̂ ìåãåîì

ñôà úåáéáñì ùéå ìéàåä .x ∈ M̂ éäé ,ïëàå .ãéçé ïôàá α′: M̂ → N óéöø íæéôøåîåîåäì α: M → N óéöø

,ïëì .éùå÷ úøãñ éäåæ ,èøôá .x ì úôàåùä M éøáà ìù x1, x2, x3, . . . äøãñ àöîì ïúð ,äé�ðî ïá ñéñá M ìù

ìù y ãéçé øáàì α(xn) äøãñä úñðëúî ,íìù»î N å ìéàåä .N á éùå÷ úøãñ àéä α(x1), α(x2), α(x3), . . .

.úåùéøãä ìë úà úî�é÷îä äáåè äøãâä éäåæ .α′(x) = y øéãâð .N ′

íà .α̂: M̂ → N̂ íæéôøåîåîåäì ãéçé ïôàá α: M → N óéöø íæéôøåîåîåä ìë áéçøäì ïú�ð ,èøôá

.β̂ ◦ α = β̂ ◦ α̂ éæà ,óñåð óéöø íæéôøåîåîåä àåä β: N → P

.íéìåãåî úú ìù úãøåé äøãñ éãé ìò úòá÷ðä äéâåìåôåè 2.3

íéìåãåîä úú óñàá øçáð .íéìåãåî úú ìù úãøåé äøãñ M1 ⊇ M2 ⊇ M3 ⊇ · · · å A-ìåãåî M éäé

øæ ãåçàë åúåà âéöð ,Mn úà óé÷îä ìåãåî úú àåä N íà .M øåáò äéâåìåôåè ìù 0 ä úåáéáñì ñéñáë åìàä

ïëìå äçåúô x + Mn úååì�ðä úå÷ìçîäî úçà ìë .N ìù äöåá÷ úú àéä X øùàá ,N =
⋃· x∈X(x + Mn)

M ìù äöåá÷ úú àéä Y øùàá ,M =
⋃· y∈Y (y + N) øæ ãåçàë åîöò M úà âéöð äúò .çåúô N ìåãåîä úú

.äøåâñ N = M r⋃· y/∈N (y + N) ïëìå äçåúô y + N úååìðä úåöåá÷äî úçà ìë ,áåù .0 øáàä úà äìéëîä

.åæä äéâåìåôåèä úçú M ìù äîìùää úà M̂ á ïîñð

.M/Mn äðîä é�ìåãåî ìù lim←−M/Mn êåôä ìåáâ úåøéãâî M/Mn → M/Mn+1 äðîä úå÷úòä

.M̂ ∼= lim←−M/Mn éòáè íæéôøåîåæéà í�é÷ :(äàåùää úîì) 2.3.1 äîì

úå÷ìçî ìù x = (x1 + M1, x2 + M2, x3 + M3, . . .) äøãñ àåä lim←−M/Mn ìù øáà ìë :äçëåä

x úà íéàúð .éùå÷ úøãñ àéä (x1, x2, x3, . . .) íéâö�éîä úøãñ ,èøôá .xn+1 ≡ xn mod Mn ù êë úååì�ð

íéâöéî úøãñ àéä (x′1, x
′
2, x

′
3, . . .) íà .M̂ á xn → x̂ ,èøôá .íéâö�éîä úøãñ ìù M̂ á x̂ úåìé÷ùä ú÷ìçîì

ä÷úòääù øîåà äæ .äðåùàøì äìå÷ù äéðùä íéâöéîä úøãñ ïëì .éòáè n ìëì x′n ≡ xn mod Mn éæà ,úøçà

.áèéä úøãâ»î åðøãâäù θ: lim←−M/Mn → M̂

íâ éæà ,θ(x′) = θ(x) ù êë M̂ ù óñåð øáà àéä x′ = (x′1 + M1, x
′
2 + M2, x

′
3 + M3, . . .) íà

ìåáâä úøãâäî .x′n ≡ xn mod Mm éæà n ≥ s(m) íàù êë s(m) ≥ m í�é÷ éòáè m ìëì ,ïëìå x′n → x̂

.úéëøò ãç ãç θ ä÷úòää ,úåøçà íéìîá .x′ = x ïëìå x′m ≡ xm mod Mm ù òáåð êåôää

øçáð åæ äøãñì .x̂ ì úôàåùä M ìù íéøáà ìù (x1, x2, x3, . . .) äøãñ øçáð .x̂ ∈ M̂ äúò éäé

øáà äøéãâî àéä .éòáè k ìëì xn(k+1) ≡ xn(k) mod Mk úî�é÷îä xn(1), xn(2), xn(3), . . . äøãñ úú

ìò θ ù ïàëî .θ(x) = x̂ í�é÷îä lim←−M/Mn ìù x = (xn(1) + M1, xn(2) + M2, xn(3) + M3, . . .)

.íæéôøåîåæéà àéä ïëìå
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ìù íéìåãåî úú ìù M ′
1 ⊇ M ′

2 ⊇ M ′
3 ⊇ · · · å M1 ⊇ M2 ⊇ M3 ⊇ · · · úåãøåé úåøãñ éúù

ìë êåú¤ç íà .M ′
n ⊆ Mm ù êë n í�é÷ m ìëìå Mm ⊆ M ′

l ù êë m í�é÷ l ìëì íà åæì åæ úåìå÷ù M

úåøãñä éúùù úåéâåìåôåèä äø÷î ìëá .úøçàä äøãñä øåáò íâ áöîä äæ ,0 ì äåù úåøãñä úçàá íéìåãåî úúä

ù äàåùää ïåèôùîî ìá÷ð ,èøôá .úåøãñä éúù øåáò äúåà àéä M̂ äîìùää ïëìå úåãëìúî M ìò úåøéãâî

. lim←−M/Mn
∼= lim←−M/M ′

n

äðééäú .A-é�ìåãåî ìù ú÷éHî äøãñ 0 −→ L
α−→ M

β−→ N −→ 0 éäú :(á ÷åéã úîì) 2.3.2 äîì

.íéìåãåî úú ìù úåãøåé úåøãñ (Nn)n=1,2,3,... å (Mn)n=1,2,3,... ,(Ln)n=1,2,3,...

.ìò β̂: M̂ → N̂ å óéöø β éæà ,(Nn)1,2,3,... äøãñì äìå÷ù (β(Mn))n=1,2,3,... äøãñä íà (à)

äøãñä éæà (Ln)1,2,3,... äøãñì äìå÷ù (α−1(Mn))n=1,2,3,... äøãñä êëì óñåðá íà (á)

0 −→ L̂
α̂−→ M̂

β̂−→ N̂ −→ 0 (4)

.ú÷�éHîå áèéä úøãâ»î

éôåìç íéùøú åðì ùé éòáè n ìëì :äçëåä

0 // L/α−1(Mn+1) //

²²

M/Mn+1
//

²²

N/β(Mn+1) //

²²

0

0 // L/α−1(Mn) // M/Mn
// N/β(Mn) // 0

äîì) à ÷åéã úîì .äðîä úå÷úÀòä ïðä úåëð»àîä úå÷úòääå äîàúäá β å α éãé ìò úåøù»î úåðæ»àîä úå÷úòää øùàá

äøö÷ ú÷�éãî äøãñ ,ìåáâì øáòî éãé ìò ,úðúåð (2.1.2

0 // lim←−L/α−1(Mn) α̂ // lim←−M/Mn
β̂ // lim←−N/β(Mn) // 0

úðúåð (á) ìù äçðää úçú .ìò β̂ ,(2.3.1 äîì) äàåùää úîì éôì ,ïëìå lim←−N/β(Mn) = N̂ (à) ìù äçðäá

.ú÷éHî åæå (4) äøãñä úà äàåùää úîì éôì åæ äøãñ

.M̂ á (L ìù äðåîúä ìù ,÷åéã øúéì) L ìù øÛâñä åðä L̂ ìåãåîä úú 2.3.2 äîì ìù íéàðúá :2.3.3 äøòä

ìù äøãñ úú .L ì íéë�éùä íéøáà úøãñ ìù ìåáâ åðä x éæà ,M̂ á L ìù øåâñì ê�éù x ∈ M̂ íà ,ïëàå

.x ∈ L̂ ïëìå Ln äøãñì ñçéá éùå÷ úøãñ äðä åæ äøãñ
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ù çéðð .íéìåãåî úú ìù úãøåé äøãñ · · · ⊆ M3 ⊆ M2 ⊆ M1 ⊆ M éäúå A ìåãåî M éäé :2.3.4 äîì

. lim←−M/Mn
∼= M/Mk éòáè íæéôøåîåæéà í�é÷ éæà .m ≥ 0 ìëì Mk+m = Mk

xk +Mk øáàä úà íéàúð lim←−M/Mn á x = (x1 +M1, . . . , xk +Mk, xk +Mk, . . .) äøãñì :äçëåä

øù÷äî éæà ,xk ∈ Mk íà .M/Mk ìò lim←−M/Mn î éòáè íæéôøåîåîåä íéìá÷î äæë ïôàá .M/Mk ìù

åðú÷úòä ïëì .úéëøò ãç ãç ä÷úòääå x = 0 ïëì .r ≥ k ìëì xr ∈ Mk = Mr ù òáåð ,xr ≡ xk mod Mk

.íæéôøåîåæéà äðä

.úéãà-a ä äéâåìåôåèä 2.4

íéìåãåî úú ìù (anM)n=1,2,3,... úãøåé äøãñ a øéãâî M A-ìåãåî ìëì .A âåçä ìù ìàãéà a éäé

ñçéá M ìù äîìùää úà M̂ á ïîñð óéòñá åîë .úéãà-a ä äéâåìåôåèä úàø÷ðä M ìò äéâåìåôåè a øéãâî ïëìå

. lim←−M/anM êåôää ìåáâä íò M̂ úà úåäæì ïú�ð äàåùää ïåèôùî éôì .A-ìåãåî åäæ .úéãà-a ä äéâåìåôåèì

ïú�ð àåä ïëì .óéöø àåä ïëìå α(anM) = anα(M) í�é÷î A-éìåãåî ìù α: M → N íæéôøåîåîåä ìë

øáà ìò α̂ úà øéãâäì øùôà ùøôî ïôàá .(2.2 óéòñ óåñ) α̂: M̂ → N̂ A-íæéôøåîåîåäì ãéçé ïôàá äîøäì

äçñ�ðä úøæòá lim←−M/anM êåôää ìåáâä ìù (a1 + aM, a2a
2M,a3a

3M, . . .)

.α̂(a1 + aM, a2 + a2M, a3 + a3M, . . .) = (α(a1) + aN,α(a2) + a2N, α(a3) + a3N, . . .)

.éâåìåôåè âåç íâ àåä àìà éâåìåôåè A-ìåãåî ÷ø åðéà Â = lim←−A/an ù ìá÷ð M = A åáù äø÷îá

å an+1 ≡ an mod an úåî�é÷î A éøáà ìù (b1, b2, b3, . . .) å (a1, a2, a3, . . .) úåøãñ íà ,ïëàå

äøãâää ,ïëì .an+1bn+1 ≡ anbn mod an éæà ,bn+1 ≡ bn mod an

(a1, a2, a3, . . .)(b1, b2, b3, . . .) = (a1b1, a2b2, a3b3, . . .) (5)

ú÷úòä ïéòøâ .ân íéìàãéàä íéåäî ñôàä úåáéáñì ñéñá åáù âåç ìù úåùéøãä ìë úà í�é÷îä Â á ìôë äøéãâî

.úéãà-a ä äéâåìåôåèá óøåãñåàä åðä A íà ÷øå íà ñôàì äåù äæ ïéòøâ .
⋂∞

n=0 an ìàãéàä åðä A → Â ïåñëìàä

.éøèð A íà ìùîì äøå÷ äæ ,[ä.è äð÷ñî ,3á äøáâìà] ìåø÷ èôùî éôì

.Â-ìåãåîì M̂ úà úëôåäå M̂ éøáàá Â éøáà ìù ìôë (5) äçñ�ðä äøéãâî ,àåäùìë A-ìåãåî àåä M íà

.Â-íæéôøåîåîåä äùòîì åðä ìéòì øãâ«äù α̂: M̂ → N̂ íæéôøåîåîåää

äîìùää .p éðåùàø øôñî éãé ìò øöåðä pZ ìàãéàäîå Z íéîìùä âåçî àöð .íééãà-p ä íéøôñîä :2.4.1 äîâH

øåèë ãéçé ïôàá äâöäì ïú�ð Zp á øáà ìë .Zp á úðîËñîå íééãà-p ä íéøôñîä âåç úàø÷ð äæ ìàãéàì ñçéá Z ìù

éôì äùòð åðéà åìàë íéøåè éðù ïéá ìôëäå øåáçä .p− 1 ì 0 ïéá íìù øôñî åðä ap åáù
∑∞

n=0 anpn éôåñðéà

.p ñéñáä éôì çåúôä ììë éôì àìà íéáéëøî
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.A0 âåç ìòî íéðúùî n á íéîåðéìåôä âåç A = A0[X1, . . . , Xn] éäé .íééìîøåô úå÷æç éøåè :2.4.2 äîâH

ìë .A0[[X1, . . . , Xn]] íééìîøåôä úå÷æçä éøåè âåç äðä a =
∑n

i=1 A0Xi ìàãéàì ñçéá A ìù Â äîìùää

X1, . . . , Xn íéðúùîá k äìòîî éðâåîåä íåðéìåô åðä fk åáù
∑∞

k=0 fk éìîøåô úå÷æç øåè åðä äæ âåçá øáà

:úåìéâøä úåàçñ�ðä éãé ìò íéðúð ìôëäå øåáçä .A0 á íéîã÷î íò

( ∞∑

k=0

fk

)( ∞∑

l=0

gl

)
=

∞∑
m=0

∑

k+l=m

fkgl

∞∑

k=0

fk +
∞∑

k=0

gk =
∞∑

k=0

(fk + gk)

úà íéîéàúî
∑∞

k=0 fk úå÷æçä øåèì :àáä ïôàá úøãâ»î lim←−A/an ïéáì A0[[X1, . . . , Xn]] ïéá äîàúää

(g1 +a, g2 +a2, g3 +a3 . . .) äøãñì ,êôäì .gk =
∑k−1

i=0 fi äáù (g1 +a, g2 +a2, g3 +a3, . . .) äøãñä

ñôàì íéåù gki íéîåðéìåôä ìë èòîëå i äìòîî éðâåîåä íåðéìåô àåä gki ,gk =
∑∞

i=0 gki äáù lim←−A/an á

.
∑∞

k=0 gk+1,k øåèä úà íéîéàúî

.úéôåñ íéøöåð íéìåãåîìå øèð éâåçì òâåð úåéãà-a úåîìùä ìù øù÷äá éñéñáä èôùîä

úú L å úéôåñ øöåð A-ìåãåî M ,A ìù ìàãéà a ,øèð âåç A éäé :([â.è èôùî ,3á äøáâìà] ñéø-ïéèøà) 2.4.3 äîì

.k ≥ 0 ìëì ak+nM ∩ L = ak(anM ∩ L) ù êë n éòáè øôñî í�é÷ éæà .ìåãåî

:÷éHî øèð âåç ìòî úéôåñ íéøöåð íéìåãåî øåáò úéãà-a ä äîìùää øåè÷ðåôù òáåð åæ äîìî

éäúå A âåçá ìàãéà a éäé :(â ÷åéã ïåèôùî) 2.4.4 ïåèôùî

0 −→ L
α−→ M

β−→ N −→ 0

úåîìùää úøãñ éæà ,úéôåñ øöåð M å øèð âåç àåä A äæì óñåðá íà .ìò β̂ éæà .A-éìåãåî ìù äøö÷ ú÷éHî äøãñ

0 −→ L̂
α̂−→ N̂

β̂−→ N̂ −→ 0

.ú÷éHî

.ìò β̂ ,(2.3.2 äîì) á ÷åéã úîì éôì ,ïëì .β(anM) = anN ù êëì áì íéùð úéùàø :äçëåä

úîì .ïåkùä ú÷úòä àåä α ù úåéììëä úìáâä éìá çéðð óñåðá .úéôåñ øöåð M å éøèð A ù çéðð äúò

k ≥ 0 ìëìù êë éòáè n úðúåð ñéø-ïéèøà

ak+nM ∩ L = ak(anM ∩ L) ⊆ akL ⊆ akM ∩ L (6)

åæ úåìå÷ù (a0M ∩ L, a1M ∩ L, a2M ∩ L, . . .) å (a0L, a1L, a2L, . . .) ,L ìù íéìàãéàä úåøãñ ïëìå

.ú÷éHî (6) äøãñä (2.3.2 äîì) á ÷åéãä úîì éôì .åæì
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íéøöåð A-éìåãåî ìù íéøùé íéîåëñ ìò úøîåù úéãà-a ä äîìùääù òáåð (2.4.4 ïåèôùî) â ÷åéã ïåèôùîî

ìë ,êãéàî .(úéôåñ íéøöåð íéìåãåîäù çéðäì êøö ïéà åæ ä÷ñäáå) äøãâääî úåøéùé íâ úòáåð åæä äð÷ñîä .úéôåñ

äîìùääù çéëåð èøôá .åìàë íéìàãéà ìò â ÷åéã ïåèôùî úà íù�éì ïú�ð ïëìå úéôåñ øöåð ìåãåî åðä øèð âåçá ìàãéà

.íéìàãéà ìù íéëåúç ìò íâ úøîåù úéãà-a ä

éæà .íéôñåð íéìàãéà b, c åéäéå A øèð âåçá ìàãéà a éäé :(êåúçä úîì) 2.4.5 äîì

Â/b̂ ∼= Â/b éòáè íæéôøåîåæéà í�é÷ ,èøôá .̂c/b̂ ∼= ĉ/b éòáè íæéôøåîåæéà í�é÷ éæà ,b ⊆ c íà (à)

.b̂ ∩ c = b̂ ∩ ĉ (á)

÷åéã ïåèôùî éôì) äøö÷ ú÷éHî äøãñì 0 → b → c → c/b → 0 äøö÷ä ú÷éHîä äøãñä úà íéìùð :à úçëåä

.äðòèä úà ÷éñäì éãë 0 → b̂ → ĉ → ĉ/b → 0 (â

äøö÷ä ú÷éHîä äøãñäî àöð :á úçëåä

0 −→ b ∩ c −→ A
β−→ A/b⊕A/c −→ 0

äøö÷ ú÷éHî äøãñ íéðúåð (à) å (2.4.4 ïåèôùî) â ÷åéã ïåèôùî .β(a) = (a + b, a + c) äáù

0 −→ b̂ ∩ c −→ Â
β̂−→ Â/b̂⊕ Â/ĉ −→ 0

.b̂ ∩ c = Ker(β̂) = b̂ ∩ ĉ ,ïëì .β̂(a) = (a + b̂, a + ĉ) äáù

.úåéøåæðè úåìôëî 2.5

M A-ìåãåî ìë øåáò ìëåð ïëì .A → Â ïåñëìàä ú÷úòä úçú A-ìåãåîë Â úà úåàøì øùôàù åðéàø

A-éìåãåîë M → M̂ éòáèä íæéôøåîåîåää .M̂ Â-ìåãåîì äúåà úååùäìå Â⊗A M úéøåæðèä äìôëîä úà úåðáì

Â⊗A M → M̂ éòáè íæéôøåîåîåä â⊗m → âm ä÷úòää úøæòá íéøéãâî A → Â éòáèä íæéøåîåîåääå

:Â-éìåãåî ìù

óñåðá íà .ìò äðä Â ⊗A M → M̂ ä÷úòää éæà .A ìù ìàãéà a å úéôåñ øöåð A-ìåãåî M éäé :2.5.1 ïåèôùî

.íæéôøåîåæéà äðä åæä ä÷úòää éæà ,éøèð A úàæì

.Â⊗A An = Ân = Ân ,íéøùé íéîåëñ íò úôìçúî úéãà-a ä äîìùääå ìéàåä :äçëåä

äìôëîä ìù ÷åéãä .E ïéòøâ íò F = An ìù äðî àåä M ,ïëì .íéøáà n éãé ìò M øöåð äçðää éôì

A-éìåãåî ìù éôåìç íéùøú íéðúåð â ÷åéã ïåèôùîå ,[æ.ã ïåèôùî ,3á äøáâìà] ïéîéî úéøåæðèä

Â⊗A E //

α

²²

Â⊗A F //

β

²²

Â⊗A M //

γ

²²

0

0 // Ê // F̂
δ // M̂ // 0
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.ìò γ ïëì .ìòå éëøò ãç ãç β ù òáåð äçëåää úìéçúî .ìò δ å ú÷éHî äðåéìòä äøåùä åáù

ìò íå÷îá E ìò ìòô»îä) äçëåää ìù ïåùàøä ÷ìçä éôì ,ïëìå úéôåñ øöåð E ,éæà .éøèð A ù çéðð äúò

ãç ãç γ ù çéëåî íéîéùøú óãøî .ú÷éHî éôåìçä íéùøúä ìù äðåúçúä äøåùä ,â ÷åéã èôùî éôì .ìò α (M

.íæéôøåîåæéà γ ,ïëì .úéëøò

:óñåð ÷éHî øåè÷ðåô ìá÷ð ,2.5.1 ïåèôùîå â ÷åéã ïåèôùî úà óøöð íà

Â-éìåãåî úéøåâè÷ì úéôåñ íéøöåð A-éìåãåî úéøåâè÷î M → Â⊗A M øåè÷ðåôä .øèð ìåãåî A éäé :2.5.2 äð÷ñî

.÷éHî

.2.5.2 äð÷ñîî úéôåñ úåøöåðä éàðú úà øéñäì ãöéë äúò äàøð

éæà ,t = 0 íà .M ⊗A N úéøåæðèä äìôëîä ìù øáà t =
∑n

i=1 xi ⊗ yi éäéå A-éìåãåî M,N åéäé :2.5.3 äîì

ù êë äîàúäá y1, . . . , yn úàå x1, . . . , xn úà íéìéëîä N å M ìù N0 å M0 úéôåñ íéøöåð íéìåãåî úú íéî�é÷

.M0 ⊗A N0 ìù øáà øåúá t = 0

{uj , vj , v
′
j | j ∈ J2} ,M ìù {uj , u

′
j , vj | j ∈ J1} úåöåá÷ úú úðúåð úéøåæðèä äìôëîä úøãâä :äçëåä

å úåøæ úåéôåñ úåöåá÷ ïä J1, J2, J3 ù êë A ìù {aj , uj , vj | j ∈ J3} å N ìù
n∑

i=1

(xi, yi) =
∑

j∈J1

[(uj + u′j , vj)− (uj , vj)− (u′j , vj)]

+
∑

j∈J2

(uj , vj + v′j)− (uj , vj)− (uj , v
′
j)]

+
∑

j∈J3

[(ajuj , vj)− (uj , ajvj)]

øéãâð

M0 =
n∑

i=1

Axi +
∑

j∈J1

(Auj + Au′j) +
∑

j∈J2

Auj +
∑

j∈J3

Auj

N0 =
n∑

i=1

Ayi +
∑

j∈J1

Avj +
∑

j∈J2

(Avj + Av′j) +
∑

j∈J3

Avj

á
∑n

i=1 xi ⊗ yi = 0 å äîàúäá y1, . . . , yn úàå x1, . . . , xn úà íéìéëî ,úéôåñ íéøöåð N0 å M0 éæà

.M0 ⊗N0

íà ,ïéôåìçì ,úå÷éHî úåøãñ ìò úøîåù M á úéøåæðè äìôëî íà çåèù äð�ëî M A-ìåãåîù øéëæð

ãç (1⊗ α): M ⊗A N → M ⊗A P ä÷úòää íâ éæà ,A-éìåãåî ìù úéëøò ãç ãç ä÷úòä àéä α: N → P

.[ã óéòñ ,3á äøáâìà] úéëøò ãç
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.çåèù A-ìåãåî àåä Â úéãà-a ä äîìùää éæà ,åìù ìàãéà a å øèð ìåãåî àåä A íà :2.5.4 ïåèôùî

ãç ãç 1 ⊗ α: Â ⊗A N → Â ⊗A P ä÷úòääù çéëåäì éãë .A-éìåãåî ìù ïåëù α: N → P éäé :äçëåä

ù çéëåäì åðéìò .
∑n

i=1 xi ⊗ α(yi) = 0 í�é÷îä Â ⊗A N ìù t =
∑n

i=1 xi ⊗ yi øáàá ïðåáúð úéëøò

úà ν: Â⊗A N0 → Â⊗A N á ïîñðå N0 ìù N0 =
∑n

i=1 Ayi ìåãåîä úúá íãå÷ ïðåáúð äæ êø�öì .t = 0

ìù øáàë
∑n

i=1 xi ⊗ yi úà t0 á ïîñð .N0 → N äìëääå Â → Â úåäæä ú÷úòä éãé ìò òá÷ðä íæéøåîåîåää

úà óé÷îä P0 úéôåñ øöåð ìåãåî úú P ì í�é÷ 2.5.3 äîì éôì .N0 ì α ìù íåöîöä úà α0 á ïîñð .Â⊗A N0

íéùøú àåôà íéìá÷î éðà .Â⊗A P0 á (1⊗ α0)(t0) = 0 ù êëå α0(y1), . . . , αn(yn) úà ìéëî ,α0(N0)

A-éìåãåî ìù éôåìç

Â⊗A N
1⊗α // Â⊗A P

Â⊗A N0

ν

OO

1⊗α0 // Â⊗A P0

π

OO

.ùøãðë ,t = ν(t0) = 0 ù ïàëî .t0 = 0 ,ïëì .éëøò ãç ãç 1⊗ α0 ,2.5.2 äð÷ñî éôì

:úåî�é÷î úåéãà-a ä úåîìùää éæà .A ìù íéìàãéà b, c åéäé .A øèð âåç ìù ìàãéà a éäé :2.5.5 äîì

.b̂ = Âb ∼= Â⊗A b (à)

.b̂ + c = b̂ + ĉ å b̂c = b̂ĉ (á)

.Â/ân ∼= A/an èøôá an/an+1 ∼= ân/an+1 éòáè íæéôøåîåæéà í�é÷ íìù n ≥ 0 ìëì (â)

.Â ìù ïåñáå÷òé ïåùøùá ìëåî â (ã)

éãé ìò úøãâ»îä Â ⊗A b → b̂ ä÷úòää ,2.5.1 ïåèôùî éôì ,ïëì .éøèð A éë ,úéôåñ øöåð b ìàãéàä :à úçëåä

.íæéôøåîåæéà äðä Âb àéä äúðåîúù x⊗ b 7→ xb

.b̂ + c = Â(b+c) = Âb+Âc = b̂+ ĉ ,äîåã ïô¹àá .b̂c = Â(bc) = (Âb)(Âc) = b̂ĉ ,(à) éôì :á úçëåä

ú÷�éHîä äøö÷ä äøãñä ìù úéãà-a ä äîìùää :â úçëåä

0 → an → A → A/an → 0

éë) Â/an = lim←−(A/ak)/ak(A/an) = A/an ,2.3.4 äîì éôì .ân = ân ,(á) éôì .ú÷�éãî äøãñ àéä

åæ äøãñá éùéìùä õçä .ú÷éHî 0 → ân → Â → A/an → 0 äøãñä ïëì .(k ≥ n ìëì ak(A/an) = 0

íæéôøåîåæéà ïúåð äæ .éòáè àåä ïëìå an + an ì Â = lim←−A/an á (a1 + a, a2 + a2, . . .) äøãñ ÷éúòî
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éôåìç íéùøú ìá÷ð n + 1 øåáò íâ äæä íæéôøåîåæéàä úà ìéòôð íà .Â/ân ∼= A/an éòáè

0 // ân/ân+1 //

²²

Â/ân+1 //

²²

Â/ân //

²²

0

0 // an/an+1 // A/an+1 // A/an // 0

.ùøãðë ,íæéôøåîåæéà åðä éìàîùä êð»àîä õçä íâ ïëì .íéîæéôøåîåæéà íðä íééðî�éä íéëð»àîä íéö¤çä éðù äæ íéùøúá

øåèä x ∈ â ìëì ,ïëì .úéãà-â ä äéâåìåôåèá íìù»î Â ,2.2.1 úåîìù»îä úîì éôì :ã úçëåä

(1− x)−1 =
∞∑

n=0

xn

àåäù) Â ìù ïåñá÷òé ïåùøùá ìëåî â ,[è.à ïåèôùî ,3á äøáâìà] éôì .Â á êéôä 1 − x ù ïàëî .Â á ñðëúî

.(Â ìù íééáøîä íéìàãéàä ìë ìù êåúçä

.íééîå÷î íéâåç 2.6

íéâåçä ìù úåðåëú ìò íéúòì úåëéìùî åìà úåðåëú .úåãç�éî úåðåëú ùé íééîå÷î øèð éâåç ìù úåîìùäì

úå÷éøô ùé A ì íâ ,úéëøò ãç úå÷éøô úìòá äðä A éîå÷î øèð âåç ìù äîìùää íàù ïàë çéëåð èøôá .íééøå÷îä

.úéëøò ãç

ìàãéàä íò éîå÷î âåç äðä A ìù Â úéãà-m ä äîìùää éæà .m éáøî ìàãéà íò éîå÷î øèð âåç A éäé :2.6.1 ïåèôùî

.m̂ éáøîä

äîì éôì ,óñåðá .Â ìù éáøî ìàãéà åðä m̂ ïëìå äãù åðä Â/m̂ ïëì ,Â/m̂ ∼= A/m ,2.4.5 äîì éôì :äçëåä

âåç åðä (Â, m̂) ,øîåà ä�åä ,Â ìù ãéçéä éáøîä ìàãéàä åðä m̂ ,ïëì .Â ìù éáøî ìàãéà ìëá m̂ ìëåî ,(ã)2.5.5

.éîå÷î

:ñéø-ïéèøà úîì ìù äàöåú åðä àáä ïåèôùîä

M å A ìù ïåñá÷òé ïåùøùá ìëåîä A ìù ìàãéà a ,øèð âåç A éäé :([ã.è äð÷ñî ,3á äøáâìà]) 2.6.2 ïåèôùî

.
⋂∞

n=0 anM = 0 éæà .úéôåñ øöåð A-ìåãåî

.éîå÷îä äø÷îì 2.6.2 ïåèôùî úà íù�éð

,èøôá .
⋂∞

n=0 mnM = 0 éæà .úéôåñ øöåð A-ìåãåî M å éîå÷î øèð âåç (A, m) éäé :2.6.3 äàöåú

.
⋂∞

n=0 mn = 0

úåäæì ìëåðå óøåãñåàä äðä A ìù m-úéâåìåôåè éæà ,éîå÷î øèð âåç àåä (A, m) íàù äìåò 2.6.3 äàöåúî

.Â ìù ìàãéà åðä â = Âa ,(à)2.5.5 äîì éôì .ïåñëìàä ú÷úòä úçú Â ìù âåç úúë A úà
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.éîå÷î øèð âåç (A, m) éäé :2.6.4 äîì

,íéîåëñ úøîåù ,øãñ úøîåù ,úéëøò ãç ãç àéä Â ìù íéìàãéàä óñàì A ìù íéìàãéàä óñàî a 7→ â ä÷úòää (à)

.íéëåúç ìò úøîåùå ,úåìôëî

.éùàø ìàãéà àåä a íâ ,éùàø ìàãéà àåä â íà (á)

.(2.4.5 êåú¤çä úîì éôì) b̂/a = b̂/â = 0 éæà ,â = b̂ å a ⊆ b ù êë A ìù íéìàãéà a, b åéäé :à úçëåä

øøåâù äî ,b/a = 0 ïëì .úéôåñ øöåð b/a ìåãåîä éë úéëøò ãç ãç äðä b/a → b̂/a ,úéòáèä ä÷úòää ,óñåðá

.a = b

,úîãå÷ä ä÷ñôä éôì ,ïëì .â ∩ b = â ∩ b̂ = b̂ ,2.4.5 êåúçä úîì éôì ,éæà .â = b̂ ù ÷ø çéðð äúò

.a = b ,ïëì .a ⊆ b ,éøèîéñ ïôàá .b ⊆ a ù ïàëîå a ∩ b = b

úåìôëîå íéîåëñ ìò äøéîùäå â = Âa äçñ�ðäî ìùîì úòáåð a 7→ â ä÷úòää ìù úåìëä ìò äøéîùä

.2.5.5 äîìî úòáåð

,éøèð A å ìéàåä .x ∈ Â øåáò â = Âx ù çéðð .((à) éôì) â 6= 0 éæà .A ìù ñôàî äðåù ìàãéà a éäé :á úçëåä

ìëåð .(2.5.5 äîì) Âx = â = Âa =
∑n

j=1 Âxj ,ïëì .a =
∑n

j=1 Axj ù êë x1, . . . , xn ∈ A íéî�é÷

òáåð ïàëî .x =
∑n

j=1 ajxj =
∑n

j=1 ajbjx å xj = bjx ù êë ,j = 1, . . . , n ,aj , bj ∈ Â àåôà øçáì

éôì) êéôä 1−∑n
j=1 ajbj ïëìå 1−∑n

j=1 ajbj /∈ m éæà ,j ìëì bj ∈ m íà .x(1−∑n
j=1 ajbj) = 0 ù

ïëìå bj /∈ m ù êë j í�é÷ù òáåð åæ äøéúñî .åðúçðäì äøéúñá ,â = 0 ïëìå x = 0 ù òáåð ïàëî .(2.6.1 ïåèôùî

.ùøãðë ,a = Axj ,(à) ôì .â = Âx = Âb−1
j xj = Âxj = Âxj ,ïëì .Â á êéôä bj

øeâñ ìàãéà ìë íàä .(2.3.3 äøòä) Â á a ìù øÛâñä àåä â éæà .A ìù ìàãéà a å éîå÷î âåç (A, m) éäé :2.6.5 äéòá

?øeâñ Â ìù ìàãéà ìë íàä ?A ìù ìàãéà ìù øÛâñä åðä Â ìù

í�é÷úî |z| < 1 í�é÷îä áë�î z ìëìå éùîî α ìëìù çëåä :2.6.6 ìéâøú

(1 + z)α =
∞∑

n=0

(
α

n

)
zn (7)

øùàá

.

(
α

n

)
=

α(α− 1) · · · (α− n + 1)
n!

.Q úà óé÷·îä A âåç ìë øåáò A[[z]] íééìîøåôä úå÷æçä éøåè âåçá úåäæ åðä (7) ïåéåùäù ÷Åñä

.úåîìù íåçú çøëäá äðéà (A, m) éøèð éîå÷î úåîìù íåçú ìù úéãà-m ä äîìùää :(ïøàô ãòìà) 2.6.7 äîâH

.K[X, Y ] ìù p(X,Y ) = Y 2 −X2(X + 1) ÷éøô éàä íåðéìåôá ïðåáúðå 0 ïåéôà ìòá K äãùî àöð ,ïëàå

K[x, y] ìù éîå÷îä âåçä úà A á ïîñð .úåîìù íåçú åäæ .äðîä âåç K[x, y] = K[X, Y ]/p(X, Y )K[X,Y ] éäé
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.m = Ax + Ay åìù ãéçéä éáøîä ìàãéàä úà m á ïîñð .øèð âåç åäæ .K[x, y]x + K[x, y]y éáøîä ìàãéàá

óà .Â á x + 1 ìù éòåáø ùøù àåä (x + 1)1/2 =
∑∞

n=0

(
1/2
n

)
xn éæà .m ì ñçéá A ìù äîìùää Â éäé

.y = x(x + 1)1/2 ù ìùîì çéðð ,ïëàå .Â á ñôà åðéà y + x(x + 1)1/2 å y − x(x + 1)1/2 íéøáàäî ãçà

úà ïàëî ìá÷ð Y 2 − X2(X + 1) ∈ 〈X,Y 〉2 å ìéàåä .y ≡ x mod m2 ,ïëìå y ≡ x mod m̂2 éæà

:ñôàì äåù ì"ðä íéøáàä úìôëî ,úàæ úîåòì .úéøùôà äðéàù K[X,Y ] á Y ≡ X mod 〈X, Y 〉2 äôéôçä

.úåîìù íåçú åðéà Â ,ïëì .(y + x(x + 1)1/2)(y − x(x + 1)1/2) = y2 − x2(x + 1) = 0

úéëøò ãç úå÷éøô A á ùéù êëì ÷éôñîå éçøëä éàðú .éøèð úåîìù íåçú A éäé :(úéëøò ãç úå÷éøôì ïçÉá) 2.6.8 äîì

.éùàø ìàãéà åðä íééùàø íéìàãéà éðù ìë ìù êåúçäù àåä

úéáøîä úôú»ùîä äìåôëä c éäúå a, b ∈ A íéøáàá ïðåáúð .úéëøò ãç úå÷éøô ìòá A ù íãå÷ çéðð :äçëåä

.Aa ∩Ab = Ac ,éæà .íäìù

éà íéøáà ìù éôåñ øôñî ìù äìôëî àåä A ìù øáà ìëù òáåð A ìù úåéøèðä úçðäîù øéòð êåôää ïååëá

,a = bc ,÷éøô åîöò a èøôá .íé÷éøô éà íéøáà ìù éôåñ øôñî ìù äìôëî åðéàù a øáà í�é÷ äéä úøçà .íé÷éøô

ïîñð .íé÷éøô éà íéøáà ìù éôåñ øôñî ìù äìôëî åðéà íäî ãçà úåçôìå êéôä åðéà c å b íéøáàäî ãçà óà

øáà åì í�é÷ ïëìå a åîë íéàðú íúåà úà í�é÷î a1 øáàä .Aa ⊂ Aa1 ïëì .a - a1 å a1|a éæà .a1 á äæ øáà

A ìù íéøáà ìù a1, a2, a3, . . . úéôåñðéà äøãñ úî�é÷ù àåôà ìá÷ð äéö÷åãðàá .Aa1 ⊂ Aa2 ù êë a2 ∈ A

.éøèð A ù äçðäì äøéúñá ,Aa ⊂ Aa1 ⊂ Aa2 ⊂ Aa3 ⊂ · · · ù êë

çéëåäì åðéìò .éùàø ìàãéà àåä íééùàø íéìàãéà éðù ìë ìù êåúçäù çéðð úéëøò ãç úå÷éøôäù çéëåäì éãë

.p - b å p - a ù äìéìùá çéðð .p|b åà p|a éæà ,p|ab íà ,úåøçà íéìîá .éðåùàø åðä p ÷éøô éà øáà ìëù

ù êë d ∈ A í�é÷ ïëìå Apa ⊆ Ap ∩ Aa = Ac èøôá .Ap ∩ Aa = Ac ù êë c ∈ A øáà úðúåð åðúçðä

(.íäìù éáøîä óú»ùîä ÷ìçîä åðä d åìàå a å p ìù øúåéá äðè÷ä úôú»ùîä äìåôëä äðä c ù øéòð) .cd = pa

íåöîö øçàìå ayd = pa úðúåð íãå÷ä ïåéåùá äáöä .c = ay å c = px ù êë x, y ∈ A íéî�é÷ ïë åîë

íà .êéôä d åà y íéøáàäî ãçà ,÷éøô éà p å ìéàåä .(úåîìù íåçú A ù êëá íéùîúùî åðà ïàë) yd = p

,ïëì .c = ay = apd−1 éæà ,êéôä d íà .p - a ù äçðäì äøéúñá ,a = cy−1 = pxy−1 éæà ,êéôä y

.äçðäì äøéúñá ,p|b ù òáåð ïàëî .ab ∈ Ap ∩Aa = Ac = Aapd−1

.éîå÷î éøèð úåîìù íåçúì úéëøò ãç úå÷éøôì ïçÉáä úà íù�éð

ãç úå÷éøô ìòá úåîìù íåçú äðä (Â, m̂) åìù úéãà-m ä äîìùääù çéðð .éîå÷î øèð âåç (A,m) éäé :2.6.9 ïåèôùî

.úéëøò ãç úå÷éøô ìòá àåä A íâ ,éæà .úéëøò

äîì éôì ,÷éôñî úéëøò ãç úå÷éøô ìòá A ù çéëåäì éãë .úåîìù íåçú åðä ,Â ìù âåç úú øåúá ,A âåçä :äçëåä

äîì éôìå 2.6.4 äîì ìù à ÷ìç éôì ,ïëàå .A ìù éùàø ìàãéà åðä Aa ∩ Ab êåúçä a, b ∈ A ìëìù 2.6.8
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ìàãéà àåä Aa ∩Ab ,2.6.4 äîì ìù á ÷ìç éôì ,ïëì .Â ìù éùàø ìàãéà àåä Âa ∩Ab = Âa ∩ Âb , 2.6.8

.A ìù éùàø

.ìàãéàì óøöîä éîå÷îä âåçä 2.7

óøöð äæ êøöì .øèð âåç äðä A øèð âåç ìù úéãà-a ä äîìùääù çéëåäì àéä äæ óéòñá úéø÷òä åðúøèî

÷øôá åðúåà ùîùé Ga(A) âåçä .Â úéãà-a ä äîìùäì êøãá í�éðéá áìù ïéòî äåäé øùà Ga(A) âøIî âåç A ì

.íéøçà íéëøöì íâ àáä

B ìù úéøåáçä äøåáçä ìù äøåáç úú åðä Bn ìë øùàá B =
⊕∞

n=0 Bn íà âøIî åðä B âåçù øéëæð

M ìåãåî .B ìù âåç úú åðä B0 éæà ,1 ∈ B0 íà ,ïëìå B0B0 ⊆ B0 èøôá .m,n ìëì BmBn ⊆ Bm+n å

.m, n ìëì BmMn ⊆ Mm+n å B-ìåãåî åðä Mn ìë øùàá ,M =
⊕∞

n=0 Mn íà âøIî äð�ëé B ìòî

íàå M ìù ìåãåî úú àåä L íà M ìù âøIî ìåãåî úú àø÷�é L =
⊕∞

n=0 Ln âøIî A-ìåãåî

,èøôá .âøIî A-ìåãåî åðä M/L =
⊕∞

n=0 Mn/Ln äðîä ìåãåî íâ äæ äø÷îá .n ìëì Ln = L ∩ Mn

øùàá ,xM =
⊕∞

n=0 Ln ïëì .n ≥ k ìëì xMn−k ⊆ Mn éæà ,k ≥ 0 àåäù äæéà øåáò x ∈ Ak íà

ìåãåî àåä óà äéäé M/xM äðîä ìåãåîå M ìù âøãî ìåãåî úú àåä Ln = 0 å n ≥ k øåáò Ln = xMn−k

.âøãî

ïîñð .A ìù ìàãéà a å âåç A àåôà éäé

G(A) = Ga(A) =
∞⊕

n=0

an/an+1

:äàáä äçñ�ðä éãé ìò (áèéä) øãâ»î åá ìôëä øùà âøIî âåç åäæ

(xm + am+1)(xn + an+1) = xmxn + am+n+1 (7)

.xn ∈ an å xm ∈ am øùàá

úú ìù · · · ⊆ M3 ⊆ M2 ⊆ M1 ⊆ M0 = M úãøåé äøãñ àéä M ìù a-ú�ð�ðñî .A-ìåãåî M éäé

ïîñð .m,n ìëì amMn ⊆ Mm+n ù êë íéìåãåî

.G(M) =
∞⊕

n=0

Mn/Mn+1

éøáàá G(A) éøáà ìù ìôë øéãâð .úéøåáç äøåáç åðä G(M) ìù Mn/Mn+1 íéøùéä íéøá«çîäî ãçà ìë

:(7) äçñ�ðì äîåãä äçñ�ð úøæòá G(M)

(a + am+1)(x + Mn+1) = ax + Mm+n+1
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.(Mn)n=0,1,2,... äððñîì óø�öîä ìåãåîä àø÷�éù âøIî G(A)-ìåãåîì G(M) êôåä êëá

.åéã ìåãâ n ìëì aMn = Mn+1 íà äáéö�é · · · ⊆ M3 ⊆ M2 ⊆ M1 ⊆ M äððñîäù øîàð

:éæà .A ìù ìàãéà a å øèð âåç A åéäé :2.7.1 äîì

.éøèð Ga(A) (à)

.éøèð Gâ(Â) ,èøôá .íéâøãî íéìåãåî ìù Ga(A) ∼= Gâ(Â) íæéôøåîåæéà í�é÷ (á)

Ga(A)-ìåãåî åðä G(M) éæà ,M ìù äáéö�é a-úððñî åðä (Mn)n=0,1,2,... å úéôåñ øöåð A-ìåãåî àåä M íà (â)

.âøãî úéôåñ øöåð

íéàúðù éãé ìò α: A[X1, . . . , Xr] → Ga(A) íæéôøåîåîåä øéãâð .a ìù íéøöåé x1, . . . , xr åéäé :à úçëåä

íéøáàä éãé ìò äøåáçë øöåð Ga(A) âåçä .xi + a2 úà Xi ìå a + a úà a ∈ A øáàì

∑
aix

i1
1 · · ·xir

r + an+1 (8)

ù òáåð Ga(A) á ìôëä úøãâäî .ai ∈ A äæë i ìëìå n ïîåëñù úåé-r ä ìë ìò øáåò i = (i1, . . . , ir) øùàá

ì äåù (8)

∑
(ai + a)(x1 + a2)i1 · · · (xr + a2)ir (9)

ù èøáìä ìù ñéñáä èôùî éôì òáåð ,éøèð A å ìéàåä .ìò α ù ïàëî .α(
∑

aiX
i1
1 · · ·Xir

r ) ì äåù (9) å

.éøèð Ga(A) ,ïëì .éøèð A[X1, . . . , Xn]

.Ga(A) ∼= Gâ(Â) ,ïëì .éòáè n ìëì an/an+1 ∼= ân/an+1 ,2.5.5 äîì éôì :á úçëåä

ar(Mm/Mm+1) = Mm+r/Mm+r+1 ïëìå Mm+r = arMm ù êë éòáè m í�é÷ äçðää éôì :â úçëåä

úéôåñ øöåð k = 0, . . . , m ,Mk/Mk+1 íéìåãåîäî ãçà ìë ,éøèð A å úéôåñ øöåð M å ìéàåä .r ≥ 0 ìëì

G(M) =
⊕∞

n=0 Mn/Mn+1 ìåãåîä úà øö�é åìàä íéìåãåîä ìù úåéôåñ íéøöåé úåöåá÷ ãåçà .A-ìåãåîë

.Ga(A)-ìåãåîë

.M̂ ìù úåðåëú ìò G(M) ìåãåîä ìù úåðåëúî ãîìì øùôà ãöéë äàøî äàáä äîìä

éäéå A-éìåãåî ìù úåãøåé úåøãñ N ⊇ N1 ⊇ M2 ⊇ · · · å M ⊇ M1 ⊇ M2 ⊇ · · · åéäé :2.7.2 äîì

ϕ̂: M̂ → N̂ å G(ϕ): G(M) → G(N) åéäé .n ìëì ϕ(Mn) ⊆ Nn í�é÷îä íæéôøåîåîåä ϕ: M → N

:éæà .íéîéàúîä íéëåôää úåìåáâäå íéôø�öîä íéìåãåîä ìù íéîæéôøåîåîåää

.éëøò ãç ãç ϕ̂ íâ ,éëøò ãç ãç G(ϕ) íà (à)
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.ìò ϕ̂ íâ ,ìò G(ϕ) íà (á)

:úåøö÷ úå÷�éHî úåøãñ ìù àáä íéùøúá ïðåáúð n ≥ 0 ìëìå N0 = N å M0 = M ïîñð :äçëåä

0 // Mn/Mn+1
//

Gn(ϕ)

²²

M/Mn+1
//

ϕn+1

²²

M/Mn
//

ϕn

²²

0

0 // Nn/Nn+1
// N/Nn+1

// N/Nn
// 0

:äë�à ú÷éHî äøãñ úðúåð (2.1.1 äîì) ùçðä úîì .ϕ éãé ìò úåøù»î ϕn å Gn(ϕ) úå÷úòää åáù

0 // Ker(Gn(ϕ)) // Ker(ϕn+1) // Ker(ϕn)

// Coker(Gn(ϕ)) // Coker(ϕn+1) // Coker(ϕn) // 0

úåøãñä ìë ïëìå éòáè n ìëì Ker(Gn(ϕ)) = 0 éæà .éëøò ãç ãç G(ϕ) ù äúò çéðð

Ker(ϕn) = 0 ù äéö÷åãðàá ÷éñäì ìëåð ,Ker(ϕ0) = 0 å ìéàåä .úå÷éHî 0 → Ker(ϕn+1) → Ker(ϕn)

.(à) á ùøãðë ,éëøò ãç ãç ϕ̂: lim←−M/Mn → lim←−N/Nn ù òáåð ïàëî .éòáè n ìëì

úåøãñä ìë ïëìå éòáè n ìëì Coker(Gn(ϕ)) = 0 éæà .ìò G(ϕ) ù çéðð äúò

Ker(ϕn+1) → Ker(ϕn) → 0 → Coker(ϕn+1) → Coker(ϕn) → 0 (10)

íéùøú åðì ïúåð äæ .n ìëì Coker(ϕn) = 0 ù äéö÷åãðàá ïàëî ìá÷ð ,Coker(ϕ0) = 0 å ìéàåä ,áåù .úå÷éHî

úå÷éHî úåøãñ ìù ÷éHî

0 // Ker(ϕn+1) //

²²

M/Mn+1

ϕn+1 //

²²

N/Nn+1
//

²²

0

0 // Ker(ϕn) // M/Mn
ϕn // N/Nn

// 0

úîì éôì ,ïëì .ìò Ker(ϕn+1) → Ker(ϕn) úå÷úòääù øîåà (10) ú÷éHîä äøãñä ìù éìàîùä ÷ìçä

,èøôá .ú÷éHî 0 −→ lim←−Ker(ϕn) −→ lim←−M/Mn
ϕ̂−→ lim←−N/Nn −→ 0 äøãñä ,2.1.2 à ÷åéã

.(á) á ùøãðë ,ìò ϕ̂: M̂ → N̂

,a-úéâåìåôåèá íìù»î A ù çéðð .a-úððñî (Mn)n=0.1,2,... å A-ìåãåî M ,ìàãéà a ,âåç A åéäé :2.7.3 äîì

øöåð M éæà .úéôåñ øöåð G(A)-ìåãåî åðä G(M) å (
⋂∞

n=0 anM = 0 øîåìë) óøåãñåàä àéä M ìù a-úéâåìåôåè

.A-ìåãåîë úéôåñ

íéøöåé z1, . . . , zs åéäé .G(A) =
⊕∞

n=0 an/an+1 å G(M) =
⊕∞

n=0 Mn/Mn+1 ù øéëæð :à äçëåä

íééðâåîåää íéáéëøîä úöåá÷ {x1 + Mn(1)+1, . . . , xr + Mn(r)+1} éäú .G(A)-ìåãåîë G(M) ìù
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äáéö�éä a-úððñî íò A ìåãåîä úà F (i) á ïîñð .i = 1, . . . , r ,xi ∈ Mn(i) øùàá ,z1, . . . , zs ìù

øùéä íåëñä úà äðáð .k ≥ n(i) øåáò F
(i)
k = ak−n(i) å k ≤ n(i) øåáò F

(i)
k = A äáù (F (i)

k )k=0,1,2,...

A-íæéôøåîåîåä øéãâð .éùôç A-ìåãåî àåä ïëìå A ìù íé÷úò r ìù øùé íåëñ åðä F éæà .F =
⊕r

i=1 F (i)

øåáò ,ϕ(a1, . . . , ar) =
∑r

i=1 aixi äéäé ,éììë ïôàá .xi ìò Fi ìù 1 øáàä úà ÷éúòðù éãé ìò ϕ: F → M

.Fk =
⊕r

i=1 F
(i)
i äáù F ìù (Fk)k=1,2,3,... a-úððñîì úåîëúñî F (i) ä ìù a-úåððñî .a1, . . . , ar ∈ A

,k ≤ n(i) íàå aixi ∈ Mn(i)
∼= Mk éæà ,k ≤ n(i) å 1 ≤ i ≤ r ,(a1, . . . , ar) ∈ Fk íà ,èøôá

øîåù ϕ ,úåøçà íéìîá .ϕ(a1, . . . , ar) =
∑r

i=1 aixi ∈ Mk ïëì .Mkaixi ∈ ak−n(i)Mn(i) ⊆ éæà

ïîñð 1 ≤ i ≤ r ìëì .ϕ̂: F̂ → M̂ å G(ϕ): G(F ) → G(M) íéîæéôøåîåîåä äøùî ϕ ïëì .ïåðÄñä ìò

1 øáàä .1 ãîåò åáù é-i ä íå÷îì èøô 0 íå÷î ìëá ãîåò åáù F ìù øáàä úà ei = (0, . . . , 1, . . . , 0)

,ïëì .Gk(ϕ)(ei + Fn(i)+1) = xi + Mn(i)+1 äøãâää éôì .ei ∈ Fn(i) ïëìå F
n(i)
k ì ê�éù F (i) ìù

.ìò G(ϕ) ù ïàëî .z1, . . . , zr ∈ Im(G(ϕ)) ïëìå x1 + Mn(1)+1, . . . , xr + Mn(r)+1 ∈ Im(G(ϕ))

.ìò ϕ̂ ,2.7.2 äîì éôì

éôåì«çä íéùøúá äúò ïðåáúð

F
ϕ //

α

²²

M

β

²²
F̂

ϕ̂ // M̂

äððñîì äìå÷ùä (ak+n(i))k=1,2,3... äððñîä íò A àìà åðéà F (i) ìåãåîä .ïåñëìàä úå÷úòä ïä β å α åáù

ïëìå íìù»î F (i) íâ a-íìù»î A äçðää éôìå ìéàåä .äéâåìåôåèä äúåà úà úåøéãâî ïä ïëì .(ak)k=1,2,3...

úçðääî .íæéôøåîåæéà äðä α: F → F̂ ä÷úòääù òáåð ïàëî .íæéôøåîåæéà äðä F (i) → F̂ (i) ïåñëìàä ú÷úòä

.úéëøò ãç ãç β: M → M̂ ù òáåð M ìò óøåãñåàää

éäéå y ∈ M éäé ,ïëàå .A-ìåãåîë M úà íéøöåé x1, . . . , xr ù çéëåðù éãé ìò èôùîä úçëåä úà í�éñð

äøåöá f úà íùø�ð .α(f) = f̂ å ϕ̂(f̂) = ŷ ù êë f ∈ F å f̂ ∈ F̂ íéî�é÷ úîãå÷ä ä÷ñôä éôì .ŷ = β(y)

.β(ϕ(f)) = ϕ̂(α(f)) = ŷ = β(y) å ϕ(f) =
∑r

i=1 aixi éæà .a1, . . . , ar ∈ A íò f = (a1, . . . , ar)

.ùøãðë ,y = ϕ(f) =
∑r

i=1 aixi ,éëøò ãç ãç β å ìéàåä

x1 + Mn(1)+1, . . . , xr + Mn(r)+1 ù êë xi ∈ Mn(i) øáà 1 ≤ i ≤ r ìëì øçáð à äçëåäá åîë :á äçëåä

ù êë ani ∈ A íéøáà n ìò äàøùäá àöîðå y ∈ M øáàá ïðåáúð äúò .G(A) ìòî G(M) úà íéøöåé

å ani − an−1,i ∈ amax(0,n−1−n(i))

y ≡
r∑

i=1

anixi mod Mn (11)
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.y−∑r
i=1 anixi +Mn+1 ∈ Mn/Mn+1 éæà .í�é÷úî (11) ù äúò çéðð .i ìëì a0i = 0 øçáð n = 0 øåáò

:G(M) =
⊕∞

n=0 Mn/Mn+1 á ïåëð àáä ïåéåùäù êë bi ∈ am(i) íéî�é÷ äçðää éôì

y −
r∑

i=1

anixi + Mn+1 =
r∑

i=1

(bi + am(i)+1)(xi + Mn(i)+1) =
r∑

i=1

bixi + Mm(i)+n(i)+1

úà óéìçäìå m(i) + n(i) 6= n íøåáòù i ä úà ÷øæì ìëåð ,íéôâàä éðùá íééðâåîåää íéøáàä ïéá äåùð íà

n < n(i) åà m(i) + n(i) = n ù çéðäì ìëåð øáã ìù åôåñáù êë bi = 0 íäáù åìàëá íéîéàúîä íéøá«çîä

ù ìá÷ðå an+1,i = ani + bi ïîñð .i ìëì bi ∈ amin(0,n−n(i)) ,úåøçà íéìîá i ìëì

y ≡
r∑

i=1

an+1,ixi mod Mn+1

.äîìù«ä äàøùääå

,A ìù ai øáàì úñðëúî a1i, a2i, a3i, . . . äøãñä ,úéãà-a ä äéâåìåôåèä úçú íìù»î A å ìéàåä

.çéëåäì äéäù éôë ,y =
∑r

i=1 aixi ù (11) î òáåð ,
⋂∞

n=0 Mn = 0 å ìéàåä .i = 1, . . . , r

M å íìù»î A ù çéðð .M ìù a-úððñî (Mn)n=0,1,2,... å A-ìåãåî M ,A ìù ìàãéà a ,âåç A åéäé :2.7.4 äîì

.A-ìåãåîë éøèð M éæà .G(A)-ìåãåîë éøèð G(M) ù çéðð ãåò .a-úéâåìåôåèá óøåãñåàä åðä

øéãâðù éãé ìò N øåáò a-úððñî äðáð ïëàå .úéôåñ øöåð M ìù N ìåãåî úú ìëù úåàøäì åðéìò :äçëåä

Mn+1∩Nn = Nn+1 øù÷äî .óøåãñåàä åðä N ïëìå
⋂∞

n=0 Nn ⊆
⋂∞

n=0 Mn = 0 éæà .Nn = Mn∩N

ãç ãç G(N) → G(M) úéøù»îä ä÷úòää ïëì .úéëøò ãç ãç Nn/Nn+1 → Mn/Mn+1 ä÷úòääù òáåð

íå÷îá N ìò 2.7.3 äîì úà ìéòôð íà .G(A) ìòî úéôåñ øöåð G(N) ìåãåîä úú ,éøèð G(M) å ìéàåä .úéëøò

.A-ìåãåîë úéôåñ øöåð N ù ìá÷ð M ìò

.óéòñä ìù úéø÷Äòä äàöåúì åðà íéòéâî úàæá

.øèð âåç àéä A ìù Â úéãà-a ä äîìùää éæà .A øèð âåç ìù ìàãéà a éäé :2.7.5 èôùî

M íå÷îá Â ìòå A ìò íå÷îá Â ìò 2.7.4 äîì úà ìéòôð äúò .øèð âåç åðä Gâ(Â) ,2.7.1 äîì éôì :äçëåä

.øèð âåç åðä Â ù øîåà äæ .Â-ìåãåîë éøèð Â ù ìá÷ì éãë

,èøôá .øèð âåç åðä A[[X1, . . . , Xn]] íééìçøåôä úå÷æçä éøåè âåç éæà ,øèð âåç àåä A íà :2.7.6 äàöåú

.K äãù ìëì øèð âåç àåä K[[X1, . . . , Xn]]

ìàãéàì ñçéá A[X1, . . . , Xn] ìù äîìùäì éôøåîåæéà A[[X1, . . . , Xn]] ,2.4.2 äîâH éôì :äçëåä

A[[X1, . . . , Xn]] íâ ,2.7.5 èôùî éôì ,ïëì .éøèð A[X1, . . . , Xn] ,èøáìä ìù ñéñáä èôùî éôì .
∑n

i=1 AXi

.éøèð
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äøáâìà] ìù â.áé èôùîì åðúðù åæî úáëø»î øúåé äáøä A[[X1, . . . , Xn]] ìù úåéøèðì åæ äçëåäù ïáåîë

.[3á
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ïéèøà éâåç .3

ïéèøà âåç ìëå ïéèøà âåç àåä äãù ìë .íéìàãéà ìù úåãøåé úåøãÀñ éãé ìò øèð éâåçì äîåã ïôàá íéøãâ»î ïéèøà éâåç

ìù åìãâ úà ããåî ãîîäù åîë åìãâ úà úããåîä êø¹à úéö÷ðåô ùé ïéèøà âåç ìòî úéôåñ øöåð ìåãåîì .øèð âåç àåä

.äãù ìòî úéôåñ øöåð éøåè÷å áçøî

.ïéèøà éìåãåî 3.1

äîìä ìù íéìå÷ùä íéàðúä úà í�é÷î àåä íà ïéèøà ìåãåî àåä M ù íéøîåà A-ìåãåî M å âåç A éäé

.äàáä

:äæì äæ íéìå÷ù M A-ìåãåî ìò íéàáä íéàðúä :3.1.1 äîì

ìëì Mn = Mm ù êë m íé÷ ,øîåìë) äãéîò íéìåãåî úú ìù M ⊇ M1 ⊇ M2 ⊇ M3 ⊇ úãøåé äøãñ ìë (à)

.(n ≥ m

.éøòæî øáà ùé M ìù íéìåãåî úú ìù ä÷éø àì äöåá÷ ìëì (á)

úãøåé äøãñ ìë ,úåøçà íéìîá .åîöò ìòî ìåãåîë ïéèøà ìåãåî àåä íà ïéèøà âåç àåä A âåçù íéøîåà

àåä äãù ìë ,äîâHì .éøòæî øáà ùé A ìù íéìàãéà ìù ä÷éø àì äöåá÷ ìëì ïéôåìçì ,äãéîò A ìù íéìàãéà ìù

Z ,úàæ úîåòì .éðéèøà àåä éôåñ âåç ìë ,ïë åîë .éðéèøà àåä äãù ìòî úéôåñ øöåð éøåè÷å áçøî ìëå ,ïéèøà âåç

.ïéèøà éâåç íðéà äãù ìòî íéîåðéìåô éâåç ,ïë åîë .ïéèøà âåç åðéà

íà ïéèøà ìåãåî àåä L éæà .A-éìåãåî ìù äøö÷ ú÷éHî äøãñ 0 −→ K
α−→ L

β−→ M −→ 0 éäú :3.1.2 äîì

.ïéèøà éìåãåî íä M å K íà ÷øå

ù êë éòáè m í�é÷ éæà .A-éìãåî ìù úãøåé äøãñ L ⊇ L1 ⊇ L2 ⊇ · · · éäú .íéðéèøà M å K ù çéðð :äçëåä

ïååëä .n ≥ m ìëì Ln = Lm ù òáåð ïàëî .n ≥ m ìëì K + Ln = K + Lm å K ∩ Ln = K ∩ Lm

.èåùô øúåé ãåò êåôää

:3.1.3 äàöåú

.éðéèøà
⊕n

i=1 Mn íâ éæà íééðéèøà A-éìåãåî íä M1, . . . , Mn íà (à)

.éðéèøà M éæà ,úéôåñ øöåð A-ìåãåî àåä M å éðéèøà A íà (á)

.ïéèøà âåç àåä A/a íâ éæà ,A ìù ìàãéà a å ïéèøà âåç àåä A íà (â)

.3.1.1 äîìáå (à) á ùîúùäì ùé äúò .A ìù íé÷úÃò ìù éôåñ øôñî ìù øùé íåëñ ìù äðî àåä M :(á) úçëåä

.ìåãåî ìù êøà 3.2
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M á äìéçúîä íéìåãåî úú ìù ùîî úãøåé úéôåñ äøãñ äðä M ìåãåî ìù íéìåãåî úú ìù úøùøù

:0 á úî�éúñîå

M = M0 ⊃ M1 ⊃ · · · ⊃ Mn = 0 (1)

êéøàäì øùôà éà íà áëø¦ä úøãñ àéä (1) ù íéøîåà .n øîåìë ,úøùøùá úåìëää øôñî àåä úøùøùä ìù êø¹àä

A-ìåãåî àåä Mk/Mk+1 ,ïéôåìçì .Mk ïéáì Mk+1 ïéá ìåãåî úú íåù ïéà 0 ≤ k ≤ n− 1 ìëì øîåìë ,äúåà

éúù ìëì ,(Jordan-Hölder) øãì¥ä-ïãøåé èôùî éôì .ñôàìå åîöò åì èøô íéìåãåî úú åì ïéà øîåìë , èåùô

äðîä éìåãåîì íééôøåîåæéà úçàä äøãñä ìù äðîä éìåãåî ,ùãçî øåãÄñ øçàìå êø¹à åúåà ùé M ìù áëøä úåøãÄñ

.øéùé ïôàá çéëåð äðåùàøä úà åìàå ä�éðùä äðåëúì ïàë ÷÷ãæð àì åðà .úøçàä äøãñä ìù

.M ìù áëøä úåøãÄñ ìù éøòæîä êøàä úà l(M) á ïîñð

ìë ,ïë ìò øúé .n êøàî äðä M ìù áëøä úøãñ ìë éæà .n êø¹àî áëøä úøãñ ìòá A-ìåãåî M éäé :3.2.1 ïåèôùî

.áëøä úøãñì äáçøäì úðú�ð M á úøùøù

.íé÷ìç äùìùì äçëåää úà ÷ìçð :äçëåä

ìù úéøòæî áëøä úøãñ (1) éäú ,ïëàå .l(L) < l(M) éæà ,M ìù úåàð ìåãåî úú àåä L íà :à ÷ìç

ìù ìåãåî úú àåä (Li−1 + Mi)/Mi éæà ,i ≥ 1 íà .i = 0, . . . , n ,Li = L ∩ Mi ïîñð .M

åà Li−1 = Li øîåìë Li−1/Li = 0 ïëì .Li−1/Li
∼= (Li−1 + Mi)/Mi å Mi−1/Mi èåùôä ìåãåîä

úøùøùäî úåøæçä ú÷éøæ øçàì .éìàéáéøè àì èåùô ìåãåî àåä Li−1/Li å Li−1 + Mi = Mi−1

L = L0 ⊇ L1 ⊇ · · · ⊇ Ln = 0 (2)

.l(L) ≤ l(M) ù ïàëî .n ìò äìåò åðéà äëøàå áëøä úøãñ àéäù ìá÷ð

.1 ≤ i ≤ n ìëì Li−1+Mi = Mi−1 å úåúåàð ïðä (2) á úåìëää ìë éæà .l(L) = l(M) ù äìéìùá çéðð

,Mn−2 = Ln−2 + Mn−1 = Ln−2 + Ln−1 = Ln−2 ,Mn−1 = Ln−1 + Mn = Ln−1 èøôá

.L ⊂ M ù äçðäì äøéúñá ,L = L0 = M0 = M ù ìá÷ð åìàë íéãòö n øçàì .äàìä ïëå Mn−3 = Ln−3

.ïòè�ðë l(L) < l(M) ,ïëì

úøùøù M = M0 ⊃ M1 ⊃ · · · ⊃ Mm = 0 éäú .l(M) ìò äìåò åðéà M á úøùøù ìë ìù êøàä :á ÷ìç

.m ≤ l(M) ,ïëì .l(M) > l(M1) > · · · > l(Mm) ,(à) éôì ,éæà .M á íéìåãåî úú

,(á) ÷ìç éôì .M á úøùøù àéä M ìù áëøä úøãñ ìë .l(M) ì äåù M á áëøä úøãñ ìë ìù êøàä :â ÷ìç

áëøää úåøãñ ìë ìù êøàäù ìá÷ð ,áëøä úåøãñ ìù éøòæîä êøàë øãâ«ä l(M) å ìéàåä .l(M) ìò äìåò åðéà äëøà

.l(M) ì äåù M ìù
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ì äåù êøàä íà .l(M) ìù äìåò åðéà äìù êøàä ,(á) ÷ìç éôì .M ìù àéäùìë úøùøùá äúò ïðåáúð

áëøä úøãñ äðéà àéä ,l(M) î ïè÷ êøàä íà .(úøùøùä úà êéøàäì ïúð úøçà) áëøä úøãñ àéä úøùøùä ,l(M)

.áëøä úøãñ äéäúù ãò äúåà êéøàäì ïúð ïëìå

M ìù íéìåãåî úú ìù ùîî äìåò äøãñ ìë íà äìåòä úøùøùä éàðú úà í�é÷î M ìåãåîù íéøîåà

.úéôåñ M ìù íéìåãåî úú ìù ùîî úãøåé äøãñ ìë íà úãøåéä úøùøùä éàðú úà í�é÷î M ù íéøîåà .úéôåñ

.úøùøùä éàðú éðù úà í�é÷î àåä íà ÷øå íà áëøä úøãñ ùé M ìåãåîì :3.2.2 ïåèôùî

úà í�é÷î M ,ïëì .íåñç M á úøùøù ìë ìù êøàä 3.2.1 ïåèôùî éôì ,éæà .áëøä úøãñ ùé M ìù çéðð :äçëåä

.úøùøùä éàðú éðù

øáà M ìù íéúåàðä íéìåãåîä úöåá÷á ùé ,M 6= 0 íà .úøùøùä éàðú éðù úà í�é÷î M ù çéðð ,êôäì

êéìäú .M2 éáøî ìåãåî úú M1 ì ùé éæà ,M1 6= 0 íà .(úéôåñðéà äìåò úøùøù M á äúéä úøçà) M1 éáøî

úøãñá (íéìåãåî úú ìù úéôåñðéà úãøåé úøùøù M ì äúéä úøçà) íéãòö ìù éôåñ øôñî éøçà í�éúñäì áéç äæ

.M ìù áëøä

M ì ùé 3.2.2 å 3.2.1 íéðåèôùîä éôì .éôåñ êø¹à ìòá ìåãåî àø÷ð úøùøùä éàðú éðù úà í�é÷îä ìåãåî

.l(M) êøàä åúåà íì�ëìå áëøä úåøãÄñ

ú÷éHî äøãñ ìëì íà úéøåáç λ ù íéøîåà .Z êåúì úéôåñ íéøöåðä A-éìåãåî ú÷ìçîî ä÷úòä λ éäú

èøôá .λ(M) = λ(L) + λ(N) í�é÷úî úéôåñ íéøöåð A-éìåãåî ìù 0 → L → M → N → 0 äøö÷

.λ(0) = 0

:3.2.3 ïåèôùî

.éôåñ êøà éìòá A-éìåãåî ú÷ìçî ìò éøåáç ïå÷úòä åðä l(M) êøàä (à)

íéìåãåîäî ãçà ìëå ,A-éìåãåî ìù úãøåé äøãñ àéä M = M0 ⊇ M1 ⊇ · · · ⊇ Mn−1 ⊇ Mn íà (á)

.l(M) =
∑n

i=1 l(Mi−1/Mi) å éôåñ êøà ìòá M íâ éæà ,éôåñ êøà ìòá Mi−1/Mi

úøãñ øçáð .éôåñ êøà éìòá A-éìåãåî ìù äøö÷ ú÷éHî äøãñ 0 −→ L −→ M −→ N −→ éäú :à úçëåä

L á úîéúñîå M á äìéçúîä M ìù íéìåãåî úú ìù ùîî úãøåé äøãñ äéäú M á äëåôää äúðåîú .N á áëøä

.l(L) + l(N) äëøàù M ìù áëøä úøãñ ìá÷ì éãë L ìù áëøä úøãñ íò åæ äøãñ áéëøð .úåèåùô úåðî úìòáå

.l(M) = l(L) + l(N) ,ïëì

úðúåð äéö÷åãðà úçðä .0 → Mn−1/Mn → M/Mn → M/Mn−1 → 0 ú÷éHîä äøãñäî àöð :á úçëåä

ìòá ìåãåî àåä M/Mn íâ ,(à) éôì .l(M/Mn−1) =
∑n−1

i=1 l(Mi−1/Mi) å éôåñ M/Mn−1 ìù êøàäù

.l(M/Mn) = l(Mn−1/Mn) + l(M/Mn−1) =
∑n

i=1 l(Mi−1/Mi) å éôåñ êøà
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ïîñð .V ìù ñéñá v1, . . . , vn éäéå K äãù ìòî n ãîîî éøåè÷å áçøî V éäé :3.2.4 äîâH

ù ïàëî .V ìù áëøä úøãñ àéä V = V0 ⊃ V1 ⊃ · · · ⊃ Vn = 0 éæà .Vk =
∑n

i=k+1 Kvi

.l(V ) = dim(V )

.éôåñ ãîî ìòá íâ ïëìå úéôåñ øöåð àåä éæà ,éðéèøà K-ìåãåî àåä V íà ,êôäì

çéðð .nk = m1 · · ·mk ïîñð 1 ≤ k ≤ n ìëì .A ìù íééaøî íéìàãéà m1, . . . , mn åéäéå âåç A éäé :3.2.5 äîì

.øèð âåç àåä A íà ÷øå íà ïéèøà âåç åðä A éæà .nn = 0 ù

ìôëä .A/mk+1 äãùä ìòî éøåè÷å áçøîe A-ìåãåî úçà äðåòáå úòá àåä nk/nk+1 úåðîäî úçà ìë :äçëåä

äöåá÷ úú .(mk+1nk = nk+1 éë) (a + m)(x + nk+1) = ax + nk+1 äçñ�ðä éãé ìò áèéä øãâ»î íéøì÷ñá

.áçøî úú àéä íà ÷øå íà ìåãåî úú äðä nk/nk+1 ìù

äøãñá ïåéò .(3.1.2 äîì) ïéèøà ìåãåî àéä A/nk úåðîäî úçà ìë éæà .ïéèøà âåç åðä A ù äúò çéðð

äøö÷ä ú÷éHîä

0 → nk/nk+1 → A/nk+1 → A/nk → 0 (3)

í�é÷î àåä ,ïëì .éôåñ ãîî ìòá áçøî àåä nk/nk+1 ,3.2.4 äîâH éôì .ïéèøà ìåãåî àåä nk/nk+1 íâù äàøî

úøùøùä éàðú úà í�é÷î ïëìå äãù àåä A/n1 ,äúò .íéìåãåî úúì ïëìå íéáçøî úúì äìåòä úøùøùä éàðú úà

éàðú úà í�é÷î A/nk ù äàøî (3) äøãñá ùåîù éãë êåú k ìò äéö÷åãðà .(éìàéáéøè ïôàá) íéìåãåî úúì äìåòä

.éøèð A ,ïëì .äæ éàðú í�é÷î (nn = 0 éë) A = A/nn ,èøôá .íéìåãåî úúì äìåòä úøùøùä

íàù äàøî úîãå÷ä ä÷ñôá úåãøåé úåàøùøù íò íéìåãåî úú ìù úåìåò úåàøùøù ìù íéãé÷ôúä úôìçä

.éðéèøà A éæà ,éøèð A

.ïéèøà éâåç ìù äðáîä 3.3

íéìàãéà ìù úãøåé äøãñ ìù éáøîä êøàä àåä n íà ,n åðä A âåç ìù (ìåø÷ ãîî åà) ãîîù øîàð

A ïéèøà âåç ìëù äô çéëåð .n = dim(A) ïîñð .A ìù íééðåùàø íéìàãéà ìù pn ⊃ · · · ⊃ p0 íééðåùàø

ïéèøà éâåç ìù éôåñ øôñî ìù äøùé äìôëîì éôøåîåæéà A ,ïë ìò øúé .0 ãîîî øèð âåç ,÷åéã øúéì ,øèð âåç åðä

.íééîå÷î

.éáøî åðä A ïéèøà âåç ìù p éðåùàø ìàãéà ìë :3.3.1 ïåèôùî

.äãéîò Bx ⊇ Bx2 ⊇ Bx3 ⊇ äøãñä .x 6= 0 ,x ∈ B øçáðå B = A/p úåîìùä íåçúá ïðåáúð :äçëåä

íéôâàä éðùî xn úà íöîöð .xn = xn+1y ù êë y ∈ B í�é÷ ïëì .Bxn = Bxn+1 ù êë éòáè n àåôà í�é÷

.ïòèðë ,A ìù éáøî ìàãéà àåä p ù ïàëîå ,äãù B ,ïëì .êéôä x ,úåøçà íéìîá .1 = xy ìá÷ì éãë
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.åìù ïåñá÷òé ïåùøù íò ãëìúî ïéèøà âåç ìù éìéðä ïåùøùä :3.3.2 äð÷ñî

ãçà úåçôì óé÷î àåä éæà A ìù íéìàãéà ìù éôåñ êåúç óé÷î A âåçá p éðåùàø ìàãéà íàù øéëæð

.[âé.à ïåèôùî ,3á äøáâìà] íéëúçðäî

.(íééðåùàø íéìàãéà ìù éôåñ øôñî ÷ø ïëìå) íééáøî íéìàãéà ìù éôåñ øôñî ÷ø ùé A ïéèøà âåçì :3.3.3 ïåèôùî

ìù íééôåñä íéëåúçä ìë úöåá÷ì ùé ïëì .ä÷éø äðéà A ìù íééáøîä íéìàãéàä úöåá÷ ,âåç ìëá åîë :äçëåä

i í�é÷ ïëì .m∩⋂n
i=1 mi =

⋂n
i=1 mi ,éæà .àåäùìë éáøî ìàãéà m éäé .

⋂n
i=1 mi éøòæî øáà íééáøî íéìàãéà

.m = mi ,éáøî mi å ìéàåä .m ⊇ mi ù êë

.nn = 0 ù êë éòáè n í�é÷ øîåìë ,(nilpotent) éñéôà åðä ïéèøà âåç ìù n éìéðä ïåùøùä :3.3.4 ïåèôùî

ù äìéìùá çéððå a = nk ïîñð .m ≥ k ìëì nk = nm ù êë éòáè k ïúåð úãøåéä úøùøùä éàðú :äçëåä

ìàãéà c éäé .ä÷éø äðéà ab 6= 0 íéî�é÷îä b íéìàãéàä ìë ìù B äöåá÷ä ,ïëì .aa = n2k = a 6= 0 éæà .a 6= 0

òáåð ,ac ⊆ c å a(ac) = a2c = ac 6= 0 å ìéàåä .ac 6= 0 ù êë c ∈ c í�é÷ ïëì .ac 6= 0 èøôá .B á éøòæî

.an = 0 ù êë éòáè n í�é÷ a ∈ a ⊆ n å ìéàåä .ac = c ù êë a ∈ a í�é÷ ïëì .ac = c ù c ìù úåéøòæîäî

.ac 6= 0 ù êëì äøéúñá ,c = ac = a2c = · · · = anc = 0 ,ïëì

.
∏r

i=1 mn
i = 0 ù êë éòáè n í�é÷ éæà .A ïéèøà âåç ìù íééáøîä íéìàãéàä m1, . . . , mr åéäé :3.3.5 äîì

3.3.4 ïåèôùî éôìå éìéðä ïåùøùä àåä n ,3.3.2 äð÷ñî éôì .A ìù ïåñá÷òé ïåùøºù n =
⋂r

i=1 mi éäé :äçëåä

.ïòèðë ,
∏r

i=1 mn
i ⊆

(⋂r
i=1 mi

)n = nn = 0 ,ïëì .nn = 0 ù êë éòáè n í�é÷

.dim(A) = 0 å éøèð A íà ÷øå íà éðéèøà åðä A âåç :(Akizuki èôùî) 3.3.6 èôùî

.dim(A) = 0 ,3.3.1 ïåèôùî éôì .ïéèøà âåç åðä A ù çéðð :äçëåä

éôì .
∏r

i=1 mn
i = 0 ù êë éòáè n í�é÷ ,3.3.5 äîì éôì A ìù íééáøîä íéìàãéàä m1, . . . , mr åéäé

.éøèð A ,3.2.5 äîì

íééøòæî íééðåùàø íéìàãéà ìù éôåñ øôñî ÷ø A á ùé éæà .dim(A) = 0 å éøèð A ù çéðð ,êôäì

åìàî ãçà ìëù òáåð ,dim(A) = 0 ù äçðääî .åììä íéìàãéàä m1, . . . , mr åéäé .[ä.é ïåèôùî ,3á äøáâìà]

.m = mi ,ïëìå 1 ≤ i ≤ r àåäù äæéà øåáò mi óé÷î àåä éæà ,éðåùàø ìàãéà àåä m íà .éáøî ìàãéà àåä

åéäé .A ìù éìéðä ïåùøùä àåä n =
⋂r

i=1 mi ,ïëì .A ìù íééðåùàøä íéìàãéàä ìë íä m1, . . . , mr ù ïàëî

ïîñð íà .xni
i = 0 ù êë éòáè ni íé÷ i ìëì .(éøèð A ù äçðäá íéùîúùî åðà ïàë) n ìù íéøöåé x1, . . . , xs

.éðéèøà A ,3.2.5 äîì éôì ,áåù .
∏r

i=1 mn
i = 0 ,ïëì .nn = 0 ù ìá÷ð n = n1 + · · ·+ ns
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éùôç A-ìåãåî àåä M íà ,èøôá .éôåñ êøà M ì ùé éæà .úéôåñ øöåð A-ìåãåî M å ïéèøà ìåãåî A éäé :3.3.7 äàöåú

.l(M) = r · l(A) éæà ,r äâøãî

,Akizuki èôùî éôì .((á)3.1.3 äàöåú) úãøåéä úøùøùä éàðú úà í�é÷î M ,ïéèøà ìåãåî åðä A å ìéàåä :äçëåä

,r äâøãî éùôç M íà ,èøôá .éôåñ êøà ìòá M ,ïëì .äìåòä úøùøùä éàðú úà íâ í�é÷î M ïëì .øèð âåç àåä A

.l(M) = r · l(A) ù òáåð êøàä äéö÷ðåô ìù úåéøåáçäî .A ìù íé÷úÃò r ìù øùé íåëñ àåä M éæà

m ïëìå (3.3.1 ïåèôùî éôì) A ìù ãéçéä éðåùàøä ìàãéàä àåä m éæà ,éîå÷î ïéèøà âåç åðä (A, m) íà

ìò øúé .éñéôà åà êéôä àåä A ìù øáà ìëù òáåð ïàëî .éñéôà åðä m ìù øáà ìë ,ïëì .A ìù éìéðä ìàãéàä íâ àåä

.éðåùàø p øåáò Z/pnZ åðä äæë âåçì äîâH .éñôà åîöò m íâ ,3.3.4 ïåèôùî éôì ,ïë

:íéàáä íéàðúä éðùî ãçà ÷åéãá í�é÷úî (A,m) éîå÷î øèð âåç øåáò :3.3.8 ïåèôùî

.éòáè n ìëì mn 6= mn+1 (à)

.éðéèøà A äæ äø÷îá .mn = 0 ù êë éòáè n í�é÷ (á)

éôì .úéôåñ øöåð mn ,éøèð A å ìéàåä .mn = mn+1 ù êë éòáè n í�é÷ éæà .í�é÷úî åðéà (à) éàðúù çéðð :äçëåä

.éðéèøà A ,3.2.5 äîì éôì .mn = 0 ,[â.â ïåèôùî ,3á äøáâìà] äî�é÷ð ìù äîìä

äøùé äìôëîë (íæéôøåîåæéà éãë ãò) ãéçé ïôàá äâöäì ïúð ïéèøà âåç ìë :(ïéèøà éâåç ìù äðáîä èôùî) 3.3.9 èôùî

.íééîå÷î ïéèøà éâåç ìù éôåñ øôñî ìù

ù êë éòáè n úðúåð 3.3.5 äîì .A ìù íéðåùä íééáøîä íéìàãéàä m1, . . . , mr åéäé :íåé÷ä úçëåä

,[(á)àé.à ïåèôùî ,3á äøáâìà] éôì ,ïëì .äæì äæ íéøæ mn
i íâ ,äæì äæ íéðåùå íééáøî mi å ìéàåä .

∏r
i=1 mn

i = 0

.(m/mn
i éáøî ìàãéà íò) éîå÷î ïéèøà âåç àåä A/mn

i âåçä i ìë øåáò .A ∼= ∏r
i=1 A/mn

i

ù çéðð úåéììëä úìáâä éìá .éîå÷î ïéèøà âåç àåä Aj øùàá ,A ∼= ∏s
j=1 Aj ù çéðð :úåãéçéä úçëåä

ïåèôùî ,3á äøáâìà] éôì .aj = Ker(πj) å äîéàúîä äìèää πj : A → Aj éäé j ìëìå A =
∏s

j=1 Aj

éæà .Aj ìù ãéçéä éáøîä ìàãéàä qj éäé j ìëì .
∏s

j=1 aj =
⋂s

j=1 aj = 0 å äæì äæ íéøæ a1, . . . , as ,[àé.à

.äæî äæ íéðåù m′1, . . . , m
′
s ,ïë ìò øúé .A ìù éáøî ìàãéà àåä m′j = π−1

j (qj)

πj(m′) ïëìå m′ 6⊆ m′j í�é÷úî j ìëì ,úøçà .íé-m′j ä ãçàì äåù àåä éæà ,A ìù éáøî ìàãéà àåä m íà :äðòè

.m′ + aj = A ù ïàëîå πj(m′) = Aj ,ïëì .Aj ìù qj ãéçéä éáøîä ìàãéàá ìëåî åðéàù Aj ìù ìàãéà àåä

ù êë x ∈ m′ øáà ìá÷ð åìàä úåðåéåùä s úà ìéôëð íà .1 = xj + aj ù êë aj ∈ aj å xj ∈ m′j àåôà íéî�é÷

.úåàð ìàãéà àåä m ù êëì äøéúñá ,x = 1 ïëìå a1 · · · as = 0 ,úîãå÷ä ä÷ñôä éôì .1 = x + a1 · · · as
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í�é÷úî A1, . . . , Ar íéîøåâä ìù ùãçî øåôñ´î øçàìùå r = s ù äìåò úåðåøçàä úåà÷ñôä éúùî

,3.3.8 ïåèôùî éôì .éîå÷îå éðéèøà Aj íâ ,éðéèøà A å ìéàåä .j = 1, . . . , r ,π−1
j (qj) = mj å mj = m′j

.aj = π−1
j (0) = π−1

j (qj)n = mn
j ,ïëì .qn

j = 0 í�é÷úî j ìëìù êë n í�é÷

.mm
j = mn

j ù ìá÷ìå m ≤ n ù çéðäì ìëåð éæà ,j ìëì mm
j = mm+1

j ù êë óñåð éòáè øôñî àåä m íà

ïôàá òá÷ð íééîå÷î íéâåç ìù äìôëîì A ìù ÷åøôä íâ ïëìå A éãé ìò éëøò ãç ïôàá àåôà íéòá÷ð aj íéìàãéàä

.éëøò ãç
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ãîîä úøåú .4

àåä A íà .A ìù íééðåùàø íéìàãéà ìù p0 ⊂ · · · ⊂ pn úøùøù ìù éáøîä êøàë ÷øôá øãâ«ä A âåç ìù ãîîä

ìù ãîîì äåù V ìù ãîîä éæà ,A ìù íéñôàä úòéøé àéä V å A úéøáâìà øåâñ äãù ìòî úéôåñ úøöåð äøáâìà

.A ìù úåéëåáÄñä úãéãî�ì éìë úà ãîîä äåäî éììëä äø÷îá .(4.1.5 èôùîî äð÷ñî) A

íéîåðéìåô éâåç ìù ãîµîä 4.1

éæà ,K äãù ìòî âåçë úéôåñ øöåðä úåîìù íåçú àåä R íàù çéëåäì àéä äæ óéòñá åðúøèî

ìù ïå÷´úä èôùîå" "äéìòä èôùî" íä äçëåäì íéöåçðä íéìëä .dim(R) = trans.deg(Quot(R)/K)

. "øèð

ìù íééðåùàø íéìàãéà q ⊆ q′ åéäé .A ìòî íìù B ù êë íéâåç A ⊆ B åéäé :([è.å äàöåú ,3á äøáâìà]) 4.1.1 äîì

.q = q′ éæà .q ∩A = q′ ∩A ù çéðð .B

p1 ⊆ p2 åéäé .A ìòî íìù B ù êë íéâåç A ⊆ B åéäé :([àé.å èôùî ,3á äøáâìà] äéìÂòä èôùî) 4.1.2 ïåèôùî

úà óé÷îä B ìù q2 éðåùàø ìàãéà í�é÷ éæà .q1 ∩ A = p1 ù êë B ìù éðåùàø ìàãéà q1 éäéå A ìù íééðåùàø íéìàãéà

.q2 ∩A = p2 ù êë q1

.dim(R) = dim(S) éæà .R âåç ìòî íìùä âåç S éäé :4.1.3 äîì

ìàãéà àåä pi = qi ∩ R ,i ìëì .S ìù íééðåùàø íéìàãéà ìù úøùøù q0 ⊂ q1 ⊂ · · · ⊂ qn éäú :äçëåä

.dim(S) ≤ dim(R) ,ïëì .p0 ⊂ p1 ⊂ · · · ⊂ pn 4.1.1 äîì éôìå R ìù éðåùàø

ìù úéôåñ úøùøùì äîøäì úðú�ð R ìù íééðåùàø íéìàãéà ìù úéôåñ úøùøù ìë ,ä�é�ìòä èôùî éôì ,êôäì

ä÷ñôá ïåéåùä éàì äæ ïåéåù éà óøöð íà .dim(R) ≤ dim(S) ,ïëì .êø¹àä åúåà úìòá S ìù íééðåùàø íéìàãéà

.dim(R) = dim(S) ,èôùîä úð÷ñî úà ìá÷ð úîãå÷ä

éäé�å K äãù ìòî (âåçë) úéôåñ øöåðä úåîìù íåçú R = K[x1, . . . , xn] éäé :(øèð ìù ïå÷´úä èôùî) 4.1.4 äîì

K[x1, . . . , xn] ù êë K ìòî úéøáâìà íééåìú íðéàù R á t1, . . . , tr íéî�é÷ éæà .r = trans.deg(Quot(R)/K)

.K[t1, . . . , tr] ìòî íìù

úî�é÷ úøçà .i = 1, . . . , n ,ti = xi øçáðå r = n éæà ,K ìòî úéøáâìà íééåìú íðéà x1, . . . , xn íà :äçëåä

ù êë ai ∈ K× í�é÷ i ∈ I ìëìå íééìéìù éà íéîìù íéøôñî ìù i = (i1, . . . , ir) úåé-n ìù I ä÷éø àì äöåá÷

.
∑

i∈I

aix
i1
1 · · ·xin

n = 0 (1)
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ìá÷ì éãë (1) á y2 = x2 − xk2
1 , . . . , yn = xn − xkn

1 áéöðå íééòáè íéøôñî k2, . . . , kn åéäé

∑

i∈I

aix
i1
1 (y2 + xk2

1 )i2 · · · (yn + xkn
1 )in = 0 (2)

ù êë fi,j ∈ K[X1, . . . , Xn] íåðéìåô ìá÷ðå (2) ìù i øá«çîá j ä íøåâä úà çúôð

(yj + x
kj

1 )ij = fi,j(x1, yj) + x
kjij

1 (3)

ù êë fi ∈ K[X1, . . . , Xn] íåðéìåô ïúú (3) íééåèáä ìë ìù äìôëä .degX1
(fi,j) < kjij å

aix
i1
1 (y2 + xk2

1 )i2 · · · (yn + xkn
1 )in = fi(x1, y2 . . . , yn) + aix

i1+k2i2+···+knin
1 (4)

íåðéìåô (2) î ìá÷ð (4) íééåèáä ìë úà íëñð íà .degX1
fi < k1 + k2i2 + · · · + knin å

ù êë f ∈ K[X1, . . . , Xn]

f(x1, y2 . . . , yn) +
∑

i∈I

aix
i1+k2i2+···+knin
1 = 0 (5)

ù êë k2, . . . , kn úà øçáð íà ,ïëì .degX1
f < maxi∈I(i1 + k2i2 + · · ·+ knin) å

i1 + k2i2 + · · ·+ knin 6= i′1 + k2i
′
2 + · · ·+ kni′n

ä÷«ì¢ç éøçà ,ïëìå (5) ìù ïéîé óâàá éðùä øá«çîá íéîåöîö ïéàù ìá÷ð ,I á i, i′ äæî äæ íéðåù íéøáà éðù ìë øåáò

.K[y2 . . . , yn] ìòî x1 øåáò úð÷»úî äàåùî (5) äåäî ,òåá÷á

øùàá h(k2, . . . , kn) 6= 0 ù êë äùòú k2, . . . , kn ìù äøéçáä

h(Y2, . . . , Yn) =
∏

i6=i′

[
(i1 + Y2i2 + · · ·+ Ynin)− (i′1 + Y2i

′
2 + · · ·+ Yni′n)

]

.íéîìù íéîã÷îá ñôàî äðåù íåðéìåô åðä

.K[y2, . . . , yn] ìòî íìù K[x1, x2, . . . , xn] = K[x1, y2, . . . , yn] ù òáåð (5) îå úåøãâääî

àåôà úðúåð n ìò äéö÷åãðà .K(x1, . . . , xn) ìù åæ åîë àéä K ìòî K(y2, . . . , yn) ìù úåìòðä úìòî ,èøôá

K[x1, . . . , xn] íâ ,ïëì .K[t1, . . . , tr] ìòî íìù K[y2, . . . , yn] ù êë t1, . . . , tr ∈ K[y2, . . . , yn]

.K[t1, . . . , tr] ìòî íìù
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F = K(x1, . . . , xn) éäé ,K äãù ìòî âåçë úéôåñ øöåð úåîìù íåçú R = K[x1, . . . , xn] éäé :4.1.5 èôùî

éæà ,R ìòî úéøáâìà íééåìú íðéà x1, . . . , xn íà ,èøôá .dim(R) = trans.deg(F/K) éæà .R ìù úåðîä äãù

.dim(R) = n

íéøáà 4.1.4 èôùî éôì àöîð úéùàø .r = trans.deg(F/K) ìò äéö÷åãðàá èôùîä úà çéëåð :äçëåä

,4.1.3 äîì éôì .K[t1, . . . , tr] ìòî íìù R ù êë K ìòî úéøáâìà íééåìú íðéàù t1, . . . , tr ∈ R

.K ìòî úéøáâìà íééåìú íðéà x1, . . . , xn ,úåéììëä úìáâä éìá ,ïëì .dim(R) = dim(K[t1, . . . , tr])

ïëìå úåîìù íåçú åðä R/qi
∼= K[xi+1, . . . , xn] éæà .qi = Rx1 + · · ·Rxi ïîñð n ì 1 ïéá i ìëì

,ïëì .n êøàî 0 ⊂ q1 ⊂ · · · ⊂ qn íééðåùàø íéìàãéà úøùøù àåôà åðìá÷ .R ìù éðåùàø ìàãéà àåä qi

.n ìò äìåò åðéà R ìù íééðåùàø íéìàãéà ìù äìåò úøùøù ìë ìù êøàäù çéëåäì àåôà åðì øúåð .n ≤ dim(R)

,f ∈ p1 øçáð .m êøàî R ìù íééðåùàø íéìàãéà ìù äìåò úøùøù 0 ⊂ p1 ⊂ · · · ⊂ pm àåôà éäú

å ìéàåä .÷éøô éà f ù çéðäì ìëåð úåéììëä úìáâä éìá ,ïëì .p1 ì ê�éù f ìù íé÷éøô éàä íéîøåâä ãçà .f 6= 0

íéøáàì âú óéñåð .úåîìù íåçú åðä R/Rf ,ïëì .R ìù éðåùàø ìàãéà åðä Rf éëøò ãç ÷åøô ìòá âåç åðä R

.f(x′1, . . . , x
′
n) = 0 å R′ = K[x′1, . . . , x

′
n] éæà .Rf ì ñç�éá íäìù úéøàùä úà ï�éöì éãë R ìù íéìàãéàå

úçðäî .trans.deg(K(x′1, . . . , x
′
n)/K)) ≤ n − 1 ,ïëìå K ìòî úéøáâìà íééåìú x′1, . . . , x

′
n èøôá

ìù íééðåùàø íéìàãéà ìù äìåò úøùøù àéä p′1 ⊂ · · · ⊂ p′m ,êãéàî .dim(R′) ≤ n− 1 ù äìåò äéö÷åãðàä

.çéëåäì äéäù éôë ,m ≤ n øîåìë ,m− 1 ≤ n− 1 ,ïëì .m− 1 êøàî R′

íåçú ìù íééðåùàø íéìàãéà ìù úéáøî úøùøù ìë ìù êøàäù çéëåäìå 4.1.5 èôùî úà óéøçäì äöøð äúò

.dim(R) åðä K äãù ìòî úéôåñ øöåðä R úåîìù

ìòî úéôåñ íéøöåð R′ å R íà .dim(R) ≥ dim(R′) éæà .íéâåç ìù íæéôøåîéôà α: R → R′ éäé :4.1.6 äîì

åðä α éæà ,dim(R) = dim(R′) å ,(K -íæéôøåîéôà åðä α ù øîàð äæ äø÷îá) a ∈ K ìëì α(a) = a å K

.íæéôøåîåæéà

.pi = α−1(p′i) ïîñð i ìëì .R′ ìù íééðåùàø íéìàãéà ìù äìåò úøùøù p′0 ⊂ p′1 ⊂ · · · ⊂ p′m éäú :äçëåä

.dim(R) ≥ dim(R′) ,ïëì .R ìù íééðåùàø íéìàãéà ìù äìåò úøùøù àéä p0 ⊂ p1 ⊂ · · · ⊂ pm éæà

éôì .r = dim(R) = dim(R′) ùå K-íæéôøåîéôà åðä α ù ,K ìòî úéôåñ íéøöåð R′ å R ù äúò çéðð

t′1, . . . , t
′
r ∈ R′ íéøáà øçáð .Quot(R′) ìù åæì äåù K ìòî Quot(R) ìù r úåìòðä úìòî ,4.1.5 äîì

úéøáâìà íééåìú íðéà t1, . . . , tr íâ éæà .α(ti) = t′i ù êë ti ∈ R øçáð i ìëì .K ìòî úéøáâìà íééåìú íðéàù

äú�éä α ìù äìòôä .f(t1, . . . , tr) = 0 ù êë 0 6= f ∈ K[X1, . . . , Xr] íåðéìåô í�é÷ äéä ,úøçà .K ìòî

.K(t1, . . . , tr) ìòî éøáâìà Quot(R) ,ïëì .t′1, . . . , t′r úøéçáì äøéúñá ,f(t′1, . . . , t
′
r) = 0 úðúåð
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íéî�é÷ úîãå÷ä ä÷ñôä éôì .α(x) = 0 ù êë ,x 6= 0 ,x ∈ R í�é÷ äéä ,íæéôøåîåæéà äéä àì α åìà

ù êë g0, . . . , gn ∈ K[X1, . . . , Xr]

gn(t)xn + · · ·+ g1(t)x + g0(t) = 0 (6)

åðä α ù äçéëåî åæ äøéúñ .g0(t′) = 0 úðúåð (6) ìò α úìòôä ,êãéàî .g0(t′) 6= 0 íâ ,ïëì .g0 6= 0 å

.íæéôøåîåæéà

éæà .÷éøô éà íåðéìåô f ∈ R = K[X1, . . . , Xn] éäé :4.1.7 äîì

. dim(R/Rf) = trans.deg(Quot(R/Rf)) = n− 1

,K ìòî úéøáâìà íééåìú íðéàù x1, . . . , xn−1 íéøáà øçáð .f á òéôåî Xn ù çéðð úåéììëä úìáâä éìá :äçëåä

A = K[x1, . . . , xn] âåçä .f(x1, . . . , xn−1, xn) = 0 ù êë xn ∈ Ẽ øçáðå E = K(x1, . . . , xn) ïîñð

ìëì a 7→ a ä÷úòää .trans.deg(Quot(A)) = n− 1 å Quot(A) = K(x1, . . . , xn) ,úåîìù íåçú åðä

í�é÷îä ϕ: R → A íæéôøåîéôà äøéãâî i ìëì Xi 7→ xi å a ∈ K

.ϕ(f(X1, . . . , Xn)) = f(x1, . . . , xn) = 0

÷ìçî f(x1, . . . , xn−1, Xn) ,ïëì .g(x1, . . . , xn−1, xn) = 0 éæà ,ϕ(g) = 0 å g ∈ R íà ,êôäì

,úéøáâìà íééåìú íðéà x1, . . . , xn−1 å ìéàåä .K(x1, . . . , xn−1)[Xn] ,âåçá g(x1, . . . , xn−1, Xn) úà

f(x1, . . . , xn−1, Xn) ,ñåàâ ìù äîìä éôì ,ïëì .úéëøò ãç úå÷éøô ìòá åðä K[x1, . . . , xn−1] âåçä

ù çéëåî äæ ìë .R á g|f ù ïàëî .K[x1, . . . , xn−1, Xn] á g(x1, . . . , xn−1, Xn) úà ÷ìçî

,4.1.5 èôùî éôì .trans.deg(Quot(R/Rf)) = trans.deg(Quot(A)) = n− 1 ,ïëì .Ker(ϕ) = Rf

.çéëåäì äéäù éôë ,dim(R/Rf) = n− 1

úà óé÷îä âåç B éäéå úåîìùá øåâñ úåîìù íåçú A äéä :([ãé.å èôùî ,3á äøáâìà] äãéøéä èôùî) 4.1.8 ïåèôùî

ìàãéà B ì í�é÷ éæà .p2 ìòî çðåîä B ìù éðåùàø ìàãéà q2 éäéå A ìù íééðåùàø íéìàãéà p1 ⊆ p2 åéäé .åéìòî íìùå A

.q2 á ìëåîå p1 ìòî çðåîä q1 éðåùàø

ùîî äìåò úøùøù ìë ìù êøàä éæà .K äãù ìòî úéôåñ øöåðä r ìåø÷ ãîî ìòá úåîìù íåçú R éäé :4.1.9 èôùî

.r àåä íééðåùàø íéìàãéà ìù úéáøî

,4.1.5 èôùî éôì .R ìù íééðåùàø íéìàãéà ìù úéáøî ùîî äìåò úøùøù 0 ⊂ q1 ⊂ · · · ⊂ qm éäú :äçëåä

êë K ìòî úéøáâìà íééåìú íðéàù R ìù t1, . . . , tr íéøáà úðúåð 4.1.4 äîì .r = trans.deg(Quot(R))
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ìàãéà åðä p1 éæà .i = 1, . . . ,m ,pi = qi ∩K[t] ,ïîñð .t = (t1, . . . , tr) øùàá ,K[t] ìòî íìù R ù

.p1 á ùîî ìëåî äéäù ñôàî äðåù p éðåùàø ìàãéà K[t] ì í�é÷ äéä úøçà .K[t] ìù éøòæî ñôàî äðåù éðåùàø

éôì .q1 á ìëåîä R ìù q éðåùàø ìàãéà çðåî p ìòîù ,4.1.8 äãéø�éä èôùîî òáåð ,úåîìùá øåâñ K[t] å ìéàåä

.q1 ìù úåéøòæîì äøéúñá ,q1 î ïäå 0 î ïä äðåù q ,4.1.1 äàöåú

ìàãéà åðä K[t]f ,ïëì .÷éøô éà f ù çéðäì ìëåð íé÷éøô éà íéîøåâì ÷åøô éãé ìò .f ∈ p1 íåðéìåô øçáð

.dim(K[t]/K[t]f) = r − 1 ,4.1.7 äîì éôì .p1 = K[t]f ù òáåð p1 ìù úåéøòæîäî .ñôàî äðåù éðåùàø

íééðåùàøä íéìàãéàä úøùøù ïë åîë .dim(R/q1) = r − 1 íâ ,K[t]/fK[t] ìòî íìù R/q1 å ìéàåä

.ïòèðë ,m = r ,ïëì .m − 1 = r − 1 ù úðúåð r ìò äéö÷åãðà .úéáøî àéä 0 ⊂ q2/q1 ⊂ · · · ⊂ qm/q1

.n àåä K äãù ìòî K[[X1, . . . , Xn]] íééìîøåô úå÷æç éøåè âåç ìù ìåø÷ ãîîù çëåä :4.1.10 äéòá

.èøáìä úåéö÷ðåô 4.2

A0 ïëìå A0A0 = A0 èøôá .AmAn ⊆ Am+n äøãâää éôì .A =
⊕∞

n=0 An âøIî âåçá ïðåáúð

íéð�ëî An ìù íéøáàä .A0
∼= A/A+ å A ìù ìàãéà åðä A+ =

⊕∞
n=1 An ,ïë ìò øúé .A ìù âåç úú àåä

.ãéçé ïôàá íééðâåîåä íéøáà ìù éôåñ øôñî ìù íåëñë äâöäì ïú�ð A ìù øáà ìë .n äìòîî íééðâåîåä

èøôáå m,n ìëì AmMn ⊆ Mm+n éæà ,âøIî A-ìåãåî àåä M =
⊕∞

n=0 Mn íà ,äîåã ïôàá

.éòáè n ìëì A0-ìåãåî åðä Mn ïëìå A0Mn ⊆ Mn

M =
⊕∞

n=0 Mn âøIî ìåãåî ìëì .Z ì úéôåñ íéøöåðä A-éìåãåî úéøåâè÷î éøåáç ï÷úòä λ éäé

(Poincareé series) äø÷ðàåô øåè úà íéàúð ,A0 ìòî úéôåñ øöåð Mn íééâåîåää íéáéáøîäî ãçà ìë åáù

èôùî) Q(t) á úéìðåéöø äéö÷ðåô äùòîì åðä äæ øåèù çéëåðå λ ì ñç�éá P (M, t) =
∑∞

n=0 λ(Mn)tn

A0-úøáâìà àåä A íàù çéëåð .d(M) á ïîËñî t = 1 á åæä äéö÷ðåôä ìù áè÷ä ìù øãñä .(4.2.4 úåéìðåéöøä

Q á íéîã÷î íò íåðéìåô àåä λ(Mn) í�éã íéìåãâ íé-n øåáò éæà ,A1 ìù íéøáà ìù éôåñ øôñî éãé ìò úøöåðä

.n á d(M)− 1 äìòîî

.äæì äæ íéìå÷ù A =
⊕∞

n=0 An âøIî âåç ìò íéàáä íéàðúä :4.2.1 äîì

.øèð âåç åðä A (à)

ù êë A+ á íééðâåîåä x1, . . . , xr íéî�é÷ ,÷åéã øú�éá .A0 úøáâìàë úéôåñ øöåð A å øèð âåç åðä A0 (á)

.A = A0[x1, . . . , xr]

.øèð âåç àåä ïëìå A ìù äðî âåç àåä A0 ,ìéòì åð�éöù éôë :(á) øøåâ (à) úçëåä

.úéôåñ øöåð äæëù øåúáå A ìù ìàãéà åðä A+ ù ìë íãå÷ øéòð A0-úøáâìàë úéôåñ úøöåð A ù çéëåäì éãë

íéøáà øçáì ìëåð ïëì .A+ ì àåä óà ê�éù A+ ìù øáà ìù éðâåîåä áéëøî ìë .úéôåñ íéøöåé úöåá÷ A+ ì øçáð
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,x1, . . . , xr ìù úåìòîä úà d1, . . . , dr á ïîñð .A+ =
∑r

i=1 Axi ù êë A+ á x1, . . . , xr íééðâåîåä

.äîàúäá

ù n ìù äéö÷åãðàá çéëåð .x1, . . . , xr éãé ìò øöåðä A ìù âåçä úú B = A0[x1, . . . , xr] éäé

ïðåáúð .k < n ìëì Ak ⊆ B ùå n ≥ 1 ù çéðð äúò .A0 ⊆ B ù êëì áì íéùð ìë íãå÷ .An ⊆ B

íé-ai äî ãçà ìë úà .y =
∑r

i=1 aixi ù êë a1, . . . , ar ∈ A íéî�é÷ ïëìå y ∈ A+ éæà .y ∈ An øáàá

ù çéðäì éãë íéôâàä éðùá n äìòîî íé÷ìçä úà äåùðå ïåøçàä ïåéåùá áéöð ,íééðâåîåää åéøáà ìù íåëñë í¹ùøð

,di > 0 å ìéàåä .m < 0 ìëì Am = 0 ù äîëñ»îá åðùîúùä ïåøçàä ïåéåùá .i = 1, . . . , r ,ai ∈ An−di

.y ∈ A0[x1, . . . , xr] ,ïëì .a1, . . . , ar ∈ A0[x1, . . . , xr] ,äéö÷åãðàä úçðä éôì ,ïëì .n− di < n í�é÷úî

âåç øåúá A ,èøôá .øèð âåç àåä A0 ìòî íéîåðéìåô âåç ìëù òáåð èøáìä ìù ñéñáä èôùîî :(à) øøåâ (á) úçëåä

.øèð âåç àåä äæë íéîåðéìåô âåç ìù äðî

ãçà ìë éæà .úéôåñ øöåð âøãî A-ìåãåî M =
⊕∞

n=0 Mn �å âøIî øèð âåç A =
⊕∞

n=0 An éäé :4.2.2 äîì

.úéôåñ øöåð A0 -ìåãåî àåä M ìù Mn íééðâåîåää íéáéëøîäî

äøãâää éôì .A = A0[x1, . . . , xr] ù êë íééðâåîåä x1, . . . , xr ∈ A+ íéî�é÷ 4.2.1 äîì éôì :äçëåä

ìù íéøöåé y1, . . . , ys åéäé .A0-ìåãåî àåä Mn ïëìå A0Mn ⊆ Mn ,èøôá .m,n ìëì AmMn ⊆ Mm+n

äøåöá àåôà äâöäì ïúð y ∈ Mn øáà ìë .ei äìòîî éðâåîåä yi ù çéðäì ìëåð úåéììëä úìáâä éìá .A ìòî M

äìòîî íé÷ìçä úàåùäå A á íééðâåîåä íéøáà ìù íåëñì aj ÷åøô éãé ìò .aj ∈ A øùàá y =
∑s

i=1 ajyj

x1, . . . , xr á íåðéìåô àåä aj = fj(x1, . . . , xr) ,äçðää éôì .aj ∈ An−ej ù çéðäì ìëåð íéôâàä éðùá n

óåøö àåä fj(x1, . . . , xr) ïëìå deg(fj) ≤ n ,ïëì .úéáåéç äìòîî éðâåîåä xi äî ãçà ìë .A0 á íéîã÷î íò

åììä íéîåðåîä øôñîå ìéàåä .A0 á íéîã÷î íò n ì äåù åà äðè÷ äìòîî x1, . . . , xr á íéîåðåîä ìë ìù éøàðéì

.úéôåñ øöåð A0-ìåãåî àåä Mn ,éôåñ

.Z êåúì úéôåñ íéøöåðä A0-éìåãåî ú÷ìçîî éøåáç ï÷úòä λ éäé

éäú :4.2.3 äîì

0 → M0 → M1 → · · · → Mn → 0

.
∑n

i=0(−1)iλ(Mi) = 0 éæà .A0 -éìåãåî ìù ú÷éHî äøãÄñ

úà Ni áå Mi → Mi+1 ä÷úòää ìù ïéòøâä úà Li á ïîñð ïë åîë .Mn+1 = 0 å M−1 = 0 ïîñð :äçëåä
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,úéøåá¤ç λ å ìéàåä .i = 0, . . . , n øåáò Ni = Li+1 ,äçðää éôì .äìù äðåîúä

n∑

i=0

(−1)iλ(Mi) =
n∑

i=0

(−1)i(λ(Li) + λ(Ni))

= λ(L0) +
n−1∑

i=0

(−1)i(λ(Ni)− λ(Li+1)) + (−1)nλ(Nn) = 0

.ùøãðë

å âøIî øèð âåç A =
⊕∞

n=0 A0 éäé :(Hilbert, Serre ,úåéìðåéöøä ïåèôùî) 4.2.4 ïåèôùî

éðâåîåä øáà àåä xi øùàá A = A0[x1, . . . , xr] ù çéðð .úéôåñ øöåð âøIî A-ìåãåî M =
⊕∞

n=0 Mn

.f(t) ∈ Z[t] íò f(t)Qr

i=1
(1−tdi )

äøåöäî úéìðåéöø äéö÷ðåô àåä P (M, t) éæà .i = 1, . . . , r ,di äìòîî

,n ≥ 1 ìëì An = 0 ,äæ äø÷îá .r = 0 åáù äø÷îá ìéçúðå r ìò äéö÷åãðàá èôùîä úà çéëåð :äçëåä

íò íåðéìåô àåä P (M, t) ù ïàëî .åéã ìåãâ n ìëì Mn = 0 ,ïëì .úéôåñ øöåð A0-ìåãåî àåä M å A = A0

.äæ äø÷îá ùøãðë ,íéîìù íéîã÷î

Mn+dr êåúì Mn ìù A-íæéôøåîåîåä åðä xr á ìôë .r − 1 øåáò çëåä ïåèôùîäùå r ≥ 1 ù äúò çéðð

:A-éìåãåî ìù ú÷éHî äøãñ àåôà äøùîå

0 −→ Kn −→ Mn
xr−→ Mn+dr −→ Ln+dr −→ 0 (2)

L åìàå M ìù ìåãåî úú åðä K éæà .L =
⊕∞

n=0 Ln å L0 = · · · = Ldr−1 = 0 ,K =
⊕∞

n=0 Kn ïîñð

.xr éãé ìò íéñôàúî åìàä íéìåãåîä éðù ,ïë ìò øúé .A ìòî úéôåñ íéøöåð íäéðùù ïàëî .M ìù äðî ìåãåî åðä

úéôåñ íéøöåð A0-éìåãåî íä Mn å Ln ,Kn ,4.2.2 äîì éôì .A0[x1, . . . , xdr−1] ìòî ìåãåî íéåäî íä ïëì

,4.2.3 äîì éôì .íéøãâ»î λ(Mn) å λ(Ln) ,λ(Kn) ïëìå

λ(Kn)− λ(Mn) + λ(Mn+dr )− λ(Ln+dr ) = 0

ìá÷ì éãë n ìò íëñðå tn+dr á ïåéåùä úà ìéôëð

∞∑
n=0

λ(Kn)tn+dr −
∞∑

n=0

λ(Mn)tn+dr +
∞∑

n=0

λ(Mn+dr )t
n+dr −

∞∑
n=0

λ(Ln+dr )t
n+dr = 0

ì éùéìùä ,tdrP (M, t) ì äåù éðùä ,tdrP (K, t) ì äåù ìàîù óâàá ïåùàøä øåèä

,ïëì .P (L, t)−∑dr−1
n=0 λ(Ln)tn ì éòéáøäå ,P (M, t)−∑dr−1

n=0 λ(Mn)tn

(1− tdr )P (M, t) = P (L, t)− tdrP (K, t) + g(t) (3)
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úà ìá÷ð P (L, t) å P (K, t) ìò äéö÷åãðàä úçðä úà ìéòôð íà .(dr î äðè÷ äìòîî) íåðéìåô àåä g(t) øùàá

.P (M, t) øåáò úù÷Ëáîä äçñ�ðä

ì ñçéá M ìù ìãâì ããî ùîùî äæ øôñî .d(M) á t = 1 á P (M, t) ìù áè÷ä ìù øãñä úà ïîñð

äø÷îá .A0-úøáâìàë A ìù íééðâåîåää íéøöåéä øôñî ìò äìåò åðéà d(M) ù òáåð úåéìðåéöøä ïåèôùîî .λ

øåáò
(

n
m

)
éîåðéáä íã÷îäù øëæð äæ êøöì .n ìù äéö÷ðåôë λ(Mn) ìò òãéµî úúì ìëåð i ìëì di = 1 åáù ãç�éîä

éãé ìò øãâ»î íéîìù n å m ≥ 0
(

n

m

)
=

n(n− 1) · · · (n−m + 1)
m!

.
(−1
−1

)
= 1 å n ≥ 0 øåáò

(
n
−1

)
= 0 ,

(
n
0

)
= 1 ù íéëñð ïë åîë

:(íééîåðéáä íéîã÷îä úîì) 4.2.5 äîì

.
(

n
m

)
+

(
n

m+1

)
=

(
n+1
m+1

)
(à)

.
∑k

i=0

(
n−1+i
n−1

)
=

(
n+k

n

)
(á)

.(1− t)−n =
∑∞

i=0

(
n−1+i
n−1

)
ti (â)

àéä n = 1 øåáò (â) äçñ�ðä .(à) î k ìò äéö÷åãðàá úòáåð (á) äçñ�ðä .äøãâääî úòáåð (à) äçñ�ðä :äçëåä

.n ìò äéö÷åãðàá (á) î (â) äçñ�ð úòáåð n ≥ 2 øåáò .éñãðä øåèì (1− t)−1 ìù òåãéä çåúôä

.−1 àéä ñôàä íåðéìåô ìù äìòîäù íéëñð

íåðéìåô í�é÷ éæà .i = 1, . . . , r øåáò di = 1 ù ãåò çéðð úåéìðåéöøä ïåèôùî ìù úåçðää ìò óñåðá :4.2.6 äàöåú

ìò øúé .åéã ìåãâ éòáè n ìë øåáò λ(Mn) = g(n) ù êë (r − 1 øúåéä ìëì àéäù) d(M)− 1 äìòîî g ∈ Q[X]

.éáåéç g ìù ïåéìòä íã÷îä éæà ,åéã ìåãâ n ìëì λ(Mn) ≥ 0 íà ,ïë

éðùî 1− t ìù úå÷æç íöîöð .
∑∞

n=0 λ(Mn)tn = f(t)
(1−t)r úåéìðåéöøä úîì éôì .d = d(M) ïîñð :äçëåä

.ak ∈ Z øùàá f(t) =
∑m

k=0 aktk ù äúò çéðð .f(1) 6= 0 ù å r = d çéðäì éãë ïåøçàä ïåéåùä ìù íéôâàä

íééìàéîåðéáä íéîã÷îä úîì éôì ,éæà

∞∑
n=0

λ(Mn)tn =
m∑

i=0

ait
i
∞∑

j=0

(
d + j − 1

d− 1

)
tj

n ≥ m ìëì ,ïëì

λ(Mn) =
m∑

k=0

ak

(
d + n− k − 1

d− 1

)
(4)

41



nd−1 ìù íã÷îäå d−1 ìù äìåò äðéàù äìòîî n á íåðéìåô àåä (4) ìù ïéîé óâàá íééîåðéáä íéîã÷îäî ãçà ìë

g(n) = λ(Mn) ù êë d − 1 äìòîî g ∈ Q[X] íåðéìåô íéJù ïàëî .
∑m

k=0
ak

(d−1)! = f(1)
(d−1)! 6= 0 åðä

.åéã ìåãâ n ìëì

0 < t < 1 ìëì ïåëðä
∑∞

n=0 λ(Mn)tn = f(t)
(1−t)d ïåéåùäî éæà ,åéã ìåãâ n ìëì λ(Mn) ≥ 0 íà

.éáåéç ( f(1)
(d−1)! ì äåùä) g ìù ïåéìòä íã÷îäå åéã ìåãâ n ìëì λ(Mn) > 0 ïëìå f(1) > 0 ù òáåð

.èøáìä íåðéìåô àø÷ð (n ìù äéö÷ðåôë) λ(Mn) íåðéìåôä

A-éìåãåî M ′ =
⊕∞

n=0 M ′
n å M =

⊕∞
n=0 Mn åéäéå âøIî øèð ìåãåî A =

⊕∞
n=0 An éäé :4.2.7 äîì

α: M → M ′ íæéôøåîéôà í�é÷å A = A0[x1, . . . , xr] ù êë x1, . . . , xr ∈ A1 íéî�é÷ù çéðð .úéôåñ íéøöåð íéâøIî

.d(M) ≥ d(M ′) éæà .íééìéìù éà íéëøò ÷ø úìá÷î λ úéøåáçä äéö÷ðåôäù çéðð ãåò .íéâøIî íéìåãåî ìù

å g(n) = λ(Mn) ù êë íééáåéç íéðåéìò íéîã÷î íò g, g′ ∈ Q[X] íéîåðéìåô úðúåð 4.2.6 äàöåú :äçëåä

éôì .deg(g′) = d(M ′) − 1 å deg(g) = d(M) − 1 ,ïë ìò øúé .åéã ìåãâ n ìë øåáò g′(n) = λ(M ′
n)

g(n) ≥ g′(n) ù ïàëî .λ(Mn) = λ(M ′
n) + λ(Ker(α|Mn)) ≥ λ(M ′

n) ïëìå α(Mn) = M ′
n ,äçðää

,ïëì .deg(g) ≥ deg(g′) ù ïàëî òáåð ,íééáåéç g′ å g ìù íéðåéìòä íéîã÷îäå ìéàåä .åéã ìåãâ n ìëì

.d(M) ≥ d(M ′)

øåáò xm = 0 íà ,øîåìë) M ìù ñôà ÷ìçî åðéàù øáà x ∈ Ak éäé úåéìðåéöøä ïåèôùî ìù íéàðúá :4.2.8 ïåèôùî

.d(M/xM) = d(M)− 1 éæà .(m = 0 éæà ,m ∈ M

ìåãåî àåä x á M éøáà ìù ìôë ìù ïéòøâä ,äçðää éôì .x á úåéìðåéöøä èôùî úçëåäá xr úà óéìçð :äçëåä

äøö÷ä ú÷éHîä äøãñä úà íéìá÷î åðà (2) íå÷îá .ñôàä

0 −→ Mn
x−→ Mn+k −→ Ln+k −→ 0

:(3) íå÷îá àáä ïåéåùä úà ìá÷ð ,í�ëñðå tn+k á ìéôëð ,åæ äøãñ ìò λ úà ìéòôð íà .L = M/xM øùàá

(1− tk)P (M, t) = P (L, t) + g(t)

øãñäî 1 á äåáâ t = 1 á P (M, t) ìù áè÷ä ìù øãñäù òáåð ïàëî .íéîìù íéîã÷î íò íåðéìåô àåä g(t) øùàá

.d(L) = d(M)− 1 ,úåøçà íéìîá .t = 1 á P (L, t) ìù

.
(
r−1+n

r−1

)
àåä íéðúùî r á n äìòîî íéîåðåîä øôñî :4.2.9 äîì

íéðúùîá k äìòîî Xi1
1 · · ·Xir−1

r−1 íåðåî ìù äìôëî àåä X1, . . . , Xr íéðúùîá n äìòîî íåðåî ìë :äçëåä

ìá÷ð ,äòåãéë r − 1 øåáò äçñ�ðä úà çéðð íà .0 ≤ k ≤ n å X
n−i1−···−ir−1
n ä÷æçá X1, . . . , Xr−1
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íéðúùî r á n äìòîî íéîåðåîä øôñî ïëì .
(
r−2+k

r−2

)
àåä íéðúùî r − 1 á k äìòîî íéîåðåîä øôñîù

äéö÷åãðàäå ,
(
r−1+n

r−1

)
ì ïåøçàä íåëñä äåù , 4.2.5 íééìàéîåðéáä íéîã÷îä úîì éôì .

∑n
k=0

(
r−2+k

r−2

)
àåä

.äîìù«ä

ìòî X1, . . . , Xr íéðúùîá íéîåðéìåôä âåç A = A0[X1, . . . , Xr] éäéå ïéèøà âåç A0 éäé :4.2.10 äîâH

ìòî éùô©ç ìåãåî åäæ .n äìòîî íéîåðéìåôä ìëî áëø»î ,An ,åìù n ä áéëøîäå âøIî âåç àåä A øåëæë .A0

íâ éäåæ .
(
r−1+n

r−1

)
àåä åìàä íéîåðéìåôä øôñî 4.2.9 äîì éôì .n äìòîî íéîåðåîä úöåá÷ åñéñáù A0

,4.2.5 íééìàéîåðéáä íéîã÷îä úîì éôì ,ïëì .l(An) = l(A0)
(
r−1+n

r−1

)
,3.3.7 äàöåú éôì .An ìù äâøãä

ïëìå l(A0) = 1 éæà ,äãù àåä A0 íà ,èøôá .d(A) = r ù ïàëî .P (A, t) =
∑∞

n=0 l(An)tn = l(A0)
(1−t)r

.P (A, t) = 1
(1−t)r

.éîå÷î âåç ìù èøáìä éîåðéìåô 4.3

n ìë øåáò χA(n) = l(A/mn) í�é÷éù Q[X] á χA íåðéìåô íéàúð (A,m) éîå÷î øèð âåçì

ù åðçëåä íãå÷ä óéòñá .P (G(A), t) =
∑∞

k=0 l(mk/mk+1)tk äø÷ðàåô øåèá ïðåáúð éðù ãöî .åéã ìåãâ

.χA ìù äìòîì äåù t = 1 á P (G(A), t) ìù áèSäù çéëåð ïàë .P (G(A), t) ∈ Q(t)

:4.3.1 äîì

.n ≥ 0 ìëì fr(n) =
∑n

k=0 kr ù êë r + 1 äìòîî fr ∈ Q[X] íåðéìåô í�é÷ íìù r ≥ 0 ìëì (à)

çéðð .íééòáè íéøôñî n0 å r åéäéå íééìðåéöø íéøôñî ìù úåøãñ éúù m0,m1,m2, . . . å l0, l1, l2, . . . äðééäú (á)

.n ≥ 0 ìëì ln+1 − ln = mn å n ≥ n0 ìëì mn = f(n) ù êë r − 1 äìòîî f ∈ Q[X] íåðéìåô í�é÷ù

.n ≥ n0 − 1 ìëì ln = g(n) ù êë r äìòîî g ∈ Q[X] íåðéìåô í�é÷ éæà

r = 1 øåáò .f0(X) = X + 1 úç÷ì ìëåð .
∑n

k=0 k0 = n + 1 í�é÷úî r = 0 øåáò :à úçëåä

íéî�é÷ù äúò çéðð .f1(X) = 1
2X2 + 1

2X øåáò àåôà äðåëð äðòèä ,
∑n

k=0 k1 = n(n+1)
2 í�é÷úî

.(k+1)r+1−kr+1 =
∑r

i=0

(
r+1

i

)
ki ïúåð ïåèåéð ìù íåðéá çåúô .äðòÇèä äðåëð íøåáòù f1, . . . , fr ∈ Q[X]
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,ïëì

(n + 1)r+1 − 1 =
n∑

k=0

[(k + 1)r+1 − kr+1]

=
n∑

k=0

r∑

i=0

(
r + 1

i

)
ki

=
r∑

i=0

(
r + 1

i

) n∑

k=0

ki

=
r∑

i=0

(
r + 1

i

)
fi(n)

,ïëì .rfr(n) åðä ïéîé óâàá i = r ì íéàúîä øáàä

rfr(n) = nr+1 +
r∑

i=1

(
r + 1

i

)
ni −

r−1∑

i=0

(
r + 1

i

)
fi(n)

ïëì

fr(X) =
1
r
Xr+1 +

1
r

r∑

i=1

(
r + 1

i

)
Xi − 1

r

r−1∑

i=0

(
r + 1

i

)
fi(X)

.r øåáò äðòèä úà í�é÷î

.ar−1 6= 0 å ai ∈ Q íò f(X) =
∑r−1

i=0 aiX
i ,äçðää éôì .c =

∑n0−1
k=0 [mk − f(k)] ïîñð :á úçëåä

,(à) éôì ,í�é÷úî n ≥ n0 ìëì

ln+1 − l0 =
n∑

k=0

mk =
n∑

k=0

f(k) + c

=
n∑

k=0

r−1∑

i=0

aik
i + c =

r−1∑

i=0

ai

n∑

k=0

ki + c =
r−1∑

i=0

aifi(n) + c

ln = g(n) í�é÷îå íééìðåéöø íéîã÷î ìòá ,r äìòîî åðä g(X) =
∑r−1

i=0 aifi(X − 1) + c + l0 íåðéìåôä

.n ≥ n0 − 1 ìëì

å úéôåñ øöåð A-ìåãåî M ,
√

q = m íò A ìù íéã÷î ìàãéà q ,éîå÷î øèð âåç (A, m) åéäé :4.3.2 ïåèôùî

:éæà .äáéö�é q-úððñî (Mn)n=0,1,2,...

.éôåñ êøà ìòá ìåãåî àåä M/Mn äðîä n ≥ 0 ìëì (à)

ìù s éøòæîä øôñîä ìò äìåò äðéàù äìòîî íééìðåéöø íéîã÷î íò g(n) íåðéìåô àåä l(M/Mn) ,åéã ìåãâ n ìëì (á)

.q ìù íéøöåé
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.äðåúðä äððñîá àì íìåà q å M á ÷ø íééåìú g ìù ïåéìòä íã÷îäå äìòîä (â)

éîå÷îä âåçäù òáåð ,éøèð A ù äçðääî .Gq(A) =
⊕∞

n=0 qn/qn+1 âøIîä âåçá ïðåáúð :à úçëåä

íéôé÷îä A ìù íééðåùàøä íéìàãéàä ìë ìù êåúçä åðä m ,äçðää éôì ,úàæì óñåðá .éøèð Gq(A)0 = A/q

èôùî éôì .dim(A/q) = 0 ù ïàëî .p úà óé÷·îäå m á ùîî ìëåîä éðåùàø ìàãéà íåù A ì ïéà ,ïëì .q úà

àåä G(M) =
⊕∞

n=0 Mn/Mn+1 å øèð âåç åðä Gq(A) ,2.7.1 äîì éôì .éðéèøà A/q ,3.3.6 é÷åöé÷à

,úåøçà íéìîá .AMn ⊆ Mn èøôá ,n å k ìëì qkMn ⊆ Mk+n ,äçðää éôì .âøIî úéôåñ øöåð Gq(A)-ìåãåî

A/q å ìéàåä .úéôåñ øöåð A/q-ìåãåî àåä Mn/Mn+1 ,ïëì .úéôåñ øöåð ïëìå M ìù A-ìåãåî úú åðä Mn

,3.2.3 ïåèôùî éôìå å (3.3.7 äàöåú) éôåñ êøà Mn/Mn+1 ì ùé ,éðéèøà

l(M/Mn) =
n∑

i=1

l(Mi−1/Mi) (5)

A/q-úøáâìàë Gq(A) úà íéøöåé x1 +q2, . . . , xr +q2 éæà .q ìàãéàä ìù íéøöåé x1, . . . , xr åéäé :á úçëåä

éãë (M íå÷îá) G(M) ìåãåîä øåáò 4.2.6 äàöåúá ùîúùð .1 àéä åìàä íéøöåéäî ãçà ìë ìù äìòîäå

,(5) éôì .(íéìåãâ íé-n øåáò) r − 1 ìò äìåò äðéàù äìòîî íåðéìåô àåä f(n) = l(Mn/Mn+1) ù ìá÷ì

íéîã÷î íò n á íåðéìåô àåä g(n) = l(M/Mn) ,4.3.1 äîì éôì ,ïëì .f(n) = l(M/Mn+1)− l(M/Mn)

.åéã ìåãâ n ìë øåáò r ìò äìåò äðéàù äìòîî íééìðåéöø

åøåáòù íåðéìåô g′ ∈ Q[X] éäé .M ìù äáéöé úôñåð q-úððñî (M ′
n)n=0,1,2,... éäú :â úçëåä

M ′
n+1 = qM ′

n å Mn+1 = qMn ù êë n0 éòáè øôñî úðúåð úåáéö�éä .åéã ìåãâ n ìëì g′(n) = l(M/M ′
n)

úåéøåáçäî .M ′
n0+n ⊆ M ′

n ,äîåã ïôàá .Mn0+n = qnMn0 ⊆ qnM = qnM ′
0 ⊆ M ′

n ,ïëì .n ≥ n0 ìëì

ïôàá .åéã ìåãâ n ìëì g(n0 + n) = l(M/Mn0+n) ≥ l(M/M ′
n) = g′(n) ù àåôà òáåð êøàä úéö÷ðåô ìù

,g(X) = amXm + · · ·+ a0 ïîñð íà . g(n)
g′(n) ≤ g′(n0+n)

g′(n) ïëì .åéã ìåãâ n ìëì g′(n0 +n) ≥ g(n) ,äîåã

ù ìá÷ð ,am 6= 0 å a0, . . . , am ∈ Q øùàá

. lim sup
n→∞

g(n)
g′(n)

≤ lim
n→∞

(
n0 + n

n

)m

= 1

äìòîä äúåà g′ å g íéîåðéìåôìù òáåð ïàëî .limn→∞
g(n)
g′(n) = 1 ,ïëì .lim supn→∞

g′(n)
g(n) ≤ 1 ,äîåã ïôàá

.íéðåéìò íéîã÷î íúåàå

í�é÷î àåä .χM
q á ïîËñî (qnM)n=0,1,2,... äððñîì íéàúîä íåðéìåôä

χM
q (n) = l(M/qnM)
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m-íéã÷îä ìàãéàä ìù éðéô¸àä íåðéìåôä χq ì àø÷ðå χA
q íå÷îá χq í¹ùøð M = A åáù äø÷îá .åéã ìåãâ n ìëì

:äæ äø÷îá ïúåð 4.3.2 ïåèôùî .χq(n) = l(A/qn) àåôà í�é÷î äæ íåðéìåô .q

øôñîä àåä r øùàá ,r ì äåù åà äðè÷ äìòîî χq(n) íåðéìåô àåä l(A/qn) êøàä ,åéã ìåãâ n ìë øåáò :4.3.3 äàöåú

.q ìù íéøöåé ìù øúåéá ïè÷ä

:éðéô³àä íåðéìåôä ìù äìòîä úà äðùî äðéà q m-íéã÷îä ìàãéàä ìù úøçà äøéçá

.deg(χq) = deg(χm) éæà .A ìù m-íéã÷î ìàãéà q å øèð ìåãåî (A, m) éäé :4.3.4 ïåèôùî

ïàëîå mk ⊆ q ⊆ m ù êë k í�é÷ ïëì .q ì úë�éù åìù øöåé ìë ìù ä÷æçå úéôåñ øöåð m ìàãéàä :äçëåä

,ïëì .éòáè n ìëì l(A/mn) ≤ l(A/qn) ≤ l(A/mkn) ,ïëì .éòáè n ìëì mkn ⊆ qn ⊆ mn ù

òáåð ,Q á íéîã÷î íò íéîåðéìåô íä χq å χm å ìéàåä .åéã ìåãâ éòáè n ìëì χm(n) ≤ χq(n) ≤ χm(kn)

.ùøãðë ,deg(χm) = deg(χq) ù ïàëî

χq íéîåðéìåôä ìë ìù úôú»ùîä äìòîä úà d(A) á ïîñð .éîå÷î øèð âåç (A, m) éäé .d(A) éåäæ :4.3.5 äøòä

.d(A) = deg(χm) ,èøôá .m-íéîéã÷î íéìàãéà øåáò

íéàúîä äø÷ðàåô øåèáå Gq(A) =
⊕∞

n=0 qn/qn+1 âøIîä âåçá ïðåáúð .A ìù m-íéã÷î ìàãéà q éäé

.P (Gq(A), t) =
∞∑

n=0

l(qn/qn+1)tn

ìò A/q-ìåãåîë øöåð Gq(A) âåçä .t = 1 á P (Gq(A), t) ìù áè÷ä ìù øãñä åðä d(Gq(A)) ,äøãâää éôì

íåðéìåô àåä l(qn/qn+1) ,4.2.6 äàöåú éôì ,ïëì .(q ìù íéøöåé ìù q2 åìåãåî úå÷ìçî) 1 äìòîî íéøáà éãé

àåä l(A/qn) ù íéìá÷î 4.3.1 ïåèôùîî .åéã ìåãâ n ìë øåáò ,d(Gq(A)) − 1 äìòîî íééìðåéöø íéîã÷îá

ìù áè÷ä ìù øãñä àåä d(A) = d(Gq(A)) ,úåøçà íéìîá .åéã ìåãâ n ìëì d(Gq(A)) äìòîî n á íåðéìåô

.t = 1 á P (Gq(A), t)

.íééîå÷î øèð éâåç ìù ãîîä úøåú 4.4

ìù m-íéã÷î ìàãéà ìù éøòæîä íéøöåéä øôñî úà δ(A) á ïîñð .éîå÷î øèð âåç (A, m) éäé

úåðåéåùä éà úà çéëåðù éãé ìò úàæ äùòðå δ(A) = d(A) = dim(A) ù çéëåäì íéôàåù åðà .A

.åæ úøùøùá äðåùàøä äéì«çá ìéçúð .δ(A) ≥ d(A) ≥ dim(A) ≥ δ(A)

.δ(A) ≥ d(A) :4.4.1 äîì

øåáò ,äåù åæ äìòî .χq íåðéìåôä ìù äìòîì äåù d(A) ,4.3.5 äøòä éôì .A ìù íéã÷î m-ìàãéà q éäé :äçëåä

ïåèôùî) q ìù íéøöåé ìù éøòæîä øôñîä ìò äìåò äðéà àéäå deg(l(A/qn)) íåðéìåôä ìù äìòîì ,åéã ìåãâ n ìë

.d(A) ≤ δ(A) ù òáåð ,(4.3.4 ïåèôùî) q á éåìú åðéà d(A) å ìéàåä .(4.3.2
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:4.2.8 ïåèôùîì äìéá÷î äàáä äàöåúä

åðéàù A ìù øáà x éäé ,úéôåñ øöåð A-ìåãåî M éäé .A ìù m-íéã÷î ìàãéà q å éîå÷î âåç (A, m) åéäé :4.4.2 äîì

.deg(χM ′
q ) ≤ deg(χM

q )− 1 éæà .M ′ = M/xM ïîñðå M ìù ñôà ÷ìçî

úåøãñ ïä úåøåùä åáù A-éìåãåî ìù àáä éôåìçä íéùøúá ïðåáúðå Nn = N ∩ qnM ïîñð n ìëì :äçëåä

:úå÷�éHî úåøö÷

0 // N // M // M ′ // 0

0 // Nn
// qnM // qnM ′ // 0

äøö÷ ú÷éHî äøãñ ìá÷ð äéðùá äðåùàøä äøåùä úà ÷ìçð íà

0 → N/Nn → M/qnM → M ′/qnM ′ → 0

,åéã ìåãâ n øåáò .l(M ′/qnM ′) = l(M/qnM) − l(N/Nn) :úðúåð êø¹àä äéö÷ðåô ìù úåéøåáçä

ñéø-ïéèøà èôùî úà ìéòôð l(N/Nn) úà áùçì éãë .χM
q (n) = l(M/qnM) å χM ′

q (n) = l(M ′/qM ′)

ìëì Nk+k0 = qkNk0 ïëìå qk+k0M ∩N = qk(qk0M ∩N) ù êë k0 ìá÷ì éãë [âè èôùî ,3á äøáâìà]

ñç�éá N ìù (Nn)n=0,1,2,... äððñîä ïëìå k ≥ 0 ìëì qNk+k0 = qk+1Nk0 = Nk+1+k0 ù ïàëî .k ≥ 0

íéìá÷î åðà .åéã ìåãâ n ìë øåáò g(n) = l(N/Nn) ù êë g ∈ Q[X] íåðéìåô úðúåð 4.3.2 äîì .äáéö�é q ì

åðéà x å ìéàåä .χM ′
q (X) = χM

q (X) − g(X) ,ïëì .åéã ìåãâ n ìëì χM ′
q (n) = χM

q (n) − g(n) ù àåôà

íéåù g ìù ïåéìòä íã÷îäå äìòîä ïëì .N = xM ìò M ìù íæéôøåîåæéà åðä x á ìôëä ,M ìù ñôà ÷ìçî

äéäù éôë ,deg(χM ′
q ) ≤ deg(χM

q ) − 1 ,ïëì .(4.3.2 ïåèôùî éôì) χM
q ìù ïåéìòä íã÷îìå äìòîì äîàúäá

.çéëåäì

.M = A åáù äø÷îì äîì úà íù�éð

.d(A/Ax) ≤ d(A)− 1 éæà .ñôà ÷ìçî åðéàù A ìù øáà x å éîå÷î øèð âåç A éäé :4.4.3 äàöåú

.d(A) ≥ dim(A) :4.4.4 äîì

ìù äìòîä åðä d(A) ,äøãâää éôì .d(A) = 0 åáù äø÷îá ìéçúðå d(A) ìò äéö÷åãðàá äîìä úà çéëåð :äçëåä

êë éòáè n àåôà í�é÷ .åéã ìåãâ n øåáò òåá÷ l(A/mn) ù ïàëî .åéã ìåãâ n ìëì χm(n) = l(A/mn) å χm

ïéèøà âåç åðä A ,3.3.8 ïåèôùî éôì ,ïëì .mn =
⋂∞

k=0 mn+k = 0 ,äî�é÷ð ìù äîìä éôì .mn = mn+1 ù

.çéëåäì êéøö äéäù éôë ,dim(A) = 0 ,3.3.6 é÷åöé÷à èôùî éôì .éîå÷î

47



íéòãåé åðà ïéà äæ áìùá .d(A′) < d(A) íò A′ âåç ìë øåáò äçëåä äîìäùå d(A) ≥ 1 ù çéðð äúò

ìù íééðåùàø íéìàãéà ìù r êøàî p0 ⊂ p1 ⊂ · · · ⊂ pr úøùøùá àåôà ïðåáúð .éôåñ dim(A) ù ï�éãò

äðåù øáà àåä x′ = x + p0 å éøèð éîå÷î úåîìù íåçú àåä A′ = A/p0 éæà .x ∈ p1r p0 øçáð .A

ú÷úòä .d(A′/A′x′) ≤ d(A′) − 1 ,4.4.3 äàöåú éôì .A′ ìù ñôà ÷ìçî åðéà x′ èøôá ,A′ ìù ñôàî

íæéôøåîéôà äøùî ïëìå A′ ìù m′ éáøîä ìàãéàä ìò A ìù m éáøîä ìàãéàä úà ä÷éúòî A → A′ äðîä

.χm(n) ≥ χm′(n) ,åéã ìåãâ n ìë øåáòù ïàëî .l(A/mn) ≥ l(A′/(m′)n) ïëì .A/mn → A′/(m′)n

éôìå d(A′/A′x′) ≤ d(A′) − 1 ≤ d(A) − 1 ,ïëì .d(A) = deg(χm) ≥ deg(χm′) = d(A′) ,ïëì

íéìàãéà úøùøù ìù êøàäù øîåà äæ øáã .dim(A′/A′x′) ≤ d(A′/A′x′) ≤ d(A) − 1 ,äéö÷åãðàä úçðä

úøùøùä ìù p̄1 ⊂ · · · ⊂ p̄r äðåîúá ïðåáúð íà ,èøôá .d(A) − 1 ìò äìåò åðéà A′/A′x′ á íééðåùàø

.r ≤ d(A) ,ïëì .d(A)− 1 ìò äìåò åðéà r− 1 äëøàù ìá÷ð A → A′/A′x′ ä÷úòää úçú p1 ⊂ · · · ⊂ pr

.äîìù«ä äéö÷åãðàäå ,dim(A) ≤ d(A) ù ïàëî

.éôåñ åðä éîå÷î øèð âåç ìù ãîîä :4.4.5 äàöåú

ìù éáøîä êøàä åðä p éðåùàø ìàãéà ìù height(p) äá�âä .A ìù éðåùàø ìàãéà p å åäùìë âåç A éäé

ïéá øãñ úøîåù úéëøò ãç ãç äîàúä úî�é÷å ìéàåä .A ìù p0 ⊂ p1 ⊂ · · · pr = p íééðåùàø íéìàãéà úøùøù

.height(p) = dim(A) ù ìá÷ð Ap ìù íééðåùàøä íéìàãéàä ïéáå p á íéìëåîä A ìù íééðåùàøä íéìàãéàä

:äá�â ìù íéçðåîá ùãçî çñðì àåôà ìëåð 4.4.5 äàöåúä úà

úøùøùä éàðú úà í�é÷î âåçá íééðåùàøä íéìàãéàä óñà ,èøôá .éôåñ äá�â éðåùàø ìàãéà ìëì ùé øèð âåçá :4.4.6 äàöåú

.úãøåéä

úøùøù ìù éáøîä êøàë A âåçá p éðåùàø ìàãéà ìù (depth) ÷îÉòä úà øéãâäì ìëåð äîåã ïô¹àá :4.4.7 äøòä

éðåùàø ìàãéà ìù äá�âì ãåâðá íìåà .depth(p) = dim(A/p) øîåìë ,p á äìéçúîä íééðåùàø íéìàãéà ìù äìåò

.éôåñðéà úåéäì ìåëé åìù ÷îÉòä ,øèð âåçá

.éôåñ ÷îÉò éðåùàø ìàãéà ìëì ùé éîå÷î øèð âåçáù çëåä :4.4.8 ìéâøú

,ïëì .íéøáà d éãé ìò øöåðä A ìù m-íéã÷î ìàãéà í�é÷ éæà .d ãîîî éîå÷î øèð âåç (A, m) éäé :4.4.9 äîì

.dim(A) ≥ δ(A)

p éðåùàø ìàãéà ìëìå k ≤ d ìëì k ≤ height(p) ù êë A ìù x1, . . . , xd íéøáà d äéö÷åãðàá øéãâð :äçëåä

ìàãéà ìë ìù äáâäù êë A á x1, . . . , xk−1 øáë åðàöîùå 1 ≤ k ≤ d ù äúò çéðð .x1, . . . , xk úà ìéëîä
∑k−1

i=1 Axi ì íéë�éùä A ìù íééðåùàøä íéìàãéàä ìë ïéáî .k−1 úåçôì àåä x1, . . . , xk−1 úà ìéëîä éðåùàø

éôì) k − 1 ì äåù íäá�âù åìà p1, . . . , ps åéäé ,(
∑k−1

i=1 Ai úà íéôé÷îä íééðåùàøä ïéáî íééøòæî ,øîåìë)
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í�é÷úî ,k − 1 < dim(A) = height(m) å ìéàåä .(s = 0 ù ïëúé íìåà ,éôåñ s ,[ä.é ïåèôùî ,3á äøáâìà]

éäé .xk ∈ mr
⋃s

j=1 pj øçáð .m 6⊆ ⋃s
j=1 pj ,[âé.à ïåèôùî ,3á äøáâìà] éôì .j ìëì m 6⊆ pj ïëìå m 6= pj

êë j í�é÷ íà .
∑k−1

i=1 Axi ì ê�éùä A ìù p éðåùàø ìàãéà óé÷î q éæà .x1, . . . , xk úà ìéëîä éðåùàø ìàãéà q

éæà ,j ìëì p 6= pj íà .height(q) ≥ height(p) + 1 = k ïëìå p ⊂ q ïëì ,xk ∈ qr p éæà ,p = pj ù

.úùøåã äéö÷åãðàäù éôë ,height(q) ≥ k äø÷î ìëáù êë .height(q) ≥ height(p) ≥ k

p ⊆ m å ìéàåä .height(p) ≥ d ,äé�ðáä éôì .
∑d

i=1 Axi ìàãéàì ê�éùä A ìù éðåùàø ìàãéà p äúò éäé

,ïëì .m =
√∑d

i=0 Axi ù òáåð ïàëî .p = m ù ìá÷ð ,height(p) ≤ height(m) = dim(A) = d å

.çéëåäì äéäù éôë ,δ(A) ≤ d ù òáåð ïàëî .m-íéã÷î
∑d

i=0 Axi

:àáä èôùîä úà ìá÷ð ,4.4.9 å 4.4.4 ,4.4.1 úåîìä úà óøöð íà

:äæì äæ íéåù (A, m) éîå÷î øèð âåçì íéôø�öîä íéàáä íéøôñîä úùìù :(ãîîä èôùî) 4.4.10 èôùî

.(dim(A) åäæ) A ìù íééðåùàø íéìàãéà ìù úøùøù ìù éáøîä êøàä (à)

åðîéñ ì"ðä äìòîä úà .åéã ìåãâ n ìëì χm(n) = l(A/mn) äðåëúä éãé ìò øãâ»îä) χm éð�éôàä íåðìåôä ìù äìòîä (á)

.(.d(A) á

.(δ(A) åäæ) A ìù m-íéã÷î ìàãéà ìù íéøöåé ìù éøòæîä øôñîä (â)

X1, . . . , Xn íéðúùîá íéîåðéìåôä âåç R = K[X1, . . . , Xn] éäé .äãù ìòî íéîåðéìåôä âåç ãîî :4.4.11 äîâH

.éîå÷î øèð âåç àåä A éæà .A = Rm åìù íå÷´îáå m =
∑n

i=1 RXi éáøîä ìàãéàá ïðåáúð .K äãù ìòî

éæà .k äìòîî X1, . . . , Xn á íéîåðåîä ìë éãé ìò øöåðä K ìòî éøåè÷åä áçøîä úà Rk á ïîñð éòáè k ìëì

.âøIî âåçë R ìù äâöä àåä R =
⊕∞

k=0 Rk

øùàá , f(X)
g(X) äðîë äâöäì ïú�ð mkA ìù u øáà ìë .àáä ïôàá αk: mkA → Rk ä÷úòä øéãâð

äàøî ä÷éãá .αk(u) = fk(X)
g(0) øéãâð .g(0) 6= 0 å i ìë èòîë øåáò fi = 0 ,fi ∈ Ri ,f =

∑∞
i=k fi

íæéôøåîåæéà äøùî àåä ïëì .mk+1A åðéòøâù íæéôøåîéôà äåäî αk ùå u ìù äâöäá éåìú åðéà αk(u) ù

å uv ∈ mk+lA éæà v ∈ mlA íà ,ïë ìò øúé .K ìòî íééøåè÷å íéáçøî ìù mkA/mk+1A ∼= Rk

.íéâøIî íéâåç ìù α: Gm(A) → R ,íæéôøåîåæéà àåôà øéãâî íé-αk ä óñà .αk(u)αl(v) = αk+l(uv)

éôì .n åðä t = 1 á åìù áè÷ä ìù øãñä ,èøôá . 1
(1−t)n ì äåù R ìù äø÷ðàåô øåè ,4.2.10 äîâH éôì

ïàëî .n = dim(A) ,ãîîä èôùî éôì ,ïëì .χm éðéô¸àä íåðéìåôä ìù äìòîä íâ àåä n = d(A) ,4.3.5 äøòä

.4.1.5 èôùîá åðçëåä åæ äàöåú .dim(R) = n ù ïàëî ÷éñäì íéìåëé åððéà íìåà .height(m) = n ù íâ òáåð

.dim(A) ≤ dimK̄(m/m2) éæà .åìù úåéøàùä äãù K̄ = A/m éäéå éîå÷î øèð âåç (A, m) éäé :4.4.12 äàöåú
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.K̄ ìòî éøåè÷å áçøîë m/m2 ì ñéñá úååäî m2 åìåãåî íäéúåðåîúù m ìù íéøáà x1, . . . , xr åéäé :äçëåä

.dim(A) = δ(A) ≤ r ,ãîîä èôùî éôì .m úà íéøöåé x1, . . . , xr ,äî�é÷ð ìù äîìä éôì

.íéã÷î ìàãéà åðä q éæà .
√

q = m í�é÷îä A ìù ìàãéà q éäé�å éîå÷î âåç (A, m) éäé :4.4.13 äîì

.íéã÷î q ù ïàëî .y ∈ q ïëìå A á êéôä x éæà ,x /∈ m íà .xy ∈ q íéî�é÷îä A ìù íéøáà x, y åéäé :äçëåä

äìåò åðéà
∑r

i=1 Axi ì ê�éùä p éðåùàø ìàãéà ìë ìù äá�âä éæà .x1, . . . , xr ∈ A å øèð âåç A éäé :4.4.14 äàöåú

.r ìò

ìàãéàä àåä m = pAp å øèð âåç åäæ .pAp åìù ãéçéä éáøîä ìàãéàä íò Ap éîå÷îä âåçì øÉáòð :äçëåä

,ãîîä èôùî éôì ,ïëì .A ìù íéã÷î ìàãéà àåä q ,4.4.13 äîì éôì .q =
∑r

i=1 Apxi ì ê�éùä ãéçéä éðåùàøä

.r ≥ dim(Ap) = height(p)

ìë ìù äáâä éæà .ñôà ÷ìçî åðéàù A ìù øáà x å øèð âåç A éäé :(ìeø÷ ìù éùàøä ìàãéàä èôùî) 4.4.15 äàöåú

.1 ì äåù Ax ìàãéàì ê�éùä p éðåùàø ìàãéà

height(p) = 0 äéä åì´à .height(p) ≤ 1 ,4.4.14 äàöåú éôì .Ax ì ê�éùä A ìù éðåùàø ìàãéà p éäé :äçëåä

á ãéçéä éðåùàøä ìàãéàä àåä pAp ù ïàëî .0 ì ê�éùä éðåùàø ìàãéà p äéä ïëìå A ìù éøòæî éðåùàø ìàãéà p äéä

.uxn = 0 ù êë u ∈ Ar p íé÷ù ,úøîåà úàæ .Ap á xn = 0 ù êë éòáè n í�é÷ èøôá .éñéôà pAp ,ïëì .Ap

.äçðäì ãåâ�ðá ,A ìù ñôà ÷ìçî àåä x ,ïëì

.dim(A/Ax) = dim(A)− 1 éæà .ñôà ÷ìçî åðéàù m ìù øáà x å éîå÷î øèð âåç (A, m) éäé :4.4.16 äàöåú

åðì ïúåð ,êãéàî .d = dim(A/Ax) ≤ dim(A) − 1 ,4.4.10 ãîîä èôùîå 4.4.3 äàöåú éôì :äçëåä

x1, . . . , xd åéäé .x̄1, . . . , x̄d íéøáà d éãé ìò øöåðä m/Ax ì ñçéá A/Ax á q̄ íéã÷î ìàãéà 4.4.10 èôùî

éãé ìò øöåðä A ìù m-íéã÷î ìàãéà àåä q éæà .A ì q̄ ìù äîøä q éäéå A ì x̄1, . . . , x̄d ìù úåîøä

ù íéìá÷î åðà íãå÷ä ïåéåùä éà íò óåøöá .dim(A) ≤ d + 1 ,4.4.10 èôùî éôì ,ïëì .x, x1, . . . , xd

.dim(A) = dim(A/Ax) + 1

.dim(Â) = dim(A) éæà .åìù úéãà-m ä äîìùää (Â, m̂) éäúe éîå÷î øèð âåç (A, m) éäé :4.4.17 äàöåú

.dim(A) = dim(Â) ,ãîîä èôùî éôì .χm = χm̂ ,ïëì .A/mn ∼= Â/m̂n ,2.5.5 äîì éôì :äçëåä

.K ìòî X1, . . . , Xn á íééìîøåôä úå÷æçä éøåè âåç Â = K[[X1, . . . , Xn]] å äãù K éäé :4.4.18 äàöåú

.dim(Â) = n ,éæà
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éãé ìò øöåðä éáøîä ìàãéàì ñçéá K[X1, . . . , Xn] íéîåðéìåôä âåç ìù íå÷´îä úà A á ïîñð :äçëåä

éôì ,ïëì .dim(A) = n ,4.4.11 äîâH éôì .åìù äîìùää åðä Â å éîå÷î øèð âåç àåä A éæà .X1, . . . , Xn

.dim(Â) = n ,4.4.17 äàöåú

.íéã�öµî úëøòî 4.5

system of) íéã�öµî úëøòî úàø÷ð x1, . . . , xr äöåá÷ .r ãîîî éîå÷î øèð âåç (A,m) éäé

ïåèôùîá úøà¹úîä úåìú éà úðåëú ùé åæë úëøòîì .m-íéã÷î ìàãéà åðä
∑r

i=1 Axi íà A ìù (parameters

.ïìäì 4.5.2

.âåç A éäé :4.5.1 äîì

.af = 0 ù êë ñôàî äðåù a ∈ A í�é÷ éæà ,A[X] á ñôà ÷ìçî åðä f ∈ A[X] íåðéìåô íà (à)

.A[X1, . . . , Xn] á ñôà ÷ìçî åðéà f éæà ,A á êéôä f ∈ A[X1, . . . , Xn] íåðéìåô ìù íéîã÷îä ãçà íà (á)

éäé .am 6= 0 å ai ∈ A íò f(X) = a0 + a1X + · · · + amXm í¹ùøð :à úçëåä

èøôá .fg = 0 ù êë n úéøòæî äìòî ìòá ñôàî äðåù íåðéìåô g(X) = b0 + b1X + · · · + bnXn

ù òáåð deg(g) ìù úåéøòæîäî .deg(amg(X)) < deg(g) å f(X)amg(X) = 0 ïëì .ambn = 0

ïåéåùäîå deg(am−1g) < deg(g) ,ïëì .am−1bn = 0 ù fg = 0 î ÷éñäì ìëåð ,ïëì .amg = 0

ù ïàëîå i ìëì aib0 = 0 ,ïëì .i ìëì aig = 0 ù çéëåðå êéùîð äæë ïôàá .am−1g = 0 ù ÷éñð fam−1g = 0

.b0 6= 0 ù deg(g) ìù úåéøòæîäî òáåð ,A[X] á ñôà ÷ìçî åðéà X å ìéàåä .fb0 = 0

n− 1 øåáò äðåëð àéäù çéðð .n = 0 øåáò äðåëð á äðòè ,úåøçà íéìîá .ñôà ÷ìçî åðéà A á êéôä øáà :á úçëåä

fi ∈ A[X1, . . . , Xn−1] øùàá f =
∑d

i=0 fiX
i
n í¹ùøð .A[X1, . . . , Xn] á ñôà ÷ìçî f ù äìéìùá çéððå

âåçá êéôä f ,ïë åîë .A á êéôä fj ìù íéîã÷îä ãçàù êë j í�é÷ äçðää éôì .i = 0, . . . , d øåáò

ù ïàëî .gf = 0 ù êë ñôàî äðåù g ∈ A[X1, . . . , Xn−1] àåôà ïúåð à ÷ìç .A[X1, . . . , Xn−1][Xn]

.äéö÷åãðàä úçðäì äøéúñá ,gfj = 0

ìàãéàä q =
∑r

i=1 Axi å A ìù íéãöµî úëøòî x1, . . . , xr ,r ãîîî éîå÷î øèð âåç (A, m) éäé :4.5.2 ïåèôùî

.f(x1, . . . , xr) ∈ qk+1 ù çéððå k äìòîî éðâåîåä íåðéìåô f ∈ A[X1, . . . , Xr] éäé .äãé ìò øöåðä m-íéã÷îä

.m ì íéë�éù f ìù íéîã÷îä ìë éæà

,4.4.10 ãîîä èôùî éôì .d(Gq(A)) = deg(χq) = deg(χm) ,4.3.4 ïåèôùîå 4.3.5 äøòä éôì :äçëåä

.deg(χm) = dim(A) = r

.d(Gq(A)) = r ,ïëì
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éë) m/q àåäå ãçà éðåùàø ìàãéà ìòáå øèð âåç ìù äðî øåúá ,éøèð àåä Ā = A/q éîå÷îä âåçä

ïîñð a ∈ A ìëì .ïéèøà âåç íâ àåä Ā ,3.3.6 Akizuki èôùî éôì .dim(Ā) = 0 ïëì (m-íéã÷î q

ìò ââ úîùä éãé ìò g î ìá÷úîä íåðéìåôä úà ḡ á ïîñð g ∈ A[X1, . . . , Xr] íåðéìåô ìëìå ā = a + q

êåúì R = Ā[X1, . . . , Xr] ìù α íæéôøåîåîåä øéãâð .i = 1, . . . , r ,x′i = xi + q2 íùøð óåñáì .g éîã÷î

íéøöåé x1, . . . , xr å ìéàåä .α(ḡ(X1, . . . , Xr)) = ḡ(x′1, . . . , x
′
r) éãé ìò Gq(A) =

⊕∞
n=0 qn/qn+1

íåðéìåô àåä g íàù äìåò Gq(A) á ìôëä úøãâäî .ìò α ïëìå Gq(A) = Ā[x′1, . . . , x
′
r] í�é÷úî ,q úà

å k äìòîî éðâåîåä f å ìéàåä .α(ḡ(X1, . . . , Xr)) = g(x1, . . . , xr) + ql+1 éæà ,l äìòîî éðâåîåä

äðî àåä Gq(A) ,ïëì .Rf̄ ⊆ Ker(α) ,úåøçà íéìîá .α(f̄) = 0 ù èøôá ìá÷ð ,f(x1, . . . , xr) ∈ qk+1

úùîùîä) êø¹àä äéö÷ðåô úìá÷î úàæ ãáìî .âøIî éøèð A-ìåãåî åðä R/Rf̄ ,éðâåîåä f̄ å ìéàåä .R/Rf̄ âåçä ìù

.d(R/Rf̄) ≥ d(Gq(A)) ,4.2.7 äîì éôì ,ïëì .íééìéìù éà íéëøò ÷ø (äø÷ðàåô éøåè úøãâäì

äîì éôì .Ā á êéôä ā ,ïëìå A á êéôä a éæà .m ì ê�éù åðéà f ìù a íéîã÷îä ãçàù äìéìùá äúò çéðð

ñçéá) 4.2.10 äîâH éôì .d(R/Rf) = d(R)− 1 ,4.2.8 äàöåú éôì ,ïëì . R á ñôà ÷ìçî åðéà f̄ ,(á)4.5.1

íà .d(Gq(A)) ≤ d(R/Rf̄) = d(R)− 1 = r− 1 ,úîãå÷ä ä÷ñôä éôì ,ïëì .d(R) = r , (Ā ïéèøà âåçì

íéîã÷îä ìëù äìåò åæ äøéúñî .r ≤ r − 1 ù ìá÷ð äçëåää ìù äðåùàøä ä÷ñôä ìù äð÷ñîì äæ ïåéåù éà óøöð

.m ì íéë�éù f ìù

.äãù úú óé÷·î A ù äø÷îá úð�éðòî äàáä äàöåúä

íééåìú íðéà x1, . . . , xr éæà .A ìù íéãöµî úëøòî x1, . . . , xr ,r ãîîî éîå÷î øèð âåç (A, m) éäé :4.5.3 äàöåú

.A ìù K0 äãù úú ìë ìòî úéøáâìà

éäé .f(x1, . . . , xr) = 0 ù äìéìùá çéðð .ñôàî äðåù íåðéìåô f ∈ K0[X1, . . . , Xr] éäé :äçëåä

ù êë i äìòîî K0 ìòî fi íééðâåîåä íéîåðéìåô ìù íåëñì f ìù ÷åøô f = fk + fk+1 + · · · + fl

íâ ïëì .i ≥ k + 1 ìëì fi(x1, . . . , xr) ∈ mk+1 í�é÷úî ,x1, . . . , xr ∈ m å ìéàåä .fk 6= 0

ì åìà íéîã÷î íéë�éù êãéàî .m ì íéë�éù fk ìù íéîã÷îä ìë ,4.5.2 äàöåú éôì .fk(x1, . . . , xr) ∈ mk+1

.åúøéçáì äøéúñá ,fk = 0 ,ïëì .m ∩K0 = 0 å K0

.íéìéâø íééîå÷î íéâåç 4.6

.úåòéøé ìò (singular) "úåâéøç" úåãRð ïéáì (regular) "úåìéâø" úåãRð ïéá íéðéçáî úéøáâìà äéøèîåàâá

:àáä èôùîä ìù úåìå÷ùä úåðòèä úçà úà í�é÷î àåä íà øîåìë .ìéâø äìù éîå÷îä âåçä íà äìéâø äð�ëî äãRð

:åæì åæ úåìå÷ù úåàáä úåðòèä éæà .K = A/m úåéøàù äãù íò r ãîîî éîå÷î øèð âåç (A, m) éäé :4.6.1 èôùî

.âøIî âåçë K[X1, . . . , Xr] ì éôøåîåæéà Gm(A) (à)
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.dimK(m/m2) = r (á)

.íéøáà r éãé ìò øöåð m (â)

éãé ìò øöåðä K[X1, . . . , Xr] ìù éáøîä ìàãéàä úà N á ïîñð (á) øøåâ (à) ù çéëåäì éãë :äçëåä

ì K ìòî éøåè÷å áçøîë éôøåîåæéà m/m2 ,èøôá .Gm(A) ∼= ⊕∞
k=0 Nk/Nk+1 ,äçðää éôì .X1, . . . , Xr

.r àåôà àåä åãîîå X1 + N2, . . . , Xr + N2 åðä äæ áçøîì ñéñá .N/N2

.äî�é÷ð úîì éôì (á) î úòáåð (â) äðòèä

å íéãöî úëøòî íéåäî åìà íéøáà éæà .x1, . . . , xr íéøáàä éãé ìò øöåð m ù äúò çéðð

ìù ìàãéàä úà M á ïîñð .äìéâø íéãöî úëøòî {x1, . . . , xr} äöåá÷ì àø÷ð .Gm(A) = K[x1, . . . , xr]

αk: Mk → mk/mk+1 ä÷úòääá ïðåáúð .M̄ = N èøôá .X1, . . . , Xr éãé ìò øöåðä A[X1, . . . , Xr]

m á íäéîã÷îù íéîåðéìåôä ìë ìò úñôàúî αk(f) = f(x1, . . . , xr) + mk+1 éãé ìò úøãâ»îä A-é�ìåãåî ìù

.ᾱk(f̄) = f(x1, . . . , xr) + mk+1 éãé ìò ᾱk: Nk → mk/mk+1 K-úéøàðéì ä÷úòä äøéãâî ïëìå

K-úéøàðéì ä÷úòä åðì øéãâî äæ .Nk+1 ìò úñôàúî ᾱk ïëìå Mk+1 ìò úñôàúî αk ä÷úòää

α′k ,4.5.2 ïåèôùî éôì .ìò ïðä α′k å ᾱk íâ ,ìò äðä αk å ìéàåä .α′k: Nk/Nk+1 → mk/mk+1

.íæéôøåîåæéà àéä ïëìå úéëøò ãç ãç

.íéâøIî íéâåç ìù K[X1, . . . , Xr] ∼= Gm(A) íæéôøåîåæéà ïúåð α′k íéîæéôøåîåæéàä óåøö

:4.6.2 ïåèôùî

.úåîìù íåçú åðä A éæà .úåîìù íåçú åðä Ga(A) å
⋂∞

n=0 an = 0 ù êë ìàãéà a å âåç A åéäé (à)

.úåîìù íåçú åðä (A, m) ìéâø éîå÷î øèð âåç ìë (á)

ù êë íéîìù k, l ≥ 0 íéî�é÷
⋂∞

n=0 an = 0 å ìéàåä .A ìù ñôàî íéðåù íéøáà x, y åéäé :à úçëåä

å ìéàåä .al/al+1 á y + al+1 6= 0 å ak/ak+1 á x + ak+1 6= 0 ïëì .y ∈ alr al+1 å x ∈ ak r ak+1

äæ âåçá í�é÷úî úåîìù íåçú Ga(A)

.xy + ak+l+1 = (x + ak+1)(y + al+1) 6= 0

.úåîìù íåçú A ù àåôà åðçëåäå xy 6= 0 èøôá

úåîìùä íåçúì éôøåîåæéà Gm(A) ,4.6.1 èôùî éôì .
⋂∞

n=0 mn = 0 ,øèð âåç àåä A å ìéàåä :á úçëåä

.úåîìù íåçú A ,(à) éôì ,ïëì .K = A/m øùàá ,K[X1, . . . , Xn]

.ä÷éøô éàå äçåúô úéðéôà äáéáñ úî�é÷ äòéøé ìò äìéâø äãRð ìëìù øîåà 4.6.2 ïåèôùîá (á) éàðú
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.ìéâø Â íà ÷øå íà ìéâø A éæà .åìù äîìùää Â = lim←−A/mn å éîå÷î øèð âåç (A, m) éäé :4.6.3 ïåèôùî

,4.4.17 äàöåú éôì .éøèð Â ,2.7.5 èôùî éôì .m̂ éáøî ìàãéà íò éîå÷î âåç åðä Â ,2.6.1 ïåèôùî éôì :äçëåä

úåéøàùä äãù ,èøôá .íéâøIî íéìåãåîë Gm̂(Â) ì éôøåîåæéà Gm(A) ,2.7.1 äîì éôì .dim(A) = dim(Â)

ì éôøåîåæéà Gm(A) ù ïàëî ìá÷ð r = dim(A) = dim(Â) ïîñð íà .Â/m̂ ì éôøåîåæéà K = A/m

âåçä èôùîî .âøIî âåçë K[X1, . . . , Xr] ì éôøåîåæéà Gm̂(Â) íà ÷øå íà âøIî âåçë K[X1, . . . , Xr]

.ìéâø Â ÷øå íà ìéâø A ù àåôà òáåð 4.6.1 ìéâøä éîå÷îä

.úåîìù íåçú åðä Â ,4.6.2 ïåèôùî éôì ,ïëìå ìéâø (Â, m̂) íâ éæà ,ìéâø éîå÷î øèð âåç àåä (A,m) íà

.äìéâø äãRð ìëá éèéìðà ïôàá ä÷éøô éà úéøáâìà äòéøé éîå÷î ïôàáù àåä åæ äàöåú ùåøô íééèøîåàâ íéçðåîá

A → A/m äðîä ú÷úòä úçú øáåòä A ìù äãù úú K éäéå r ãîîî ìéâø éîå÷î øèð âåç (A, m) éäé :4.6.4 èôùî

:éæà .A/m ìò éëøò ãç ãç ïôàá

.Â ∼= K[[X1, . . . , Xr]] (à)

.úéëøò ãç úå÷éøô ìòá A (á)

.úåîìùá øåâñ A (â)

mn ìù x øáà ìë ,ïëìå m =
∑r

i=1 Axi éæà .(A, m) ìù äìéâø íéãöî úëøòî x1, . . . , xr éäú :à úçëåä

ìù øáàì m åìåãåî óôåç A ìù øáà ìë .A ì íéë�éùä íéîã÷îá n äìòîî x1, . . . , xr á éðâåîåä íåðéìåôì äåù

íà .x ≡ f(x1, . . . , xr) mod mn+1 ù êë n äìòîî f ∈ K[X1, . . . , Xr] éðâåîåä íåðéìåô í�é÷ ,ïëì .K

éæà ,x ≡ f ′(x1, . . . , xr) mod mn+1 í�é÷îä n äìòîî óñåð éðâåîåä íåðéìåô àåä f ′ ∈ K[X1, . . . , Xr]

,êãéàî .m ì íéë�éù f − f ′ ìù íéîã÷îä ,4.5.2 ïåèôùî éôì .f(x1, . . . , xr)− f ′(x1, . . . , xr) ∈ mn+1

.f = f ′ ù ïàëîå 0 ì íéîã÷îä ìë íéåù ïëì .K ì íâ íéë�éù íä

øáà àåä yn äáù y = (y1 + m, y2 + m2, y3 + m3, . . .) äøãÄñ àåä Â = lim←−A/mn ìù øáà

éìá .y1 ≡ f0 mod m ù êë K ìù ãéçéä øáàä f0 éäé .éòáè n ìëì yn+1 ≡ yn mod mn å A ìù

äéö÷åãðàá øéãâð .x = (x1, . . . , xr) å X = (X1, . . . , Xr) ïîñð äúò .y1 = f0 ù çéðð úåéììëä úìáâä

.yn ≡
∑n−1

i=0 fi(x) mod mn å n äìòîî éðâåîåä íåðéìåô àåä fn ∈ K[X] ù êë f0, f1, f2, . . . äøãñ

éôì .y1 + m, . . . , yn−1 + mn−1 úå÷ìçîá àìà íééåìú íðéà íäùå øáë åøãâ«ä f0, . . . , fn−1 ù çéðð ,ïëàå

í�é÷î àåä .yn+1 − yn = fn(x) ù êë n äìòîî fn ∈ K[X] ãéçé éðâåîåä íåðéìåô í�é÷ äðåùàøä ä÷ñôä

.yn + mn ä÷ìçîá ÷ø éåìú fn(x) ,ïë ìò øúé .yn+1 =
∑n

i=1 fi(x)

äáù y = (
∑n−1

i=0 fi(x) + mn)n=0,1,2,... äøãñë ãéçé ïô¹àá y úà âéöäì øùôàù àåôà åðéàøä

Â úà ä÷éúòî åæ äîàúä .
∑∞

i=0 fi úå÷æçä øåèì y úà àåôà íéàúð .i äìòîî éðâåîåä íåðéìåô fi ∈ K[X]

.ìôëä ìòå øåá¤çä ìò úøîåùå K[[X1, . . . , Xr]] ìò éëøò ãç ãç ïôàá
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íééìîøåôä úå÷æçä éøåè âåçì ùé [è.âé ,3á äøáâìà] éôì .úåîìù íåçú àåä Â ,èôùîä éðôì ,åðøòäù éôë :á úçëåä

A âåçäù òáåð 2.6.9 ïåèôùîî .úéëøò ãç úå÷éøô Â ì ùé ,(à) éôì ,ïëì .úéëøò ãç úå÷éøô K[[X1, . . . , Xr]]

.úéëøò ãç úå÷éøô ìòá àåä

.úåîìùá øåâñ A ,(á) éôì ,èøôá .úåîìùá øåâñ úéëøò ãç úå÷éøô ìòá âåç ìë :â úçëåä

:äæì äæ íéìå÷ù 1 ãîîî (A, m) éîå÷î øèð âåç ìò íéàáä íéàðúä :4.6.5 ïåèôùî

.ìéâø A (à)

.úåîìùá øåâñ A (á)

.äãéãá äëøòä âåç åðä A (â)

,1.1.2 ïåèôùî éôì ,ïëì ."éùàø m" éàðúì ìå÷ù "ìéâø A" éàðúäù úøîåà dim(A) = 1 ù äçðää :äçëåä

.äæì äæ íéìå÷ù (â) å (á) ,(à) íéàðúä

:4.6.6 äøòä

äìåò 4.6.4 èôùîî .úåîìùá øåâñ äìù éîå÷îä âåçä íà úéìîøåð åà äðé÷·ú äð�ëî V úéøáâìà äòéøé ìò äãRð (à)

.äðé÷ú äðä äìéâø äãRð ìëù

íà .1 ì äåù äì íéàúîä éîå÷îä âåçä ìù ãîîä éæà ,dim(V )− 1 ì äåù V ìù äãRð ìù ãîîä íà ,êôäì (á)

ïðä dim(V )− 1 ãîîî úåãRð .äãéãá äëøòä äì äîéàúîå äìéâø äãRðä ,4.6.5 ïåèôùî éôì éæà ,äðé÷ú äãRðä ,êëì óñåðá

(intersection theory) íéëåú¤çä úøåúì ñéñá äåäî úéçëåðä äøòää .1 ä�åì�ð ãîîî V ìù úåòéøé úú ìù úåøöåé úåãRð

.úåòéøé ìò íé÷ìçî ìù

éîå÷îä âåçä ìù ãîîä .äìù úéøáâìà äãRð a ∈ V (K̃) éäúå K äãù ìòî r ãîîî úéøáâìà äòéøé V éäú (â)

äðéàå (4.6.4 èôùî éôì) K[[X1, . . . , Xr]] ì éôøåîåæéà äìù éîå÷îä âåçä ìù äîìùää éæà ,äìéâø a íà .r åðä a ìù

.äãRðá àåôà (íæéôøåîåæéà éãë ãò) äéåìú

.4.6.4 èôùîá òéôåîä éøèîåàâä äø÷îá ÷ø àìå éììë ïôàá ïåëð íéìéâø øèð éâåç øåáò úéëøò ãçä úå÷éøôä èôùî (ã)

.[Mat94] ìù 163 ãåîòá 20.3 èôùî äàø .Buchsbaum å Auslander éãé ìò çëåä àåä

í�é÷ éæà ,äãù óé÷·î A íà .K úåéøàù äãù ìòá (A,m) íìù»î éîå÷î øèð âåçî àöåé ïäë ìù äðá´îä èôùî (ä)

.[Eis95] á 191 ãåîò äàø .A ∼= K[[X1, . . . , Xn]]/I ù êë K[[X1, . . . , Xn]] ìù I ìàãéà í�é÷å n éòáè øôñî
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úåãRð ìù úåèùôì éá÷òé ïçÉá .5

úà çéëåð äæ øö÷ ÷øôá .íéîã÷îä äãù úáçøä øçàì íâ åìàë øàùäì úåôéñåî íâå úåìéâø íâ ïä úåòéøé ìò úåèåùô úåãRð

.éììëä äø÷îä úà íâ øéëæðå ìò éçèùî ìò úåèùôì éá÷òé ïçÉá

.ìò áçøî 5.1

íéàúîä (øåè÷ðåô) ïå÷úÀò§ää àåä f éãé ìò øãâ»îä ìòä çèùî .f ∈ K[X1, . . . , Xn] å äãù K éäé

äèåùô äð�ëî a ∈ H(L) äãRð .H(L) = {a ∈ Ln | f(a) = 0} äöåá÷ä úà K úà óé÷îä L äãù ìëì

. ∂f
∂Xi

(a) 6= 0 ù êë i í�é÷ íà

f éãé ìò An á øöåðä ìòä çèùî úà H á ïîñð .÷éøô éà íåðéìåô f ∈ K[X1, . . . , Xn] å äãù K éäé :5.1.1 äîì

.ìéâø a á H ìù éîå÷îä âåçä íà ÷øå íà äèåùô a éæà .åìù K -úéìðåéöø äãRð a ∈ H(K) éäúå

å ,M = {g ∈ R | g(a) = 0} ,A = K[x] ,i = 1, . . . , n ,xi = Xi + Rf ,R = K[X] ïîñð :äçëåä

úåèðéãøåàå÷ä âåç åðä A ,An á f ìù íéñôàä ìë óñà åðä H ,f(a) = 0 éæà .m = {g ∈ A | g(a) = 0}
á H ìù éîå÷îä âåçä àåä Am å K íä úåéøàùä úåãù ,äîàúäá A å R á íééáøî íéìàãéà íä m å M ,H ìù

äøö÷ ú÷éHî äøãñ úðúåð g(X) 7→ g(x) ä÷úòää ïë ìò øúé .a

0 → RMf → RM → Am → 0

á íééðåùàø íéìàãéà ìù úéáøî äøãñ ìë ìù êøàä ,4.1.9 èôùî éôì .dim(R) = n ,4.1.5 èôùî éôì

,R ìù ñôà ÷ìçî åðéà f å ìéàåä .dim(RM) = n íâ ,R ìù éáøî ìàãéà M å ìéàåä .n àåä R

íà ÷øå íà H ìò äèåùô a ù çéëåäì åðéìòù äìåò 4.6.1 èôùîî .dim(Am) = dim(R) = n − 1

÷øå íà H ìò äèåùô a ù çéëåäì êéøö mAm/m2Am
∼= m/m2 å ìéàåä .dimK(mAm/m2Am) = n− 1

:K ìòî íééøåè÷å íéáçøî ìù ú÷éHîä äøö÷ä äøãñäî àöð äæ êøöì .dimK m/m2 = n− 1 íà

0 → (Rf + M2)/M2 → M/M2 → m/m2 → 0

.n àåôà àåä åãîîå X1 − a1 + M2, . . . , Xn − an + M2 àåä M/M2 áçøîì ñéñá

a áéáñ f ìù øåìééè çåúô .f /∈ M2 ,ïëìå dimK(Rf + M2)/M2 = 1 éæà ,m/m2 = n− 1 íà

ïúåð

f(X) ≡
n∑

i=0

∂f

∂Xi
(a)(Xi − ai) mod M2

.äèåùô a øîåìë , ∂f
∂Xi

(a) 6= 0 ù êë i í�é÷ù ïàëî

.dimK m/m2 = n− 1 ,ïëì .f(X) /∈ M2 éæà ,äèåùô a íà ,êôäì
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.éììëä éá÷òé ïçÉá 5.2

íééðåùàø íéìàãéà ìù øúåéá ïè÷ä äáâë øãâ»î a ì (codimension) äåì�ðä ãîîä .R âåç ìù ìàãéà a éäé

íééðåùàø íéìàãéà úøùøù ìù éøòæîä êøàä åðä codim(a) ùøôî ïô¹àá .codim(a) á åúåà ïîñð .a úà íéôé÷îä

.a ⊆ p0 ù êë R ìù pc ⊂ · · · ⊂ p1 ⊂ p0

äáçøäì úî�é÷ íà K ìòî (separable) ãéøô F ù íéøîåà åðà .K äãù ìòî úéôåñ øöåðä äãù F éäé

íðéàù F á t1, . . . , tr íéî�é÷ øîåìë ,(separating transwcendence base) ãéøôî úåìòð ñéñá F/K

.äãéøô úéøáâìà äáçøä äðä F/K(t1, . . . , tr) ù êë K ìòî úéøáâìà íééåìú

å I =
∑m

i=1 Rfi ,K ìòî íéîåðéìåôä âåç R = K[X1, . . . , Xn] ,äãù K åéäé :(éá÷òé ïçÉá) 5.2.1 èôùî

áå R/P ìù úåðîä äãù úà κ(P ) á ,RP á IRP ìù ä�åì�ðä ãîîä úà c á ïîñð .I úà óé÷îä R ìù éðåùàø ìàãéà P

éäé .κ(P ) á J ìù äðåîúä úà øîåìë ,P åìåãåî J ìù äãîòää úà J̄ á ïîñð ãåò .éá÷òé úöéøèî úà J =
(

∂fi

∂Xj

)

.p = P/I å A = R/I

.rank(J̄) ≤ c (à)

íà ÷øå íà ìéâø éîå÷î âåç àåä Ap éæà .K ìù äãéøô äáçøä àåä κ(P ) ù ãåò çéðð char(K) > 0 íà (á)

.rank(J̄) = c

.(David Eisenbud) ãÌÈáðæééà ãåã ìù Commutative Algebra åøôñ ìù 604 å 404 íéãåîò äàø :äçëåä

.÷éøô éà íåðéìåô àåä I åáù éñì÷ä éøèîåàâä äø÷îá éá÷òé ïçÉá úà çñðð

íéîåðéìåô úøæòá K äãù ìòî An á úøãâ»îä r ãîîî ä÷éøô éà úéøáâìà äöåá÷ V éäú :5.2.2 äàöåú

.a ∈ V (K̃) éäúå J =
(

∂fi

∂Xj

)
ïîñð .a ∈ V (K̃) éäú .f1, . . . , fm ∈ K[X1, . . . , Xn]

.rank(J(a)) ≤ n− r (à)

.rank(J(a)) = n− r íà ÷øå íà ìéâø a á V ìù éîå÷îä âåçä éæà .äãéøô äáçøä K(a)/K ù çéðð (á)

äöåá÷ä úà K úà óé÷·îä L äãù ìëì íéàúîä ïå÷úÀòäë V úà äàøð óéòñá åîë :äçëåä

.V (L) = {x′ ∈ Ln | f1(x′) = · · · = fm(x′) = 0}

xi = ïîñð íà .R ìù éðåùàø ìàãéà àåä I ù òáåð åðéúåçðäî .I =
∑m

i=1 Rfi å R = K[X1, . . . , Xn] ïîñð

úåèðéãøåàå÷ä âåç àø÷ðä) úåîìù íåçú àåä A = K[x1, . . . , xn] = R/I ù ìá÷ð i = 1, . . . , n ,Xi + I

àéä x = (x1, . . . , xn) ,(V ìù úåéìðåéöøä úåéö÷åôä äãù àø÷ðä) äãù àåä F = K(x1, . . . , xn) ,(V ìù

øúé .(4.1.5 èôùî) r = trans.deg(F/K) = dim(A) å (generic úéìâðàáå úøöåé äð�ëîä) V (F ) á äãRð

.codim(I) = height(I) = dim(R)− dim(R/I) = n− r ,éðåùàø I å ìéàåä ,ïë ìò
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P éæà .p ∈ K[x1, . . . , xn] | p(a) = 0} éäéå P = {p ∈ K[X1, . . . , Xn] | p(a) = 0} éäé

Ap = {p(x)
q(x) | p, q ∈ R, q(a) 6= 0} ,A á P ìù äðåîúä àåä p ,I úà óé÷îä R ìù éðåùàø ìàãéà àåä

éôì .P åìåãåî J ìù äãîòää åðä J(a) å ,R/P ìù úåðîä äãù àåä K(a) ,a á V ìù éîå÷îä âåçä àåä

íà ÷øå íà ìéâø Ap éîå÷îä âåçä éæà ,äãéøô äáçøä àåä K(a)/K íàå .rank(J(a)) ≤ n− r ,éá÷òé ïçá

.rank(J(a)) = n− r

.J(a) 6= 0 íà V ìò äèåùô a ù øîàð 5.2.2 äàöåú ìù íéðåîéñá

.K(a) = K å ,m = 1 åáù åáù 5.2.2 äàöåú ìù éèøô äø÷î àåä 5.1.1 äîì

."íéâåç ìù íéìàéöøôéã" åðä (äë�àä) äçëåäá éæëøîä éìëä .éá÷òé ïçÉá úçëåäì úùã÷»î ÷øôä úéøàù
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øì÷ ìù íéìàéöðøôéãä ìåãåî 5.3

:õéða�é�ì ììë úà úî�é÷îå úéøàðéì àéä íà äøéæâ äð�ëî d: S → M ä÷úòä .S-ìåãåî M å âåç S åéäé

d(f + g) = df + dg

d(fg) = fdg + gdf

R-úéøàðéì äðä d ù íéøîåà ,R-éìåãåî ìù íæéôøåîåîåä àéä d å R-úøáâìà àéä S úàæì óñåðá íà

éãé ìò øãâ»î d R-úøéæâá s ∈ S øáà ìù ìôëä .R-úéøàðéì äøéæâ áåù àåä R-úåéøàðéì úåøéæâ ìù íåëñä

äåäî S → M R-úåøéæâ ìë ìù DerR(S, M) äöåá÷ä .R-úéøàðéì äøéæâ äåäîå (sd)(f) = s · df äçñ�ðä

.S-ìåãåî

S î äøéæâ àéä ∂
∂X úé÷ìçä úøæâðä .X äãù ìòî X,Y á íéîåðéìåôä âåç S = K[X,Y ] éäé ,äîâHì

. ∂
∂X éãé ìò øöåðä 1 äâøãî éùôç S-ìåãåî åðä DerK[X](S, S) ù úåàøäì ïú�ð .åîöò êåúì

,K äãù ìòî V úéøáâìà äòéøé ìù úåèðéãøåàå÷ä âåç åðä S íà ,äîâHì .M = S ø©çáì àåä øúåéá ï�éðòî

.V ìù íééøáâìàä íé÷éùîä úöåá÷ åðä DerK(S, S) éæà

da = 0 éæà ,R-úéøàðéì d íà ,ïëì .d äøéæâ ìëì d(1) = 0 ù òáåð d(1 ·1) = 1d(1)+1d(1) ïåéåùäî

.da = d(a · 1) = ad(1) = 0 ,ïëàå .a ∈ R ìëì

äöåá÷ä éãé ìò øöåðä S-ìåãåîä åðä øì÷ éìàéöðøôéã ìù ìåãåîä .R-úøáâìà S éäú .ø�ìM éìåãåî :5.3.1 äøãâä

:íéàáä íéñç�éä íò {df | f ∈ S}

d(af + bg) = adf + bdg

d(fg) = fdg + gdf

R-úøéæâ úàø÷ðä R-úøéæâ äðä dF ì f úà ä÷éúÀòîä d: S → ΩS/R ä÷úòää .ΩS/R éãé ìò ïîËñî äæ ìåãåî

.úéìñøáéðåàä

.S -ìåãåî M éäé :5.3.2 äîì

.e′ ◦ d = e ù êë e′: ΩS/R ãéçé íæéôøåîåîåä í�é÷ éæà .R-úøéæâ e: S → M éäú (à)

.DerR(S,M) ∼= HomS(ΩS/R,M) (á)

ìëì e′(df) = e(f) éãé ìò e′ úà øéãâð (à) úà çéëåäì éãë .(à) éàðú ìù ùãçî çåñ�ð åðä (á) éàðú :äçëåä

.f ∈ S

.ΩS/R úà øéëäì éðåø÷ò ïôàá ÷éôñî DerR(S, M) úà áùçì éãëù òáåð äðåøçàä äîìä ìù (á) î

.äæä ìåãåîä úà ø÷çì êùîäá àåôà ìãúùð
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.R-úøáâìà S éäú :5.3.3 äîì

í�é÷úî f ∈ R[X1, . . . , Xn] íåðéìåô ìëìå x1, . . . , xn ∈ S ìëì (à)

d(f(x1, . . . , xn)) =
n∑

i=1

∂f

∂Xi
(x1, . . . , xn)dxi

.S ìòî ,i ∈ I ,dxi éãé ìò øöåð ΩS/R ìåãåîä éæà ,S = R[xi]i∈I íà (á)

.f(X1, . . . , Xn) = Xi1
1 · · ·Xin

n åáù äø÷îá çéëåäì ÷éôñî (à) éàðú úà .(à) éàðúî òáåð (á) éàðú :äçëåä

i ≥ 2 øåáò .äøåøá äðòèä i = 1 øåáò .i ≥ 1 åáù äø÷îá f(X) = Xi íåðéìåôä øåáò i ìò äàøùäá äìéçúå

í�é÷úî

d(xi) = d(xxi−1)) = xd(xi−1) + xi−1dx

= x(i− 1)xi−2dx + xi−1dx = ixi−1dx =
d(Xi)
dX

(x)dx

éæà .i1, . . . , in ≥ 1 ùå n− 1 øåáò äçëåä äçñ�ðäù çéðð äúò

d(xi1
1 xi2

2 · · ·xin
n ) = xi1

1 d(xi2
2 · · ·xin

n ) + xi2
2 · · ·xin

n d(xi1
1 )

= xi1
1 i2x

i2−1
2 xi3

3 · · ·xin
n dx2 + · · ·+ xi1

1 xi2
2 · · ·xin−1

n−1 inxin−1
n dxn

+ xi2
2 · · ·xin

n i1x
n−1
1 dx2

=
n∑

i=1

∂(Xi1
1 · · ·Xin

n )
∂Xi

(x1, . . . , xn)dxi

.ùøãðë

åðä ΩS/R =
⊕r

i=1 SdXi éæà .íéðúùî r á íéîåðéìåôä âåç S = R[X1, . . . , Xr] éäé :5.3.4 ïåèôùî

.dX1, . . . , dXn ñéñáä íò éùôçä S -ìåãåîä

ãöî .dXi ì é-i ä éòáèä ñéñáä øáà úà ÷éúòîä δ: Sr → ΩS/R íæéôøåîéôà í�é÷ 5.3.3 äîì éôì :äçëåä

dXi úà ÷éúòîä ∂i: ΩS/R → S íæéôøåîåîåä àåôà äøùîå S ì S î R-úøéæâ äðä ∂
∂Xi

úé÷ìçä úøæâðä ,éðù

(∂1, . . . , ∂r): ΩS/R → Sr íæéôøåîåîåä ïúåð åìà úå÷úòä óåøö .(5.3.2 äîì) j 6= i øåáò 0 ì dXj úàå 1 ì

.íæéôøåîåæéà åðä δ ,ïëì .δ ì êåôä¦ä

ïðåáúð .íéâåç ìù R → S íæéôøåîåîåäë íâ úåàøì ïú�ð S äøáâìàä úà .øåè÷ðåôë ΩS/R ìåãåîä :5.3.5 äøòä
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éôåì¤çä íéùøúá

ΩS/R
ω // ΩS′/R′

S

d

OO

σ // S′

d

OO

R

OO

ρ // R′

OO

ìù äìôëîä äéäú ΩS′/R′ ìù øáàá S ìù f øáà ìù äìôëîä ,øîåìë .σ êøã S-ìåãåîë íâ ΩS′/R′ úà äàøð

f, g ∈ S′ øåáò í�é÷úé ,êëì íàúäá .øáàä åúåàá σ(f)

d(σ(fg)) = d(σ(f)σ(g)) = σ(f)d(σ(g)) + σ(g)d(σ(f)) = f · d(σ(g)) + g · d(σ(f))

R-úøéæâ äðä d ◦ σ: S → ΩS′/R′ ä÷úòää ïëìå

.éôåìç ïåéìòä òåáøä íâù êë ω íæéôøåîåîåää úà äøùî ,5.3.2 äîì éôì ,ïëìå

.úåäæä ú÷úòä åðä ρ å R = R′ íéáø íéø÷îá

.éñç�éä ä�åì�ðä ÷éùîä ïå÷úòä àø÷ð ΩS/R (øåè÷ðåô) ïå÷úòäì

äøùî íéâåç ìù íéîæéôøåîåîåä ìù R → S → T äøãÄñ ìë :(äðåùàøä úéñéñáä ú÷éHîä äøãñä) 5.3.6 ïåèôùî

ú÷éHî äøãñ

T ⊗S ΩS/R → ΩT/R → ΩT/S → 0 (1)

.tds ì t⊗ ds úà ä÷éúòî úéìàîùä ä÷úòääå dt ì dt úà ä÷éúòî úéðî�éä ä÷úòää äáù T -éìåãåî ìù

óñåð ñçé íéî�é÷î íä éðùä äø÷îá .T -é�ìåãåîë ΩT/S úàå ΩT/R úà íéøöåé t ∈ T íäáù dt íéøáàä :äçëåä

.íæéôøåîéôà ä�åäîå áèéä øãâ»î (1) ìù ìàîùî éðùä õçä ,ïëì .s ∈ S ìëì ds = 0 àåäå

õçä éãé ìò øáåò ì"ðäå
∑

tidsi øáàì ïåùàøä õçä éãé ìò øáåò T ⊗S ΩT/R ìù
∑

ti ⊗ dsi øáà

.si ∈ S ìëì ΩT/S á dsi = 0 ,ìéòì åðøîàù éôë éë ,0 ì éðùä

íéøáàäî íéàáä s ∈ S íäáù ds íéøáàä éãé ìò øöåð ΩT/R → ΩT/S ä÷úòää ìù ïéòøâä óåñáì

.ú÷éHî (1) äøãñä ïëì .T ⊗S ΩS/R ìù 1⊗ ds

äøãñä äæ äø÷îá .ΩT/S = 0 ïëìå t ∈ T ìëì dt = 0 éæà ,ìò 5.3.6 ïåèôùîá S → T ä÷úòää íà

.åæ ä÷úòä ìù ïéòøâä úà øàúî àáä ïåèôùîä .T ⊗S ΩS/R → ΩT/R → 0 ì úøö÷úî (1) ú÷éHîä
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.I = Ker(π) éäé�å R-úåàøáâìà ìù íæéôøåîéôà π: S → T éäé :(äéðùä úéñéñáä ú÷�éHîä äøãñä) 5.3.7 ïåèôùî

:ú÷éHî äàáä äøãñä éæà

I/I2 d̄−→ T ⊗S ΩS/R
Dπ−→ ΩT/R −→ 0 (2)

.íãå÷îë Dπ(t⊗ ds) = tds åì´àå d̄(i + I2) = 1⊗ di åæ äøãñá

I ìù i → 1 ⊗ ΩS/R úéøåáç ä÷úòää ïúåð I ì d: S → ΩS/R úéìñøáéðåàä äøéæâä ìù íåöîöä :äçëåä

ì s ∈ S å i ∈ I øåáò ,is úà ä÷éúòîä T ⊗S ΩS/R êåúì

1⊗ d(si) = 1⊗ (sdi + ids) = π(s)(1⊗ di) + π(i)⊗ ds = π(s)(1⊗ di) (3)

ä÷úòääù ïàëî .ñôàì äåù (3) ìù ïéîé óâà éæà ,I ì àåä óà ê�éù (3) á s íà .S-é�ìåãåî ìù ä÷úòä àéä ïëìå

.T -é�ìåãåî ìù ä÷úòä øîåìë ,S/I-éìåãåî ìù ä÷úòä àéä äãé ìò úéøùåîä d̄ ä÷úòää ïëìå I2 ìò úñôàúî

äøãñä ,ïëì .ïéîéî ÷�éãî ïå÷úòä äðä úéøåæðè äìôëäù ø�ëæð ,Ker(Dπ) = Im(d̄) ù çéëåäì éãë

I ⊗S ΩS/R → S ⊗S ΩS/R → T ⊗S ΩS/R → ú÷éHî äøãñ úðúåð 0 → I → S → T → 0 ú÷�éãîä

,ïëì .I ⊗ ΩS/R äðä ΩS/R á I ⊗S ΩS/R ìù äðåîúä åì´àå ΩS/R àìà åðéà éòöîàä øáàä .0

åìàå s̄ = π(s) øùàá ,ds̄ ìò ds + IΩS/R øáà ä÷éúòî Dπ ä÷úòää ,T ⊗S ΩS/R = ΩS/R/IΩS/R

íéùøúá úéùéìùä äøåùä úåéäì úëôåä çéëåäì íéëéøö åðà ä÷åéD úàù (2) äøãÄñä .d̄(i + I2) = ds + IΩS/R

:S-éìåãåî ìù àáä éôåìçä

0 // dI // dS //

²²

dT //

²²

0

I //

²²

ΩS/R //

²²

ΩT/R // 0

I/I2 // ΩS/R/IΩS/R
// ΩT/R // 0

,ïëì .äîàúäá I, S, T á di, ds, dt íéøáàä éãé ìò íéøöåðä íééùôçä S-éìåãåî íðä äðåéìòä äøåùá dI, dS, dT

.íéîéàúîä íéñçéä é�ìåãåî åìåãåî äðîä úå÷úòä íä íéðåéìòä íéëðåàîä íéöçä .äøö÷ ú÷éHî äøãñ äåäî åæ äøåù

ù ñôàì øáåòä ΩS/R/IΩS/R ìù øáà ,êôäì .ñôàä ú÷úòäì äåù äðåøçàä äøåùá úåðæåàîä úå÷úòää óåøö

õéðáéì ììë úà ,ΩS/R ìù R-úåéøàðéìä úà àèáîä ìåãåîá íéøáà ìù íåëñì äåùä dS ìù øáàî àá ΩT/R

âåñäî åìàå ΩS/R á øáë ñôàì ïáåîë íéøáåò ïåùàøä âåñäî íéøáàä .ij ∈ I íäáù
∑

sjdij äøåöäî íéøáàå

ïåøçàä íéùøúá äðåúçúä äøãñä ,úåøçà íéìîá .I/I2 î ΩS/R/IΩS/R ì íéòéâîä íéøáàì íéøáåò ïåøçàä

.éòöîàä øáàá íâ ú÷éHî
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.5.3.2 äîì éôì úåøéæâä éìåãåîì øáòî éãé ìò íâ úåéñéñáä úåøãñä ìù ÷åéãä úà çéëåäì øùôà :5.3.8 äøòä

.[Mat, Thms. 25.1, 25.2] äàø

íéìàéöðøôéã éáåù¤ç 5.4

éäé ,äîâHì .åìà íéìåãåî áùçì íéáø íéø÷îá úåøùôàî íéìàéöðøôéãä éìåãåî øåáò úåéñéñáä úå÷�éãîä úåøãñä

éôì .I =
∑m

j=1 R[X]fj å X = (X1, . . . , Xn) äáù úéôåñ úøöåð R-úøáâìà S = R[X]/I å âåç R

úðúåð íéìàéöðøôéãä øåáò äéðùä ú÷éHîä äøãÄñä .ΩR[X]/R =
⊕n

k=1 R[X]dXi ,5.3.4 ïåèôùî

ΩS/R = Coker(d: I/I2 →
n∑

k=1

R[X]dXk)

ìëì xk = Xk + I å x = (x1, . . . , xn) ∂fj

∂xk
= ∂fj

∂Xk
(x) øùàá ,dfj =

∑n
k=1

∂fj

∂xk
dXk ,5.3.3 äîì éôì

äáëøää éæà .fj + I2 ì øáåò ej äáù
⊕m

j=1 Sej éùôçä S-ìåãåî ìù äðîë I/I2 úà í¹ùøð äúò .k
m∑

j=1

Sej → I/I2 →
n⊕

k=1

R[X]dXk

éáSÂò�é úöéøèî éãé ìò úâö�éîä íééùôç S-éìåãåî ìù ä÷úòä äðä

.J =
(

∂fj

∂xk

)

1≤j≤m, 1≤k≤n

åì´àå

ΩS/R =
m⊕

k=1

SdXk/
〈 k∑

j=1

∂f1

∂xk
dXk, . . . ,

k∑

j=1

∂fn

∂xk
dXk

〉
(4)

éæà ,S = R[X]/R[X]f íà ,äîâHì

ΩS/R = SdX/Sf ′(x)dX = S/Sf ′(x)

.x = X + Sf(X) øùàá

øãñî äéäú éá÷òé úöéøèî äæ äø÷îá .S = R[X, Y, Z]/〈Y 2 −X2(Z2 −X)〉 éäé äéðù äîâH øåúá

:3× 1

J =




3x2 − 2xz2

2y
−2x2z




ãéçéä ñçéäå dX, dY, dZ íéøöåéä íò éùôçä S-ìåãåî äéäé ΩS/R åìàå

.(3x2 − 2xz2)dX + 2ydY − 2x2zdZ = 0
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íéîå÷´îå íéåì�ð úåìåáâ 5.5

.çåð øúåé íééìàéöðøôéãä éìåãåîá ìåôèä úà åëôäéù øæò é�ìë äîë äæ óéòñá äðáð

.R úåàøáâìà S å R′ åéäé ,úåøçà íéìîá .ñéñá éåðù íò úôìçúî íéìàéöðøôéã ìù äéðáä :(ñéñá éåð´ù) 5.5.1 ïåèôùî

éôåì¤ç ùì»ùî í�é÷ éæà

R′ ⊗R ΩS/R

α

²²

R′ ⊗R S

1⊗d
88ppppppppppp

d &&NNNNNNNNNNN

Ω(R′⊗RS)/R′

(5)

ïëì .S′-éìåãåî ìù R′-úøéæâ àéä 1⊗d: R′⊗R S → R′⊗R ΩS/R ä÷úòää .S′ = R′⊗R S ïîñð :äçëåä

S → R′⊗S
d−→ ΩS′/R′ úáëø»îä ä÷úòää ,éðù ãöî .éôåì¤çì (5) ùì»ùîä úà êôåää α ãéçé íæéôøåîåîåä í�é÷

β0: ΩS′/R′ → ΩS/R äãéçé ä÷úòä úî�é÷ ïëì .S-é�ìåãåî ìù R-úøéæâ àéä s 7→ d(1 ⊗ s) éãé ìò úøãâ»îä

ìá÷ð ΩS/R → R′ ⊗R ΩS/R úéðåð÷ä ä÷úòääì β0 úà óøöð íà .s ∈ S ìëì β0(d′(1 ⊗ s)) = ds ù êë

.S-éìåãåî ìù β: ΩS′/R′ → R′ ⊗R ΩS/R íæéôøåîåîåä

äðä α ◦ β ù 5.3.2 äîìá úåãéçéäî òáåð ïëì .s′ ∈ S′ ìëì α ◦ β(ds′) = ds′ ù äìåò úåøãâääî

.s ∈ S å r′ ∈ R′ ìëì (β ◦ α)(r′ ⊗ ds) = r′ ⊗ ds ù úåøãâääî òáåð ïë åîë .ΩS′/R′ ìù úåäæä ú÷úòä

.R′ ⊗R ΩS/R ìù úåäæä ú÷úòä äðä β ◦ α ù íéìá÷î åðà ,R′ ⊗R ΩS/R úà íéøöåé åìà íéøáàå ìéàåä

.íæéôøåîåæéà åðä α ù äìåò äæ ìëî

ë äúåà í¹ùøðù íäìù úîöî�öîä úéøåæðèä äìôëîä .R-éìåãåî ìù {Si}i∈I äçôùîá äúò ïðåáúð

i ∈ I ìëì si ∈ Si íäáù
⊗

i si íéøáàä éãé ìò úøöåðä R-úøáâìà äðä
⊗

R,i∈I Si åà
⊗

R,i Si åà
⊗

R Si

:R-úåéøàðéìä éñçé åìåãåî i ìë èòîë øåáò si = 0 å

(rsi + r′s′i)⊗
⊗

j 6=i

sj = r(si ⊗
⊗

j 6=i

sj) + r′(s′i ⊗
⊗

j 6=i

sj)

.si ∈ Si å r, r′ ∈ R ìëì

àöîðù øãñ ìëá íéøåæðèä úà í¹ùøðå úéøåæðèä äìôëîä ìù úåéôåì¤çä úà ìöðð íéðåîéñä úà èùôì éãë

.ïåëðì
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éæà ,Si R-úåàøáâìà ìù úîöî�öî úéøåæðè äìôëî àéä T =
⊗

R Si íà :(úåéøåæðè úåìôëî) 5.5.2 ïåèôùî

.ΩT/R
∼=

⊕

i

(T ⊗Si
ΩSi/R) =

⊕

i

(
(

⊗

R,j 6=i

Sj)⊗R ΩSi/R

)

í�é÷î àåäå α á ïîËñî äæ ñçéá íæéôøåîåæéàä

α
(
d(si ⊗

⊗

j 6=i

1)
)

= dsi ⊗
⊗

j 6=i

0 (6)

.si ∈ Si å i ∈ I ìëì

:àáä ïåòÄèä éãé ìò ÷ãö»î (6) áù ïåéåùä :äçëåä

T ⊗Si ΩSi/R = (
⊗

R,j 6=i

Sj)⊗R (Si ⊗Si ⊗ΩSi/R)

= (
⊗

R,j 6=i

Sj)⊗R ΩSi/R

øùéä íåëñá ïðåáúð α íæéôøåîåæéàä úà úåðáì éãë

.T =
⊕

i

(
(

⊗

R,j 6=i

Sj)⊗R ΩSi/R

)

ïàëî òáåð .ñôàì íéåù íì�ë èòîëå si ∈ Si íäáù
⊗

i si äøåöäî íéøáà ìù éôåñ øôñî ìù íåëñ åðä T á t ìë

úå÷úòää ìù éôåñ øôñî ÷øù

1⊗ di: T =
⊕

i

(
(

⊗

R,j 6=i

Sj)⊗R ΩSi/R

) → (
⊗

j 6=i

Sj)⊗R ΩS/R

1 ⊗ di úå÷úòääî úçà ìëå ìéàåä .e =
⊕

i 1 ⊗ di: T → Ω ä÷úòä úåøéãâî ïä ïëì .t ìò úåñôàúî ïðéà

í�é÷îä α: ΩT/R → Ω R-íæéôøåîåîåä í�é÷ ïëì .R-úøéæâ äðä e íà ,R-úøéæâ äðä

.α
(
d(

⊗

R,i

si)
)

= e(
⊗

R,i

si)

äðä d: T → ΩT/R íò Si → T úéòáèä ä÷úòää ìù äáëøää α ì äëåôää ä÷úòää úà øéãâäì éãë

,d(1 ⊗ si) ì disi úà ÷éúòîä ΩSi/R → ΩT/R ãéçé íæéôøåîåîåä äøùî àéä ïëìå Si-ìåãåî ìù R-úøéæâ

ä÷úòä áéçøäì ïú�ð ,T -ìåãåî åðä äæ íæéôøåîåîåä ìù ç�åèäå ìéàåä .
⊗

j 6=i Sj ìù äãéçéä øáà ïàë àéä 1 øùàá

ä íåëñ .si ∈ Si ìëì βi(1 ⊗ disi) = d(1 ⊗ si) í�éK�éù βi: T ⊗Si ΩSi/R → ΩT/R íæéôøåîåîåäì åæ

.T -éìåãåî ìù β: Ω → ΩT/R íæéôøåîåîåä ïúåð íé-βi
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éë) t ∈ T ìëì β(α(dt)) = dt ù çéëåäì ÷éôñî ΩT/R ìù úåäæä ú÷úòä äðä β ◦ α ù çéëåäì éãë

íøåáò .ΩT/R úà íéøöåé d(1⊗ si) íéøáàä øáëù òáåð õéðáééì úçñ�ðî .(T ìòî ΩT/R úà íéøöåé dt íéøáàä

íéøöåé 1⊗ disi íéøáàä ,êôäì β(α(d(1⊗ si))) = β(1⊗ disi) = βi(1⊗ disi) = d(1⊗ si) í�é÷úî

.ùøãðë ,α(β(1⊗ disi)) = α(d(1⊗ si)) = 1⊗ disi íøåáòå Ω úà

÷éùîä áçøîäù àéä íéâåç éðù ìù úéøåæðè äìôëî øåáò 5.5.2 ïåèôùî ìù úéøáâìà äéøèîåàâá úåòîùîä

äãRðä éÅáéëøîì íé÷éùîä íéáçøîä ìù øùéä íåëñä àåä úåéøáâìà úåòéøé éúù ìù äøùé äìôëî ìù äèåùô äãRðì

.úåòéø�éä éúù ìò

ïåèôùîù ìá÷ð ,øéùé ïô¹àá àã�åì ïú�ð åúåàù S = R[X] åáù 5.3.4 ïåèôùî ìù éèøôä äø÷îä ïî àöð íà

:5.3.4 ïåèôùî ìù äììëä äðä äàáä äàöåúä .R[Xi] íéâåçä øåáò 5.5.2 ïåèôùî ìù éèøô äø÷î àåä 5.3.4

éæà ,R-úøáâìà àåäù S âåçä ìòî íéîåðéìåôä âåç åðä T = S[X1, . . . , Xr] íà :5.5.3 äàöåú

ΩT/R
∼= (T ⊗S ΩS/R)⊕ ( r⊕

i=1

TdXi

)

ìá÷ì éB�ë 5.3.4 ïåèôùîáå 5.5.2 ïåèôùîá ,T = T ′ ⊗R S úåäæá ùîúùðå T ′ = R[X1, . . . , Xn] ïîñð :äçëåä

ΩT/R
∼= (T ⊗S ΩS/R)⊕ (T ⊗T ′ ΩT ′/R)

∼= (T ⊗S ΩS/R)⊕ (T ⊗T ′

r⊕

i=1

T ′dXi)

∼= (T ⊗S ΩS/R)⊕ ( r⊕

i=1

TdXi

)

.ù÷Ëáîë

I =
∑

s1∈S1
S2(ψ(s1)−ψ′(s1)) ,R-úåàøáâìà ìù íéîæéôøåîåîåä éðù ψ, ψ′: S1 → S2 åéäé :5.5.4 äàöåú

:ú÷éHî äðä T -éìåãåî ìù äàáä äøãÄñä éæà .T = S2/I å (ψ, ψ′) âåæä ìù äåì�ðä ä�åù·îä

T ⊗S1 ΩS1/R
T⊗Dψ−T⊗Dψ′ // T ⊗S2 ΩS2/R // ΩT/R // 0 (7)

.äîåã ïôàá úøãâ»î Dψ′ ä÷úòää ,d(ψ(s1)) ì ds1 úà ÷éúòî Dψ åæ äøãÄñá

ìåãåîä åðä ΩT/R ù ,5.3.7 ïåèôùî éôì ,úøøåâ 0 → I → S2 → T → 0 äøö÷ä ú÷éHîä äøãÄñä :äçëåä

åðéà äæ ìåãåî úú .d(ψ(s1) − ψ′(s1)) äøåöäî íéøáàä ìë éãé ìò øöåðä ìåãåîä úú åìåãåî T ⊗S2 ΩS2/R

.ú÷éHî (7) äøãñäù ïàëî .T ⊗Dψ − T ⊗Dψ′ íæéôøåîåîåää ìù äðåîúä àìà
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.S ìù úéìôë äöåá÷ úú U å R-úøáâìà S äðééäú :(íéîå÷´î) 5.5.5 ïåèôùî

.−du
u2 íò d

(
1
u

)
úà íéäæî åáù ΩS[U−1]/R

∼= S[U−1]⊗S ΩS/R éòáè íæéôøåîåæéà í�é÷ (à)

. ΩS[U−1]/R =
∑

i∈I S[U−1]dxi éæà ,S = R[xi]i∈I íà (á)

.F ìëî ΩF/K éøåè÷åä áçøîä úà íéøöåé ,i ∈ I ,dxi éæà ,úåãù íä F = K(xi)i∈I íà (â)

u′ íà .d′
(

s
u

)
= 1

u2 ⊗ (sdu− uds) éãé ìò d′: S[U−1] → S[U−1]⊗S ΩS/R ä÷úòä øéãâð :à úçëåä

éæà ,U ìù óñåð øáà àåä

d′
(

su′

uu′

)
=

1
u2(u′)2

⊗ (su′d(uu′)− uu′d(su′))

=
1

u2(u′)2
⊗ (s(u′)2du + suu′du′ − suu′du′ − u(u′)2ds = d

(
s

u

)

ù êë α: ΩS[U−1]/R → S[U−1] ⊗S ΩS/R íæéôøåîåîåä í�é÷ ,ïëì .R-úøéæâ äðä d′ ù äàøî øéùé áåù¤ç

.α(d
(

s
u

)
) = d′

(
s
u

)

äøéãâî ïëìå S-éìåãåî ìù R-úøéæâ äðä S → S[U−1] d−→ ΩS[U−1]/R úå÷úÀòää úáëøä ,êåôä¦ä ïåå�ëá

S[U−1]-íæéôøåîåîåäì äáçøäì ïú�ðä ΩS/R → ΩS[U−1]/R S-íæéôøåîåîåä

β: S[U−1]⊗S ΩS/R → ΩS[U−1]/R

.íéîæéôøåîåæéà íä ïëìå äæì äæ íéëåôä β å α ù äàøî ä÷éãá .β
(

s
u ⊗ d

(
s′
u′

))
= s

ud
(

s′
u′

)
í�é÷îä

íéøöåé íä ,à ÷ìç éôì ,ïëì .S-ìåãåîë ΩS/R úà ,i ∈ I ,dxi íéìàéöðøôéãä íéøöåé 5.3.3 äîì éôì :á úçëåä

.S[U−1]-ìåãåîë ΩS[U−1]/R úà

äðòè ìù éèøô äø÷î àåôà àéä â äðòè .F = S[U−1] éæà .U = Sr{0} å S = K[xi]i∈I ïîñð :â úçëåä

.á

,éæà .S =
∏n

i=1 Si å R-úåàøáâìà S1, . . . , Sn åéäé :(úåøùé úåìôëî) 5.5.6 ïåèôùî

.ΩS/R =
∏n

i=1 ΩSi/R

éæà .Ω =
∏n

i=1 ΩSi/R éäéå úéìñøáéðåàä úåøéæâä úà di: Si → ΩSi/R áå d: S → ΩS/R á ïîñð :äçëåä

ìëì ,êôäì .α ◦d = D ù êë α: Ωs/R → Ω íæéôøåîåîåä äøéãâî ïëìå R-úøéæâ äðä D =
∏n

i=1 di: S → Ω

βi: ΩSi/R → ΩS/R íæéôøåîåîåä äøéãâî ïëìå Si-éìåãåî ìù R-úøéæâ äðä Si → S
d−→ ΩS/R äáëøää i

äæ íéëåôä β å α ù äàøî ä÷éãá .β: Ω → ΩS/R íæéôøåîåîåä øéãâî íé-βi ä óñ¹à .βi(disi) = dsi í�é÷îä

.íéîæéôøåîåæéà íéåäî ïëìå äæì
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íééøåøòæ íéîæéôøåî 5.6

äæì äæ íéåù íä íà íìåà .R-íæéôøåîåîåä åðéà ììë êøãá R úåàøáâìà ìù R-íéîæéôøîåîåä éðù ïéá ìãáää

.R-úøéæâ àåä íìãáä éæà ,ñôà åòåáøù ìàãéà åìåãåî

ù êë úéøåáç ä÷úòä δ: S → S′ éäúå R-úåàøáâìà ìù íæéôøåîåîåä ϕ: S → S′ éäé :5.6.1 ïåèôùî

øîåìë ,S ìù R-úøéæâ àåä δ íà ÷øå íà R-úåàøáâìà ìù íæéôøåîåîåä àåä ϕ + δ éæà .δ(S)2 = 0

.δ(s1s2) = ϕ(s1)δ(s2) + ϕ(s2)δ(s1)

úåéåäæä éúùî àöð :äçëåä

(ϕ + δ)(s1s2) = ϕ(s1s2) + δ(s1s2)

(ϕ + δ)(s1)(ϕ + δ)(s2) = ϕ(s1s2) + ϕ(s1)δ(s2) + ϕ(s2)δ(s1)

íà äæì äæ íéåù íééìàîùä íéôâ²àä .s1, s2 ∈ S øåáò δ(s1)δ(s2) = 0 äçðääî äìá÷úä ïäéðéáî äéðùä øùà

.S2 ìù R-úøéæâ àéä δ íà ÷ø íà ,øîåìë ,δ(s1s2) = ϕ(s1)δ(s2) + ϕ(s2)δ(s1) íà ÷øå

ù êë α′: B → A ä÷úòä úî�é÷ íà ìàîùî úìöôúî úåöåá÷ ìù α: A → B ä÷úòääù øîàð

α′: B → A ä÷úòä úî�é÷ íà ïéîé´î úìöôúî α ù øîàð .ìò àéä α′ åìàå úéëøò ãç ãç α èøôá .α′ ◦α = idA

.ìò àéä α åìàå úéëøò ãç ãç α′ èøôá .α ◦ α′ = idB ù êë

ù úå÷éHîä úåøãñä éúùá ïðåáúð .I = Ker(π) éäéå úåàøáâìà ìù R-íæéôøåîéôà π: S → T éäé :5.6.2 ïåèôùî

:äøùî π

0 // I/I2 // S/I2 π̄ // T // 0

I/I2 d // T ⊗S ΩS/R
Dπ // ΩT/R // 0

.S -úåàøáâìà ìù ìù íæéôøåîåîåäë ïéîéî úìöôúî àéä π̄ íà ÷øå íà T -úåàøáâìà ìù íæéôøåîåîåäë ìàîùî úìöôúî d éæà

.íé÷ìç äùìùì äçëåää úà ÷ìçð :äçëåä

S → S/I2 íæéôøåîéôàì äîéàúîä äéðùä úéñéñáä ú÷éHîä äøãÄñä .I2 = 0 åáù äø÷îä ìò äãîòä :à ÷ìç

äðä

I2/I4 → S/I2 ⊗S ΩS/R
D−→ Ω(S/I2)/R → 0

ïåéåùä úà úðúåð àéä .(5.3.7 ïåèôùî)

Ω(S/I2)/R = ΩS/R/(I2ΩS/R + d(I2))
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,ïëì .d(I2) ⊆ IΩS/R ù òáåð äøéæâì õéðáééì úçñ�ðî

T ⊗S Ω(S/I2)/R = S/I ⊗S Ω(S/I2)/R

= Ω(S/I2)/R/IΩS/I2)/R

=
(
ΩS/R/(I2ΩS/R + d(I2))

)/(
IΩS/R/I2ΩS/R + d(I2)

)

= ΩS/R/IΩS/R = S/I ⊗S ΩS/R = T ⊗S ΩS/R

S/I2 á S úà óéìçäì ìëåð (S/I2)/(I/I2) = T ïåéåùä úà åìà (íééòáè íéîæéôøåîåæéà=) úåðåéåùì óøöð íà

äøåöä úà úåìá÷î èôùîá úåòéôåîä úå÷éHîä úåøãñä åæä äçðää úçú .I2 = 0 ù úåéììëä úìáâä éìá çéðäì éãë

:øúåé äèåùôä
0 −→I −→ S

π−→ T −→ 0

I
d−→ T ⊗S ΩS/R

Dπ−→ ΩT/R −→ 0

.úììåëä äøéæâä úà d′: S → ΩS/R á ïîñð ìåáìá òåðîì éãë

éäé .σ ◦ d = idI í�é÷îä íæéôøåîåîåä σ: T ⊗S ΩS/R → I éäé :á ÷ìç

γ: ΩS/R = S ⊗S ΩS/R → T ⊗S ΩS/R

.R-úøéæâ àéä δ = σ ◦ γ ◦ d′: S → I ⊆ S éæà .I ì γ ◦ d′ ìù íåöîöä åðä d éæà .π ⊗ 1 íæéôøåîåîåää

S

δ

²²

d′ // S ⊗S ΩS/R

γ

²²
0 // I

OO

d // T ⊗S ΩS/R
Dπ //

σ
oo ΩT/R // 0

,σ(di) = i í�é÷úî i ∈ I ìëì .úåàøáâìà ìù R-íæéôøåîåîåä àåä idS − δ: S → S ,5.6.1 ïåèôùî éôì

íæéôøåîåîåä äøùî idS − δ ïëì .(idS − δ)(I) = 0 ù ïàëîå δ(i) = σ(γ(d′(i))) = σ(d(i)) = i ïëì

π ◦ τ(s + I) = ù ìá÷ð ,s ∈ S øåáò (δ(s) ∈ I éë) π(δ(s)) = 0 å ìéàåä .τ : T → S úåàøáâìà ìù

.ùøãðë ,π ◦ τ = idT øîåìë π(s− δ(s)) = s + I − π(δ(s)) = s + I

δ = idS − τ ◦ π: S → S ä÷úòää éæà .π ◦ τ = idT í�é÷îä íæéôøåîåîåä τ : T → S éäé :â ÷ìç

ïëìå s ∈ S ìëì π(δ(s)) = π(s − τπ(s))) = π(s) − π(τ(π(s))) = π(s) − π(s) = 0 úî�é÷î

δ äøùî ,ïëì .(5.6.1 ïåèôùî) I êåúì R-úøéæâ àéä δ ,(S êåúì) íéîæéôøåîåîåä éðù ìù ùøôä øåúá .δ(S) ⊆ I

úî�é÷î åæ ä÷úòä s ∈ S å i ∈ I ìëì .σ′ ◦ d′ = δ ù êë S-úåàøáâìà ìù σ′: ΩS/R → I R-íæéôøåîåîåä
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σ′ ïëìå IΩS/R ìò úñôàúî σ′ ïëì .σ′(i)δ(i) ∈ I2 = 0 éë σ′(ids) = σ′(i)σ′(ds) = σ′(i)δ(i) = 0

úà êôåää σ: T ⊗S ΩS/R íæéôøåîåîåä í�é÷ ,úåøçà íéìîá .T ⊗S ΩS/R = ΩS/R/IΩS/R êøã úìöôúî

:éôåì¤çì àáä íéùøúä

ΩS/R //

σ′

&&LLLLLLLLLLL
T ⊗S ΩS/R

σ

²²
S

d′

OO

δ // I

,ïëìå σ(di) = σ(d′i) = δ(i) = i − τ(π(i)) = i úî�é÷î σ ä÷úòää ,i ∈ I ìëì π(i) = 0 å ìéàåä

.ùøãðë ,σ ◦ d = idI

R → R/m äðîä ú÷úòä íà ,âåçä ìù íéîã÷î äãù àø÷ð R ìù L äãù úú .éîå÷î âåç (R, m) éäé

.R/m ìò éôøåîåæéà ïôàá L úà ä÷éúòî

úéøù»îä ä÷úòää d: m/m2 → (R/m)⊗R ΩR/K éäúå K äãù óé÷îä éîå÷î âåç (R, m) éäé :5.6.3 äàöåú

.R → ΩR/K úììåëä äøéæâä éãé ìò

.K úà óé÷îä íéîã÷î äãù (R/m2,m/m2) éîå÷îä âåçì í�é÷ íà ÷øå íà úéëøò ãç ãç d ä÷úòää (à)

.úéëøò ãç ãç d éæà ,K ìòî ãéøô R/m íà (á)

äøåöä úà åðìù äø÷îá úåìá÷î 5.6.2 ïåèôùî ìù úå÷éHîä úåøãñä :à úçëåä

0 −→m/m2 −→ R/m2 π−→ R/m −→ 0

m/m2 d−→ (R/m)⊗K ΩR/K
Dπ−→ Ω(R/m)/K −→ 0

éæà ,úéëøò ãç ãç àéä íà .R/m äãùä ìòî íééøåè÷å íéáçøî ìù úéøàðéì ä÷úòäë íéàåø åðà d ä÷úòää úà

í�é÷ ,úåøçà íéìîá .ïéîéî úìöôúî R/m2-éìåãåî ìù π ä÷úòää 5.6.2 ïåèôùî éôì ,ïëì .ìàîùî úìöôúî àéä

.R/m2 ìù íéîã÷î äãù äéäú π′ ìù L äðåîúä .π ◦ π′ = idR/m ù êë π′: R/m → R/m2 íæéôøåîåðåî

k +m íò k úà íéäæî åðàå k ∈ K ìëì π′(k +m) = kπ′(1+m) = k +m2 éë ,K úà óé÷é L ïë ìò øúé

.(R/m2 êåúá) k + m2 íòå (R/m êåúá)

π ,ïëì .R/m ìò éëøò ãç ãç ïôàá ÷éúòî π øùà K úà óé÷îä L äãù úú R/m2 ì í�é÷ù çéðð ,êôäì

.úéëøò ãç ãç àéä ïëìå ìàîùî úìöôúî d ä÷úòää , ïåèôùî éôì .R/m2-éìåãåî ìù íæéôøåîåîåäë ïéîéî ìöôúî

.íìù»î àåä ïëìå úñðëúî åá éùå÷ úøãñ ìë ,ïë ìò øúé .éøèð R/m2 éîå÷îä âåçäù òáåð R ìò äçðääî :á úçëåä

åúçëåä ïéà ,éøèð äéäé âåçäù ùøåã ì"ðä èôùîäù úåøîì) íéîã÷î äãù R/m2 ì ùé ,[Eis] ìù 7.8 èôùî éôì

.éëøò ãç ãç d ,(à) éôì ,ïëì .(åæ äçðäá úùîúùî
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úåãù ìù úåáçøäå íéìàéöðøôéã 5.7

íäáù dx íéøáà éãé ìò øöåð ΩF/K å ìéàåä .F ìòî éøåè÷å áçøî åðä ΩF/K éæà ,úåãù úáçøä äðä F/K íà

{dxi}i∈I íà éìàéöøôéã ñéñá äåäî {xi}i∈I óñàù øîàð .åìàë íéøáàî áëø»îä ñéñá ΩF/K ì í�é÷ ,x ∈ F

.F ìòî éøåè÷å áçøîë ΩF/K ì ñéñá äåäî

äîàúäá úåéìðåéöøä úåéö÷ðåôä äãùå íéîåðéìåôä âåç F = K(Xi)i∈I å R = K[Xi]i∈I åéäé :5.7.1 äîâH

5.3.3 ïåèôùîå 5.5.5 ïåèôùî éôì .K äãùä ìòî Xi íéðúùîá

ΩR/K =
⊕

i∈I

⊗

K,j 6=i

K[Xj ]⊗K K[Xi]dXi =
⊕

i∈I

RdXi

,5.5.5 íéîå÷´îä ïåèôùî éôì ,ïëì

ΩF/K = F ⊗R ΩF/K =
⊕

i∈I

F ⊗R RdXi =
⊕

i∈I

FdXi

.F/K øåáò íéìàéöðøôéã ñéñá äåäî {Xi}i∈I äöåá÷ä ,úåøçà íéì´îá

íàå K ìòî úéøáâìà äéåìú äðéà àéä íà F/K øåáò úåìÂò�ð ñéñá úàø÷ð F ìù {tj}j∈J äöåá÷ úú

äåäî àéä íà F/K øåáò p-ñéñá úàø÷ð F ìù {xi}i∈I äöåá÷ úú .úéøáâìà äáçøä àéä F/K(tj)j∈J

.KF p-úøáâìàë F øåáò úéøòæî íéøöåé úöåá÷

àåä p ïåéôàá åì´àå úåìòð ñéñá ìù âùåîä íò ãëìúî íéìàéöðøôéã ñéñá ìù âùåîä ,0 ïåéôàáù äàøð

.p-ñéñá ìù âùåîä íò ãëìúî

.ΩL/R = L⊗S ΩK/R éæà .K ìù äãéøô úéøáâìà äáçøä L å R úà óé÷îä äãù K ,âåç R éäé :5.7.2 äîì

äáçøä àéä L ù çéðäì ïúð ,(??) íéøùé íéîåëñ íò íéôìçúî T ⊗S · å ΩT/S íéðå÷úòää éðùe ìéàåä :äçëåä

äøãÄñä .L = K[X]/K[X]f(X) ,éæà .f = irr(z,K) éäéå L/K ìù íåã÷ øáà z éäé .K ìù úéôåñ äãéøô

äøåöä úà àåôà úìá÷î ,5.3.7 ïåèôùî) äéðùä ú÷éHîä

K[X]f(X)/K[X]f(X)2 d−→ L⊗K[X] ΩK[X]/R
D−→ ΩL/R

,5.5.3 äàöåú éôì .D(g(x)⊗ d(h(X))) = g(x)d(h(x)) øùàá

ΩK[X]/R
∼= (K[X]⊗K ΩK/R)⊕K[X]dX

,ïëì

.L⊗K[X] ΩK[X]/R
∼= (L⊗K ΩK/R)⊕ LdX (7)
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äúò í¹ùøð .Ldx ì øáåò éðùä øá«çîäù ãåòá ïéîé óâàá ïåùàøä øá«çîä ìò úøîåù D ä÷úòää

ù òáåð f(x) = 0 ïåéåùäî .(df)(X) =
∑n

i=0(dai)Xi ïîñð .ai ∈ K íò f(X) =
∑n

i=0 aiX
i

,ïëì ,f ′(x) 6= 0 ù òáåð f(X) ìù úåãéøôäî .(df)(x) + f ′(x)dx = 0

.dx = − 1
f ′(x)

(df)(x) ∈ L⊗K ΩK/R

.ΩL/R = L⊗S ΩK/R ù àåôà úðúåð (7) ìò D úìòôä

áçøîë ΩF/K ìù ñéñá åðä {dxi}i∈I éæà .F ìù äöåá÷ úú {xi}i∈I å úåãù úáçøä F/K éäú :5.7.3 äîì

íà ÷øå íà F ìòî éøåè÷å

åà ,F/K ìù úåìòð ñéñá åðä {xi}i∈I å char(K) = 0 (à)

.F/K ìù p-ñéñá åðä {xi}i∈I å char(K) = p 6= 0 (á)

.íéø÷îä éðù ïéá ãéøôð :äçëåä

.char(K) = 0 :à äø÷î

E = ìù (äãéøô) úéøáâìà äáçøä åðä F ïëì .F/K ìù úåìòð ñéñá {xi}i∈I ù íãå÷ çéðð

,5.7.3 äîì éôì .E ìòî éøåè÷å áçøîë ΩE/K ìù ñéñá äåäî {dxi}i∈I ,5.7.1 äîâH éôì .K(xi)i∈I

.F ìòî éøåè÷å áçøîë ΩF/K ìù ñéñá ä�åäî {dxi}i∈I ,ïëì .ΩF/K = F ⊗K ΩE/K

äðåùàøä ú÷éHîä äøãÄñä .E = K(xi)i∈I ïîñð .ΩF/K ìù ñéñá åðä {dxi}i∈I ù çéðð ,êôäì

øùàá .F ⊗E ΩE/K
D−→ ΩF/K → ΩF/E → 0 äéäú K → E → F úåãùä úåáçøäì äîéàúîä

ù íéìá÷î F ìòî äæ áçøî íéøöåé ΩF/K ìù dxi íéøáàäå ìéàåä .i ∈ I ìëì D(1 ⊗ dxi) = dxi

.E ìù úéøáâìà äáçøä äðä F ù úîãå÷ä ä÷ñôä éôì ,òáåð ïàëî .ΩF/E = 0

0 ∈ I ìùîìå êë øáãä ïéàù äìéìùá çéðð .F/K øåáò úåìòð ñéñá åðä {xi}i∈I ù úåàøäì àåôà åðì øúåð

ìòî øöåðä éøåè÷åä áçøîì ê�éù dx0 ù êëá òáðé ,5.7.2 äîì úçëåäá åîë .E0 = K(xi)i 6=0 ìòî éøáâìà x0 å

.i ∈ I ,dxi íéøáàä ìù úåìúä éàì äøéúñá ,i 6= 0 ,dxi íéøáàä éãé ìò F

F/K ìù äøéæâ ìëù òáåð x ∈ F øåáò d(xp) = pxp−1dx = 0 úåäæäî .char(K) = p :á äø÷î

p-ñéñá .F p ⊆ K ù çéðäì éãë KF p á K úà àåôà óéìçð .ΩF/K = ΩF/KF p ,ïëì .KF p ìò úñôàúî

.K-úøáâìàë F ì úéøòæî íéøöåé úöåá÷ äéäé F/K øåáò

íéøáàä éãé ìò øöåð ΩF/K éæà .F/K øåáò p-ñéñá åðä {xi}i∈I ù çéðð úîãå÷ä ä÷ñôáù äçðää úçú

.F0 = K(xi)i 6=0 ïîñð .dx0 ì èøô íé-dxi ä ìë éãé ìò øöåð ΩF/K ù äìéìùá çéðð .(5.3.3 äîì) i ∈ I ,dxi

äøåöä úà úìá÷î K → F0 → F úåãùä úáçøäì äîéàúîä äðåùàøä ú÷éHîä äøãñä ,éæà

F ⊗F0 ΩF0/K → ΩF/K → ΩF/F0 → 0 (8)
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ù (8) ìù ÷åéDäî íéìá÷î ,ΩF/F0 á 0 ì øáåò íùîå ΩF0/K î ΩF/K ì òéâî dxi ,i 6= 0 øåáòå ìéàåä

.F = F0[X]/F0[X](Xp − y) ïëìå y = xp
0 ∈ F0 ù F p ⊆ K ù äçðääî òáåð éðù ãöî .ΩF/F0 = 0

äéäú äîéàúîä äéðùä ú÷éHîä äøãÄñä

F0[X]/(Xp − y)/F0[X](Xp − y)2 d−→ F ⊗F0 ΩF0[X]/F0

D−→ ΩF/F0 → 0 (9)

íìåà .ΩF/F0 úà ìá÷ì éãë d(Xp − y) á ÷ìçì êéøö åúåà .(?? éôì) FdX äéäé (9) ìù éòöîàä øáàä

íéøáàäù òáåð åæ äøéúñî .ìéòìã äð÷ñîì äøéúñá ,ΩF/F0 = Fdx 6= 0 ,ïëì .d(Xp − y) = pXp−1 = 0

.ΩF/K øåáò ñéñá íéåäî i ∈ I ,dxi

.E = K(xi)i∈I ïîñð .F ìòî éøåè÷å áçøîë ΩF/K ì ñéñá äåäî {dxi}i∈I ùå F p ⊆ K ù çéðð äúò

íéøöåé dxi íéøáàäù êëîå F ⊗E ΩE/K
D−→ ΩF/K → ΩF/E → 0 äøãñä ìù ÷åéDäî òáåð à äø÷îá åîë

p-ñéñá äì ø©çáìíéìåëé åðééä ,E ìù äúåàð äáçøä F äúéä åì´à ,êãéàî .ΩF/E = 0 ù F ìòî ΩF/K úà

íðéà ΩF/E ìù j ∈ J ,dyj íéøáàäù òáåð äéä úîãå÷ä ä÷ñôá åîë .ä÷éø àì J íéðåéö úöåá÷ íò {yj})j∈J

.F = E ù òáåð åæ äøéúñî .ΩF/E = 0 ù êëì äøéúñá ,úéøàðéì íééåìú

íé÷ äéä ,êë øáãä äéä àì åì´à .K-úøáâìàë F ì úéøòæî íéøöåé úöåá÷ àéä {xi}i∈I ù çéëåäì åðì øúåð

F ìòî áçøîä úúì êéù äéä dx0 æàå .íéøçàä íé-xi ä éãé ìò úøöåðä K-úøáâìàì ê�éù äéäù åæ äöåá÷á x0

.i ∈ I ,dxi ìù úéøàðéìä úåìúä éàì äøéúñá ,{dxi}i6=0 éãé ìò øöåðä

øåáò ãéøôî úåìòð ñéñá úàø÷ð {xi}i∈I äöåá÷ úú .p éáåéç ïåéôà éìòá úåãù ìù äáçøä F/K éäú

.K(xi)i∈I ìù äãéøô úéøáâìà äáçøä åðä F íàå úéøáâìà äéåìú äðéà {xi}i∈I íà F/K äáçøää

(linearly disjoint) úéøàðéì ãøô»î E ù øîàð .óú»ùî äãùá íéìëåîå K äãù íéôé÷îä úåãù F å E åéäé

,ïéôåì¤çì .F ìòî íâ úéøàðéì íééåìú àì íéøàùð K ìòî úéøàðéì íééåìú íðéàù E á x1, . . . , xn ìë íà

E î úéøàðéì úãøô»î F íâ äæ äø÷îá .úéëøò ãç ãç xy ì x⊗ y úà ä÷éúòîä E ⊗K F → E[F ] ä÷úòää

íà K ìòî F î úéøàðéì ãøô»î E éæà .E ì K ïéá äãù K ′ éäé :ìãâîä úðåëú ùé úéøàðéì úåãøô»îì .K ìòî

.[FrJ, §2.5] K ′ ìòî K ′F î úéøàðéì ãøô»î E å K ìòî F î úéøàðéì ãøô»î K ′ íà ÷øå

úåãùäî ãçà ìëî ïéôåìçì ,K ìòî K1/p äãùäî úéøàðéì úãøô»î F íà äãéøô äð�ëî F/K äáçøää

,úéôåñ úøöåð F/K íà .K1/pn

úåãùä ìë ìù ãåçàä àåäù Kins äãùäî ïéôåìç éôåìçì ,K ìòî K1/pn

ìùîì äàø .Maclane ìù èôùî ïðä åìàä úåéåìé÷ùä .ãéøôî úåìòð ñéñá äì ùé íà ÷øå íà äãéøô F/K éæà

.[Lan, p. 53, Thm. 1]

íééåìú íðéà B éøáà éæà .F/K ìù p-ñéñá B å äãéøô p éáåéç ïåéôà éìòá úåãù úáçøä F/K éäú :5.7.4 äîì

.K äãùä ìòî úéøáâìà
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å äæî äæ íéðåù x1, . . . , xn ∈ B íäáù xj1
1 · · ·xjn

n íéîåðåîä úöåá÷ úà M á ïîñð :äçëåä

ù òáåð KF p ìòî äøáâìàë F ìù úéøòæî íéøöåé úöåá÷ àéä B ù äçðääî .0 ≤ j1, . . . , jn < p

úðåëú éôì ,ïëì .K ìòî Kins î úéøàðéì ãøô»î F ,äãéøô F/K äáçøääå ìéàåä .K ìòî úéøàðéì äéåìú äðéà M

àåä B ù ïàëî .F pKins ìòî úéøàðéì äéåìú äðéà M ,ïëì .KF p ìòî FpKins î úéøàðéì ãøô»î F ,ìãâîä

K ù çéðäì éãë Kins á K úà àåôà óéìçäì ìëåð úåéììëä úìáâä éìá .FKins/Kins äáçøää øåáò p-ñéñá íâ

.a ∈ K ìëì a1/p ∈ K øîåìë ,ììë»ùî

ìù úåé-n ìù I ä÷éø àì úéôåñ äöåá÷ úî�é÷ ,äæî äæ íéðåù x1, . . . , xn ∈ B íéî�é÷ù äìéìùá äúò çéðð

ù êë ai ∈ K× í�é÷ i ∈ I ìëìå íééìéìù éà íéîìù íéøôñî

.
∑

i∈I

aix
i1
1 · · ·xin

n = 0 (9.5)

ïîñð ïë åîë .äæ øãñ úçú éøòæî øáà I ù íâ çéððå éðåì´î ïô¹àá íééìéìù éàä íéøôñîä ìù úåé-n ä úöåá÷ úà øãñð

í¹ùøì éãë úéøàù íò ÷åì¤çä èôùîá ùîúùð äúò .J = {j ∈ I | 0 ≤ j1, . . . , jn < p}

i1 = ji,1 + ki1p, . . . , in = ji,n + ki,np

íéðåîéñá .Ij = {i ∈ I | (ji,1, . . . , ji,n) = (j1, . . . , jn)} ïîñð j ∈ J ìëì .(ji,1, . . . , ji,n) ∈ J øùàá

äøåöá ùãçî (9.5) úà í¹ùøì ìëåð åìà

.
∑

j∈J

( ∑

i∈Ij

aix
ki,1p
1 · · ·xki,np

n

)
xj1

1 · · ·xjn
n = 0 (9.6)

äæî äæ íéðåù íéøáà íä xj1
1 · · ·xjn

n íéîåðåîä åìàå KF p ì íéë�éù (9.6) ìù ìàîù óâà ìù íéøâåñá íéøáàä

,ïëì .KF p ìòî úéøàðéì íééåìú íðéà ïëìå M ìù

∑

i∈Ij

aix
ki,1p
1 · · ·xki,np

n = 0 (9.7)

ìá÷ìå (9.7) ìù íéôâàä éðùî é-p ùø¹ù àéöåäì ìëåð ,ììë»ùî K åðúçðä éôìå ìéàåä .j ∈ J ìëì

∑

i∈Ij

a
1/p
i x

ki,1
1 · · ·xki,n

n = 0

ù òáåð I ìù úåéøòæîäî ,ïëì .(ki,1, . . . , ki,n) 6= (ki′,1, . . . , ki′,n) éæà ,Ij á úåðåù úåé-n éúù ïä i, i′ íà

.äçðäì äøéúñá ,i ∈ Ij ìëì ai = 0 ïëìå a
1/p
i = 0
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.p éáåéç ïåéôà éìòá úåãù ìù äáçøä F/K éäú :5.7.5 ïåèôùî

.F/K øåáò p-ñéñá íâ àåä F/K ìù ãéøôî úåìòð ñéñá ìë (à)

ïú�ð èøôá .úéôåñ äãéøô äáçøä àéä F/K(B) éæà ,F/K øåáò p-ñéñá àåä B å úéôåñ úøöåð F/K äáçøää íà (á)

.B á ìëåî äéäéù F/K ìù úåìòð ñéñá øçáì

.F/K ìù ãéøôî úåìòð ñéñá àåä B éæà ,F/K øåáò p ñéñá àåä B å äãéøô úéôåñ úøöåð F/K äáçøää íà (â)

øåáò F = F pK(B0) ù êë x ∈ B í�é÷ù äìéìùá çéðð .F/K ìù ãéøôî úåìòð ñéñá B éäé :à úçëåä

.äãéøô úéøáâìà äáçøä äðä F p/K(B)p íâ ,äãéøô úéøáâìà äáçøä äðä F/K(B) å ìéàåä .B0 = Br{x}

.äãéøô úéøáâìà äáçøä äðä K(B)/K(Bp, B0) ù ïàëî .äãéøô úéøáâìà äáçøä äðä F/K(Bp, B0) ,ïëì

íéî�é÷ù òáåð ïàëî .K(B) = K(Bp, B0) ,ïëì .äø£äèá äãéøô éà K(B)/K(Bp, B0) äáçøää ,éðù ãöî

(k0, k1, . . . , kr) úåé-r + 1 ìù úéôåñ äöåá÷ øåáò x =
∑

akxk0pxk1
1 · · ·xkr

r ù êë ,x1, . . . , xr ∈ B0

íéøáàä ìù úéøáâìàä úåìúä éàì äøéúñá ãîåò äæ ïåéåù .ak ∈ K íéøáàå íééìéìù éà íééòáè íéøôñî ìù

.F/K ìù p-ñéñá àåä B ù òáåð åæ äøéúñî .B ìù x, x1, . . . , xr

éäé .úéôåñ úøöåð F/K(B) äáçøää íâ éæà .äøåáò p-ñéñá àåä B å úéôåñ úøöåð F/K ù äúò çéðð :á úçëåä

á K(B)(y1, . . . , ys) ìù úéáøîä äãéøôä äáçøää úà F0 á ïîñðå F/K(B) øåáò úåìòð ñéñá y1, . . . , ys

ì p-ñéñá B ù äçðääî .F pn ⊆ F0 ù êë éòáè n í�é÷ ïëì .úéôåñ äøäèá äãéøô éà äáçøä àéä F/F0 éæà .F

éæà .Fn−1K(B) = F ù äàøùäá çéðð .F pK(B) = F ù òáåð F/K

.F pn

K(B) = (F p−1)pK(B)pK(B) = (F p−1K(B))pK(B) = F pK(B) = F

äðä F p/K(B)p(yp
1 , . . . , yp

s ) íâ ïëì .K(B)(y1, . . . , ys) ìù äãéøô äáçøä àåä F ù ïàëîå ,F = F0 ïëì

.äãéøô äáçøä

F p F = F pK(B)

kkkkkkkkkkkkkk

K(B)p(yp
1 , . . . , yp

s ) K(B)(yp
1 , . . . , yp

s ) K(B)(y1, . . . , ys)

K(B)(y1, . . . , ys)/K(B)(yp
1 , . . . , yp

s ) ù øøåâ äæ .äãéøô äáçøä äðä F/K(B)(yp
1 , . . . , yp

s ) ù ïàëî

.s = 0 ù àåôà òáåð .K(B)(yp
1 , . . . , yp

s ) ìòî äøäèá ãéøô éà y1 éæà ,s > 0 íà ,êãéàî .äãéøô äáçøä äðä

.úéôåñ äãéøô äáçøä àéä F/K(B) ïëì

.K ìòî úéøáâìà íééåìú íðéà B éøáà 5.7.4 äîì éôì .úéôåñ äãéøô äáçøä àéä F/K(B) ,(á) éôì :â úçëåä

.F/K ìù ãéøôî úåìòð ñéñá àåä B ,ïëì
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:äàáä äàöåúä úà ïúåð 5.7.5 å 5.7.3 íéðåèôùîä óåøö

äáçøääù åà char(K) = 0 ù çéðð .F ìù íéøáà úöåá÷ {xi}i∈I å úåãù ìù äáçøä F/K éäú :5.7.6 äàöåú

àéä {xi}i∈I íà ÷øå íà F ìòî ΩF/K éøåè÷åä áçøîì ñéñá àéä {dxi}i∈I äöåá÷ä éæà .úéôåñ úøöåðå äãéøô F/K

äáçøä äðä F/K íà ÷øå íà ΩF/K = 0 éæà ,úéôåñ úøöåð F/K äáçøää íà ,èøôá .F/K ìù ãéøôî úåìòð ñéñá

.äãéøô

äøùé äìôëî åðä T íà ÷øå íà ΩT/K = 0 éæà .úéôåñ úøöåð K -úøáâìà ìù íå÷´î T å äãù K åéäé :5.7.7 äàöåú

.K ìù íééôåñ íéãéøô äáçøä úåãù ìù

,5.7.2 äîì éôì .K ìù íééôåñ íéãéøô äáçøä úåãù ìù äøùé äìôëî åðä T =
∏n

i=1 Ki ù äìéçú çéðð :äçëåä

.ΩT/K =
⊕n

i=1 ΩKi/K = 0 ,5.5.6 ïåèôùî éôì ,ïëì .ΩKi/K = Ki ⊗K ΩK/K = 0

å äìù éáøî ìàãéàá K ìòî úéôåñ úøöåð äøáâìà ìù íå÷´îä åðä T åáù äø÷îá äìéçú ìôèð êåô¨ä¦ä ïååëá

úåãù úáçøä äðä T̄ éæà .åìù úåðîä äãù úà T̄ = T/m áå T ìù éaøîä ìàãéàä úà m á ïîñð .ΩT/K = 0

äðä 0 → m → T → T̄ → 0 äøö÷ä äøãñì äîéàúîä äéðùä ú÷�éãîä äøãÄñä .K ìù úéôåñ úøöåð

.m/m2 d−→ T̄ ⊗T ΩT/K → ΩT̄ /K → 0 (10)

.K ìù úéôåñ äãéøô äáçøä äðä T̄ ù òáåð 5.7.6 äàöåúî .ΩT̄ /K = 0 ù åæ äøãñî òáåð ,ΩT/K = 0 å ìéàåä

T å ìéàåä .m/m2 = 0 ,ïëì .úéëøò ãç ãç (10) äøãñá d ä÷úòää ,5.6.3 äàöåú ìù á ÷ìç éôì ,ïë ìò øúé

.K ìù äãéøô úéôåñ äáçøä åðä T = T̄ ,ïëì .m = 0 ù äî�é÷ð ìù äîìäîå ïàëî òáåð ,éøèð

å äìù úéìôë äöåá÷á K ìòî úéôåñ úøöåð äøáâìà ìù íå÷´îä åðä T åáù éììëä äø÷îá ïðåáúð äúò

øúé .éáøî ìàãéàá K ìòî úéôåñ úøöåð äøáâìà ìù íå÷îä àåä Tm éæà .T ìù éaøî ìàãéà m éäé .ΩT/K = 0

äãéøô úéôåñ äáçøä äãù åðä Tm ,úîãå÷ä ä÷ñôä éôì ,ïëì .ΩTm/K = 0 ,5.5.5 íéîå÷´îä ïåèôùî éôì ,ïë ìò

T ,äæ ìò óñåðá .dim(T ) = 0 ù øîåà äæ .m á ùîî ìëåîä éðåùàø ìàãéà íåù T ì ïéàù òáåð ïàëî .K ìù

.ïéèøà âåç åðä T ,3.3.6 é÷eöé÷à èôùî éôì ,ïëì .éøèð

ä÷ñôä éôì .(3.3.3 ïåèôùî) T ìù íéðåùä (íééáøîä íâ íäù) íééðåùàøä íéìàãéàä m1, . . . , mr åéäé

ìàãéàá ïðåáúð íà .0 ì äåù mjTmj åìù éáøîä ìàãéàä ïëìå .äãù àåä Tj = Tmj ,j ìëì ,úîãå÷ä

ù ïàëî .ñôàì äåù åîöò àåä ïëìå ñôàì íéåù íééðåùàø íéìàãéàá åìù íéîå÷´îä ìëù ìá÷ð ,n = m1 · · ·mr

úåãù ìù äìôëî àåä T =
∏r

j=1 Tmj ,ïëì .Tmj = Tmj /mjTmj = T/mj ,ïë åîë .T =
∏r

j=0 T/mj

.K ìù íééôåñ íéãéøô äáçøä

.r úåìòð úâøãî úåãù ìù úéôåñ úøöåð äáçøä F/K éäú :5.7.8 äàöåú

.äãéøô F/K íà ÷øå íà í�é÷úî ïåéåùäå dimF ΩF/K ≥ r (à)
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.ãéøôî úåìòð ñéñá äìéëî íéøöåé úöåá÷ ìë éæà ,äãéøô F/K íà (á)

ñéñá àåä x1, . . . , xr éæà .F/K ìù úåìòð ñéñá x1, . . . , xr éäé .char(K) = 0 ù äìéçú çéðð :à úçëåä

.ïòèðë ,dimF ΩF/K = r ,ïëì .ΩF/K ìù ñéñá åðä dx1, . . . , dxr ,5.7.6 äàöåú éôì ,ïëì .ãéøôî úåìòð

,5.7.5 ïåèôùî ìù á ÷ìç éôì .F/K ìù p-ñéñá x1, . . . , xn åéäé .éáåéç char(K) = p ù çéðð äúò

.r ≤ dimF ΩF/K ,ïëì .dimF ΩF/K = n ,5.7.3 ïåèôùî ìù á ÷ìç éôì .r ≤ n

.F/K ìù ãéøôî úåìòð ñéñá íâ àåä x1, . . . , xn ,5.7.5 ïåèôùî ìù â ÷ìç éôì éæà ,äãéøô F/K íà

.dimF ΩF/K = r ,úîãå÷ä ä÷ñôä éôì .n = r ,ïëì

äöåá÷ä äìéëî ,5.7.5 ïåèôùî ìù á ÷ìç éôì .n = r éæà .dimF ΩF/K = r ù çéðð ,êôäì

ìù á ÷ìç øîåà óñåðá .F/K ìù úåìòð ñéñá äîöò åæ äöåá÷ äåäî ,ïëì .F/K ìù úåìòð ñéñá {x1, . . . , xn}
äæ .F/K ìù ãéøôî úåìòð ñéñá x1, . . . , xr íéåäî ïëì .äãéøô F/K(x1, . . . , xr) äáçøääù 5.7.5 ïåèôùî

.äãéøô F/K äáçøääù øîåà

úøöåé dx1, . . . , dxn ,5.5.5 ïåèôùî ìù â ÷ìç éôì .F/K ìù íéøöåé úöåá÷ x1, . . . , xn äúò éäú :á úçëåä

,5.7.3 äîì éôì .ΩF/K ì ñéñá íéåäî dx1, . . . , dxr ,úåéììëä úìáâä éìá .F ìòî ΩF/K éøåè÷åä áçøîä úà

,F/K ìù ãéøôî úåìòð ñéñá äåäî x1, . . . , xr ,5.7.5 äîì éôì ,ïëì .F/K ìù p-ñéñá àåä x1, . . . , xr

.ù÷Ëáîë

éá÷òé ïçÉá úçëåä 5.8

.éá÷òé ïçÉá úçëåäì úùâì äúò åðì úåøùôàî åðéùòù úåðëää

I =
∑m

i=1 Rfi ,K ìòî íéîåðéìåôä âåç R = K[X1, . . . , Xn] ,äãù K åéäé :(éá÷òé ïçÉá) 5.2.1 èôùî

úåðîä äãù úà L á ,RP á IRP ìù ä�åì�ðä ãîîä úà c á ïîñð .I úà óé÷îä R ìù éðåùàø ìàãéà P å R ìù ìàãéà

úà J̄ =
(

∂fi

∂xj

)
i,j

éäúå ,xi = Xi + P ïîñð ãåò .éá÷òé úöéøèî úà J =
(

∂fi

∂Xj

)
1≤i≤m, 1≤j≤n

áå R/P ìù

.p = P/I å A = R/I éäé .L á J ìù äðåîúä úà øîåìë ,P åìåãåî J ìù äãîòää

.rank(J̄) ≤ c (à)

.rank(J̄) = c íà ÷øå íà ìéâø éîå÷î âåç àåä Ap éæà .K ìù äãéøô äáçøä àåä L ù ãåò çéðð char(K) > 0 íà (á)

í�é÷îä R ìù Q éðåùàø ìàãéà í�é÷ ,RP á IRP ìù äåìðä ãîîä åðä c å ìéàåä :à úçëåä

.Q =
∑m′

i=1 Rfi ù êë R á fm+1, . . . , fm′ íéîåðéìåô øçáð .codim(Q) = c å I ⊆ Q ⊆ P

íâù ìá÷ð ,rank(J̄ ′) ≤ c ù çéëåð íà .rank(J̄) ≤ rank(J̄ ′) éæà .J ′ =
(

∂fi

∂Xj

)
1≤i≤m′, 1≤j≤n

ïîñð

.I = Q ù çéðäì øùôà ,à äðòè úà çéëåäì éãë ,ïëì .rank(J̄) ≤ c
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.P ì ê�éù åðéà äìù (äèððéîøèã=) áöå÷äù d× d øãñî úéòåáø äöéøèî úú J ì úî�é÷ éæà .d = rank(J̄) éäú

åà äðè÷ Q åìåãåî J ìù äâøãäù äàøð íà .d ì äåù åà äìåãâ Q åìåãåî J ìù äâøãäù ïàëî .Q ì ê�éù åðéà áöå÷ä ïëì

.I = Q = P ù úåéììëä úìáâä éìá çéðäì ìëåð ,à äðòè úà çéëåäì éãë ,ïëì .d ≤ c ù òaðé ,C ì äåù

ù 5.4 óéòñî òáåð A = R/Q å ìéàåä

ΩA/K =
n⊕

k=1

AdXk

/〈 n∑

k=1

∂f1

∂xk
dXk, . . . ,

n∑

k=1

∂fm

∂xk
dXk

〉
(11)

,íéîå÷´îä ïåèôùî éôì .ñôàä ìàãéàá A ìù éîå÷îä âåçä àìà åðéà äúò øùà L á (11) ìù íéôâàä éðù úà úéøåæðè ìéôëð

V =
∑n

k=1 LdXk L ìòî íééøåè÷åä íéáçøîä éðù ìù äðî àåä ΩL/K = V/U ïëìå L⊗A ΩA/K = ΩL/K

ù òáåð ïàëî .U = 〈∑n
k=1

∂f1
∂xk

dXk, · · · ,∑n
k=1

∂f1
∂Xk

dXk

〉
å

. dimL ΩL/K = dim(V )− dim(U) = n− rank(J̄) (12)

,(4.1.5 èôùî) trans.deg(L/K) = dim(A) ,(5.7.8 äàöåú) dimL ΩL/K ≥ trans.deg(L/K) ,êãéàî

éôì áåù) dim(R) − codim(Q) = n − c å (ä�åìðä ãîîä úøãâä éôì) dim(A) = dim(R) − codim(Q)

.ïòèðk ,rank(J̄) ≤ c ù ìá÷ð ,(12) ì åìà úåðåéåù éà óøöð íà .(5.7.8 äàöåú

äéðùä ú÷�éHîä äøãñá ïðåáúðå K ìòî ãéøô L ù äúò çéðð :á úçëåä

pAp/p2Ap
d−→ L⊗K ΩAp/K → ΩL/K → 0 (13)

ä÷úòää ,5.6.3 äàöåú ìù á ÷ìç éôì .K äãùä ìòî 0 → pAp → Ap → L → 0 äøö÷ä ú÷�éãîä äøãñì úé�åìðä

,úéôåñ íéøöåð íééøåè÷å íéáçøî íðä äøãñä éøáàå ìéàåä .úéëøò ãç ãç ,(13) á d

. dimL(pAp/p2Ap) + dimL ΩL/K = dimL L⊗K ΩAp/K (14)

÷øå íà ïåéåùì ïåéåùä éà êôåä 4.6.1 èôùî éôìå ,dimL pAp/p2Ap ≥ dim(Ap) ,4.4.12 äàöåú éôì

ù ,5.7.8 äàöåú ìù à ÷ìçî òáåð ,úéôåñ úøöåð äãéøô äáçøä äðä L/K å ìéàåä .ìéâø âåç Ap íà

úéôåñ øöåð äæ úåîìù íåçúå A/p ìù úåðîä äãù àåä L å ìéàåä .dimL ΩL/K = trans.deg(L/K)

I úà óé÷îä Q éøòæî éðåùàø ìàãéà øçáð íà .trans.deg(L/K) = dim(A/p) ù ,4.1.5 èôùîî òáåð ,K ìòî

íéìàãéà ìù úéáøî úøùøù ìù êøàä ãåòå P ì R î íééðåùàø íéìàãéà ìù úéáøî úøùøù ìù êøàäù ìá÷ð ,P á ìëåîå

íéìàãéà ìù úéáøî úøùøù ìù êøàì äåù 0 ì Q î íééðåùàø íéìàãéà ìù úéáøî úøùøù ìù êøàä ãåòå Q ì P î íééðåùàø

,(14) éôì ,ïëì n = dim(R/P ) + dim(Ap) + codim(I) ,úåøçà íéìîá .R ìù íééðåùàø

dimL L⊗K ΩAp/K ≥ dim(Ap) + dim(R/P ) = n− c (15)
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.ìéâø Ap íà ÷øå íà ïåéåùì êôåä (15) å

äìéçú áì íéùð äæ êø�öì .rank(J̄) íò dimL L⊗K ΩAp/K úà ø¹ù÷ì ãåò åðéìò á ÷ìç úçëåä úà í�éñì éãë

ïåèôùî éôì ìá÷ð ,Ap á ìàîùî úéøåæðè äæ ïåéåù ìéôëð íà .(A = R/Q íå÷îá) A = R/I øåáò äô÷ú (11) äçñ�ðù

ù ,5.5.5 íéîå÷´îä

ΩAp/K =
n⊕

k=1

ApdXk

/〈 n∑

k=1

∂f1

∂xk
dXk, . . . ,

n∑

k=1

∂fm

∂xk
dXk

〉
(16)

,L⊗K ΩAp/K = V/U ù ìá÷ì éãë úéøåæðèä äìôëîä ìù ïéîéî ÷åéãá ùîúùðå L á ìàîùî (15) úà úéøåæðè ìéôëð äúò

íéøáàä éãé ìò øöåðä åìù áçøîä úú àåä U å k = 1, . . . , n ,dXk éãé ìò L ìòî øöåðä n ãîîî áçøîä àåä V øùàá

,ïëì .i = 1, . . . ,m ,
∑n

k=1
∂fi

∂xk
dXk

dimL L⊗K ΩAp/K = dim(V )− dim(U) = n− rank(J̄) (17)

éà .rank(J̄) ≤ c ïëìå n − rank(J̄) = dimL L ⊗ ΩL/K ≥ n − c ù ìá÷ð ,(15) ì (17) úà óøöð íà

.ìéâø Ap éîå÷îä âåçä íà ÷øå íà ïåéåùì êôåä ïåéåùä
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íéðéðòä çúôî

19 ïøàô ãòìà

36 K -íæéôøåîéôà

31 é÷åöé÷à

14 ñéø-ïéèøà

77 (úåéøáâìà úåòéøé ìò úåãRð ìù úåèùôì) éá÷òé ïçÉá

20 úéëøò ãç úå÷éøôì ïçÉá

71 íéìàéöðøôéã ñéñá

71 úåìÂòð ñéñá

73 ,57 ãéøôî úåìòð ñéñá

71 p-ñéñá

48 (éðåùàø ìàãéà ìù) äá�â

7 êåôä ìåáâ

59 äøéæâ

59 úéìñøáéðåà äøéæâ

38 (âøIî âåçá øáà) éðâåîåä

7 äôùä íæéôøåîåîåä

66 äåì�ðä ä�åùîä

1 äãéãá äëøòä 61 äðåùàøä ú÷�éHîä äøãñä

2 äãù ìò úéìàéáéøè äëøòä

1 úéãà-p äëøòä

29 úéøåá¤ç ä÷úòä

68 ìàîùî úìöôúî ä÷úòä

68 ïéîéî úìöôúî ä÷úòä

56 ïå÷úÀò§ä

éñçéä äåìðä ÷éùîä ïå÷úòä

4 íéøæ

27 ïéèøà âåç

4 ãðé÷ãã âåç
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13 íééãà-p ä íéøôñîä âåç

57 (úéðéôà äòéøé ìù) úåèðéãøåàå÷ä âåç

14 íééìîøåôä úå÷æçä éøåè âåç

14 éìîøåô úå÷æç øåè

38 äW÷ðàåô øåè

21 âøãî âåç

52 ìéâø éîå÷î âåç

57 (ä÷éøô éà äòéøé ìù äãRð) úøöåé

22 (íéìåãåî úððñî) äáéö�é

59 õéðáéì ììë

8 à ÷åéD úîì

11 äàåùää úîì

15 êåúçä úîì

10 úåîìù»îä úîì

7 ùçðä úîì

34 (âåç ìù ìåø÷) ãîî

27 ïéèøà ìåãåî

9 éâåìåôåè ìåãåî

29 éôåñ êø¹àî ìåãåî

21 âøãî ìåãåî

64 úîöî�öî úéøåæðè äìôëî

57 äåì�ð ãîî

7 íéîéùøú óãø´î

21 äððñî

51 íéã�öµî úëøÂòî

3 úîöî�öî

53 äìéâø íéãöî úëøòî

73 úéøàðéì ãøô»î

3 íéã÷î

9 (ìåãåî) íìù»î
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56 ìò çèùî

50 ìåø÷ ìù éùàøä ìàãéàä èôùî

32ïéèøà éâåçì äðáîä èôùî

49 ãîîä èôùî

34 äéìòä èôùî

34 øèð ìù ïå÷úä èôùî

40 úåéìðåéöøä ïåèôùî

14 â ÷åéã ïåèôùî

55 úéìîøåð äãRð

58 (äòéøé ìò) äèåùô äãRð

56 (ìò çèùî ìò) äèåùô äãRð

52 äìéâø äãRð

55 äðé÷ú äãRð

.8 íéìåãåî ìù äëåôä äøãñ

28 áëøä úøãñ

9 éùå÷ úøãñ

27 (úãøåé íéìåãåî úøãñ) äãéîÂò

48 (éðåùàø ìàãéà ìù) ÷îÉò

46 éðéô³à íåðéìåô

42 èøáìä íåðéìåô

,57 (úåãù úáçøä) äãéøô

28 (ìåãåî) èåùô

9 éùå÷

30 ìeø÷

57 (úéðéôà äòéøé ìù) úåéìðåéöøä úåéö÷ðåôä äãù

1 íéøôñî äãù

9 (úåøãñ) úåìå÷ù

12 (íéìåãåî úåøãñ) úåìå÷ù

28 (íéìåãåî ìù) úøùøù

55 íéëåúçä úøåú
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73 ìãâîä úðåëú

29 úãøåéä úøùøùä éàðú

29 äìåòä úøùøùä éàðú
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