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  המעבר פאז –10תרגול 
  ; חוק המנוף ; נקודה קריטית ; הפאזמעבר  ; חוק המצבים ההדדיים

  קלפרון-משוואת קלאוזיוס ; משוואת קלפרון  ;חוק הפאזות של גיבס; דיאגרמת פאזות 

  
  )eslaw of corresponding stat( חוק המצבים ההדדיים

כך שהמשוואה , בכיתה ביטאתם את משוואת ון דר וולס באמצעות משתנים מצומצמים

או בכמות  )b - וa( ללא תלות במקדמי ון דר וולס, לסושהתקבלה אחידה לכל גז ון דר ו

  :)n(החומר 

2
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83
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c c c

c c c

p v T
v

p v Tp v T
p v T
a ap v b T
b Rb
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. לישיתעבור טמפרטורה קבועה מתקבל הלחץ כפונקציה של הנפח כפולינום ממעלה ש

לחץ שלא הגיוני לדבר על  מכיוון .וקטנות הן איזותרמות בטמפרטורות הולכות 1-5 ,בגרף
 לכן אותו חלק – p(V) לא יתכן שיפוע חיובי בגרף, ) קבועיםn ו Tב  (הגדל כאשר הנפח גדל

לא יכול להיות ) T3לדוגמה בטמפרטורה ( לכן הגז .של הגרף לא מתאר מצב פיזיקאלי ממשי

גז שעובר ,  לכן.אסור פיזיקאלית, B, השטח הכהה, במילים אחרות. C לנקודה Aה בין הנקוד

 על חשבון כמות Cחלק הולך וגדל ממנו יופיע בנקודה , ובהדרגה, Aהתפשטות יגיע לנקודה 

 נקראת נוזל והפאזה Aהפאזה המגיעה מכיוון : מעבר פאזהזהו תיאור של . Aהגז ב 

  . נקראת אדיםCהמגיעה מכיוון 

 ,טמפרטורה הקריטית היא מיוחדת היות ועבור כל טמפרטורה הגדולה או שווה לEודה הנק

T2 ,הנקודה . אין מעבר פאזהE את שיעורי הנקודה הקריטית  .הנקודה הקריטית נקראת

  .p(V) הפונקציהציאת נקודת הפיתול של על ידי ממוצאים 

, לחץ קטן מהלחץ הקריטי אם ה:פאזה יחידה תתקיים) T2(זו הקריטית גבוהה מבטמפרטורה 

  .אחרת היא נקראת נוזל דחיס, קריטי-עלזורם  תנקראהיא 

pc 

Tc 
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  :חוק המנוף
ניתן למצוא קשר בין ) נוזל וגז, לדוגמה(זמנית שתי פאזות -מערכת בה מתקיימות בוב

  :) הוא הנפח המולארי הכוללvכאשר  (השברים המוליים של כל פאזה באמצעות חוק המנוף

  
( )1
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= + = + −

− −
= =
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  :1שאלה 
ונבטא , מהולץ לגז ון דר וולסלהאנרגיה החופשית של הנשתמש בביטוי הנתון עבור   .א

 :נפחבאת התלות בלחץ ו

  

( ) ( ) ( )
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( ) ( ) ( )

( ) ( )
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c c
c c

c
c

aA T v A T RT v b
v

T v aA T R T v b vT v v
v

a aA T RT v b b
Rb bv
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= − − −⎜ ⎟

⎝ ⎠

= − ⋅ − −
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′= − − −

 

  כפי שנובע ממשוואת המצב, נבטא את הטמפרטורה באמצעות הלחץ והנפח, כעת

  
( )

* * *
2*

3 3 1
8 3

P v T
v

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟+ − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
  

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

* * *
0 2 **

* * *
0 2 **

* * * * * *
0 2 **

0 0

3 3 1 8, ln 3 1
8 3 27 3

1 3 1 1ln 3 1
9 3 3

1 3 1 1ln 3 1 , ,
9 3 3

8
27

a aA T v A T P v v
b bvv

a b A T P v v
b a vv

a aA T P v v A T P v
b v bv

b TA T A T aa

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟′= − + − − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟′= − + − − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟′′= − + − − − =⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

′′ ≡ − ( ) ( ) ( )0
8 ln ln
27
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= −⎢ ⎥
⎢ ⎥
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1(מ "שתי הפאזות בשכל אחת מהנפחים המולאריים של בשביל למצוא את   .ב 2,s sv v (

)נמצא את הנקודות הסטביליות של  )P v: 

  
( )

( )
*

2* * 3* * *
2 3* *

*

8 6 10 8 18
3 31

3
T

P T T v v
v vv

⎛ ⎞∂ ⎛ ⎞= = − + = − + −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎛ ⎞⎝ ⎠ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

כולם , ) באיטרציות–נומרית או , גרפית, פתירה אנליטית(שלושה פתרונות משוואה זו ל

}: ממשיים וחיוביים }* 0.253,  0.718,  1.528v *( אולם עבור אחד מהם .=
3 0.253v מתקבל ) =

שני הפתרונות הנותרים בהצבת  .ולכן זהו אינו פתרון בעל משמעות פיזיקאלית, לחץ שלילי

* הפתרונות במשוואת המצב מתקבלים  * * *
2 2 1 10.718,  0.419;  1.528,  0.724v P v P= = = =.  

לחץ מעבר  לגבי ניםיחד עם הנתו, רי הפתרונות מהסעיף הקודםשיעונשתמש ב  .ג

  :vℓ,vg, כל אחת מהפאזות לפני ואחרי מעבר הפאזהוהנפחים של , pt, הפאזה

  
 על ידי הצבה במשוואת המצב מתקבל .p = 0.68, לדוגמה, ps2 ל ptנבחר לחץ בין   .ד

 החופשית של נציב במשוואה עבור האנרגיה .v (p = 0.68) = 2.085, הנפח המתאים

 : ונקבל'בסעיף אשקיבלנו , הלמהולץ

( ) ( ) ( )

( )

* *
0 2

*
0

1 3 1 10.9, 0.68, 2.085 0.68 2.085 ln 3 2.085 1
9 2.085 3 3 2.085

0.602

A T p v A T

A A T

⎛ ⎞⎛ ⎞′′= = = = + + − × − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ×⎝ ⎠⎝ ⎠
′′− = −

   .לפרקציה נוזלית ופרקציה אדיתנפרד הגז היה כעת נבדוק מה תהיה האנרגיה החופשית לו 
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  :כל אחת מהפרקציות באמצעות חוק המנוףנמצא את השבר המולי של 

                      

2.24 2.09 2.09 0.6=0.9           0.1
2.24 0.6 2.24 0.6

g
g

g g

v v v vx x
v v v v

− −
= =

− −

− −
= = =

− −

  

כסכום האנרגיות החופשיות של כל אחת חופשית של המערכת  את האנרגיה הנחשב

  :מהפאזות

  * * * * *
. 0.1 0.9tot g g gA x A x A A A= + = +  

  ונקבל' שמצאנו בסעיף א הביטוי את Aα*עבור כל נציב 

( )* *
. 0 0.9 0.609 0.602totA A T′′− = = − < −  

כה מאשר קיבלנו שהאנרגיה החופשית של המערכת כשהיא מופרדת לשתי פאזות הינה נמו

  . לו נשארה בפאזה אחתההיית
  : פאזותתדיאגראמ

 T,P,Sמשוואת המצב צריכה להיות פונקציה של , בעקרון

 באמצעות Sאך מכיוון שניתן לבטא את , T,P,Vולא 

T,P,Vל תהתייחסואין ,  ונוח יותר לעבוד איתם S .

רק כאשר אנו ) P-T(ממדית - הפאזות היא דותדיאגראמ

ממדית - הכללית היא תלתהאגראמהדי.  קבועSמניחים 

  ).לפחות(

  

  :פאזות של גיבסהחוק 
קיימים עבור ) דרגות חופש תרמודינאמיות (משתנים תרמודינאמיים בלתי תלוייםכמה 

  ?  שונותריאקציות r ויכולים להגיב ב פאזות p המצויים ב רכיבים cמערכת בת 

ל כמות המולים של כל אחד  ושT ,Pהיא פונקציה של , למשל, האנרגיה החופשית של גיבס

  .ת" משתנים תרמודינאמיים בc + 2כ "ובסה, ni,  הרכיבים במערכתc -מ

מהומוגניות אנחנו יודעים ש , מאידך
c

i i
i

G nμ=    משני הקשריםdGנשווה את הדיפרנציאל . ∑

 

c c c

i i i i i i
i i i

c

i i
i

SdT VdP dn dG d n dn

VdP SdT n d

μ μ μ

μ

− + + = = +

− =

∑ ∑ ∑

∑
  

  . תלות זו מורידה דרגת חופש אחת
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  : זו מתקיימת עבור כל פאזה בנפרדאולם משוואה

, ,

c

i i
i

V dP S dT n dα α α αμ− = ∑  

אנו מקבלים תלות נוספת ,  ריאקציות שונותrאילו יתכנו , בנוסף.  משוואות כאלוpכ ישנן "סה

. עבור כל ריאקציה בעקבות התלות ההדדית בין כמויות החומרים המעורבים בתגובה

2Fמספר דרגות החופש שנותרו הוא , לסיכום c p r= + − כמובן שבתנאים של . −

 שתי תדרנדהובתנאים ששניהם קבועים ,  דרגת חופשתרדטמפרטורה קבועה או לחץ קבוע 

  .דרגות חופש

  :2 שאלה
,1, עבור רכיב טהור 0c r= 1ולכן , = 2 0F p= + − מספר דרגות החופש לא מכיוון ש. −

1ברור שלא תיתכנה יותר מ , לילייכול להיות ש 2 0 3p = + − וזאת , קיום- פאזות בדו=

 הפאזות של חומר טהור לא יתכנו קודקודים מסדרים גבוהים תשבדיאגראמההוכחה לכך 

2p (הקו המפריד שתי פאזותלאורך " מטיילים"כאשר אנו . הנקודה המשולשתמאשר  = (

מכיוון שמספר דרגות החופש צריך , )או להיפך(תלות של הלחץ בטמפרטורה מתקבלת 

0(להישמר  2 1 2 2 0 1F c p r≤ = + − − = + − − =.(  

  )c = 1, r = 0(עבור רכיב טהור 
 קיום- בדופאזות מספר

p 
 מספר דרגות חופש
F = c + 2 – p – r דוגמה בלתי תלוייםמשתנים  

1  2  T,P גז 
2  1  P(T)  גז-מ נוזל"ש  

3  0  T=const., P=const.נקודה משולשת  
 )גז-נוזל-מ מוצק"ש(

  :3 שאלה
 ל דלהיפרתוכל ) אחד (מסוים מרכיבים שיכולים להגיב באופן 3מערכת בת 

3 2 1 4p = + − ת הנוספים "המשתנים הב, מעבר לטמפרטורה וללחץ. לכל היותר, פאזות =

  .הפאזותיכולים להיות השבר המולי של כל רכיב בכל אחת מ

  :משוואת קלפרון
 שמספר החלקיקים העובר מפאזה טמפרטורה קבועה ולחץ קבוע ראינו, מ"במעבר פאזה בש

α ל β כלומר,  את המעבר ההפוךיםמבצעש צריך להיות שווה בממוצע למספר:  α βμ μ=  

ור עבמכיוון ש,  אחת מהפאזות תעלם,במקרה שהטמפרטורה משתנה והלחץ נשאר קבוע

  .קיום בשתי הפאזות- דואיןכבר החדשים משתנים התרמודינאמיים ה

 pללא שינוי בערכי ה ,  לאיזותרמה אחרתA-Cהזזה מהנקודות ב: הראשוןבגרף שבעמוד (

  )B שתי הנקודות כבר לא תהיינה משני צידי השטח –של הנקודות 

  . כך גם במקרה שהלחץ משתנה והטמפרטורה נשארת קבועה

  . מ"יהם משתנים כך ששתי הפאזות ימשיכו להתקיים בשאך יש מצב ששנ

  :מ"יימצאו בש) לפני ואחרי השינוי(נבדוק מהו התנאי לכך ששתי הנקודות 
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( )

( )
, ,

, ,

, ,

;

n
P n T n

P n T n

T P n

d dT dP
T P

S VS V
T n P n

μ μ

μ μμ

μ μ

=

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

 ( )

( ) G= 0        in equilibrium

i

d d

V dP S dT V dP S dT

S SdP S H
dT V V V T V

i H T S

α β

α α β β

β α

β α

μ μ=

− = −

− Δ Δ
= = =

− Δ Δ

Δ Δ − Δ =

  

  :והמשוואה הינה
dP H
dT T V

Δ
=

Δ
  

  .ותהקיום בין הפאז-שיפוע הקו המגדיר את דו בעצם הוז

) לדוגמה עם שינוי בטמפרטורה(כל אחד מהגדלים המעורבים יכול להשתנות , באופן עקרוני

  : הפאזותתדיאגראמוע לא קבוע ברחבי ולכן השיפ

( ) ( )
( ) ( )

H TdP T
dT T V T V T

α β

β α

→Δ
=

⎡ ⎤−⎣ ⎦
  

  :קלפרון-משוואת קלאוזיוס
בה  ושצפיפותו נמוכה בהר,יאידיאלכהגז  אל סלהתייחניתן נניח ש, )המראהאו (עבור אידוי 

  :)או מוצק(משל הנוזל 

( ) ( ) ( )

( )

( )2 2

1 1

2

2

2

,

1

g s gii iii
vap vap

g g

vap

P T
vap

P T

ii V V V V VH P HdP
RTdT TV RT iii V
P

HdP dT
P RT

H TdP dT
P R T

⇒Δ ≈Δ Δ
= =

=

Δ
=

Δ
=∫ ∫

 

-על הקו המגדיר את דוהנמצאות סמוכות הן שתי נקודות ) P2,T2 (-ו) P1,T1(כאשר הנקודות 

  .הקיום בין שתי הפאזות

  ,T2 עד T1ה בטמפרטורה בתחום הטמפרטורות מ ניתן להזניח את התלות של האנתלפיאם 
2 2

1 1

2

2 12

1 2 1 1 2

( )1 1ln ( )

P T
vap

P T

vap vap

HdP dT
P R T

H H T TP
P R T T RT T

Δ
=

Δ Δ −⎡ ⎤
= − − − =⎢ ⎥

⎣ ⎦

∫ ∫
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  :4שאלה 

2 ( ) 2 ( )

2 2

1
H H

3 3 1 3 3 1
H ( ) H ( )

40.69  

V 0.019 10   ; V 30.199 10

?

l gO O

O l O g

H kJmol

m mol m mol

dT
dP

−
→

− − − −

Δ =

= ⋅ = ⋅

=

  

  :) אין הנחת גז אידיאלי–יותר כללי  (קלפרוןנשתמש במשוואת ,  מפורשותVΔנתן היב
3

3

3
3 3

4

0.0831440690 10
8.314 0.03613 3613

373.15 (30.199 10 0.019 10 )

2.768 10

J Lbar m
dP H bar Pamole J L

mdT T V K KK
mole

dT K
dP Pa

−

− −

−

Δ
= = = =

Δ ⋅ − ⋅

= ⋅

  

  :5שאלה 
  : הינה טמפרטורת רתיחהTb כאשר  קלפרון–קלאוזיוס נשתמש במשוואת 

( ) 1 1ln( ) ( )

ln( )

b b

b b b b

b b

b

H T TP H
P RT T R T T

HT T PH RT
P

Δ − Δ
= = −

Δ
=

Δ −

  

  :וואה הברומטריתמתוך המש

ln( )

gMh
RTP P e

P gMh
P RT

−

=
−

=
  

  :נציב את הביטוי במשוואת הטמפרטורה

2 2

3
2

( ) ( )

44
373 367 9437344 0.0289 9.8 2000 ( )10

300

b b b
b

b
km km

H HT T TgMh TH RT H MghRT T
KJ

moleK K CKJ Kg m K KJm
mole mole s K J

−

Δ Δ
= = =

−
Δ − Δ +

= =
+

  
  :6שאלה 

2 2

3 3
3 6

3

3

( ) ( )

0.08314333.5 10 10
8.314 134.81 1 1 1( ) 273.15 ( )

0.9998 0.9168H O l H O s

J Lbar m cm
dP H H bargr J L m

cmdT T V KT K
grρ ρ

−

Δ Δ
= = = = −

Δ − −
  

  .ניתן לראות כי העלאת הלחץ מורידה את טמפרטורת ההיתוך
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  :)ח"מועד א תשס (7שאלה 
  : ולכןיאידיאלנתון לנו כי הגז . א

3 5             
2 2V PC R C R= =  

  :עבור הנוזל נזכר בכמה הגדרות. ב

( ) 3 67.1 10 2 0.55 10

P

P

dH C dT
dC H l T

dT
− −

=

⇒ = = × + × ×
  

  כדי להעריך את לחץקלפירוןנשתמש במשוואת , למרות שנתון שהגז מתנהג כאידיאלי. ג

ולכן יש  נתונה תלות אנתלפיית המעבר בטמפרטורהזאת מכיוון ש.  773Kהאבץ ב  אדי

  :בצע את האינטגרציה מפורשותל

2

1

2
2 2

1

ln

vap

g l g

T
vap vap

T

HdP
dT T V

nRTV V V V
P

H HdP dP P HdT dTnRTdT P nRT P nRTT
P

Δ
=

Δ

Δ = − ≈ =

Δ Δ Δ
= ⇒ = ⇒ = ∫

  

  נמצא את אנתלפיית האידוי כפונקציה של הטמפרטורה, על מנת לבצע את האינטגרציה
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 6 2 2

3 6 2 2

5,1173 1173 ,1173 7.1 10 1173 0.55 10 1173
2
51173 7.1 10 1173 0.55 10 1173
2

H H g H l

H g K R T H l K T T

H K R T T

− −

− −

Δ = −

= + − − − × − − × −

⎛ ⎞= Δ + − × − − × −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  :)n = 1 mole עבור (נבצע את האיטגרל
( )

( )

22

1 1

2
3 6

2

3 2

1 2 1 2 1

6 2
2 1

2 1

11731 5 1173 11737.1 10 ln 0.55 10
2

1 1 5 1 11173 7.1 10 ln 1173
21

1 10.55 10 1173

TT

T T

H KH dT R T T
RT R T T T

TH K R
T T T T T

R
T T

T T

− −

−

−

⎡ ⎤Δ ⎛ ⎞Δ ⎛ ⎞⎛ ⎞= − + − × + − × +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞Δ − + − × + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠=

⎛ ⎛ ⎞
− × − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝

∫

6.196

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥ = −⎢ ⎥⎞⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎠⎣ ⎦

  

  ,ולסיכום
2

1

2
2

1

6.196 3
2 1

ln 6.196

2.04 10

T

T

P H dT
P nRT

P Pe atm− −

Δ
= = −

= = ×

∫  

  :ולכן. קלפרון-קלאוזיוסבהזנחת תלות הטמפרטורה אנו מקבלים חזרה את משוואת . ד

 
2

1 1 2

3
2

1 1ln 6.08

2.28 10

vapHP
P R T T

P atm−

Δ ⎡ ⎤
= − = −⎢ ⎥

⎣ ⎦
⇒ = ×
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  :8שאלה 

  :נתונים  .א

3 31       273.15       6009       0.92       1fus ice water
J gr grP atm T K H

mol cm cm
ρ ρ= = Δ = = =

 50 בכדי למצוא את טמפרטורת ההתכה בלחץ של קלפרוןנשתמש במשוואת 
  :אטמוספרות

( )

( )

2 2

2

2
2 1

1

2 1 2 1

3

3 3

3 3

3

2

50

ln

exp

1 118 1.565
1 0.92

1.565
100

273.15 exp
6

fus fus fus

fus

H O H O
water ice

water ice

P atm
H H HdP dT TdP P P

dT T V V T V T

VT T P P
H

M M
V V V

gr cm
gr grmol mol

cm cm
cm m
mol cm

T K

ρ ρ

=

Δ Δ Δ
= ⇒ = ⇒ − =

Δ Δ Δ

⎡ ⎤Δ
= −⎢ ⎥Δ⎢ ⎥⎣ ⎦

Δ = − = −

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= − = −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−

= ( ) 5
350 1 1.013 10 272.7

009

Jatm KJ atm m
mol

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥− ⋅ =
⎢ ⎥⋅
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 
 :נתון  .ב

4

70
7.6 0.076
0.25 2.5 10

M kg
l cm m
w mm m−

=
= =

= = ⋅

  

  :נשתמש כעת במשוואת ניוטון

2

4 2

70 9.8 N36105263 361.05263bar 356.33atm
0.076 2.5 10 m

P A F ma mg
mkgmg sP

A m m−

⋅ = = =

= = ≈ = ≈
⋅ ⋅

  

  :) יחסיתהזניח (לחץ הכולל הפועל על הקרח נובע מתרומה זו ומהלחץ האטמוספריה

. .tot man atm manP P P P= +  
  :קלפרוןולכן אם נשתמש במשוואת 

( )

.
2 1

3 3

3 3

exp

1.565 36105263
100

273.15 exp 270.6 2.5
6009

tot

fus

V PT T
H

cm m J
mol mcm

K K CJ
mol

⎡ ⎤Δ ⋅
= ⎢ ⎥Δ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
−⎢ ⎥
⎢ ⎥≈ ≈ ≈ −
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

  


