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äéâåìåôåèá íééñéñá íéâùåî .1

(.äàöøäá øáòåé àì äæ ÷øô)

úîéé÷îä X ìù úåöåá÷-úú ìù T äçôùî íò ãçé X äöåá÷ àåä (X, T ) éâåìåôåè áçøî :1.1 äøãâä

;∅, X ∈ T (à)

;
⋃
i∈I Ui ∈ T íâ æà {Ui}i∈I ⊆ T íà (á)

.
⋂n
i=1 Ui ∈ T íâ æà U1, . . . , Un ∈ T íà (â)

äéâåìåôåè úàø÷ð T äçôùîä .úåøåâñ úåöåá÷ íéàø÷ð X-á íäìù íéîéìùîä .úåçåúô úåöåá÷ íéàø÷ð T éøáà

.X ìò

.(÷éø ãåçéà íâ) (a, b) äøåöäî íéçåúô íéçååø ìù íéãåçéàä ìë úöåá÷ àéä T ,X = R (à) :1.2 äîâåã

ãåçéà íâ) {x ∈ R3| ||x− a|| < ε} äøåöäî íéçåúô íéøåãë ìù íéãåçéàä ìë úöåá÷ àéä T ,X = R3 (á)

.(÷éø

.úéèø÷ñéãä äéâåìåôåèä T æà .X ìù úåöåá÷ úúä ìë úçôùî T ,éäùìë äöåá÷ X (â)

.éôåñ íéìùî úåìòá X ìù úåöåá÷ úúä ìë úçôùî T ′ øùàá ,T = T ′ ∪ {∅} ,éäùìë äöåá÷ X (ã)

(Y,S) íâ æà .S = {Y ∩ U | U ∈ T } ïîñð .X ìù äöåá÷ úú Y éäúå éâåìåôåè áçøî (X, T ) éäé (ä)

.X ìò äéâåìåôåèäî úéøùåî Y ìò äéâåìåôåèäù íéøîåà äæ äø÷îá .éâåìåôåè áçøî

àåä (X, T ) éâåìåôåè áçøî :1.3 äøãâä

.U1∩U2 = ∅-å x1 ∈ U1, x2 ∈ U2-ù êëU1, U2 ∈ X ùé úåðåù x1, x2 ∈ X ìëì íà óøåãñåàä áçøî (à)

êë úéôåñ J ⊆ I ùé ,X =
⋃
i∈I Ui-ù êë ,X-á úåçåúô úåöåá÷ ìù {Ui}i∈I äçôùî ìëì íà éè÷ôîå÷ (á)

øôñî ìù êåúéçä øùà ,X-á úåøåâñ úåöåá÷ ìù {Fi}i∈I äçôùî ìëì ,ìå÷ù ïôåàá .X =
⋃
i∈J Ui-ù

.
⋂
i∈I Fi 6= ∅ íéé÷úî ,÷éø åðéà äéøáà ìù éôåñ

óøåãñåàä Y æà .(X -î úéøùåîä äéâåìåôåèä íò) áçøî úú Y ⊆ X éäúå éè÷ôîå÷ óøåãñåàä áçøî X éäé :1.4 èôùî

.X -á äøåâñ Y íà ÷øå íà éè÷ôîå÷ àåäå

úàø÷ð S ⊆ T äöåá÷ .éâåìåôåè áçøî (X, T ) éäé :1.5 äøãâä

.S éøáà ìù íéãåçéàä úçôùî àéä T íà ,T ìù ñéñá (à)

.T ìù ñéñá àéä S éøáà ìù íééôåñä íéëåúéçä úçôùî íà ,T ìù ñéñá-úú (á)

.äéâåìåôåèä úà òáå÷ äéâåìåôåè ìù (ñéñá-úú åà) ñéñá

(óåðåëéè úééâåìåôåè=) äìôëîä úééâåìåôåè øéãâð .íééâåìåôåè íéáçøî ìù äçôùî {(Xi, Ti)}i∈I éäú :1.6 äøãâä

àáä ñéñáä éãé ìò X =
∏
i∈I Xi ìò T

S =
{∏
i∈I

Ui| i ∈ I ìëì èòîë Ui = Xi , i ∈ I ìëì Ui ∈ Ti
}
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.éâåìåôåè áçøî (X, T ) æà

.éè÷ôîå÷ óøåãñåàä
∏
i∈I Xi íâ æà .íééè÷ôîå÷ óøåãñåàä éáçøî {(Xi, Ti)}i∈I åéäé :(óåðåëéè) 1.7 èôùî

íà äôéöø àéä f : X1 → X2 ä÷úòä .íééâåìåôåè áçøî éðù (X1, T1), (X2, T2) åéäé :1.8 äøãâä

ìëìå x ∈ X1 ìëì æà ;íéñéñá S1 ⊆ T1,S2 ⊆ T2 åéäé :ìå÷ù ïôåàá .U2 ∈ T2 ìëì f−1(U2) ∈ T1

.f(U1) ⊆ U2-ù êë U1 ∈ S1 úîéé÷ f(x) úà äìéëîù U2 ∈ S2

.íééâåìåôåè íéáçøî ìù äôéöø ä÷úòä f : X1 → X2 éäú :1.9 ìéâøú

.úéè÷ôîå÷ f(Y ) ⊆ X2 æà úéè÷ôîå÷ Y ⊆ X1 íà (à)

.äøåâñ f(Y ) ⊆ X2 æà äøåâñ Y ⊆ X1 íà .íééè÷ôîå÷ óøåãñåàä éáçøî X1, X2 -ù çéðð (á)

.äôéöø f−1: X2 → X1 æà ,ìòå úéëøò-ãç-ãç f íà .íééè÷ôîå÷ óøåãñåàä éáçøî X1, X2 -ù çéðð (â)

æà .úåöåá÷ ìù ä÷úòä f : X → X ′ éäúå éâåìåôåè áçøî (X, T ) éäé :1.10 äøãâä-ìéâøú

T ′ := {V ′ ⊆ X ′| f−1(V ′) ∈ T }

.T , T ′ -ì ñçéá äôéöø f ä÷úòää .f -ì ñçéá äðîä úééâåìåôåè úàø÷ðù ,X ′ ìò äéâåìåôåè àéä
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íéøùéå íéëåôä úåìåáâ .2

.i, j ≤ k íéé÷îä k ∈ I íéé÷ i, j ∈ I ìëìù êë ,≤ é÷ìç øãñ ñçé íò I äöåá÷ àéä úðååëî äöåá÷ :2.1 äøãâä

;ìéâøä øãñä íò N,Z,R (à) :2.2 äîâåã

.(i = mj-ù êë m íéé÷ íà i ≥ j ,øîåìë) ÷åìéçä ñçé íò N (á)

.⊆ äìëää ñçé íò ,X úîéåñî äöåá÷ ìù (úåéôåñä) úåöåá÷ä ìë úçôùî I (â)

:úëøòî ìù íéñ÷ãðéà úöåá÷ë åðúåà ùîùú úðååëî äöåá÷

.ä÷úòä πij : Si → Sj éäú I-á i ≥ j ìëìå ,äöåá÷ Si éäú i ∈ I ìëì .úðååëî äöåá÷ (I,≤) éäú :2.3 äøãâä

íà (I ìò) äëåôä úëøòî úàø÷ð (Si, πij | i, j ∈ I, i ≥ j) æà

;i ∈ I ìëì πii = id (1)

Si

πij ��@@@@@@
πik

))TTTTTTTTTTTTTTTTTT

Sj πjk
// Sk

éôåìéç àáä íéùøúä I-á i ≥ j ≥ k ìëì (2)

íéùøúä I-á i ≥ j ìëìù êë {πi: S → Si}i∈I úå÷úòä íò ãçé S äöåá÷ àéä ì"ðä úëøòîä ìù íñç

S
πi //

πj
++WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW Si

πij

��@@@@@@
πik

))TTTTTTTTTTTTTTTTTT

Sj πjk
// Sk

éôåìéç àáä

ä÷úòä úîéé÷ (S′, π′i| i ∈ I) íñç ìëì íà ì"ðä úëøòîä ìù êåôä ìåáâ àø÷ð (S, πi| i ∈ I) íñç

S′
∃!π //

π′i ))SSSSSSSSSSSSSSSSS S
πi

��??????

Si

éôåìéç àáä íéùøúä i ∈ I ìëìù êë π: S′ → S äãéçé

.S = lim←
i∈I

Si :ïåîéñ

ä÷úòää πmn: Am → An éäú n|m øåáò .An = Z/nZ éäú n ∈ N ìëì .äëåôä úëøòî :2.4 äîâåã

.÷åìéçä ñçé íò N úðååëîä äöåá÷ä ìò äëåôä úëøòî (An, πmn) æà .k (mod m) 7→ k (mod n)

.ìåáâ åððéà àåäù øúåé øçåàî äàøð .úëøòîä ìù íñç àåä Z→ Z/nZ úåéòáèä úå÷úòää íò Z ,ïë åîë

øéãâð (2.3 äøãâäá íéöçä ìë úëéôä éãé ìò) éâåìðà ïôåàá

.ä÷úòä λji: Sj → Si éäú I-á i ≥ j ìëìå ,äöåá÷ Si éäú i ∈ I ìëì .úðååëî äöåá÷ (I,≤) éäú :2.5 äøãâä

íà (I ìò) äøùé úëøòî úàø÷ð (Si, λji| i, j ∈ I, i ≥ j) æà

;i ∈ I ìëì λii = id (1)
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Si

Sj

λji

__@@@@@@

Sk
λkj

oo

λki

iiTTTTTTTTTTTTTTTTTT

éôåìéç àáä íéùøúä I-á i ≥ j ≥ k ìëì (2)

íéùøúä I-á i ≥ j ìëìù êë {λi: Si → S}i∈I úå÷úòä íò ãçé S äöåá÷ àéä ì"ðä úëøòîä ìù íñç

S Si
λioo

Sj

λj

kkWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW

λji

__@@@@@@

Sk

λki

iiTTTTTTTTTTTTTTTTTT
λkj

oo

éôåìéç àáä

ä÷úòä úîéé÷ (S′, λ′i| i ∈ I) íñç ìëì íà ì"ðä úëøòîä ìù øùé ìåáâ àø÷ð (S, λi| i ∈ I) íñç

S′ S
∃!λoo

Si

λi
__??????λ′i

iiSSSSSSSSSSSSSSSSS

éôåìéç àáä íéùøúä i ∈ I ìëìù êë λ: S → S′ äãéçé

.S = lim→
i∈I

Si :ïåîéñ

íéáçøî ,(íéîæéôøåîåîåä íò) úåøåáç ïåâë ,äéøåâè÷á (øùé) êåôä ìåáâ íéøéãâî øúåé éììë ïôåàá :2.6 äøòä

ìë ,øîåìë) .'ãëå ,(úåéøàðéì úå÷úòä íò) íéåñî äãù ìòî íééøåè÷å íéáçøî ,(úåôéöø úå÷úòä íò) íééâåìåôåè

(.äéøåâè÷á íéîæéôøåî ïä úå÷úòää ìëå äéøåâè÷ä ìù íéè÷ééáåà íä äøãâäá úåöåá÷ä

.øáåãî äá äéøåâè÷á íæéôøåîåæéà éãë ãò ,ãéçé àåä - íéé÷ àåä íà - (øùé) êåôä ìåáâù çëåä :2.7 ìéâøú

.(øùé) êåôä ìåáâ íå÷îá ''(øùéä) êåôää ìåáâä'' øîåì øùôà äæä ìéâøúä úåá÷òá

éäú .úåöåá÷ ìù äëåôä úëøòî (Si, πij) éäú :2.8 èôùî

S =
{

(xi)i∈I ∈
∏
i∈I

Si| i ≥ j ìëì πij(xi) = xj
}

(1)

.ì"ðä úëøòîä ìù êåôä ìåáâ àåä (S, πi| i ∈ I) éæà .(xi)i∈I 7→ xj äìèää πj : S → Sj éäú j ∈ I ìëìå

øéãâð .óñåð íñç (S′, π′i| i ∈ I) éäé .äëåôää úëøòîä ìù íñç àåä (S, πi| i ∈ I) ,S úøãâä éôì :äçëåä

øåøáå ,πi(π(x′)) = π′i(x
′) íéé÷úî i ∈ I ìëì æà .x′ ∈ S′ ìëì π(x′) = (π′i(x

′))i∈I :êë π: S′ → S

.íéé÷úé äæ ïåéååùù éãë äãéçéä úéøùôàä äøãâää éäåæù

ïäù πij : Si → Sj úå÷úòää íò íéçåúô íéòè÷ ìù äëåôä úëøòî {Si = (0, 1
i )}i∈N éäú :2.9 äîâåã

. lim←
i∈N

Si = ∅ æà .úåìëää

:úåàáä úåéøåâè÷á íéé÷ êåôä ìåáâ :2.10 èôùî

(úå÷úòä íò) úåöåá÷ (à)

(íéîæéôøåîåîåä íò) úåøåáç (á)
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(úåôéöø úå÷úòä íò) íééâåìåôåè íéáçøî (â)

.(àáä ÷øôá äøãâä äàø - íéôéöø íéîæéôøåîåîåä íò) úåéâåìåôåè úåøåáç (ã)

åøãâåäù πi úå÷úòääå äéøåâè÷á è÷ééáåà S éë çéëåäì êéøö ÷ø ,((à) úà çéëåî øùà) 2.8 èôùîá åîë :äçëåä

íä úåèðéãøåàå÷ä ìò úåìèä íò
∏
i∈I Si éë íéçéëåî íãå÷ :êë úàæ íéçéëåî ë"ãá .äéøåâè÷á úå÷úòä ïä íù

ìò äéâåìåôåèä ,(â) äø÷îá ,ìùîì .äéøåâè÷á íä S-ì úåìèää ìù íéîåöîöä íò S-ù íéçéëåî ë"çàå ,äéøåâè÷á

íéèøôä .
∏
i∈I Si ìù áçøî úúë åìù äéâåìåôåèä àéä S ìò äéâåìåôåèäå äìôëîä úééâåìåôåè àéä

∏
i∈I Si

.àøå÷ì íéøàùåî

(S, πi|i ∈ I) éäé .Si ìù ñéñá Bi éäé i ∈ I ìëì .íééâåìåôåè íéáçøî ìù äëåôä úëøòî (Si, πij) éäú :2.11 ìéâøú

æà .äìù ìåáâä

B = {π−1
j (Vj)| Vj ∈ Bj , j ∈ I}

.S ìò äéâåìåôåèì ñéñá àåä

æà .2.8 èôùî éãé ìò íéðåúð S, πj úåéììëä úìáâä éìá :ïåøúô

π−1
j (Vj) = S ∩ (Vj ×

∏
i 6=j

Si)

.Vj ∈ Bj ìëì

:äàáä äøåöäî íéøáéà ìù ñéñá éãé ìò ,òåãéë ,äðåúð
∏
i∈I Si ìò äìôëîä úééâåìåôåè

,W =
∏
j∈J

Vj ×
∏

i∈IrJ
Si

äøåöäî úåöåá÷ æà .j ∈ J ìëì Sj ìù äöåá÷ úú Vj ∈ Bj -å I ìù úéôåñ äöåá÷ úú J øùàá

W ∩ S =
⋂
j∈J

π−1
j (Vj)

.úåçåúô úåöåá÷ íä B éøáà ìë ïëìå ,B úà ìéëî äæ ñéñá èøôá .áçøî úú ìù äéâåìåôåèá S ìù ñéñá úååäî

ìëì i ≥ j -ù êë i ∈ I ùé ïëì ,úéôåñ J ,ïëàå .B éøáà ìù ãåçéà àåä äæ ñéñááW ∩S øáéà ìëù úåàøäì øúåð

ãåçéà àéä π−1
i (V ) ïëì .Bi éøáà ìù ãåçéà àéä ïëìå Si-á äçåúô V =

⋂
j∈J π

−1
ij (Vj) ⊆ Si æà .j ∈ J

ìáà .B éøáà ìù

.W ∩ S =
⋂
j∈J

π−1
j (Vj) =

⋂
j∈J

π−1
i

(
π−1
ij (Vj)

)
= π−1

i

( ⋂
j∈J

π−1
ij (Vj)

)
= π−1

i (V )
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íâ S = lim←
i∈I

Si æà .íé÷éø àì íééè÷ôîå÷ óøåãñåàä éáçøî ìù äëåôä úëøòî (Si, πij | i ∈ I) éäú :2.12 èôùî

.÷éø àì éè÷ôîå÷ óøåãñåàä áçøî

.óøåãñåàä íâ àåä .éè÷ôîå÷ S′ óåðåëéè èôùî éôì .óøåãñåàä S′ 6= ∅ éàãå .S′ =
∏
i∈I Si ïîñð :äçëåä

øùàá ,S =
⋂
j≥kXjk éë áì íéùð

.j ≥ k ìëì Xjk = {(xi)i∈I ∈ S′| πjk(xj) = xk}

xj ∈ Sj øçáð ;j ≥ j1, . . . , jn-ù êë j ùé ,ïëà .÷éø åðéà
⋂n
ν=1Xjνkν êåúéçä j1 ≥ k1, . . . , jn ≥ kn ìëì

.(xi)i∈I ∈
⋂n
ν=1Xjνkν æà .j 6≥ i øåáò éúåøéøù ïôåàá xi ∈ Si øçáðå j ≥ i ìëì xi = πji(xj) øéãâðå

ä÷éø àì äöåá÷ àéä éôåñä êåúéçä úðåëú úåìòá éè÷ôîå÷ áçøîá úå÷éø àì úåøåâñ úåöåá÷ ìù êåúéçù ïååéë

S′-á äøåâñ Xjk-ù çéëåäì éã ,éè÷ôîå÷ óøåãñåàä áçøî àéä éè÷ôîå÷ óøåãñåàä áçøîá äøåâñ äöåá÷å äøåâñå

.äçåúô S′rXjk éë çéëåð êë íùì .J ≥ k ìëì

úåçåúô U, V ⊆ Sk ùé ,óøåãñåàä àåä Sk-ù ïååéë .πjk(xj) 6= xk æà .(xi) ∈ S′rXjk éäé ,ïëàå

,S′-á äçåúô äðéä {(x′i)i∈I ∈ S′| x′j ∈ π
−1
jk (U), x′k ∈ V } äöåá÷ä .xk ∈ V -å πjk(xj) ∈ U -ù êë úåøæ

.äçåúô S′rXjk ïëì .S′rXjk-á úìëåîå ,(xi)i∈I úà äìéëî

áçøîë) äìù íñç (S′, π′i| i ∈ I) éäéå íééâåìåôåè íéáçøî ìù äëåôä úëøòî (Si, πij | i ∈ I) éäú :2.13 äðòè

S′ úà ä÷éúòî π: S′ → S = lim←
i∈I

Si úéøùåîä ä÷úòää æà .i ∈ I ìëì ,ìò àéä π′i: S
′ → Si éë çéðð .(éâåìåôåè

.ìò π æà ,íééè÷ôîå÷ óøåãñåàä éáçøî S′, Si íà .S -á äôåôö äöåá÷ ìò

,øîåìë ,úéñéñá U úåéììëä úìáâä éìá .π(S′) ∩ U 6= ∅ æà äçåúô ∅ 6= U ⊆ S íàù çéëåäì êéøö :ïåøúô

éäé .π′i(x
′) ∈ Ui-ù êë x′ ∈ S′ ùé äçðää éôì .(úéñéñá) äçåúô ∅ 6= Ui ⊆ Si øùàá ,U = π−1

i (Ui)

.x ∈ U ïëì ,πi(x) = π′i(x
′) ∈ Ui æà .x = π(x′)

íâ æà ,éè÷ôîå÷ S′ íà .éè÷ôîå÷ óøåãñåàä S íâ ,2.12 èôùî éôì ,æà ,íééè÷ôîå÷ óøåãñåàä Si íà

.π(S′) = S ïëì .S áçøîä ìë àéä äôåôöå äøåâñ äöåá÷ .S-á äøåâñ àéä ïëì .úéè÷ôîå÷ π(S′)

í

íò S = lim←
i∈I

Si éäé .íé÷éø àì íééè÷ôîå÷ óøåãñåàä éáçøî ìù äëåôä úëøòî (Si, πij | i ∈ I) éäú :2.14 ìéâøú

.i ∈ I ìëì ,ìò πi æà ,i ≥ j ìëì ,ìò πij íà .i ∈ I ìëì ,πi: S → Si ìåáâä úå÷úòä

ìù äëåôä úëøòî (S′i, πij | i ∈ I) æà S′i =

{
π−1
ik ({x}) i ≥ k
Si úøçà

ïîñð .x ∈ Sk éäéå k ∈ I éäé :äçëåä

x′ ∈ S′ ìëå S′ ⊆ S ìáà .S′ 6= ∅ ,2.12 èôùî éôì .S′ = lim←
i∈I

S′i éäé .íé÷éø àì íééè÷ôîå÷ óøåãñåàä éáçøî

.πk(x′) = x ∈ Sk íéé÷î
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úåéôåñåøô úåøåáç .3

áçøî (G, T )-ù êë G äöåá÷ä ìò T äéâåìåôåè íò ãçé G äøåáç àåä (G, T ) .úéâåìåôåè äøåáç :3.1 äøãâä

G → G éëôåää ú÷úòäå ((g1, g2) 7→ g1g2 éãé ìò äðåúðä) G × G → G äìôëîä ú÷úòäå óøåãñåàä

.úåôéöø ïä (g 7→ g−1 éãé ìò äðåúðä)

.(úåøåâñ) úåçåúô Ug, gU, U−1 æà g ∈ G-å (äøåâñ) äçåúô U ⊆ G íà .úéâåìåôåè äøåáç G éäú :3.2 ìéâøú

.H ≤ G ,úéâåìåôåè äøåáç G éäú :3.3 äîì

.äøåâñ íâ H æà ,äçåúô H íà (à)

.äçåúô íâ H æà (G : H) <∞-å äøåâñ H íà (á)

.(G : H) <∞ æà ,äçåúô H -å úéè÷ôîå÷ G íà (â)

æà .Hgi0 = H-ù êë ãéçé i0 ∈ I ùéå ,|I| = (G : H) øùàá ,G =
⋃
· i∈I Hgi íéé÷úî :äçëåä

.äøåâñ H = Gr⋃· i 6=i0 Hgi ïëì ,äçåúô
⋃
· i 6=i0 Hgi (à)

.äçåúô H = Gr⋃· i6=i0 Hgi ïëì ,äøåâñ
⋃
· i 6=i0 Hgi (á)

ìáà .G =
⋃
· i∈J Hgi-ù êë úéôåñ J ⊆ I ùéù G =

⋃
· i∈I Hgi êåúî òáåð úåéè÷ôîå÷ä ììâá (â)

.I = J ïëì ,úå÷éø àì úåöåá÷ ìù øæ ãåçéà àåä ïåùàøä ãåçéà

:äæì äæ íéìå÷ù G úéâåìåôåè äøåáç ìò íéàáä íéàðúä :3.4 èôùî

.(úåéèø÷ñéã) úåéôåñ úåøåáç ìù êåôä ìåáâì (äååù ,øîåìë) úéôøåîåæéà G (à)

.úåçåúô úåéìîøåð úåøåáç úú ìù íéèñå÷ ìù äéâåìåôåèì ñéñá äì ùéå óøåãñåàä úéè÷ôîå÷ G (á)

.úåøåâñ-úåçåúô úåöåá÷ ìù äéâåìåôåèì ñéñá äì ùéå óøåãñåàä úéè÷ôîå÷ G (â)

,2.12 èôùî éôì .úéèø÷ñéã äéâåìåôåè íò úåéôåñ Gi øùàá ,(G, πi) = lim← Gi çéðð :(á)⇐ (à) :äçëåä

,i ∈ I øùàá ,π−1
i (gi) äøåöäî úåöåá÷î áëøåîä ñéñá äì ùé 2.11 ìéâøú éôì .óøåãñåàä úéè÷ôîå÷ àéä G

.G-á úåçåúô ïðéäù ,Kerπi = π−1
i (1) ìù íéèñå÷ ïä äìà úåöåá÷ .gi ∈ Gi

.øåøá :(â)⇐ (á)

:úåðòè òáøàì äçëåää úà ÷ìçð :(à)⇐ (â)

,ïëà .UV ⊆ U -ù êë 1 ∈ V ,äøåâñ-äçåúô V ⊆ U ùé æà .1 ∈ U ,äøåâñ-äçåúô U ⊆ G éäú :1 äðòè

1 ∈ Vx ⊆ U, x ∈ Ux ⊆ U ùé ,äìôëîä úåôéöø éôì ,ïëì ,x · 1 = x ∈ U íéé÷úî x ∈ U ìëì

,U =
⋃
x∈U Ux ,úéè÷ôîå÷ ïëì ,äøåâñ U êà .UxVx ⊆ U -ù êë (úåøåâñ-úåçåúô èøôáå) úåéñéñá

íéé÷úîå ,äøåâñ-äçåúô V æà .V =
⋂n
i=1 Vxi éäé .U =

⋃n
i=1 Uxi -ù êë x1, . . . , xn ∈ U ùé ïëì

.UV =
⋃n
i=1 UxiV ⊆

⋃n
i=1 UxiVxi ⊆ U
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U úåéììëä úìáâä éìá ,ïëà .H ⊆ U -ù êë äçåúô H ≤ G ùé æà .1 ∈ U ,äçåúô U ⊆ G éäú :2 äðòè

.V ∩V −1-á V úà óéìçð úøçà V −1 = V úåéììëä úìáâä éìá .1 äðòèá åîë V éäú .äøåâñ-äçåúô ïëìå úéñéñá

.V n ⊆ U èøôá .(UV n = (UV n−1)V ⊆ UV ⊆ U éë) n ∈ N ìëì UV n ⊆ U íéé÷úî äéö÷åãðéàá

H :=
⋃
n∈Z V

n ⊆ U ïëì .úåçåúô úåöåá÷ ìù ãåçéà V n =
⋃
x∈V n−1 V x éë ,äçåúô V n-ù áì íéùð

.(V n)−1 = (V −1)n = V n ⊆ H-å V mV n ⊆ V m+n ⊆ H ,1 ∈ H éë ,G ìù äøåáç úúH ìáà .äçåúô

.2 äðòèá åîë H éäú ,ïëà .N ≤ U -ù êë äçåúô N / G ùé æà .1 ∈ U ,äçåúô U ⊆ G éäú :3 äðòè

äçåúô äøåáç úú àéä g−1Hg ìë .N ⊆ U èøôáå ,N ≤ H ,N / G æà ,N =
⋂
g∈G g

−1Hg éäú

øùàá ,G =
⋃
· i∈I Hxi áåúëð êë íùì .äçåúô N ïëìå ,éôåñ êåúéç àåä

⋂
g∈G g

−1Hg-ù äàøð .G ìù

æà .i ∈ I-å h ∈ H øùàá ,g = hxi äâöä ùé g ∈ G ìëì .3.3 äîì éôì ,|I| = (G : H) < ∞

.ùøãðë ,N =
⋂
i∈I x

−1
i Hxi ïëì .g−1Hg = x−1

i h−1Hhxi = x−1
i Hxi

úå÷úòä .3.3 äîì éôì úéôåñ G/N ìë ,ïëà .úåéôåñ ïä G/N úåøåáçäå ,G = lim←
äçåúô N/G

G/N :4 äðòè

ìëì .
⋂
N N àåä åðéòøâ .ìò àåä ,2.13 äðòè éôì .ϕ: G → lim← G/N óéöø íæéôøåîåîåä úåøùî äðîä

ïëì .g /∈ N -ù êë ,äçåúô N / G ùé 3 äðòè éôì .g /∈ U ,1 ∈ U -ù êë ,äçåúô U ⊆ G ùé 1 6= g ∈ G

.íæéôøåîåæéà ϕ ïëì .äôéöø ϕ−1 ,1.9 ìéâøú éôì .úéëøò-ãç-ãç ϕ-ù ïàëî .g /∈ Kerϕ

.èôùîä ìù íéìå÷ùä íéàðúä úà úîéé÷î àéä íà ,úéôåñåøô úàø÷ð úéâåìåôåè äøåáç :3.5 äøãâä

.úéôåñåøô àéä úéèø÷ñéã úéôåñ äøåáç ìë (à) :3.6 úåàîâåã

2.8 èôùî éôì .÷åìéçì ñçéá úðååëî N øùàá ,Ẑ := lim←
k∈N

Z/kZ (á)

.Ẑ =
{

(a1, a2, a3, . . .)
∣∣ ak ∈ Z, 0 ≤ ak < k, j | i⇒ ai ≡ aj mod j

}
äãéçé äâöä ùéZ/piZ-á øáéà ìëì .ìéâøä øãñì ñçéá úðååëîN-å éðåùàø p øùàá ,Zp := lim←

i∈N
Z/piZ (â)

.πij
(∑i−1

k=0 akp
k
)

=
∑j−1
k=0 akp

k æà i ≥ j íàå ,k ìëì ak ∈ {0, 1, . . . , p− 1} øùàá ,
∑i−1
k=0 akp

k

äöåá÷ä íò Zp úà úåäæì øùôà 2.8 èôùî éôì

.
{ ∞∑
k=0

akp
k
∣∣ a0, a1, . . . ∈ {0, 1, . . . , p− 1}

}
÷ø àì) âåç àåä Zp-ù øéòð .àùéø åúåà éìòá íéîåëñ ìù úåöåá÷ éãé ìò ïåúð äéâåìåôåèì ñéñá ,2.11 ìéâøú éôì

.äéðî úá äððéà Zp-ù úåàøì ì÷ .íééãà-p-ä íéøôñîä äãù àø÷ð Qp åìù úåðîä äãùå ,úåîìù íåçú ,(äøåáç

L/K-ù êë L íééðéáä úåãù úçôùî L éäú .(úéôåñ çøëäá àì) äàåìâ úáçøä N/K éäú (ã)

íåöîöä ú÷úòä ùé ,L-á L ⊆ L′ íà .N =
⋃
l∈L L-å ,äìëäì ñçéá úðååëî àéä .úéôåñ äàåìâ úáçøä
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2.8 èôùî éôì .äëåôä úëøòî àéä {Gal(L/K)| L ∈ L} äæ ïôåàá .Gal(L′/K)→ Gal(L/K)

. lim←
L

Gal(L/K) =
{

(σL)L∈L ∈
∏
L∈L

Gal(L/K)
∣∣ L ⊆ L′ ⇒ σL′ |L = σL

}
= Gal(N/K)

,Gal(N/L) úåøåáç úúä ìù íéèñå÷ éãé ìò ïåúð äéâåìåôåèì ñéñá .úéôåñåøô äøåáç àéä Gal(N/K) äæ ïôåàá

.L ∈ L øùàá

.úéôåñåøô äøåáç àéä (úåéôåñ úåøåáç ìù èøôáå) úåéôåñåøô úåøåáç ìù äøùé äìôëî :3.7 äð÷ñî

ìù äìôëîë .úåôéöø G-á äìôëîäå ìôëäù úåàøì ì÷ .úåéôåñåøô Gi øùàá ,G =
∏
i∈I Gi çéðð :äçëåä

úåöåá÷î áëøåî Gi ìù Bi ñéñá ùé i ∈ I ìëì .óøåãñåàä úéè÷ôîå÷ G íâ ,óøåãñåàä íééè÷ôîå÷ íéáçøî

úåöåá÷î áëøåî íâ ,1.6 äøãâä éôì äìà íéñéñáî éåðáù ,äìôëîä úééâåìåôåèì ñéñáä æà .úåøåâñ-úåçåúô

.úåøåâñ-úåçåúô

.úéôåñåøô H æà .äøåâñ H ≤ G éäúå úéôåñåøô äøåáç G éäú :3.8 ìéâøú

.H ∩ U ≤ V -ù êë äçåúô U / G ùé äçåúô V / H ìëì ,èøôá

.(á)3.4 èôùîî úòáåð äéðùä äðòèä .(â)3.4 èôùîî úòáåð äðåùàøä äðòèä :äçëåä

.úéôåñåøô äøåáç àåä (úåéôåñ úåøåáç ìù èøôáå) úåéôåñåøô úåøåáç ìù êåôä ìåáâ :3.9 äð÷ñî

.H =
⋂

äçåúô U,H≤U≤G U æà .äøåâñ H ≤ G éäúå úéôåñåøô äøåáç G éäú :3.10 ìéâøú

.g /∈ U -ù êë äçåúô H ≤ U ≤ G ùé æà ,g ∈ GrH íàù úåàøäì éã ïëì .H úà ìéëî ïéîé óâà :äçëåä

gN ∩H = ∅ ,øîåìë ,gN ⊆ GrH-ù êë äçåúô N /G ùé ,g ∈ GrH-å äçåúô GrH-ù ïååéë

.äçåúô U =
⋃
h∈H hN -å G ìù äøåáç úú U ,ïáåîë .g /∈ U := HN æàù úåàøì ì÷

.H =
⋂

äçåúô U,H≤U/G U æà .äøåâñ H / G éäúå úéôåñåøô äøåáç G éäú :3.11 ìéâøú

.úéôåñåøô G/N æà .äøåâñ N / G éäúå úéôåñåøô äøåáç G éäú :3.12 ìéâøú

Ū ⊆ Ḡ :äðîä úééâåìåôåè àéä Ḡ ìò äéâåìåôåèä .äðîä ú÷úòä π: G → Ḡ éäúå Ḡ = G/N éäú :äçëåä

.((à)1.9 ìéâøú) úéè÷ôîå÷ Ḡ íâ ,ìò π-å úéè÷ôîå÷ G-ù ïååéë .äçåúô π−1(Ū) ⊆ G íà ÷øå íà äçåúô

H / G íà ,ïëà .úåçåúô úåéìîøåð úåøåáç úú ìù íéèñå÷î áëøåîä äéâåìåôåèì ñéñá äì ùéù äàøð

æà .äçåúô äöåá÷ Ū ⊆ Ḡ éäú .äçåúô π−1(π(H))) = H éë ,äçåúô π(H) / Ḡ æà N ≤ H ,äçåúô

ìëì ,äçåúô Hi / G-å gi ∈ G øùàá ,U =
⋃
i∈I giHi ,(á)3.4 èôùî éôì ïëì ,äçåúô U = π−1(Ū) ⊆ G

íâ ïëìå ,π(giHiN) = π(giHi) éë ,HiN -á Hi úà óéìçð úøçà ,i ìëì N ≤ Hi úåéììëä úìáâä éìá .i

.Ū = π(
⋃
i∈I giHi) =

⋃
i∈I π(gi)π(Hi) ïàëî .giHiN ⊆ U
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êë ,äçåúô H ≤ G ùé 3.10 ìéâøú éôì ïëì ,g−1
1 g2 /∈ N æà ,g1N 6= g2N çéðð :óøåãñåàä àéä

úåçåúô úåöåá÷ ïä .úåøæ π(g1)π(H), π(g2)π(H) ïëì ,úåøæ g1H, g2H æà .g−1
1 g2 /∈ H ,N ≤ H-ù

.äîàúäá g1N, g2N úà úåìéëîù

E 7→ Gal(N/E) æà .G = Gal(N/K) éäúå äàåìâ úáçøäN/K éäú :(úéôåñðéàä äàåìâ úøåú) 3.13 èôùî

éãé ìò äðåúð äëåôää äîàúää .G ìù úåøåâñä úåøåáç-úúä ïéáì N/K ìù íééðéáä úåãù ïéá úéëøò-ãç-ãç äîàúä àéä

.G ìùH äøåâñ äøåáç-úú ìù úáùä äãùNH øùàá ,H 7→ NH

.E ⊆ N ,úéôåñ E/K øùàá ,H = Gal(N/E) íà ÷ø íà äçåúô àéäH ≤ G ,ïë ìò øúé

æà .E/K ìù äàåìâ øåâñ L éäé .E ⊆ N ,úéôåñ E/K éäú .äðåøçàä äðòèä úà äàøð äìéçú :äçëåä

ìáà .(ìéòì (ã)3.6 äîâåãá íåùøù äéâåìåôåèì ñéñáá àéä) G-á äçåúô Gal(N/L) ïëì ,úéôåñ äàåìâ L/K

.äçåúô íâ ïëìå ,Gal(N/L) ìù íéèñå÷ ìù ãåçéà àéä ïéëì ,äúåà äìéëî Gal(N/E)

.H-á úìëåîå 1 úà äìéëîù G-á úéñéñá äçåúô äöåá÷ ùé æà .äçåúô H ≤ G éäú ,êôéäì

íåöîöä ú÷úòä ìù ïéòøâä àéä åæ äøåáç .úéôåñ äàåìâ úáçøä L/K øùàá ,Gal(N/L) àéä åæ äöåá÷

êë H̄ ≤ Gal(L/K) äøåáç úú ùé éùéìùä íæéôøåîåæéàä èôùî éôì .ρ: Gal(N/K) → Gal(L/K)

ïëì .K ⊆ E ⊆ L äãù äæéà øåáò H̄ = Gal(L/E) ,úéôåñä äàåìâ úøåú éôì .H = ρ−1(H̄)-ù

.H = ρ−1(Gal(L/E)) = Gal(N/E)

ìù úåéôåñä úåáçøää ìë ìò øáåò E′ øùàá ,E =
⋃
E′ E

′ æà .N/K ìù íééðéá äãù E éäé úòë

úåøåáç ìù êåúéç àéä Gal(N/E) ïëì .Gal(N/E) =
⋂
E′ Gal(N/E′)-ù úåàøì ì÷ .E-á úåìëåîä K

.äøåâñ ïëìå úåøåâñ (ïëìå úåçåúô)

.N/K ìù íééðéá äãù NH æà ,äøåâñ H ≤ G éäú ,êôéäì

Gal(N/NH) = H ,øîåìë ,åæì åæ úåëåôä H 7→ NH -å E 7→ Gal(N/E) úå÷úòääù äàøð ,óåñáì

.NGal(N/E) = E-å

H ≤ Gal(N/E) äìëää .H = Gal(N/E) éë äàøðå E = NH ïîñð .äøåâñ H ≤ G éäú

.E éøáà ìë úà úéáùî åðéà σ ,øîåìë ,σ /∈ Gal(N/E) æà σ ∈ GrH íàù çéëåäì øúåð .äøåøá

éäú .H ∩ σGal(N/L) = ∅-ù êë ,L ⊆ N ,úéôåñ L/K äàåìâ úáçøä ùé ,äçåúô GrH-ù ïååéë

àåä H̄ ìù úáùä äãù .σ|L /∈ H̄ æà .H̄ = ρ(H) éäúå íåöîöä ú÷úòä ρ: Gal(N/K) → Gal(L/K)

åðéà àåä ,åæ äøåáçá åððéà σ|L-ù ïååéë .H̄ = Gal(L/L ∩ E) úéôåñä äàåìâ úøåú éôì ïëì ,L ∩ E øåøéáá

(.3.10 ìéâøú úøæòá íâ äæ ÷ìç çéëåäì øùôà) .E úéáùî åðéà σ ,èøôá .L ∩ E úà úéáùî

äàåìâ L/K ùé æà .α ∈ NGal(N/E) éäé ,êôéäì .E ⊆ NGal(N/E) æà .N/K ìù íééðéá äãù E éäé

äàåìâ úøåú éôì ,α ∈ L ∩ NGal(N/E) = LGal(L/L∩E) = L ∩ E æà .α ∈ L-ù êë L ⊆ N ,úéôåñ

.NGal(N/E) = E ïëì .α ∈ E ïàëî .úéôåñä
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Ks øùàá ,Gal(Ks/K) úéôåñåøôä äøåáçä àéä K äãù ìù Gal(K) úèìçåîä äàåìâ úøåáç :3.14 äøãâä

.K ìù ãéøôä øåâñä

.Ẑ-ì úéôøåîåæéà äðéä éôåñ äãù ìù úèìçåîä äàåìâ úøåáç :3.15 èôùî

Fs êåúá äãéçé äáçøä Fq-ì ùé n ∈ N ìëì ,òåãéë .íéøáéà q ïá äãù ,Fq ìù Fs éøáâìà øåâñ òá÷ð :äçëåä

éãé ìò øãâåîù Frob éãé ìò úøöåð ,n øãñî úéìâòî äàåìâ úáçøä Fqn/Fq ïë ìò øúé .Fqn äãùä àéä ,n äìòîî

íéùøúä æà m|n íà .Frobq 7→ [1] éãé ìò ïåúðä θn: Gal(Fqn/Fq)→ Z/nZ íæéôøåîåæéà ùéå ,x 7→ xq

Gal(Fqm/Fq)
θn //

��

Z/nZ

��
Gal(Fqn/Fq)

θm // Z/mZ

.íééôøåîåæéà ïäìù úåìåáâä ïëìå úåéôøåîåæéà úåëåôää úåëøòîä ïëì .éôåìéç

.Ẑ ∼=
∏
p Zp :3.16 èôùî

èôùî éôì .(p ìëì èòîë mp = 0 øùàë) m =
∏
p p

mp íééðåùàø íéîøåâì ÷åøéô ùé m ∈ N ìëì :äçëåä

íéùøúäå p ìëì mp ≤ np æà m|n íà .θm: Z/mZ →
∏
p Z/pmpZ íæéôøåîåæéà ïúåð äæ éðéñä úåéøàùä

(1 7→ 1 ïî úåøùåî úå÷úòää ìë) éôåìéç àáä

Z/nZ θn //

��

∏
p Z/pnpZ

��
Z/mZ θm // ∏

p Z/pmpZ

íæéôøåîéôà úðúåð
∏
p Zp →

∏
p Z/pmpZ (!óéöøä) íæéôøåîéôàä íò θ−1

m ìù äáëøää

éôåìéç àáä íéùøúä æà m|n íàå ,ϕm:
∏
p Zp → Z/mZ

∏
p Zp

ϕn //

ϕm
$$HHHHHHHH
Z/nZ

��
Z/mZ

⋂
m Kerϕm = àåä åðéòøâ ,ìò àåä 2.13 äðòè éôì .ϕ:

∏
p Zp → Ẑ íæéôøåîåîåä íéøùî {ϕm}m ïëì

ïëìå ,äøåâñ íâ àéä óøåãñåàä íééè÷ôîå÷ íéáçøî ìù ä÷úòäë .úéëøò-ãç-ãç ϕ ïëì ,
⋂
m

∏
p p

mpZp = {0}

.íæéôøåîåæéà ϕ ïëì .äôéöø ϕ−1

.G ìù äøåáç úú àéä (G-á H ìù éâåìåôåèä øåâñä) H̄ íâ æà .H ≤ G éäúå úéâåìåôåè äøåáç G éäú :3.17 ìéâøú
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æà .äìù íééðéá úåãù éðù L1, L2 åéäé äàåìâ úáçøä N/K éäú :3.18 ìéâøú

,Gal(N/L1 ∩ L2) = 〈Gal(N/L1),Gal(N/L2)〉

.S1 ∪ S2 úà äìéëîù øúåéá äðè÷ä äøåâñä äøåáç úú úà ïîñî 〈S1, S2〉 øùàá
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íéñ÷ãðéàå íéøãñ ,íééòáè-ìò íéøôñî .4

.G ìù äøåâñ äøåáç úú ïîñî H ≤ G äæ óéòñá .úéôåñåøô äøåáç G éäú

úéìîøåô äìôëî àåä éòáè-ìò øôñî (à) :4.1 äøãâä

,n :=
∏
p

pn(p)

.n(p) ∈ {0, 1, . . . ,∞}-å ,íééðåùàøä ìë ìò øáåò p øùàá

(.n ∈ N éòáè øôñî íò åæ úéìîøåô äìôëî ääæð ,p ìëì èòîë n(p) = 0-å p ìëì n(p) 6=∞ íà)

.íééòáè-ìò íéøôñî ìù äçôùî {ni =
∏
p p

ni(p)| i ∈ I} éäú∏
i∈I ni =

∏
p p

∑
i
ni(p) (á)

(.m = n⇔ n|m,m|n éë úåàøì ì÷) .p ìëì ni(p) ≤ nj(p) íà ni|nj (â)

.gcd{ni| i ∈ I} =
∏
p p

mini(ni(p)) (ã)

.lcm{ni| i ∈ I} =
∏
p p

maxi(ni(p)) (ä)

àåä G-á H ìù ñ÷ãðéàä .H ≤ G éäú :4.2 äøãâä

,(G : H)′ = lcmU∈N (G)(G/U : HU/U) = lcmU∈N (G)(G : HU)

.G ìù úåçåúôä úåéìîøåðä úåøåáç úúä ìù N (G) äçôùîä ìò øáåò U øùàá

ïëì .(G : HU)|(G : HU ′) ïëì ,HU ′ ≤ HU ≤ G æà ,U ′ ≤ U ,U ′, U ∈ N (G) íà :4.3 äøòä

.U ′ ≤ U -ù êë U ′ ∈ N ′ ùé U ∈ N (G) ìëìù êë N ′ ⊆ N (G) äçôùî ìò øåáòú U -ù éã ìéòì äøãâäá

úåçåúôä úåøåáç úúä ìù OH(G) äçôùî ìò øáåò V øùàá ,(G : H)′ = lcmV ∈OH(G)(G : V ) :4.4 äîì

.H úà úåìéëîù G-á

íà ,êôéäì .lcm(G : HU)|lcm(G : V ) ïëì .V := HU ∈ OH(G) æà U ∈ N (G) íà :äçëåä

.HU ≤ V -å (úåçåúô úåøåáç ìù éôåñ øôñî ìù êåúéç àéä éë)U :=
⋂
g∈G V

g ∈ N (G) æà ,V ∈ OH(G)

òáåð íéñçéä éðùî .lcmV ∈OH(G)(G : V )|lcmU∈N (G)(G : HU)-ù ïàëî .(G : V )|(G : HU) ïëì

.ïåéååùä

.(G : H)′ = (G : H) ∈ N æà äçåúô H ≤ G íà (á) .äçåúô H ≤ G æà (G : H)′ ∈ N íà (à) :4.5 äîì

.éìîéñ÷î (G : V )-ù êë V ∈ OH(G) ùé ïëì ,(G : V )|(G : H)′ ∈ N æà V ∈ OH(G) íà (à) :äçëåä

.(G : V ∩W ) ≥ (G : V ) ïëì ,V ∩W ≤ V ≤ G ,V ∩W ∈ OH(G) æà .W ∈ OH(G) éäú

H = V ïàëîå V ≤
⋂
W W = H ïëì .V ≤ W ,øîåìë ,V ∩W = V ïëì ,ïåéååù ïàë ùé úåéìîéñ÷îäî

.äçåúô
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.V ∈ OH(G) ìëì (G : V )|(G : H)-åH ∈ OH(G) íéé÷úî .(G : H) <∞ ,(â)3.3 äîì éôì (á)

.lcmV ∈OH(G)(G : V ) = (G : H) ïëì

.(G : H)′ íå÷îá (G : H) áåúëð ïëì

.#G = (G : 1) àåä G ìù øãñä :4.6 äøãâä

.(G : K) = (G : H)(H : K) æà .K ≤ H ≤ G äðééäú :4.7 èôùî

,4.3 äøòä éôì ïëì .H ∩ U ≤ V -ù êë U ∈ N (G) ùé V ∈ N (H) ìëì ,3.8 ìéâøú éôì :äçëåä

íéé÷úî .(H : K) = lcmU∈N (G)(H : K(H ∩ U))

,K(H ∩ U) = H ∩KU

,(G : KU) = (G : HU)(HU : KU)

.(HU : KU) = (H : H ∩KU)

G

H HU

K(H ∩ U) = H ∩KU KU

K

ïàëî

.(G : KU) = (G : HU)(H : K(H ∩ U))

íéé÷úîù äàøð íà ,ïåéååùä úà ìá÷ð ,íéôâàä éðù ìò lcmU∈N (G) ç÷éð íà

.lcmU∈N (G)(G : HU)(H : K(H ∩U)) = lcmU∈N (G)(G : HU)lcmU∈N (G)(H : K(H ∩U))

ìàîù óâà úà íé÷ìçî pk, pm, pn-ù êë íééìîéñ÷îä k,m, n ∈ N ∪ {∞} åéäéå éðåùàø p éäé ,ïëà

íâ æà m = ∞ åà n = ∞ íà .k = m + n :çéëåäì êéøö .äîàúäá ,ïéîé óâàá íéîøåâä éðù úàå

ä÷æçä U ∈ N (G) ìëì æà .m,n < ∞ çéðð .íéé÷úî ù÷åáîä ïåéååùä ïëìå ,k ≥ m,n éë ,k = ∞

,äîàúäá ,pm ,pn øúåéä ìëì àéä ,äîàúäá ,(G : HU) ,(H : K(H ∩ U)) úà ú÷ìçîù p ìù úéìîéñ÷îä

ùé ,êôéäì .k ≤ m + n ïëì .pm+n øúåéä ìëì àéä íúìôëî úà ú÷ìçîù p ìù úéìîéñ÷îä ä÷æçä ïëì

,pm|(G : HU) æà .U = U1∩U2 éäú .pn|(H : K(H∩U2)) ,pm|(G : HU1) -ù êë U1, U2 ∈ N (G)

.k ≥ m+ n ïàëîå íéñ÷ãðéàä éðù úìôëî úà ÷ìçî pm+n ïëì .pn|(H : K(H ∩ U))

.#(G/H) = (G : H)|#G æà H / G íâ íà .#H|#G æà H ≤ G íà :4.8 äð÷ñî

.(G : H) = #(G/H) ,4.4 äîì éôì ,H / G íà .K = 1 ç÷ð :äçëåä
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ìò πij éë çéðð .G = lim←−Gi éäéå úåéôåñåøô úåøåáç ìù äëåôä úëøòî (Gi, πij | i ∈ I, i ≥ j) éäú :4.9 äðòè

.#G = lcmi∈I#Gi æà .i ≥ j ìëì

íà ,èøôá .ìò ïä 2.14 ìéâøú éôì .i ∈ I ìëì ,êåôää ìåáâä ìù úå÷úòää πi: G → Gi äðééäú :äçëåä

.(G : π−1
i

(
Ui)
)

= (Gi : Ui) æà Ui ∈ N (Gi)

,2.11 ìéâøú éôì .Gi ìò äéâåìåôåèì ñéñá àéä {giUi| gi ∈ Gi, Ui ∈ N (Gi)} äöåá÷ä i ∈ I ìëì

4.3 äøòä éôì ïëì .G ìò äéâåìåôåèì ñéñá àéä {gπ−1
i (Ui)| g ∈ G, i ∈ I, Ui ∈ N (Gi)} äöåá÷ä

.#G = lcmi∈I, Ui∈N (Gi)(G : π−1
i

(
Ui)
)

= lcmi∈I lcmUi∈N (Gi)(Gi : Ui) = lcmi∈I#Gi
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áåìéñ úåøåáç .5

.éðåùàø øôñî p éäé .G ìù äøåâñ äøåáç úú ïîñî H ≤ G äæ óéòñá .úéôåñåøô äøåáç G éäú

G ,øîåìë ,p ìù (úéôåñðéà åà úéôåñ) ä÷æç àåä #G íà p-åøô äøåáç àéä G úéôåñåøô äøåáç (à) :5.1 äøãâä

.úåéôåñ p-úåøåáç ìù êåôä ìåáâ

.p 6 |(G : H)-å p-åøô úøåáç àéä H íà G ìù p-áåìéñ úøåáç úàø÷ð H ≤ G (á)

.G-á p-áåìéñ úøåáçá úìëåî H ≤ G p-åøô äøåáç úú ìë ,ïë ìò øúé .G-á p-áåìéñ úøåáç úîéé÷ :5.2 èôùî

úà úåìéëîù G/U úéôåñä äøåáçä ìù p-áåìéñ úåøåáç úöåá÷ P(U) éäú U ∈ N (G) ìëì :äçëåä

áåìéñ èôùî éôì ïëì ,p-úøåáç àéä HU/U ,4.8 äð÷ñî éôì .G ìù G/U äðîá H ìù äðåîúä ,HU/U

úøåáç ä÷éúòî πV U : G/V → G/U úéòáèä ä÷úòää æà N (G)-á V ≤ U íà .P(U) 6= ∅ ïåùàøä

äæë ïôåàá .P(V ) → P(U) úåöåá÷ ú÷úòä äøùî êëáå G/U ìù p-áåìéñ úøåáç ìò G/V ìù p-áåìéñ

êåôää äìåáâä (S, πU | U ∈ N (G)) éäé .úåéôåñ úåöåá÷ ìù äëåôä úëøòî àéä (P(U), πV U | V ≤ U)

.S 6= ∅ ,2.12 èôùî éôì .(úåöåá÷ ìù äéøåâè÷á) äìù

-å G/U ìù p-áåìéñ úøåáç àéä PU := πU (s) ∈ P(U) ,U ∈ N (G) ìëì æà .s ∈ S éäé

éäú .2.13 äðòè éôì ,ìò ïäù πV U úå÷úòä íò ,p-úåøåáç ìù äëåôä úëøòî àéä (PU | U ∈ N (G), V ≤ U)

æàå .
∏
U PU ≤

∏
U G/U ìù äøåáç úúë P úà úåàøì øùôà .4.9 äðòè éôì ,p-åøô àéä P æà .P = lim←

U

PU

úåøùåî øùà ,P → PU úå÷úòää ,ïë ìò øúé .G = lim←
U

G/U ≤
∏
U G/U ìù äøåáç úú àéäù úåàøì ì÷

HU/U ≤ PU = PU/U êåúî .PU = PU/U ïëì ,ìò ïä πV U : PV → PU éë ,ìò ïä ,G→ G/U ïî

.3.10 ìéâøú éôì ,H ≤
⋂
U PU = P ïàëî .H ≤ PU òáåð

.p-á ÷ìçúî åðéà (G : P ) = lcmU (G : PU) = lcmU (G/U : PU ) ,óåñáì

.åæì åæ úåãåîö G-á p-áåìéñ úåøåáç éúù ìë :5.3 ìéâøú

äöåá÷ä U ∈ N (G) ìëì .G ìù p-áåìéñ úåøåáç éúù P, P ′ äðééäú :äçëåä

C(U) = {g ∈ G| P ′U/U = (PU/U)πU (g)}

úîéé÷î {C(U)} äçôùîä ïëì ,C(V ) ⊆ C(U) æà V ≤ U íà .ä÷éø äðéà àéä ,áåìéñ éôì .G-á äøåâñ àéä

ìëì P ′U = P gU æà .g ∈
⋂
U C(U) øçáð .

⋂
U C(U) 6= ∅ ,úåéè÷ôîå÷ä éôì .éôåñä êåúéçä éàðú úà

.P ′ = P g ,øîåìë ,
⋂
U P

′U =
⋂
U P

gU ïàëî .U ∈ N (G)

àéä Q = θ(P ) æà .G ìù p-áåìéñ úøåáç P éäú .úåéôåñåøô úåøåáç ìù íæéôøåîéôà θ: G → H éäé :5.5 ìéâøú

.H ìù p-áåìéñ úøåáç
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úú ïéá äîàúää ììâá .p-úøåáç àéä 4.8 äð÷ñî éôì ,P ìù äðî úøåáçì úéôøåîåæéà Q-ù ïååéë :äçëåä

íéé÷úî ,θ−1(Q) úà úåìéëîù G ìù úåçåúô úåøåáç úú ïéáì Q úà úåìéëîù H ìù úåçåúô úåøåáç

.p-ì øæ ïëì ,(G : P ) úà ÷ìçî
(
(G : θ−1(Q)

)
ìáà .(H : Q) =

(
(G : θ−1(Q)

)
.p ìëì ,p-áåìéñ úøåáç Gp øùàá ,#G =

∏
p #Gp :5.5 ìéâøú
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äøåáç ìù úéôåñåøô äîìùä .6

ñ÷ãðéà úåìòá ,G ìù úåéìîøåð úåøåáç ìù äçôùî N éäú .(äéâåìåôåè àìì ,øîåìë ,úéè÷øèñáà) äøåáç G éäú

úëøòî äøéãâî åæë äçôùî .N ≤ N1 ∩N2-ù êë N ∈ N ùé N1, N2 ∈ N ìëì :úðååëî äðéäù ,G-á éôåñ

úåéôåñ úåøåáç ìù äëåôä

,(G/N, πMN : G/M → G/N |M,N ∈ N , M ≤ N)

éäåæ .N -ì ñçéá G ìù úéôåñåøôä äîìùää àø÷ð åæ úëøòî ìù Ĝ êåôää ìåáâä .äðîä úå÷úòä πMN øùàá

.äæ ìåáâ ìù úå÷úòää ,N ∈ N ìëì ,πN : Ĝ→ G/N äðééäú .úéôåñåøô äøåáç

,øîåìë ,úëøòîä ìù íñç àéä ,N ∈ N ìëì ,θN : G → G/N äðîä úå÷úòä íò ,G äøåáçä

ìëì πN ◦ θ = θN -ù êë θ: G → Ĝ ãéçé íæéôøåîåîåä íéé÷ä ïëì .M ≤ N ìëì πMN ◦ θM = θN

.N ∈ N

G
θ //

θM ''NNNNNNNNNNNNN

θN

..

Ĝ

πM

��
πN

��4444444444444444

G/M

πMN ##GGGGGGGG

G/N

éôì :N = G øåáò � äáåè äøãâää) .N̂ ≤ Ĝ æà .Ĝ-á θ(N) ìù éâåìåôåèä øåâñä N̂ éäé N ∈ N ìëì

.Ĝ-á äôåôö θ(G) ,2.13 äðòè

:ìéòì íéðåîéñá .N ì ñçéá G ìù úéôåñåøôä äîìùää Ĝ éäú :6.1 äðòè

.N ∈ N ìëì ,KerπN = N̂ (à)

.Ĝ/N̂ → G/N íæéôøåîåæéà äøùî πN (á)

.Ĝ ìò äéâåìåôåèì ñéñá íä {N̂ | N ∈ N} ìù íéèñå÷ä (â)

.Ĝ-á äôåôö θ(G) (ã)

,äøåâñ KerπN ïëì ,äôéöø πN ìáà .θ(N) ≤ KerπN ïëì ,πN
(
θ(N)

)
= θN (N) = 1 (à) :äçëåä

x ∈ KerπN éäé .KerπN -á äôåôö θ(N)-ù úåàøäì éã ,ïåéååù ïàë ùéù çéëåäì éãë .N̂ ≤ KerπN ïëìå

øùàá ,V = π−1
M (U) ,2.11 ìéâøú éôì .V ∩ θ(N) 6= ∅-ù äàøð .åìù (úéñéñá) äçåúô äáéáñ V éäúå

úìáâä éìá ,ïë åîë .U = {πM (x)} úåéììëä úìáâä éìá ïëì .πM (x) ∈ U ïëì ,x ∈ V íéé÷úî .U ⊆ G/M

êë y ∈ G ùé ,ìò θM -ù ïååéë .M ′ ≤ M ∩N øùàá ,M ′ ∈ N -á M úà óéìçð úøçà ,M ≤ N ,úåéìëä

æà .πM (x) = θM (y) ìò πMN ìéòôð .θ(y) ∈ V ïëì ,πM (x) = πM
(
θ(y)

)
æà .πM (x) = θM (y)-ù

.θ(y) ∈ V ∩ θ(N) ,êë íà .y ∈ N ïëì ,1 = πN (x) = θN (y)
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.Ĝ/N̂ ∼= G/N (à) éôì .ìò ïä θN éë ,ìò ïä πN úå÷úòää (á)

äéâåìåôåèì ñéñá íä {KerπN | N ∈ N} ìù íéèñå÷ä ,2.11 ìéâøú éôì éë ,(à)-î úòáåð äðòèä (â)

.Ĝ ìò

.2.13 äðòè éôì (ã)
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úåéùôç úåéôåñåøô úåøåáç .7

.G ìù äøåâñ äøåáç úú ïîñî H ≤ G äæ óéòñá .úéôåñåøô äøåáç G éäú

.U ∈ N (G) ìëì úéôåñ X rα−1(U) íà 1-ì úñðëúî α: X → G ä÷úòä .äöåá÷ X éäú :7.1 äøãâä

àéä 〈X〉 ïàë) .〈X〉 = G-å 1-ì úñðëúî X → G äìëää íà 1-ì úñðëúî íéøöåé úëøòî àéä X ⊆ G äöåá÷

(.X úà äìéëîù G ìù øúåéá äðè÷ä äøåâñä äøåáç úúä

íà 1-ì úñðëúî α: X → G æà úéôåñ G íà .1-ì úñðëúî α: X → G ä÷úòä ìë æà ,úéôåñ X íà

.úéôåñ X rα−1({1}) íà ÷øå

.1-ì úñðëúî íéøöåé úëøòî ùé úéôåñåøô äøåáç ìëì :(Douady) 7.2 èôùî

αF : X → F ä÷úòä íò F úéôåñåøô äøåáç àéä X ìò úéùôç úéôåñåøô äøåáç .äöåá÷ X éäú :7.3 äøãâä

äøåáç êåúì 1-ì úñðëúî ä÷úòä àéä αG: X → G íà :äàáä úéìñøáéðåàä äðåëúä úà úîéé÷îù 1-ì úñðëúî

.éôåìéç àáä íéùøúäù êë ϕ: F → G ãéçé óéöø íæéôøåîåîåä íéé÷ æà G úéôåñåøô

(1) X
αF //

αG   @@@@@@@@ F

∃!ϕ��~~~~~~~~

G

úéùôç äøåáç ìù äøãâä íéìá÷î ,"óéöø" ,1-ì úñðëî" ,"úéôåñåøô" íéìî úà ìéòì äøãâäá íé÷çåî íà :7.4 äøòä

.(úéôåñåøô àì ,úéè÷øèñáà)

.úéôåñåøô íå÷îá ,úéôåñ G ìë øåáò úéìñøáéðåàä äðåëúä íåé÷ úà 7.3 äøãâäá ùåøãì éã :7.5 ìéâøú

úåéôåñ úåøåáç Gi øùàá ,G = lim←
i∈I

Gi æà .1-ì úñðëúî ä÷úòä αG: X → G éäúå úéôåñåøô G éäú :äçëåä

äëåôää úëøòîä ìù íéîæéôøåîåîåää ,i ∈ I øåáò ,πi: G → Gi-å ,I-á i ≥ j øåáò ,πij : Gi → Gj åéäéå

êë ϕi: F → Gi ãéçé óéöø íæéôøåîåîåä íéé÷ ïëì ,(!÷åãá) 1-ì úñðëúî πi ◦ αG: X → Gi æà .ìåáâä ìùå

íâ ìáà .(πij ◦ ϕi) ◦ αF = πj ◦ αG ìá÷ðå íéôâàä éðù ìò πij áéëøð ,i ≥ j íà .ϕi ◦ αF = πi ◦ αG-ù

.πij ◦ ϕi = ϕj ìá÷ð ϕj ìù úåãéçéäî .ϕj ◦ αF = πj ◦ αG
.i ìëì πi ◦ ϕ = ϕi-ù êë ϕ: F → G ãéçé óéöø íæéôøåîåîåä íéé÷ ,G = lim←

i∈I
Gi-ù ïååéë

(2) X
αF //

αG ��???????? F

ϕ

��
ϕi   @@@@@@@@

ϕj

''PPPPPPPPPPPPPPP

G
πi
//

πj

66Gi πij
// Gj
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πi◦ϕ = ϕi æà ϕ◦αF = αG íà éë ,úàæ íéé÷îù ãéçé íæéôøåîåîåä ϕ-ù øåøá íâ æàå) ϕ◦αF = αG-ù äàøð

äéøåâè÷á) G = lim←
i∈I

Gi ìù äðåëúäî ïëì ,i ìëì πi ◦ (ϕ ◦αF ) = πi ◦αG íéé÷úî :(ãéçé àåä äæë ϕ-å ,i ìëì

.ϕ ◦ αF = αG òáåð (úåöåá÷ ìù

.ãéçé íæéôøåîåæéà éãë ãò äãéçé àéä æà X ìò úéùôç (úéôåñåøô) äøåáç úîéé÷ íà .äöåá÷ X éäú :7.6 äîì

ùé æà X ìò úåéùôç (úåéôåñåøô) úåøåáç ïäéúù αF : X → F ,αG: X → G íàù àéä äðòèä :äçëåä

.éôåìéç (1) íéùøúù êë ϕ ãéçé íæéôøåîåæéà

ìá÷ð ,G-ì F ïéá óéìçð íà .αG = ϕ ◦ αF ,øîåìë .äæë ãéçé ϕ íæéôøåîåîåä ùéù òáåð äøãâääî

úåãéçéäî .(ϕ ◦ψ) ◦αG = αG æà äîåã ïôåàáå (ψ ◦ϕ) ◦αF = αF æà .αF = ψ ◦αG-ù êë ψ: G→ F

.íæéôøåîåæéà ϕ ïëì .ϕ ◦ ψ = idG äîåã ïôåàá ψ ◦ ϕ = idF ,äøãâäá

.X ìò úéùôç úéè÷øèñáà äøåáç úîéé÷ æà .äöåá÷ X éäú :7.7 äîì

úåéôåñä úåøãñä ìë úöåá÷ W (X) éäú :äçëåä

W (X) = {w = xε11 x
ε2
2 . . . xεnn | n ≥ 0, x1, . . . , xn ∈ X, ε1, . . . , εn ∈ {±1}}

.u éøçà úãîåò v äá äøãñä àéä u ◦ v :úåøãñ øåùøù éãé ìò W (X) ìò ìôë øéãâð (.x1 íå÷îá x áåúëð)

W (X)-î w 7→ w−1 ä÷úòä ùé ,ïë ìò øúé .äãéçéä äøáéà àéä ä÷éøä äøãñäå úéáéèàéöåñà äìåòô àåä ìôëä

ääæð x ∈ X-å u, v ∈ W (X) íà .(xε11 x
ε2
2 . . . xεnn )−1 = x−εnn . . . x−ε22 x−ε11 éãé ìò äðåúðù ,äîöò ìò

éãé ìò øöåðä úåìé÷ùä ñçé åìåãåî W (X) ìù äðîä úöåá÷ F (X) éäú .uv íò ux−1xw úàå uxx−1w úà

ìù äðåîúä ìù éëôåää àéä w−1 ìù äðåîúä ,(úéøùåîä ìôëä úìåòôì ñçéá) äøåáç F (X) æà .äìàä íééåäéæä

äøåáç êåúì ä÷úòä àéä αG: X → G íà .αF : X → F (X) äøåøá ä÷úòä ùéå ,w ∈ W (X) ìëì ,w

æà u ∼ v íà .äìåòô úøîåùù ϕ′: W (X) → G ä÷úòäì ãéçé ïôåàá äáçøäì úðúéð àéä ,G úèé÷øèñáà

.ãéçé àåäù øåøá .ϕ: F (X)→ G íæéôøåîåîåä äøùî ϕ′ ïëì ,ϕ′(u) = ϕ′(v)

.ãéçé íæéôøåîåæéà éãë ãò äãéçé àéäå úîéé÷ X ìò úéùôç úéôåñåøô äøåáç .äöåá÷ X éäú :7.8 èôùî

éäú .X ìò úéùôçä úéè÷øèñáàä äøåáçä α: X → Φ éäú .íåé÷ä úà ÷ø çéëåäì øúåð :äçëåä

.N = {N / Φ| (Φ : N) ≤ ∞, |X rα−1(N)| ≤ ∞}

:(N1 ∩N2 ∈ N æà N1, N2 ∈ N íà ,øîåìë) úðååëî N æà

,N1 ∩N2 / Φ

,
(
Φ : (N1 ∩N2)

)
= (Φ : N1)

(
N1 : (N1 ∩N2)

)
= (Φ : N1)(N1N2 : N2) <

< (Φ : N1)(Φ : N2)

.X rα−1(N1 ∩N2) =
(
X rα−1(N1)

)
∪
(
X rα−1(N2

)
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(.äæá ùîúùð àì ìáà ,
⋂
N∈N N = {1} éë úåàøäì íâ øùôà)

θ: Φ→ F éäúå .πN : F → Φ/N úå÷úòää íò ,N -ì ñçéá Φ ìù úéôåñåøôä äîìùää F = Φ̂ éäú

.αF = θ ◦ α ïîñð .θN : Φ→ Φ/N úå÷úòääî úéøùåîä ä÷úòää

:1-ì úñðëúî αF -ù äàøð

.úåéôåñ úåøåáçì ñçéá úéìñøáéðåàä äðåëúä ùé αF : X → F -ìù äàøð

α: X → Φ ìù úéìñøáéðåàä äðåëúä éôì .1-ì úñðëúî ä÷úòä αG: X → G éäúå úéôåñ äøåáçG éäú

,(Φ : N) ≤ #G <∞ ,N /Φ æà .N = Kerψ éäé .ψ ◦α = αG-ù êë ψ: Φ→ G ãéçé íæéôøåîåîåä ùé

éôì .(θ = θN ◦πN -ù êë πN ùé èøôáå)N ∈ N ïàëî .|X rα−1(N)| <∞ ïëì ,α−1(N) = α−1
G (1)-å

.ϕ = ψN ◦πN éäé .ψN ◦θN = ψ-ù êë ψN : Φ/N → G ãéçé íæéôøåîåîåä ùé ïåùàøä íæéôøåîåæéàä èôùî

.ϕ ◦ αF = αG æà

X
αF //

α

��????????

αG

��/
////////////// F

πN

��

ϕ
mm

Φ

θ

=={{{{{{{{{

θN

//

ψ

��

Φ/N

ψN}}{{{{{{{{

G

,(ϕ′ ◦ θ) ◦ α = αG æà ,ϕ′ ◦ αF = αG íéé÷î ϕ′: F → G íâ íà .ãéçé ϕ ◦ αF = αG-ù êë ϕ-ù äàøð

θ(Φ)-ù ïååéë .ϕ′|θ(Φ) = ϕ|θ(Φ) ,øîåìë ,ϕ′ ◦ θ = ϕ ◦ θ -ù ïàëî .ϕ′ ◦ θ = ψ íéé÷úî ,ψ ìù úåãéçéäî ïëì

.ϕ′ = ϕ ,((ã)6.1 äðòè) F -á äôåôö

X = {x} → Ẑ ä÷úòää .ãçà øáéà úáX äöåá÷ ìò úéùôç úéôåñåøô äøåáç àéä (éøåáéç áéúëá) Ẑ :7.9 äîâåã

Z ìù úéôåñåøôä äîìùää àéä Ẑ ,ïëà .(0 éìøèéðä øáéàä àì ,Ẑ ìù øöåé àåä 1 øùàë) x 7→ 1 éãé ìò äðåúð

.X ìò úéùôçä úéè÷øèñáàä äøåáçä àéä Z-å ,Z-á éôåñ ñ÷ãéà úåìòá úåéìîøåðä úåøåáç úúä ìëì ñçéá

.∅ ìò úéùôçä úéôåñåøôä äøåáçä àéä úéìàéååéøèä äøåáçä

.F = 〈αF (X)〉 æà .X ìò úéùôç úéôåñåøô äøåáç αF : X → F éäú :7.10 ìéâøú

ïëì ,αF = θ ◦ α ,äéðåîéñáå 7.8 èôùî ìù äçëåää éôì .H = 〈αF (X)〉 ≤ FX éäú :à äçëåä

ïëì ,α(X) úà äìéëîù øúåéá äðè÷ä úéè÷øèñáàä äøåáç úúä àéä Φ-å ,äøåáç úú H ìáà .θ(α(X)) ⊆ H

.H = G ïëì ,FX -á äôåôö θ(Φ) ,(ã)6.1 äðòè éôì .θ(Φ) ⊆ H

éãé ìò αH : X → H øéãâð .äìëää ι: H → F éäúå H = 〈αF (X)〉 ≤ FX éäú :á äçëåä

úéøùåî H ìò äéâåìåôåèäù ïååéë ,ïëà .1-ì úñðëúî αH ä÷úòää .ι ◦ αH = αF æà .αH(x) = αF (x)

,úéôåñ X rα−1
F (V )-ù ïååéë .V ∩H ⊆ U -ù êë äçåúô V / F ùé äçåúô U / H ìëì ,G ìò äéâåìåôåèäî

.úéôåñ X rα−1
H (U) íâ
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,ïëì .ι ◦ ρ ◦ αF = αF æà .ρ ◦ αF = αH -ù êë ρ: F → H ùéù òáåð F ìù úéìñøáéðåàä äðåëúäî

.H = F ïëì .ìò ι èøôá .ι ◦ ρ = idF ,úéìñøáéðåàä äðåëúá úåãéçéäî

.úéëøò ãç ãç αF æà .X ìò úéùôç úéôåñåøô äøåáç αF : X → F éäú :7.11 ìéâøú

αG: X → G ä÷úòä øéãâð .2 øãñî äøåáçä G = {±1} éäú .íéðåù x1, x2 ∈ X åéäé :äçëåä

êë ϕ: FX → G óéöø íæéôøåîåîåä ùé ïëì ,1-ì úñðëúî αG æà .αG(x) =

{
−1 x = x1

1 úøçà
éãé ìò

.αF (x1) 6= αF (x2) íâ ,αG(x1) 6= αG(x2)-ù ïååéë .αG = ϕ ◦ αF -ù

áéçøî ϕ ,úéìñøáéðåàä äðåëúá ,æà .X ⊆ FX ,øîåìë ,äìëää àéä αF éë çéðäì ìëåð äæ ìéâøú úåá÷òá

.FX ìù 1-ì úñðëúî íéøöåé úëøòî àéä X ,7.10 ìéâøú éôì .úåà äúåàá ë"ãá íúåà ïîñð ïëì ;αG úà

ìò π = πXY : X → FY øéãâð .Y ⊆ X øùàá ,úåéùôçä úåéôåñåøôä úåøåáçä FX , FY äðééäú :7.12 äéðá

.π: FX → FY ãéçé íæéôåøîåîåäì äáçøäì úðúéð ïëìå 1-ì úñðëúî π æà .π(x) =

{
x ∈ FY x ∈ Y
1 ∈ FY úøçà

éãé

äáçøäì úðúéð ïëìå 1-ì úñðëúî λ æà .λ(y) = y ∈ X ⊆ FX éãé ìò äðåúð λ = λY X : Y → FX éäú

.λ: FY → FX ãéçé íæéôåøîåîåäì

.πXY ◦ λY X = idFY (à) :7.13 äîì

.ìò πXY -å úéëøò ãç ãç λY X (á)

.X r Y úà äìéëîù FX ìù øúåéá äðè÷ä äøåâñä úéìîøåðä äøåáç úúä àéä KerπXY (â)

.π ◦ λ = idFY ,7.3 äøãâäá úåãéçéäî ,ïëì ,(π ◦ λ)(y) = y = idFY (y) æà .y ∈ Y éäé (à) :äçëåä

.(à)-î òáåð (á)

àéä) X rY úà äìéëîù øúåéá äðè÷ä äøåâñä úéìîøåðä äøåáç úúä N éäúå K = Kerπ éäé (â)

,X rY ⊆ K-ù øåøá π ìù äøãâääî .(X rY úà úåìéëîù úåøåâñä úåéìîøåðä úåøåáç úúä ìë ìù êåúéçä

úúä .λ(Y ) úà äìéëî àéä ;úéè÷ôîå÷ íâ L := λ(FY ) äúðåîú ïëì ,úéè÷ôîå÷ FY ,úòë .N ≤ K ïëì

äìéëî àéä ;äøåâñ èøôáå úéè÷ôîå÷ àéä íâ ïëì ,FX -á ìôëä ú÷úòä úçú N × L ìù äðåîúä àéä NL äøåáç

K = K ∩ NL = N(L ∩K) = N ïëì .1 = L ∩K ,(à) éôì .NL = FX ,7.10 ìéâøú éôì .X úà

.(N ≤ K êåúî òáåð éðùä ïåéååùä)

ìëìå X ìù úåéôåñä úåöåá÷ úúä úçôùî P éäú .X äöåá÷ ìò úéùôçä úéôåñåøôä äøåáçä FX éäú

éôì ,πY Z : FY → FZ íæéôøåîéôà ùé ,Z ⊆ Y íà .Y ìò úéùôçä úéôåñåøôä äøåáçä FY éäú Y ∈ P

.Y ∈ P ìëì ,πXY : FX → FY íæéôøåîéôà ùé äîåã ïôåàá .7.12 äéðá

(FX , πXY | Y ∈ P)-å äëåôä úëøòî àéä (FY , πY Z | Y ∈ P, Z ⊆ Y ) æà éë (!÷åãá) úåàøì ì÷

.π: FX → lim←
Y ∈P

FY óéöø íæéôøåîåîåä ùé ïëì .äìù íñç àåä

24



.íæéôøåîåæéà àåä π: FX → lim←
Y ∈P

FY :7.14 èôùî

êë íùì .K = 1-ù äàøð .K =
⋂
Y ∈P KerπXY æà .K = Kerπ éäé .ìò àéä π ,2.13 äðòè éôì :äçëåä

X éë ,úéôåñ Y := X rU æà .úàæë U éäú .
⋂
U U = 1 éë ,äçåúô U / FX ìëì ,K ⊆ U -ù úåàøäì éã

.K ⊆ U ïàëî .KerπXY ⊆ U ,(â)7.13 äîì éôì ïëì ,X rY ⊆ U íéé÷úî .1-ì úñðëî

.äôéöø íâ ϕ−1 ïëì ,úåøåâñ ìò úåøåâñ úåöåá÷ ä÷éúòî àéä .ìòå úéëøò ãç ãç ,äôéöø ϕ ïëì

.G = 〈X〉-ù êë úéôåñ X ⊆ G ùé íà úéôåñ úøöåð àéä G úéôåñåøô äøåáç

.íæéôøåîåæéà ϕ æà .íæéôøåîéôà f : G→ G éäé .úéôåñ úøöåð úéôåñåøô äøåáç G éäú :7.15 èôùî

ïîñð n ∈ N ìëì .U ∈ N (G) ìëì Ker f ⊆ U ,øîåìë ,Ker f = 1-ù úåàøäì éã :äçëåä

(3) .Rn = {U ∈ N (G)| (G : U) = n}

úåøåáç ìù éôåñ øôñî ÷ø ùé éë ,úéôåñ Rn æà .n øãñî äøåáç ìò G-î íéîæéôøåîéôà ìù íéðéòøâä úöåá÷ éäåæ

.G ìù íéøöåéä úåðåîú éãé ìò òá÷ð G→ C íæéôøåîéôà ìëå ,íæéôøåîåæéà éãë ãò ,n øãñî C

.ìò ïëì ,úéëøò ãç ãç àéä .Rn → Rn ä÷úòä àéä U 7→ f−1(U) ä÷úòää

.U = f−1(V ) ⊇ Ker f æà .U = f−1(V )-ù êë V ∈ N (G) ùé æà .U ∈ N (G) éäú

]]

æà .M =
⋂
U∈Rn U éäúå (3) éãé ìò Rn øéãâð .n ∈ N éäéå úéôåñ úøöåð úéôåñåøô äøåáç G éäú :7.16 ìéâøú

.M àåä (éðåð÷ä ÷ø àì) G→ G/M íæéôøåîéôà ìë ìù ïéòøâäå äçåúô M /G

íéé÷úî .Ḡ = G/M éäú .äçåúô M ïëì ,úéôåñ Rn äöåá÷ä :äçëåä

,Rn = {U ∈ N (G)|M ≤ U, (G : U) = n}

éøáà ïéáì Rn éøáà ïéá úéëøò ãç ãç äîàúä ùé éùéìùä íæéôøåîåæéàä èôùî éôì ïëì

,R̄n = {Ū / Ḡ| (Ḡ : Ū) = n}

.
⋂
Ū∈R̄n Ū = M/M = 1 èøôá .íéëåúéç úøîåù åæ äîàúäå

úåçåúô úåéìîøåð åúåøåáç úú ìù äçôùî àéä {f−1(Ū)|Ū ∈ R̄n} æà .íæéôøåîéôà f : G → Ḡ éäé

ïàëî .Rn àéä ïëì ,íéøáéà |R̄n| = |Rn| äá ùé ìáà .Rn-á úìëåî àéä ïëì .n ñ÷ãðéàî ,G-á

. Ker f = f−1(1) = f−1(
⋂

Ū∈R̄n

Ū) =
⋂

Ū∈R̄n

f−1(Ū) =
⋂

U∈Rn

U = M

[[
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ìëì ,ìò ρY Z äá ,(GY , ρY Z | Y ∈ P, Z ⊆ Y ) úëøòî ìù êåôä ìåáâ ,úéôåñåøô äøåáç G éäú :7.17 äîì

.Z ⊆ Y ìëì θY (Y r Z) ⊆ Ker ρY Z íéé÷îù θY : FY → GY íæéôøåîåæéà ùé Y ∈ P ìëìù çéðð .Z ⊆ Y

.FX ∼= G æà

Z ⊆ Y ìëì éôåìéç àáä íéùøúäù êë (θY : FY → GY | Y ∈ P) íéîæéôøåîåæéà ùéù çéëåäì éã :äçëåä

FY

πY Z

��

θY // GY

ρY Z

��
FZ

θZ // GZ

åæ úåéôøåîåæéà (FY , πY Z | Y ∈ P, Z ⊆ Y ), (GY , ρY Z | Y ∈ P, Z ⊆ Y ) úåëåôää úåëøòîä æà ,ïëà

.7.14 èôùîî úòáåð äðòèä ïëì .íäéúåìåáâ íâ ïëìå åæì

θY ∈ IY íà .äîìá éàðúä úà íéîéé÷îù θY : FY → GY íéîæéôøåîåæéàä úöåá÷ IY éäú Y ∈ P ìëì

íéé÷úî .θZ : FZ → GZ ãéçé íæéôøåîåîåäì äáçøäì úðúéð θZ := ρY Z ◦ θY |Z : Z → GZ æà Z ⊆ Y -å

,ïë ìò øúé .éôåìéç ìéòì íéùøúä ,øîåìë .θZ ◦ πY Z = ρY Z ◦ θY ïëì ,θZ ◦ πY Z |Y = ρY Z ◦ θY |Y
æà Z ′ ⊆ Z íà .7.15 èôùî éôì ,íæéôøåîåæéà ïëì ,ìò θZ ,ïëà .θZ ∈ IZ

ρZZ′ ◦ θZ(Z rZ ′) = ρZZ′ ◦ ρY Z ◦ θY (Z rZ ′) ⊆ ρY Z′ ◦ θY (Y rZ ′) = {1}

ïëì .iY Z′ = iZZ′ ◦ iY Z æà Z ′ ⊆ Z íàù øåøá .iY Z : IY → IZ ä÷úòä åðøãâä êëá

øéãâäì éã êë íùì . lim←
Y ∈P

IY 6= ∅ éë çéëåäì éã .úåöåá÷ ìù äëåôä úëøòî (IY , iY Z | Y ∈ P, Z ⊆ Y )

.úåôéöø iY Z úå÷úòääå ,óøåãñåàä úéè÷ôîå÷ IY -ù êë ,Y ∈ P ìëì ,IY ìò äéâåìåôåè

θY úà úåäæì øùôà ïëì .Y → GY ä÷úòä ìù äãéçé äáçøä àåä θY : FY → GY íæéôøåîåîåä ìë

íà ÷øå íà ìò θY ïëì .(!÷åãá) θY (FY ) = 〈θY (Y )〉 ïëì ,FY = 〈Y 〉 ,7.10 ìéâøú éôì .Y -ì åìù íåöîöä íò

úà úåäæì øùôà ,êë íà .(FY ∼= GY éë) 7.15 èôùî éôì ,íæéôøåîåæéà àåä æà, ìò àåä íà .GY = 〈θY (Y )〉

-ù êë (gy| y ∈ Y ) ∈ GYY =

|Y |︷ ︸︸ ︷
GY × · · · ×GY ìë ìù CY äöåá÷ä íò IY

,GY = 〈gy| y ∈ Y 〉 (à)

.y ∈ Y rZ ìëìå Z ⊆ Y ìëì ρY Z(gy) = 1 (á)

.(gy| y ∈ Y ) 7→ (ρY Z(gz)| z ∈ Z) ä÷úòää íò úåäæì øùôà iY Z úà æà Z ⊆ Y íà ,ïë åîë (â)

(gy| y ∈ Y ) ∈-ù øîåà (á) ,ïëà .úåôéöø iY Z -å (óøåãñåàä úéè÷ôîå÷ ïëìå) GYY -á äøåâñ CY :äðòè

.GYY -á äøåâñ äöåá÷ éäåæ .Ky =
⋂
Z⊆Y r{y}Ker ρY Z øùàá ,

∏
y∈Y Ky

éôì .H := 〈gy| y ∈ Y 〉 6= GY çéðð .çåúô àéä (à) íéîéé÷îù íéøáéàä äöåá÷ ìù íéìùîäù äàøð

íàå (gy| y ∈ Y ) ìù äçåúô äáéáñ UY ⊆ GYY æà .H ≤ U 6= GY -ù êë äçåúô U ≤ GY ùé 3.10 ìéâøú

.〈g′y| y ∈ Y 〉 ≤ U 6= GY æà (g′y| y ∈ Y ) ∈ UY
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.äôéöø ρY Z éë ,(â) éôì äôéöø iY Z ,óåñáì

Z r U -ù åà 1 /∈ U íà ,äçåúô àéä Z ìù U äöåá÷ úúù øîàð .Z = X ∪· {1} éäú .äöåá÷ X éäú :7.18 ìéâøú

.úéôåñ

.Z ìò äéâåìåôåè øéãâî äæ øáãù çëåä (à)

.úåøåâñ-úåçåúô úåöåá÷ éãé ìò ïåúðä äéâåìåôåèì ñéñá åì ùéå éè÷ôîå÷ óøåãñåàä áçøî Z -ù çëåä (á)

:çëåä .β(1) = 1 éãé ìò β: Z → G ä÷úòäì äúåà áéçøð .ä÷úòä α: X → G éäúå úéôåñåøô äøåáç G éäú (â)

.1-ì úñðëúî α íà ÷øå íà äôéöø β
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íéáëåøîä ìòî úåéìðåéöøä úåéö÷ðåôä äãù ìù úèìçåîä äàåìâ úøåáç .8

æà .R = K[t] éäéå .C ìòî éðèãðöñðøè t øùàá ,K = C(t) éäé

K ={c
r∏
i−1

(t− anii )| c ∈ C×, íéðåù ai ∈ C, ni ∈ Z} ∪ {0}

R ={c
r∏
i−1

(t− anii )| c ∈ C×, íéðåù ai ∈ C, ni ≥ 0} ∪ {0}

.K ìù éøáâìà øåâñ K̃ éäé

.irr(α,K) ∈ R[X] íà R ìòî íìù α ∈ K̃ øáéà :8.1 äøãâä

éë ,R ìòî íìù åðéä ,(K-á àì íâ ïëìå) R-á òåáéø åðéà f(t) ∈ R øùàá ,α =
√
f(t) ,ìùîì

.irr(α,K) = X2 − f(t) ∈ R[X]

øùôà .L-á R ìù íìùä øåâñä àåä SL = {α ∈ L| R ìòî íìù α} æà ,L ⊆ K̃ ,äáçøä L/K íà

.σ(SL) = SL æà (σ ∈ Gal(L/K) ìëì σ(L) = L ïëìå) ,äàåìâ L/K íà .âåç àåä SL-ù úåàøäì

ïúéð (a ∈ C øùàá ,t 7→ a äáöä ,øîåìë) ϕ: R → C C-íæéôøåîåîåä ìë .äàåìâ L/K éäú :8.2 äðòè

SL′ ⊆ SL æà ,K ìù äàåìâ úáçøä íâ L′ ⊆ L íà ,ïë ìò øúé .ψ: SL → C íéâåç íæéôøåîåîåäì äáçøäì

àéä {ψ ◦ σ| σ ∈ Gal(L/K)} ,èøôá .SL -ì ψ|SL′ ìù úåáçøää ìë úöåá÷ àéä {ψ ◦ σ| σ ∈ Gal(L/L′)}-å

.SL -ì ϕ ìù úåáçøää ìë úöåá÷

æà .ìéòì åîë ϕ,ψ åéäé .a ∈ C éäéå ,äàåìâ L/K éäú :8.3 äøãâä

G(ψ) = {σ ∈ Gal(L/K)| ψ ◦ σ = ψ}

íâå óòåñî ψ-ù íéøîåà ,G(ψ) 6= 1 íà .ψ ìù (äãîúää úøåáç ,÷åøéôä úøåáç :íâ) úåôòúñää úøåáç úàø÷ð

.L-á óòåñî a éë

íà ,ïëà .t 7→ a ìù ψ äáçøää úøéçáá éåìú åðéà G(ψ) 6= 1 úåéä ,øîåìë ,äáåè äðåøçàä äøãâää :8.4 äøòä

æà .τ ∈ Gal(L/K) øùàá ,ψ ◦ τ äøåöäî àéä úøçà äáçøä ìë æà ,úàæë äáçøä àéä ψ

G(ψ ◦ τ) = {σ ∈ Gal(L/K)| (ψ ◦ τ) ◦ σ = ψ ◦ τ} = {σ ∈ Gal(L/K)| ψ ◦ (τστ−1) = ψ}

= {σ ∈ Gal(L/K)| τστ−1) ∈ G(ψ)} = τ−1G(ψ)τ = G(ψ)τ

.G(ψ) 6= 1 íà ÷øå íà G(ψ ◦ τ) 6= 1 ïëì

íà éë ,f ∈ R úåéììëä úìáâä éìá .f ∈ K øùàá ,L = K(
√
f) æà .úéòåáéø äáçøä L/K éäú :8.5 äîâåã

ïåéìòä íã÷îä éë) ï÷åúî f ∈ R úåéììëä úìáâä éìá .K(
√

f1
f2

) = K(f2

√
f1
f2

) = K(
√
f1f2) æà f = f1

f2
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äæî äæ íéðåù íä úåéììëä úìáâä éìá .a1, . . . , ar ∈ C øùàá ,f =
∏r
i=1(t − ai) ïëì .(K-á òåáéø àåä

.r ≥ 1-å

,irr(β,K) = X − g æà h = 0 íà .g, h ∈ K øùàá ,β = g + h
√
f äøåöäî àåä L ìù éììë øáéà

æà h 6= 0 íà .g ∈ R íà ÷øå íà K ìòî íìù β ïëì

irr(β,K) = (X − g − h
√
f)(X − g + h

√
f) = X2 − 2gX + g2 − h2f

ìå÷ù ïåøçàä éàðúäù úåàøì ì÷ ,h2f, g ∈ R ,øîåìë ,g2 − h2f, g ∈ R íà ÷øå íà K ìòî íìù β ïëì

.g, h ∈ R-ì

.SL = R[
√
f ] ïëì

:íéðôåà éðùá ψ: SL → C-ì äáçøäì ïúéð t 7→ a æà .a ∈ C éäé úòë

√
r 7→ ±

√
f(a) +±

√√√√ r∏
i=1

(a− ai)

.éôåñ àåä L-á úåôòúñää úåãå÷ð øôñîù ,íéàåø èøôá .a ∈ {a1, . . . , ar} íà ÷øå íà L-á óòåñî a ïëì

.úåãå÷ð ìù éôåñ èøôñîá úôòåñî K ìù L úéôåñ äáçøä (à) :8.6 äðòè

.úåçôì úçà äãå÷ðá úôòåñî K ìù úéìàéååéøè àì äáçøä ìë (á)

úåãå÷ð éúùá úôòåñî L-ù íéøîåà ë"ãáù ÷ø åéáâì øéòð .(õéáøåä-ïîéø úçñåðî òáåð) çéëåð àì (á) úà :äçëåä

.∞-á úåôòúñä íâ íéøéãâî éë ,úåçôì

øîàð ,g = irr(α,K) éäé .L = K(α)-ù êë α ∈ L áéèéîéøô øáéà ùé (à)

g = Xn +
hn−1

h
Xn−1 +

hn−2

h
Xn−2 + . . .+

h1

h
X +

h0

h

α áéöð íà ,L = K(β) æà .β = hα éäé ,ïëà .α ∈ SL ,øîåìë ,h = 1 úåéììëä úìáâä éìá .h, hi ∈ R øùàá

ìá÷ð ,hn-á äúåà ìéôëðå ìéòì äàååùîá

0 = hnαn + hn−1hn−1α
n−1 + hn−1hn−2α

n−2 + . . .+ hn−1h1α+ hn−1h0

,øîåìë

0 = βn + hn−1β
n−1 + hhn−2β

n−2 + . . .+ hn−2h1β + hn−1h0

àåä äæ íåðéìåô ,L = K(β)-ù ïååéë .R ìòî n = [L : K] äìòîî ï÷åúî íåðéìåô ìù ùøåù àåä β ,øîåìë

.β ∈ SL ïëì ,irr(β,K)
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α ìù äèððéîéø÷ñéãä .α ∈ SL úåéììëä úìáâä éìá ,êë íà

d := (−1)
n(n−1)

2

∏
σ,τ∈Gal(L/K)

σ 6=τ

(
σ(α)− τ(α)

)
èøôáå irr(α,K) ìù íéîã÷îá Z ìòî íåðéìåô àåä ïëì .irr(α,K) ∈ R[X] ìù íéùøùá éøèîéñ íåðéìåô àåä

.C ìòî t äðúùîá íåðéìåô øîåìë ,R-á øáéà àåä

æà ,t 7→ a úà áéçøî ψ: SL → Cå ,d ìù ùøåù åðéà a ∈ C íà

0 6= d(a) = ψ(d) = ±
∏

σ,τ∈Gal(L/K)
σ 6=τ

(
(ψ ◦ σ)(α)− (ψ ◦ τ)(α)

)
.σ 6= 1 ìëì ,ψ ◦ σ 6= ψ ïëì .σ 6= 1 ìëì (ψ ◦ σ)(α) 6= ψ(α) èôøáå

.L2 -á óòåñî àåä æà L1 -á óòåñî a ∈ C íà .K ìù äàåìâ úåáçøä éúù L1 ⊆ L2 äðééäú :8.7 ìéâøú

íåöîöä ψ1: SL1
→ C éäéå ,t 7→ a ìù äáçøä ψ2: SL2

→ C éäú .R ⊆ SL1
⊆ SL2

íéé÷úî :äçëåä

.SL1
-ì ψ2 ìù

æà .σ2 ∈ Gal(L2/K)-ì σ1 úà áéçøð .ψ1 ◦ σ1 = ψ1-ù êë 1 6= σ1 ∈ Gal(L1/K) ùé ïåúðä éôì

ïàëî .ψ2 ◦σ2 = ψ2 ◦ τ -ù êë τ ∈ Gal(L2/L1) ùé 8.2 äðòè éôì ïëì .ψ1 úà íéáéçøî íäéðù ψ2 ◦σ2, ψ2

.L2-á óòåñî a ïëì .(στ−1)|L1
= σ1 · 1 6= 1 éë ,σ2τ

−1 6= 1 ìáà ,ψ2 ◦ (σ2τ
−1) = ψ2

.a-á úôòåñî äðéà L := L1L2 æà .a-á úåôòåñî àì ,K ìù äàåìâ úåáçøä éúù L1, L2 äðééäú :8.8 ìéâøú

,i ∈ {1, 2} øåáò ,æà .ψ ◦ σ = ψ-ù êë σ ∈ Gal(L/K) éäé .t 7→ a ìù äáçøä ψ: SL → C éäú :äçëåä

ìù úåðîä äãù àåä Li-ù òåãé) σ|Li = 1 ïëìå ,σ|SLi = 1 ïëìå ,ψ|SLi ◦ σ|SLi = (ψ ◦ σ)|SLi = ψ|SLi
.σ = 1 òáåð σ|L2

= 1 ,σ|L1
= 1 êåúî .(SLi

,Y éøáéàá øúåéä ìëì úôòåñî äðéäù K ìù øúåéá äìåãâä äàåìâ úáçøä KY éäú úéôåñ Y ⊆ C ìëì

äàåìâ úåáçøä ìò øáåò L øùàá ,KY =
⋃
L ,íéîãå÷ä íéìéâøúä éðù éôì .CrY -á úôòåñî äðéà ,øîåìë

áì íéùð .KZ ⊆ KY ïëì CrY ⊆ CrZ æà ,úåéôåñ Z ⊆ Y ⊆ C íà .CrY -á úåôòåñî àì úåéôåñ

àéäå ,úéôåñ äàåìâ L/K-ù êë L åæéàá àöîð K ìòî éøáâìà α ìë éë ,K ìù éøáâìàä øåâñä àåä
⋃
Y KY -ù

.(à)8.6 äðòè éôì ,Y úéôåñ äöåá÷ äæéàá úôòåñî

ú÷úòä ρY Z : GY → GZ éäú Z ⊆ Y ìëìå GY = Gal(KY /K) ïîñð úéôåñ Y ⊆ C ìëì

àéä (GY , ρY Z)Y æà .ìò ïä äìòä úå÷úòää .íåöîöä ú÷úòä ρY : Gal(K) → GY éäú ïë åîë .íåöîöä

äðéòøâ .ìò àéä ρ: Gal(K) → lim←
Y

GY äðîî äøùåîä íæéôøåîåîåääå úåéôåñåøô úåøåáç ìù äëåôä úëøòî

.íæéôøåîåæéà àåä ρ ïëì .
⋂
Y Ker ρY =

⋂
Y Gal(KY ) = Gal(

⋃
KY ) = 1 àåä

:àáä ãáëä èôùîá ùîúùð ,lim←
Y

GY úà ïééôàì éãë
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ψi: SKY → C ùé 1 ≤ i ≤ r ìì æà .Y = {a1, . . . , ar} ⊆ C éäú :(ïîéø ìù íåé÷ä èôùî) 8.9 èôùî

éãé ìò øãâåîä θY : FY → GY íæéôøåîåîåääå ψi ◦ σi = ψi-ù êë σi ∈ Gal(KY /K) ùéå t 7→ ai úà áéçøîù

.íæéôøåîåæéà àéä ,i = 1, . . . r øåáò ,ai 7→ σi

.θY (Y r Z) ⊆ Ker ρY Z æà Z ⊆ Y íà .Y ìò úéùôç úéôåñåøô äøåáç GY :8.10 äð÷ñî

.σi|KZ = 1 ïëì ,KZ -á óòåñî åðéà ai æà ,ai ∈ Y rZ íàä :äçëåä

.Gal(K) ∼= FC :8.11 äð÷ñî

.7.17 äîì éôì :äçëåä
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ïîéø ìù íåé÷ä èôùî ìò .9

ïéá øù÷ä úà øéáñäì àéä äæ óéòñ úøèî

ïîéø éçèùî éãé ìò ïîéø ìù äøéôñä ìù íééåñéë (à)

.íéøéù÷ íééâåìåôåè íéáçøî éãé ìò úåãå÷ð ìù éôåñ øôñî úåçô C ìù íééåñéë (á)

.C(t) ìù úåéôåñ úåáçøä (â)
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F̂ω äøåáçä .10

.ℵ0 ≥ äúîöåò ,øîåìë ,N ïéáì äðéá úéëøò ãç ãç äîàúä ùéù åà úéôåñ àéä íà "äéðî úá" àéä äöåá÷ù øîàð

:äæì äæ íéìå÷ù íéàáä íéàðúä æà .úéôåñåøô äøåáç G éäú :10.1 äîì

.äéâåìåôåèì äéðî ïá ñéñá ùé Géì (à)

.äéðî úá N (G) (á)

.
⋂∞
i=0 Ui = {1}-ù êë N (G)-á G = U0 ≥ U1 ≥ . . . äøãñ ùé (â)

.äéðî úá 1-ì úñéðëúî X íéøöåé úöåá÷ G-ì (ã)

íâ U ìáà .U =
⋃
C∈B0

C-ù êë BU ⊆ ùé æà .U ∈ N (G) éäú .äéðî ïá ñéñá B éäé :(á)⇐ (à) :äçëåä

.N (G)→ {B′ ⊆ B| úéôåñ B′} úéëøò ãç ãç ä÷úòä ïúåð äæ .úéôåñ BU úåéììëä úìáâä éìá ïëì ,úéè÷ôîå÷

.|N (G)| ≤ |{B′ ⊆ B| úéôåñ B′}| ≤ ℵ0 ïàëî

úá N (G) éøáà ìù íéèñå÷ä úöåá÷ ïëì .íéèñå÷ ìù éôåñ øôñî ÷ø ùé U ∈ N (G) ìëì :(à)⇐ (á)

.ñéñá àéä .äéðî

íéé÷úîå Ui ∈ N (G) æà .Ui =
⋂i
i=0 Vi éäú .N (G) = {V1, V2, . . .} çéðð :(â)⇐ (á)

.
⋂∞
i=0 Ui =

⋂∞
i=0 Vi = {1}-å G = U0 ≥ U1 ≥ . . .

äöåá÷ éäåæ .Ui/Ui+1 ìù íéèñå÷ä ìù ìù Xi ⊆ Ui íéâöééî úöåá÷ ,äéö÷åãðéàá ,øçáð :(ã)⇐ (â)

.äéðî úá X :=
⋃∞
i=0 ïëì .Ui-á íâ ïëìå G-á äçåúô Ui+1 éë ,úéôåñ

,
⋂∞
i=0(UirV ) = (

⋂∞
i=0 Ui)rV = {1}rV = ∅ æà ,V ∈ N (G) íà :1-ì úñðëúî àéäù äàøð

i ∈ N ç÷éð íàå ,
⋂
i∈I(UirV ) = ∅ -ù êë úéôåñ I ⊆ N ùé úåéè÷ôîå÷ä éôì ïëì ,äøåâñ àéä UirV ìëå

äöåá÷ úú àéä ìàîù óâàå ,
⋃∞
j=iXi ⊆ Ui ≤ V ïàëî .Ui ≤ V øîåìë ,UirV = ∅ æà I éøáà ìëá ìåãâ

.X éøáà ìë úà èòîë äìéëîù X ìù

ùé ïëì ,x−1
1 g ∈ U1 æà .g ∈ x1U1-ù êë x1 ∈ X1 ùé æà .g ∈ G éäé :〈X〉 = G-ù äàøð

êë ,x3 ∈ U3 ùé ïëì ,x−1
2 x−1

1 g ∈ U2 ,áåù .g ∈ x1x2U2 ,øîåìë ,x−1
1 g ∈ x2U2-ù êë ,x2 ∈ U2

i ìëì-ù êë X-á x1, x2, x3, . . . ùé ,äéö÷åãðéàá .g ∈ x1x2x3U3 ,øîåìë ,x−1
3 x−1

2 x−1
1 g ∈ x2U2-ù

.〈X〉 =
⋂
i〈X〉Ui+1 = G ïàëî .g ∈ x1x2 · · ·xiUi+1 ⊆ 〈X〉Ui+1

øúåéá äðè÷ä äøåâñä úéìîøåðä äøåáçä Hi éäú i ∈ N ìëì .X = {x1, x2, x3, . . .} éäú :(á)⇐ (ã)

íéé÷úî ,1-ì úñðëúî X-ù ïåéë .Ni = {V ∈ N (G)| V ≥ Hi} ïîñð .xi+1, xi+2 . . . úà äìéëîù G ìù

Ni ïéá äîàúä ùé éùéìùä íæéôøåîåæéàä èôùî éôì .i ìëì |Ni| ≤ ℵ0-ù çéëåäì éã ïëì .N (G) =
⋃∞
i=1Ni

.i ìëì |N (G/Hi)| ≤ ℵ0-ù çéëåäì éã ïëì ,N (G/Hi) ïéáì

.úéôåñ úøöåð àéä ,Ḡ-á x1, . . . , xi ìù úåðåîúä éãé ìò úøöåð Ḡ-ù ïååéë .Ḡ = G/H ïîñðå i òá÷ð

ìù éôåñ øôñî ÷ø ùé úéôåñ úøöåð äøåáçì .úåéôåñ úåøåáç ìò Ḡ-î íéîæéôøåîéôà ìù íéðéòøâ íä N (Ḡ) éøáà

úá N (Ḡ) ïëì .äéðî ïá àåä ,íæéôøåîåæéà éãë ãò ,úåéôåñä úåøåáçä øôñîå úéôåñ äøåáç ìë ìò íéîæéôøåîéôà
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.äéðî

.ℵ0 äîöåòî äöåá÷ ìò úéùôçä úéôåñåøôä äøåáçä úà F̂ω-á ïîñð

:äæì äæ íéìå÷ù íéàáä íéàðúä .äéâåìåôåèì äéðî ïá ñéñá íò úéôåñåøô äøåáçG éäú :(Iwasawa) 10.2 èôùî

.G ∼= F̂ω (à)

íæéôøåîéôà ùé ,úåéôåñ A,B øùàá ,(ϕ: G→ A,α: B → A) úåéôåñåøô úåøåáç ìù íéîæéôøåîéôà ìù âåæ ìëì (á)

.α ◦ γ = ϕ-ù êë γ: G→ B

G

ϕ

��

γ

~~~
~

~
~

N
α
// B

(.íééúðéá äøñç) :äçëåä
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äéâåìåîåäå÷ úåøåáç .11

:äæì äæ íéìå÷ù íéàáä íéàðúä .äìåòô G×A→ A éäú :11.1 äîì

.äôéöø G×A→ A (à)

.a ∈ A ìëì ,G-á çåúô Ua := {σ ∈ G| σa = a} ≤ G áöééîä (á)

AU = {a ∈ A| u ∈ U ìëì ua = a}-å ,G ìù úåçåúôä úåøåáç úúä ìë ìò øáåò U øùàá ,A =
⋃
U U (â)

.U ìëì

êë ,G-á 1 ìù W -å a ∈ A ìù A′ úåçåúô úåáéáñ ùé úåôéöøä éôì .äøåáç úú Ua-ù øåøá :(á)⇐ (à) :äçëåä

.äçåúô Ua =
⋃
σ∈Ua σW ïëì .W ⊆ Ua æà .A′ = {a} úåéììëä úìáâä éìá .WA′ ⊆ {1a} = {a}-ù

.a ∈ AU -å ,äçåúô U = Ua æà .a ∈ A éäé :(â)⇐ (á)

ìù äçåúô äáéáñ σU × {a} æà .a ∈ AU -ù êë äçåúô U ≤ G ùé .(σ, a) ∈ G×A éäé :(à)⇐ (â)

.(σU){a} = {σa}-å (σ, a)

(.íìùåä àì)
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äééðùä äéâåìîåäå÷ä úøåáç .12

æà σ ∈ G-å x ∈ Z2(G,A) åéäé :12.1ìéâøú

;x(1, σ) = x(1, 1) (à)

.x(σ, 1) = σx(1, 1) (á)

:äçëåä

,0 = (∂x)(1, 1, σ) = 1x(1, σ)− x(1 · 1, σ) + x(1, 1 · σ)− x(1, 1) = x(1, σ)− x(1, 1)

.0 = (∂x)(σ, 1, 1) = σx(1, 1)− x(σ · 1, 1) + x(σ, 1 · 1)− x(σ, 1) = σx(1, 1)− x(σ, 1)

ú÷ééåãîä äøö÷ä äøãñá ïððåáúð

E: 0 // A // Ĝ
π // G // 1 (1)

ìù óéöø êúç u: G → Ĝ éäé .úéèø÷ñéã èøôáå ,úéôåñ A äá ,íéôéöø íéîæéôøåîåîåäå úåéôåñåøô úåøåáç ìù

ìò G ìù äôéöø äìåòô ψ æà .ψ(σ, a) = uσau
−1
σ éãé ìò ψ: G×A→ A øéãâð .? äîì éôì íéé÷ù Ĝ→ G

(.u êúçä úøéçáá äééåìú äðéà äìåòôä ,úéôåìéç A-ù ïååéë) .G-ìåãî àåä A ïëì .A

ìù (1) ú÷ééåãî äøö÷ äøãñ àéä A éãé ìò G ìù äáçøä A éôåñG-ìåãåîå G úéôåñåøô äøåáç øåáò

ìò G ìù äðåúðä äìåòôä àéä äøãñäî ìéòì úøãâåîä äìåòôäù êë ,íéôéöø íéîæéôøåîåîåä íò ,úåéåñåøô úåøåáç

(!úéôåìéç çøëäá àì Ĝ-ù úåøîì) éøåáéç áéúëá Ĝ úàå A úà áåúëð (êùîäá) ë"ãá .A

η íæéôøîåîåä íéé÷ íà úåôôåç ïäù øîàð ,A G-ìåãåî åúåà éãé ìò G ìù úåáçøä éúù E′-å E íà

.éôåìéç íéùúøäù êë àáä íéùøúá

E: 0 // A // Ĝ

η

��

π // G // 1

E′: 0 // A // Ĝ′
π′ // G // 1

(2)

.úåìé÷ù ñçé àåä äôéôçä ñçé ïëì .íæéôøåîåæéà àåä æà ,íéé÷ äæë η íàù úåàøì ì÷

.A éãé ìò G ìù úåáçøä ìù äôéôçä úå÷ìçî úöåá÷ úà E(G,A)-á ïîñð

H2(G,A) ïéá úéëøò-ãç-ãç äîàúä úîéé÷ A éôåñ G-ìåãåî øåáòå G úéôåñåøô äøåáç øåáò :12.2 èôùî

.E(G,A)-å
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ìáà ,úéìáà çøëäá äððéà àéäù úåøîì) éøåáéç ïôåàá Ĝ úà áåúëð .A éãé êò G ìù (1) äáçøäá ïðåáúð :äçëåä

àì) äôéöø ä÷úòä ,øîåìë 'π ìù óéöø êúç u: G→ Ĝ éäé .(éøåáéç áéúëá úáúëð úéìáàä A äìù äøåáç úúä

éãé ìò A ìò G ìù äìåòô øéãâî àåä ,øåîàë .π ◦ u = idG íéé÷úîù êë (íæéôøåîåîåä çøëäá

σa = u(σ) + a− u(σ), a ∈ A, σ ∈ G.

íéé÷ ïëì .Ĝ-á A ìù èñå÷ åúåàì íéëééù u(σ1) + u(σ2)-å u(σ1σ2) æà σ1, σ2 ∈ G íà ,êúç àåä u-ù ïååéë

-ù êë x(σ1, σ2) ∈ A äæéà

u(σ1) + u(σ2) = x(σ1, σ2) + u(σ1σ2). (3)

.Z2(G,A)-á øáéà àéäù äàøð .äôéöø àéä x: G×G→ A ä÷úòääù øåøá

æà .σ1, σ2, σ3 ∈ G åéäé

u(σ1) + [u(σ2) + u(σ3)] = u(σ1) + [x(σ2, σ3) + u(σ2σ3)] =

σ1x(σ2, σ3) + u(σ1) + u(σ2σ3) = σ1x(σ2, σ3) + x(σ1, σ2σ3) + u(σ1σ2σ3),

-å

[u(σ1) + u(σ2)] + u(σ3) =[x(σ1, σ2) + u(σ1σ2)] + u(σ3) =

x(σ1, σ2) + x(σ1σ2, σ3) + u(σ1σ2σ3);

ïëì

σ1x(σ2, σ3) + x(σ1, σ2σ3) = x(σ1, σ2) + x(σ1σ2, σ3),

.x ∈ Z2(G,A) ,øîåìë

øáéàä x′: G × G → A-å π ìù øçà êúç u′: G → Ĝ íà ìáà .u úøéçáá äéåìú x ìù äøãâää

-ù êë y(σ) ∈ A íéé÷ æà σ ∈ G íà ,ïëà .x− x′ ∈ B̄2(G,A) æà ,Z(GG,A)-á åì íéàúîä

u′(σ) = y(σ) + u(σ).

æà σ1, σ2 ∈ G íà êãéàî .óéöø y: G→ A-ù øåøá

x′(σ1, σ2) + y(σ1σ2) + u(σ1σ2) = x′(σ1, σ2) + u′(σ1σ2) = u′(σ1) + u′(σ2) =

y(σ1) + u(σ1) + y(σ2) + u(σ2) = y(σ1) + σ1y(σ2) + u(σ1) + u(σ2) =

y(σ1) + σ1y(σ2) + x(σ1, σ2) + u(σ1σ2);

ïëì

.x′(σ1, σ2)− x(σ1, σ2) = σ1y(σ2)− y(σ1σ2) + y(σ1) = (∂1y)(σ1, σ2)
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.H2(G,A)-á øáéà åúåà íéøéãâî x, x′ ïëìå x− x′ ∈ B̄2(G,A) ïëì

úøæòá x, x′ ∈ H2(G,A) íéøáéà úåøéãâî ïäå �(2) íéùøú íéé÷å� úåôôåç úåáçøä éúù E,E′ íà

η úìòôä éãé ìò (3)-î úìá÷úîù äàååùîäå (3)-ì úéâåìðàä äàååùîä úîéé÷úî æà ,äîàúäá ,u, u′ íéëúç

:(A ìò úåäæä åðéäù)

u′(σ1) + u′(σ2) = x′(σ1, σ2) + u′(σ1σ2)

η ◦ u(σ1) + η ◦ u(σ2) = x(σ1, σ2) + η ◦ u(σ1σ2)

.H2(G,A)-á øáéà åúåà íéøéãâî x, x′ ,ìéòì øåîàä éôì ,π′ ìù íéëúç éðù íä u′, η ◦ u-ù ïååéë

.Φ: E(G,A)→ H2(G,A) áèéä úøãâåî ä÷úòä åðéðá êëá

,äöåá÷ë .àáä ïôåàá Ĝ úéôåñåøô äøåáç øéãâð .H2(G,A)-á øáéà ìù âöééî x: G×G→ A éäé ,êôéäì

:êë úøãâåî äá (øåáéç) äìåòôä ìáà ,A×G úéæèø÷ä äìôëîä éäåæ ,éâåìåôåè áçøîë åìéôàå

.(a1, σ1) + (a2, σ2) = (a1 + σ1a2 + x(σ1, σ2), σ1σ2), a1, a2 ∈ A, σ1, σ2 ∈ G

:úéáéèàéöåñà àéä äìåòôä

(
(a1, σ1) + (a2, σ2)

)
+ (a3, σ3) = (a1 + σ1a2 + x(σ1, σ2), σ1σ2) + (a3, σ3)

= (a1 + σ1a2 + x(σ1, σ2) + σ1σ2a3 + x(σ1σ2, σ3), σ1σ2σ3)

(a1, σ1) +
(
(a2, σ2) + (a3, σ3)

)
= (a1, σ1) + (a2 + σ2a3 + x(σ2, σ3), σ2σ3)

= (a1 + σ1a2 + σ1σ2a3 + σ1x(σ2, σ3) + x(σ1, σ2σ3), σ1σ2σ3)

.x ∈ Z2(G,A)-ù ììâá ,íéååù íééðîéä íéôâàá íééåèéáä éðùå

:(b, τ) (øåáéçä ñçéá éìøèéðä øáéàä) ñôàä øáéà ùéù ÷åãáð

,b + x(τ, 1) = 0-å τ = 1 ,øîåìë .(b, τ) + (0, 1) = (0, 1) íéé÷î àåä æà ,ñôàä øáéà (b, τ) íà

,ïëàå .(b, τ) = (−x(1, 1), 1) ,øîåìë

(−x(1, 1), 1) + (a, σ) = (−x(1, 1) + a+ x(1, σ), σ) = (a, σ)

(a, σ) + (−x(1, 1), 1) = (a− σx(1, 1) + x(σ, 1), σ) = (a, σ)

.1.1 ìéâøú éôì

,b+ τa+ x(τ, σ) = −x(1, 1) ,στ = 1 íà ÷øå íà (a, σ) ìù ìàîùî éãâð (b, τ) :éãâð øáéà íåé÷

.b = −σ−1a− x(σ−1, σ)− x(1, 1) ,τ = σ−1 ,øîåìë

,τ = σ−1 ,øîåìë ,a+ σb+ x(σ, τ) = −x(1, 1) ,στ = 1 íà ÷øå íà (a, σ) ìù ïéîéî éãâð (b, τ)

,12.1 ìéâøú éôì ,éë ,íéååù íééãâðä éðù .b = −σ−1a− σ−1x(σ, σ−1)− σ−1x(1, 1)

0 = (∂x)(σ−1, σ, σ−1) = σ−1x(σ, σ−1)− x(1, σ−1) + x(σ−1, 1)− x(σ, σ−1)

= σ−1x(σ, σ−1)− x(1, 1) + (σ−1x(1, 1)− x(σ, σ−1)
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.(a, σ) ìù éãâðä íä ïëì

úåçåúô úåöåá÷ ìù ñéñá äì ùéå ,óøåãñåàä ,úéè÷ôîå÷ Ĝ-å ,úåôéöø éãâðä íâå øåáéçä úìåòôù ïååéë

.úéôåñåøô äøåáç àéä ,(ùé A,Gì éë) úåøåâñ

.A× {1} åðéòøâå ,(a, σ) 7→ σ éãé ìò ïåúðä π: Ĝ→ G íæéôøåîéôà íéé÷

:íæéôøåîåîåä àéäå úéëøò ãç ãç ,äôéöø àéä ,a 7→ (a−x(1, 1), 1) ãé ìò äðåúðä ,λ: A→ Ĝ ä÷úòää

λ(a1) + λ(a2) = (a1 − x(1, 1), 1) + (a2 − x(1, 1), 1) =

(a1 − x(1, 1) + a2 − x(1, 1) + x(1, 1), 1) = (a1 + a2 − x(1, 1), 1) = λ(a1 + a2)

.π ìù ïéòøâä ,A× {1} àéä äúðåîú

ìù x âöééîä úøéçáá äéåìú äðéà àéä .A éãé ìò G ìù äáçøä àéä 0 → A → Ĝ → G → 1 ïëì

,ïëà .úåôôåç ïä æà ,(2) íéùøúá úåáçøää éúù úà íéðúåð x, x′-å ,øçà âöééî x′ íà ,ïëà .H2(G,A)-á øáéà

æà .η(a, σ) = (a− y(σ), σ) éãé ìò η: Ĝ→ Ĝ′ ä÷úòä øéãâð .y ∈ B1(G,A) øùàá ,x′ = x+ ∂y

η(a1, σ1) +′ η(a2, σ2) = (a1 − y(σ1), σ1) +′ (a2 − y(σ2), σ2) =

(a1 − y(σ1) + σ1a2 − σ1y(σ2) + x(σ1, σ2) + (∂y)(σ1, σ2), σ1σ2) =

(a1 − y(σ1) + σ1a2 − σ1y(σ2) + x(σ1, σ2) + σ1y(σ2)− y(σ1σ2) + y(σ1), σ1σ2) =

(a1 + σ1a2 + x(σ1, σ2)− y(σ1σ2), σ1σ2) =

η
(
(a1 + σ1a2 + x(σ1, σ2), σ1σ2)

)
= η

(
(a1, σ1) + (a2, σ2)

)
äèðéãøåàå÷ä ìò η(a, σ) ìùå (a, σ) ìù úåìèää ,øîåìë ,G ìò úåäæ äøùî àåä .íæéôøåîåîåä η ïëì

(Ĝ, Ĝ′ ìù äøåáç úúë A úà ïåëð íéäæî øùàë) øîåìë ,A ìò úåäæ àåä η ,ïë åîë .úåäæ äéðùä

.η((a− x(1, 1), 1)) = (a− x′(1, 1), 1)

.úåôôåç Ĝ, Ĝ′ úåáçøää ïëì

.Ψ: H2(G,A)→ E(G,A) ä÷úòä áèéä åðøãâä êëá

.åæì åæ úåëåôä Φ,Ψ-ù äàøð ,óåñáì

.0→ A→ Ĝ′ → G→ 1 äáçøä íéàúð åìå ,x ñåì÷éöå÷ ,u íéàúî êúç úøæòá ,íéàúð (1) äáçøäì

úîéé÷îå äôéöø ä÷úòä η æà .a+ u(σ) 7→ (a, σ) éãé ìò η: Ĝ→ Ĝ′ øéãâð æà

η
(
a1 + u(σ1) + a2 + u(σ2)

)
= η

(
a1 + u(σ1) + a2 − u(σ1) + u(σ1) + u(σ2)

)
=

η(a1 + σ1a2 + x(σ1, σ2) + u(σ1σ2)
)

= (a1 + σ1a2 + x(σ1, σ2), σ1σ2) =

(a1, σ1) + (a2, σ2) = η
(
a1 + u(σ1)

)
+ η
(
a2 + u(σ2)

)
ìò úåäæ àéä .σ àéä äéðùä äèðéãøåà÷ä ìò η(a+u(σ)) ìù äìèää ,øîåìëG ìò úåäæä úà äøùî η-ù úåàøì ì÷

σ1 = σ2 = σ3 = 1 øåáò (3) êåúî ,ïëà .η(a) = λ(a) ,øîåìë .Ĝ êåúá äöåá÷ úúë ïåëð A úà íéäæî íà ,A

.η(a) = η(a− u(1) + u(1)) = (a− x(1, 1), 1) = λ(a) ïëì .u(1) = x(1, 1)-ù òáåð
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.úåäæä àéä Ψ ◦ Φ ïëì

àåä æà .σ 7→ (0, σ) éãé ìò u óéöø êúç øéãâð .ìéòì åîë (1) äáçøä íéàúð x ∈ Z2(G,A)-ì ,êôéäì

éãé ìò x′ ∈ Z2(G,A) øéãâî

(0, σ1) + (0, σ2) = x′(σ1, σ2) + (0, σ1σ2)

.úåäæä àéä Φ ◦Ψ ïëì .x = x′ ïàëî .(x(σ1, σ2), σ1σ2) = (x′(σ1, σ2), σ1σ2) ,øîåìë

ïøåáò ,úåáçøäì íéàúî äìù ñôàä øáéà .E(G,A) ìò úéìáà äøåáç ìù äðáî äøéãâî ìéòì äîàúää :123 äøòä

úìòá äøãñ .íæéôøîåîåä u ,åðééäã ,u(σ1) +u(σ2) = 0 +u(σ1σ2) ,øîåìë ,ñôàä ñåì÷éöå÷ ïúåðù u êúç ùé

.úìöôúî úàø÷ð åæ äðåëú

:äàáä äøåöäî Ĝ äøåáç ,íæéôøåîåæéà éãë ãò ,àéä úàæë äáçøç ,12.2 èôùî ìù äçëåäá åðéàøù éôë

:êë úøãâåî äá (øåáéç) äìåòôä ìáà ,A×G úéæèø÷ä äìôëîä éäåæ ,éâåìåôåè áçøîë åìéôàå ,äöåá÷ë

.(a1, σ1) + (a2, σ2) = (a1 + σ1a2, σ1σ2), a1, a2 ∈ A, σ1, σ2 ∈ G

.A×|G úðîåñîå ,A íò G ìù äöçîì äøùéä äìôëîä úàø÷ð åæ äøåáç
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úåãçåéî úå÷úòä .15

.Hq(1, A) = 0 æà q ≥ 1 íà :15.1 ìéâøú

éãé ìò äðåúð ∂q+1: Cq(1, A) → Cq+1(1, A)-å ,Cq(1, A) = {f : 1q+1 → A} ∼= A :äçëåä

∂q+1 =

{
0 2 | q
idA 2 - q ïëì ∂q+1 =

∑q+1
i=0 (−1)ia =

{
0 2 | q
a 2 - q

àåä úåàøùøù-å÷ä ñ÷ìôîå÷ ïëì

0→ A
0−→A

idA−→A
0−→A

idA−→→ · · ·

.0 ïä åìù äéâåìåîåää úåøåáç ïëì .÷éåãî àåäù øåøáå

,a ∈ AN íà) G-ìåãåî AN íâ æà .G-ìåãåî A ,äøåâñ N / G úéôåñåøô äøåáç G éäú .çåôéð :15.2 äøãâä

úå÷úòää .G/N -ìåãåî àåä AN ïëì ,úéìàéååéøè åéìò úìòåô N ;(n(σa) = σ(nσa) = σa æà ,σ ∈ G

.Inf
G/N
G : Hq(G/N,AN )→ Hq(G,A) íæéôøåîåîåä úåøùî ïëì ,úåáùééúî AN → A,G/N ← G

æà ,x̄ ∈ Hq(G/N,N A) úâöééîù ,úøùøù-å÷ x: (G/N)q+1 → AN íà ,ùøåôî ïôåàá

(Inf x)(σ0, . . . , σq) = x(σ0N, . . . , σqN)

,Inf x̄ ∈ Hq(G,A) úà âöééî

:íéìá÷î Inf ìù ùøåôîä øåàéúäî :15.3 äøòäã

:éôåìéç àáä íéùøúäå αN : AN → BN äøùî àåä æà ,G-íæéôøåîåîåä α: A→ B íà (à)

Hq(G/N,AN )
αN //

Inf

��

Hq(G/N,BN )

Inf

��
Hq(G,A)

α // Hq(G,B)

íâ 0→ AN → BN → CN → 0-å G-éìåãåî ìù ú÷éåãî äøãñ 0→ A→ B → C → 0 íà (á)

:éôåìéç àáä íéùøúä æà ,ú÷éåãî

Hq(G/N,CN )
∂ //

Inf

��

Hq+1(G/N,AN )

Inf

��
Hq(G,C)

∂ // Hq+1(G,A)

.Inf
G/N
G = Inf

G/L
G ◦ Inf

G/N
G/L æà ,G-á úåéìîøåð L / N / G íà (â)
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úåáùééúîä úå÷úòää .S-ìåãåî íâ àåä G-ìåãåî ìë .äøåâñ S ≤ G éäú .íåöîö :15.4 äøãâä

.ResGS : Hq(G,A)→ Hq(S,A) íæéôøåîåîåä úåøùî idA: A→ A,G← S

æà ,x̄ ∈ Hq(G,A) úâöééîù ,úøùøù-å÷ x: Gq+1 → A íà ,ùøåôî ïôåàá

(ResGS x)(σ0, . . . , σq) = x(σ0, . . . , σq)

,ResGS x̄ ∈ Hq(G,A) úà âöééî

:íééâåìåîåäå÷ íéøåè÷ðåô ìù íæéôøåî àåä íåöîöä

éôåìéç àáä íéùøúä æà ,G-éìåãåî ìù íæéôøåîåîåä α: A→ B íà (à)

Hq(G,A)
α′ //

ResGS
��

Hq(G,B)

ResGS
��

Hq(S,A)
α′′ // Hq(S,B)

.α-î úåøùåîä úå÷úòää α′, α′′ åá

:éôåìéç àáä íéùøúä æà G-éìåãåî ìù ú÷éåãî äøãñ 0→ A→ B → C → 0 íà (á)

Hq(G,C)
δ //

ResGS
��

Hq+1(G,A)

ResGS
��

Hq(S,C)
δ // Hq+1(S,A)

çéëåäì éãë .ResGH = ResSH ◦ ResGS æà ,G ìù úåøåâñ úåøåáç úú H ≤ S ≤ G íà :íâ íéé÷úî (â)

:ïàë çéëåð àì äúåà ,äàáä äîìä úòãì íâ õåçð åæ äðòè

.íééáéè÷ééðéàä éãé ìò ÷éçî àåä G-éìåãåî ìù äéøåâè÷ä ìò H(S,−) øåè÷ðåôä :15.5 äîì

ìù íéèñå÷ä ìù øæ ãåçéàë G úà áåúëð .G-ìåãåî A éäéå äçåúô S ≤ G éäú .íåöîö-å÷ :15.6 äøãâä

éãé ìò N = NG/S : H0(S,A) = AS → H0(G,A) = AG ä÷úòä øéãâðå ,G =
⋃
· ni=1 σiS ,S

.N(a) =
∑n
i=1 σia

æà ,σ ∈ S øùàá ,σ′i = σiσ íà :íéèñå÷ä ìù σi íéâéöðä úøéçáá äéåìú äðéà àéä (à) :äáåè äøãâää

.σ′ia = σia ïëìå σa = a

τN(a) = ,ìéòì øåîàä éôì ,ïëì ,G = τ(G) =
⋃
· ni=1 τσiS æà τ ∈ G íà :N(a) ∈ AG (á)

.
∑n
i=1 τσia = N(a)

H(S,−), H(G,−)-ù ïååéë .H0(S,−)→ H0(G,−) íéøåè÷ðåô ìù íæéôøåî àåä N -ù úåàøì ì÷

ãéçé íæéôøåîì äáçøäì ïúéð N ,(15.5 äîì äàø) íéáéè÷ééðéà ãéãé ìò íé÷éçî íäéðù ,íééâåìåîåäå÷ íéøåè÷ðåô

.íåöîö-å÷ àø÷ðù CorSG : H(S,−)→ H(G,−)
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.CorHG = CorSG ◦CorHS æà ,G ìù úåçåúô úåøåáç úú H ≤ S ≤ G íà :15.7 äðòè

ä÷úòää àéä AH
NS/H−→ AS

NG/S−→ AG äáëøääù çéëåäì êéøö ,øîåìë .0 ãîéîá úàæ ÷åãáì éã :äçëåä

ïëì .G =
⋃
· i,j σiτjH æà ,S =

⋃
· j τjH-å G =

⋃
· i σiS çéðð ,ïëàå .AH

NG/H−→ AG

.NG/S ◦NS/H(a) =
∑
i

(∑
j

τja
)

=
∑
i

∑
j

(σiτj)a = NG/H(a)

.CorSG ◦ResGS = (G : S) · id :15.8 èôùî

.0 ãîéîá úàæ ÷åãáì éã :äçëåä

.CorSG(a) =
∑
σ∈G/S σa =

∑
σ∈G/S a = (G : S)a ïëì ,ResGS (a) = a æà .a ∈ AG éäé

íéé÷úîå ,éôåñ øãñî c ∈ Hq(G,A) ìë ,øîåìë ,ìåúéô úøåáç àéä Hq(G,A) æà .q ≥ 1 éäé :15.9 äð÷ñî

.ord c | #G

.úéôåñ G úåéììëä úìáâä éìá ïëì .Hq(G,A) = lim→
U∈N (G)

Hq(G/U,AU ) :äçëåä

ïëìå ,Cor1
G(0) = 0 íéé÷úî c ∈ Hq(G,A) ìëì 15.1 ìéâøú éôì

,#G · c = (G : 1)c = Cor1
G

(
ResG1 (c)

)
= Cor1

G(0) = 0

.éôåñ øãñî c èøôáå

øùàá ,H = ⊕éðåùàø pH(p) æà ,úéìáà ìåúéô úøåáç H íà :15.10 äøòä

.H(p) = {h ∈ H| p ìù ä÷æç ord p}

àéë ,éäùìë H-ì úàæ éáçøäì ì÷ ïàëî .äãéçé p-áåìéñ úøåáç úú H-á éë ,áåìéñ éèôùîî òáåð äæ úéôåñ H øåáò

.úåéôåñ úåøåáç ìù (øùé ìåáâ) ãåçéà àéä

éäéå ,p - (G : N) éðåøùàø p éäé .G-ìåãåî A äéäå ,úéôåñåøô G äøåáç ìù äøåâñ äøåáç úú S éäú :15.11 äð÷ñî

æà .q ≥ 1

.úéëøò ãç ãç àéä ResGS : Hq(G,A)(p)→ Hq(S,A)(p) (à)

.ìò àéä CorSG : Hq(S,A)(p)→ Hq(G,A)(p) æà ,äçåúô S íà (á)
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äá ,äøùéä úëøòîì ñçéá Hq(G,A) = lim→
V

Hq(V,A) ïëì S =
⋂

äçåúô V

S≤V≤G

V = lim→
V

V (à) :äçëåä

:äæ ïåâë íééôåìéç íéîéùøú úåîéé÷î úå÷úòää

Hq(V,A)
ResVS // Hq(S,A)

Hq(G,A)

ResGV

ffMMMMMMMMMM

ResGS

88qqqqqqqqqq

ìáà .ResGV (c) = 0-ù êë V ùé ,øùé ìåáâ ìù úåðåëúä éôì ,æà .ResGS (c) = 0-ù êë c ∈ Hq(G,A) éäé

.c = 0 æà p ìù ä÷æç ord c íà ïëì ,p-ì øæ (G : V ) êáà .0 = CorVG ◦ResGV (c) = (G : V ) · c

åäæ ïëì ,p-ì øæ (G : S)-á äìôëä àåä CorSG ◦ResGS : Hq(G,A)(p) → Hq(G,A)(p) (á)

.ìò àéä CorSG èøôá .Hq(G,A)(p) ìù íæéôøåîåèåà

æà .q ≥ 1 éäéå ,G ìù p-áåìéñ úøåáç Gp éäú :15.12 äð÷ñî

.úéëøò ãç ãç àéä ResGGp : Hq(G,A)(p)→ Hq(Gp, A) (à)

.ìò àéä Cor
Gp
G : Hq(Gp, A)(p)→ Hq(G,A)(p) æà ,äçåúô Gp íà (á)

Hq(Gp, A)(p) = ,15.9 äð÷ñî éôìù áì íéùð ÷ø .p - (G : Gp) éë ,úîãå÷ä äð÷ñîä éôì :äçëåä

.Hq(Gp, A)

.Hq(G,A) = 0 æà ,p éðåùàø ìëì Hq(G,A)(p) = 0 íà .q ≥ 1 éäé :15.15 äð÷ñî

.Hq(G,A) = 0 ,15.10 äøòä éôì ,ïëì .p éðåùàø ìëì Hq(G,A)(p) = 0 úîãå÷ä äð÷ñîä éôì :äçëåä
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íéøùåî íéìåãåî .16

.(ãéîú åîë ,éèø÷ñéã) S-ìåãåî A ,úåéôåñåøô úåøåáç S ≤ G äðéééäú

äáéáñ ùé ρ ∈ G ìëì ,øîåìë ,úéîå÷î äòåá÷ àéä íà ÷øå íà äôéöø àéä f : G → A ä÷úòä :16.1 äøòä

,G =
⋃
ρ∈G ρUρ -ù ïååéë .Uρ ∈ N (G) øùàá ,ρUρ = ρUρ äøåöäî àéä åæ äáéáñ .äòåá÷ f äéìò ,äçåúô

U ∈ N (G) æà U =
⋂
i Uρi ç÷éð .G =

⋃
ρ∈G ρiUρi -ù êë ρ1, . . . , ρn ∈ G ùéG ìù úåé÷èôîå÷ä ììâá

.úéôåñ äöåá÷ f(G) èøôá .ρ ∈ G ìëì ρU = Uρ ìò äòåá÷ f -å

úéìáàä äøåáçä àéä A-î äøùåîä ìåãåîä :16.1 äøãâä

,M := MS
G(A) = {f : G→ A| äôéöø f, f(σρ) = σf(ρ), σ ∈ S, ρ ∈ G}

äéìò G ìù äàáä äìåòôä íò

.(τf)(ρ) = f(ρτ), ρ, τ ∈ G

ùé 16.1 äøòä éôì éë ,çåúô àåä f ∈ M ìë ìù Uf áöééîäå τ1(τ2f) = (τ1τ2)f íéé÷úî :äìåòô ïëà éäåæ)

(.U ≤ Uf ,øîåìë ,τ ∈ U ìëì τf = f -ù êë U ∈ N (G)

α∗ = MS
G(α): MS

G(A) → æà S-éìåãåî íæéôøåî α: A → B íà :éáéèéãà øåè÷ðåô àåä MS
G

.f 7→ α ◦ f éãé ìò øãâåî MS
G(B)

.÷éåãî øåè÷ðåô MS
G :16.3 äîì

M(A)
α∗−→M(B)

β∗−→M(C)-ù çéëåäì êéøö .S-éìåãåî ìù ú÷éåãî äøãñ A
α−→B

β−→C éäú :äçëåä

.G-éìåãåî ìù ú÷éåãî äøãñ

.Imα∗ ≤ Kerβ∗ ïëì ,β ◦ α ◦ f = 0 íéé÷úî f ∈M(A) ìëì

.α∗(h) = α ◦ h = f -ù êë h ∈M(A) àöîð .β∗(f) = β ◦ f = 0-ù êë f ∈M(B) éäú ,êôéäì

.α: A→ Im(α) ä÷úòää ìù (úåöåá÷ ìù)êúç b 7→ b̂ éäé

Vb = {σ ∈ S| σ(b̂) = b̂} ≤ S ,b ∈ Im(f) ìëì .úéôåñ äöåá÷ Im(f) ,äôéöø f : G→ B-ù ïååéë

.U1 ∩ S ≤
⋂
b Vb-ù êë äçåúô U1 / G ùé ïëì .äçåúô

⋂
b Vb ≤ S ïëì ,S-á äçåúô

.τ ∈ G ìëì f(τU2) = f(τ) -ù êë äçåúô U2 / G ùé ïëì ,äôéöø f ,éðù ãöî

øæ ãåçéàë G ìù äâöää G =
⋃
· ki=1 SUτi éäú .äçåúô SU ≤ G ïëì .äçåúô U = U1 ∩U2 / G æà

æà .σ ∈ S, u ∈ U øùàá ,h(σuτi) = σf̂(τi), éãé ìò h: G→ A øéãâð .äìù íéèñå÷ä ìù

èøôáå ,b ∈ Im f ìëì σb = σ′b ïëìå σu = σ′u′ æà σuτi = σ′u′τi íà :áèéä úøãâåî h

.σf̂(τi) = σ′f̂(τi)

.h(u′σuτi) = h(σ(u′)σuτi) = h(σuτi) æà u′ ∈ U íà :äôéöø h

.s ∈ S ìëì h(sσuτi) = sσf̂(τi) = sh(σuτi) :h ∈M(A)
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éðù ãöîå (α ◦ h)(σuτi) = α(σf̂(τi)) = σα(f̂(τi)) = σf(τi) øçà ãöî :α ◦ h = f

.uτi ∈ U2 éë ,f(σuτi) = f(στiu
τi) = f(στi) = σf(τi)

ϕ: B → A íà :úîéé÷îå S -éìåãåî íæéôøåîåîåä π æà .f 7→ f(1) éãé ìò π: MS
G(A) → A øéãâð :16.4 äîì

éôåìéç àáä íéùøúäù êë ϕ̂: B →M(A) ãéçé G-íæéôøåîåîåä ùé æà ,S -íæéôøåîåîåä

B
ϕ̂ //

ϕ

""EEEEEEEEE M(A)

π

��
A

.π(σf) = (σf)(1) = f(σ) = σf(1) = σπ(f) íéé÷úî σ ∈ S ìëì :äçëåä

ρ ∈ G ìëì æà ,ì"ðë ϕ̂ íà

(ϕ̂b)(ρ) =
(
ρ(ϕ̂b)

)
(1) = ϕ̂(ρb)(1) = ϕ(ρb)

.úåãéçéä ïàëîå

íéé÷úî (b ìù áöééîä) u ∈ Ub ìëì æà .(ϕ̂b)(ρ) = ϕ(ρb) ,ïáåîë ,øéãâð :íåé÷

íéé÷úî σ ∈ S ìëìå ,äôéöø ϕ̂b ïëì ,(ϕ̂b)(ρu) = ϕ(ρub) = ϕ(ρb) = (ϕ̂b)(ρ)

(ϕ̂b)(σρ) = ϕ(σρb) = σϕ(ρb) = σ
(
(ϕ̂b)(ρ)

)
,
(
ϕ̂(τb)

)
ρ) = ϕ(ρτb) =

(
ϕ̂(b)

)
(ρτ) =

(
τϕ̂(b)

)
(ρ) óåñáì .π ◦ ϕ̂ = ϕ-ù øåøá .ϕ̂b ∈ M(A) ïëì

.G-éìåãåî ìù íæéôøîåîåä ϕ̂ øîåìë ,ϕ̂(τb) = τϕ̂(b) ïëì ,ρ, τ ∈ G ìëì

.éáéè÷ééðéà G-ìåãåî M(Q) æà éáéè÷ééðéà S -ìåãåî Q íà :16.5 äð÷ñî

íéùøúá :äçëåä

0 // A
α //

ψ

��

B

ϕ̂||y
y

y
y

ϕ

���
�
�

M(Q)
π
// Q

.ψ = ϕ̂ ◦ α-ù êë ϕ̂ àåöîì êéøö G-éìåãåî ìù

.π ◦ ϕ̂ = ϕ-ù êë ϕ̂ ùé 16.4 äîì éôì .éôåìéç òåáéøäù êë ϕ S-íæéôøåîåîåä ùé ,S-éáéè÷ééðéà Q-ù ììâá

.ϕ̂ ◦ α = ψ äîìá úåãéçéä ììâá .π ◦ ϕ̂ ◦ α = ϕ ◦ α = π ◦ ψ ïàëî
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.Hq(G,MS
G((A)) ∼= Hq(S,A) éòáè íæéôøåîåæéà ùé :(Shapiro ìù äîìä) 16.6 èôùî

(16.3 äîìá ùîúùäì êéøö ïåøçàä éáâì) íééâåìåîåäå÷ íéøåè÷ðåô íä Hq(G,MS
G((−)) ,Hq(S,−) :äçëåä

éã ïëì (16.5 äðòèá ùîúùäì êéøö ïåøçàä éáâì) íééáéè÷ééðéà S-éìåãåî éãé ìò íé÷éçî íäéðù .S-éìåãåî ìò

ìáà .MS
G(A)G → AS ,øîåìë ,H0(G,MS

G((−)) → H0(S,−) íéøåè÷ðåô ìù íæéôøåîåæéà úåàøäì

àåä f 7→ f(1) ,øîåìë ,S éãé ìò úåøîùð ïäéúåðåîúù f : G→ A úåòåá÷ä úå÷úòää úöåá÷ àåä MS
G(A)G

æà S-éìåãåî ìù íæéôøåîåîåä α: A→ B íà :éòáè äæä .úåéìáà úåøåáç ìù íæéôøåîåæéà

A
α // B

MS
G(A)

α∗ //

OO

MS
G(B)

OO

.éôåìéç

.q ≥ 1 ìëì Hq
(
G,M1G(A)

)
= 0 :16.7 äð÷ñî

.q ≥ 1 ìëì Hq(1, A) = 0 ,? éôì :äçëåä

]]

.S -ìåãåî A éäé .S ≤ G éäú ,úéôåñ G éë çéðð :16.7 ìéâøú

.
(
λA(a)

)
(ρ) =

{
ρa ρ ∈ S
0 ρ /∈ S éãé ìò ïåúðä λA: A→MS

G(A) S éìåãåî íæéôøåîåîåä ùé (à)

,ψA(f) =
∑k
i=1 τ

−1
i f(τi) éãé ìò ïåúðä ψA: MS

G(A)→ A G-éìåãåî íæéôøåîåîåä ùé æà ,G-ìåãåîA íà (á)

.G =
⋃
· ki=1 Sτi øùàá

.ψA ◦ λA = idA æà ,G-ìåãåî A íà (â)

:äçëåä

.éáéè÷ééðéà S -ìåãåî Q æà éáéè÷ééðéà G-ìåãåî Q íà .S ≤ G éäú ,úéôåñ G éë çéðð :16.8 äð÷ñî

:äçëåä

0 // A

��

α //

λA

""EEEEEEEE B

λB

""EEEEEEEE

Q

2222222222222222

2222222222222222
λQ

!!DDDDDDDDD M(A)

M(ϕ)

��

M(α) // M(B)

M(Q)

ψQ

��
Q
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éâåìåîåäå÷ ãîéî .17

.úéôåñåøô äøåáç G éäú

øùà A ìù øúåéá ïè÷ä G-ìåãåî úúäù êë a1, . . . , an ∈ A ùé ,øîåìë ,úéôåñ øöåð G-ìåãåî A éäé :17.1 ìéâøú

æà .A àåä a1, . . . , an úà ìéëî

úà äìéëî øùà A ìù øúåéá äðè÷ä äøåáç úúäù êë ,b1, . . . , bm ∈ A ùé ,øîåìë ,úéìáà äøåáçë úéôåñ øöåð A (à)

.A àéä ,b1, . . . , bm

.éôåñ àåä æà (éôåñ øãñî àåä åá øáéà ìë) ìåúéô ìåãåî íâ àåä A íà (á)

.1 ≤ i ≤ n-å σ ∈ G øùàá ,±σai äøåöäî íéøáéà ìù íåëñ àåä A ìù øáéà ìë äçðää éôì (à) :ïåøúô

ìù äçåúô äøåáç úú U æà ,U =
⋂n
i=1 Ui éäé .G ìù äçåúô äøåáç úú àåä ai ìù Ui áöééîä

æà σ ∈ G íà .G =
⋃
· rj=1 σjU áåúëì øùôà .1 ≤ i ≤ n ìëìå u ∈ U ìëì uai = ai úîéé÷îå G

øùàá ,±σjai äøåöäî íéøáéà ìù íåëñ àåä A ìù øáéà ìë ïëì .σai = σjai æàå σ ∈ σjU -ù êë j ùé

.úéìáà äøåáçë úéôåñ øöåð A ïëì .1 ≤ i ≤ n 1 ≤ j ≤ r

.úéôåñ àéä úéôåñ úøöåð úéìáà ìåúéô úøåáç ,òåãéë (á)

.ìåçéô ìåãåî åðéäù G-ìåãåî àåä A íà A ∈ Modt(G) áåúëð G-ìåãî øåáò

íä G ìù cd(G) éâåìåîåäå÷ä p-ãîéîäå G ìù cdp(G) éâåìåîåäå÷ä p-ãîéî .éðåùàø p éäé :17.2 äøãâä

cd(G) = min
(
n
∣∣, q > n ìëì A ∈ Modt(G) ìëì Hq(G,A) = 0

)
cdp(G) = min

(
n
∣∣, q > n ìëì A ∈ Modt(G) ìëì Hq(G,A) = 0

)
.∞ àåä íéàúîä ãîéîä æà íéé÷ä åðéà äøãëáä íåîéðîä íà

íéé÷úî úéìàéáéøèä äìåòôä íò A = Z/pZ øåáò éë ,cd(G), cdp(G) ≥ 0 íéé÷úîù áì íéùð

.H0(G,A) ∼= AG = A 6= 0

.cd(G) = supp cdp(G) :17.3 ìéâøú

.G-ìåãåî A éäé :17.4 ìéâøú

.G-éìåãåî ìù ïåëéù àéä i(a)(ρ) = ρa éãé ìò äðåúðä i: A→M1
G(A) ä÷úòää (à)

éãé ìò äðåúðä π: MH
G (A) → A ä÷úòää æà .G =

⋃
· ni=1Hσi çéððå G ìù äçåúô äøåáç úú H éäú (á)

.(σi íéâöééîä úøéçáá äéåìú äðéà äøãâääå) G-éìåãåî ìù íæéôøåîéôà àéä π(f) =
∑n
i=1 σ

−1f(σi)

íà èåùô àø÷ð A G-ìåãåî .p ìù ä÷æç åðéäù éôåñ øãñî àåä åá øáéà ìë íà p-éøîéøô àø÷ð A G-ìåãåî

.{0}, A âáìî G-ìåãåî úú åì ïéà
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:äæì äæ íéìå÷ù íéàáä íéàðúä :17.5 äðòè

.cdp(G) ≤ n (à)

.p-éøîéøô A G-ìåãåî ìëìå q > n ìëì Hq(G,A) = 0 (á)

.éôåñ p-éøîéøô A G-ìåãåî ìëì Hn+1(G,A) = 0 (â)

.èåùô p-éøîéøô A G-ìåãåî ìëì Hn+1(G,A) = 0 (ã)

,A 6= 0 ,ïëà :éôåñ çøëäá àåä A èåùô ìåúéô ìåãåî ìë éë ,øåøá (ã)⇐(â) íâ .øåøá :(â)⇐ (á)⇐ (à) :äçëåä

àåä 17.1 ìéâøú úéôìå ,úéôåñ øöåð a ïëì (ñôàî äðåù ãçà øáéà éãé ìò ,ìùîì) úéôåñ øöåð ìåãåî úú ìéëî àåä

.éôåñ

.q > n ìëì Hq(G,A) éë q ìò äéö÷åãðéàá çéëåð .p-éøîéøô G-ìåãåî A éäé :(á)⇐(â)

,ïëì .p-ééøîéøô íðéäù ,�íééôåñ ïëìå� úéôåñ íéøöåð G-éìãåî ìù øùé ìåáâ A = lim→
i

Ai íéé÷úî

ìù ïåëéù i: A → M1
G(A) éäé .q > n + 1 éäé .Hn+1(G,A) = lim→

i

Hn+1(G,Ai) = lim→
i

0 = 0

ú÷éåãîä äøãñä .p-éøîéøô C íâ æà .C = M1
G(A)/i(A) éäé .17.3 ìéâøúá åîë G-éìåãåî

0→ A
i // M1

G(A) // C → 0

äëåøà ú÷éåãî äøãñ úðúåð

· · · → Hq−1
(
G,M1

G(A)
)

// Hq−1
(
C
) δ // Hq

(
A
)

// Hq
(
G,M1

G(A)
)
→ · · ·

Hq(G,A) ∼= ïëìå ,Hq
(
G,M1

G(A)
)

= 0 ,Hq−1
(
G,M1

G(A)
)

= 0 íéé÷úî ,q, q − 1 > 0-ù ïååéë

.Hq(G,A) = 0 ïëì ,Hq−1(G,C) = 0 äéö÷åãðéàä úçðä éôì .Hq−1(G,C)

ìåãåî úú åì ùé æà ,äæë åðéà A íà .äøåøá (á) äðòè ,èåùô A íà åà A = 0 íà .#A ìò äéö÷åãðéàá :(â)⇐(ã)

ú÷éåãî äøãñ úðúåð 0→ A1 → A→ A/A1 → 0 ú÷éåãîä äøãñä .èåùô A/A1 æà .A-î äðåù A1 éáøî

äëåøà

· · · → Hn+1(G,A1) // Hn+1(G,A) // Hn+1(G,A/A1)

ïëì .(#A/A1 < #A éë) äéö÷åãðéàä úçðä éôì 0 àåä ïåøçàä íøåâäå (ã) éôì 0 àåä ïåùàøä íøåâä äá

.Hn+1(G,A) = 0

H (á) åà p - (G : H) (à) íà :ïë ìò øúé .cd(H) ≤ cd(G) æà õG ìù äøåâñ äøåáç úú H éäú :17.6 èôùî

.ïåéååù ùé æà ,cd(G) <∞-å äçåúô

Hq(H,A)(p) ∼= ,(16.6 èôùî)åøéôù ìù äîìä éôì .q > n := cdp(G) éäéå A ∈ Mod(t(H) éäé :äçëåä

,17.5 äðòè éôì áåù .0 àåä ìàîù óâà ïëì .0 àåä ïéîé óâà 17.5 äðòè éôì .Hq(G,MH
G (A))(p)

.cd(H)p ≤ cd(G)p
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éäéå .A ∈ Mod(t(H) éäé .(çéëåäì äî ïéà úøçà) n := cdp(H) < ∞ úåéììëä úìáâä éìá (à)

ïéîé ãö íà ïëì .((à)15.11 äð÷ñî) éëøò-ãç-ãç àåä Res: Hq(G,A)(p)→ Hq(H,A)(p) íåöîöä .q > n

.ïåéååù ïúåð äæ úîãå÷ä ä÷ñôä íò ãçé .cd(H)p ≥ cd(G)p ,17.5 äðòè éôì .0 àåä ìàîù ãö íâ ,0 àåä

-ù äàøð .Hn(G,A)(p) 6= 0-ù êë A ∈ Modt(G) ùé æà .n := cdp(G) < ∞ éäé (á)

.(á)17.4 á åîë π íò ,0 → A1 → MH
G (A)

π−→A → 0 äøö÷ ú÷éåãî äøãñ ùé :Hn(H,A)(p) 6= 0

ú÷éåãî äëåøà äøãñ úðúåðù

Hn
(
G,MH

G (A)
(
p))

π∗ // Hn
(
G,A

)
(p)

δ // Hn+1
(
G1

)
(p)

Hn
(
G,A

)
(p) = Hn

(
G,MH

G (A)
(
p) 6= 0 ïëì .ìò π∗ ïëì ,0 àåä éðîéä íøåâä

.cdp(G) = cd(p(Gp) = cd(Gp) :17.7 äð÷ñî

íéé÷úî Gp p-úøåáç øåáòù ììâá ,òáåð éðîéä ïåéååùä .ìòì (à)17.6 èôùîî òáåð éìàîùä ïåéååùä :äçëåä

.Hq(Gp, A)(p) = Hq(Gp, A)

.p - #G⇔ cdp(G) = 0 :17.7 äð÷ñî

.Gp = 1⇔ cdp(Gp) = 0 :çéëåäì êéøö :äçëåä

.q ≥ 1 øåáò Hq(1, A) = 0 :⇒

,H1(G,Z/pZ) = Hom(Gp,Z/pZ) 6= 0 ,éìàéáéøèGp-ìåãåîë Z/pZ øåáò ,æà .Gp 6= 1 çéðð :⇐

.éìàéáéøè àì (U ïéòøâ ìòá) Gp → Z/pZ íæéôøåîåîåä éùé ïëìå ,(Gp : U) = p-ù êë äçåúô U /Gp ùé éë

.cdp(G) =∞ æà p - #G ,úéôåñ G íà :17.8 äð÷ñî

.äøéúñ ,p - #G ïëì ,cdp(G) = cdp(1) = 0 ,äçåúô 1 ≤ G-ù ïååéë .cd(G) <∞ çéðð :äçëåä

cdp(N), cdp(G/N) <∞ çéðð .cdp(G) ≤ cdp(N) + cdp(G/N) æà .äøåâñ N / G éäú :17.9 èôùî

íâå

åà ;úéôåñ Hn(N,Z/pZ)-å p-åøô N (à)

.N ≤ Z(G) (á)

ïåéååù ùé æà

.ïúðéú àì :äçëåä
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