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.úåòù 3 :ïçáîä êùî

.åäùìë øæò øîåçá ùîúùäì ïéà

(.êøò úååù ïä úåìàùä ìë) .úåàáä úåìàùä ùù êåúî (ãáìá) òáøà ìò åðò

.äàöøäá åéäù íéèôùî ïä úåðåùàøä úåìàùä éúù

éäúå ,V ìù íéøöåé úøãñ v1, v2, . . . , vn ∈ V éäú .F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :1 äìàù

êåúî íéøáà m óéìçäì ïúéðå m ≤ n :åçéëåä .úéøàðéì äéåìú éúìá äøãñ w1, w2, . . . , wm ∈ V

.V ìù íéøöåé úøãñ àéä (íéøáà n úá) úìá÷úîä äøãñäù êë w1, w2, . . . , wm -á v1, v2, . . . , vn

:åçéëåä . |A| ̸= 0 çéðð .F äãù ìòî íéîìòð n -á úåéøàðéì úåàååùî n ìù úëøòî AX = b éäú :2 äìàù

úìá÷úî Ai ∈ Mn(F ) øùàá ci =
|Ai|
|A| äçñåðä éãé ìò ïåúðä c = (c1, c2, . . . , cn)

t ãéçé ïåøúô úëøòî�ì

.b äãåîòá A ìù i -ä äãåîòä úôìçä éãé ìò A -î

:åçéëåä .F äãù åúåà ìòî íééøåè÷å íéáçøî ìù úåéøàðéì úå÷úòä U
S−→V

T−→W äðééäú :3 äìàù

.ImS ∩KerT = {0} -å úéëøò ãç ãç S íà ÷øå íà úéëøò ãç ãç T ◦ S

.Ker(T ◦ S) = {0} æà .úéëøò ãç ãç T ◦ S -ù çéðð (à) :ïåøúô

,(T ◦S)(u) = T (S(u)) = T (0) = 0 æà .u ∈ KerS éäé :úéëøò ãç ãç S ïëìå KerS = {0} -ù äàøð

.u = 0 ,øîåìë ,u ∈ Ker(T ◦ S) = {0} ïëì

.S(u) = v -ù êë u ∈ U ùéå T (v) = 0 æà .v ∈ ImS ∩KerT éäé .ImS ∩KerT = {0}�ù äàøð

.v = S(u) = 0 ïàëî .u = 0 ïëìå ,u ∈ Ker(T ◦ S) ,øîåìë ,(T ◦ S)(u) = T (v) = 0 ïëì

ãç ãç T ◦ S ïëìå Ker(T ◦ S) = {0} -ù äàøð .ImS ∩KerT = {0} -å úéëøò ãç ãç S -ù çéðð ,êôéäì

ïååéë .S(u) = 0 ïàëîå ,S(u) ∈ KerT ∩ ImS ïëì ,T (S(u)) = 0 æà .u ∈ Ker(T ◦ S) éäé :úéëøò

.u = 0 ,úéëøò ãç ãç S -ù



.äáåùúä úà ÷îðì ùé ?ùé F 4 → F 4 íéîæéôøåîåæéà äîë .íéøáéà q ïá éôåñ äãù F éäé :4 äìàù

L(F 4, F 4) ïéá (íæéôøåîåæéà ,äùòîì) ìòå úéëøò ãç ãç äîàúä äðùé .F 4 ìù åäùìë ñéñá B éäé :ïåøúô

ïëì .äëéôä äöéøèî [T ]BB íà ÷øå íà íæéôøåîåæéà T :úîéé÷î àéä .T 7→ [T ]BB éãé ìò äðåúðä M4(F ) ïéáì

.M4(F ) -á úåëéôää úåöéøèîä øôñîì äååù T : F 4 → F 4 íéîæéôøåîåæéàä øôñî

úçà óà ,øîåìë ,úéøàðéì úåéåìú éúìá v1, v2, v3, v4 äéúåøåù òáøà íà ÷øå íà äëéôä A ∈ M4(F ) äöéøèî

.äéúåîãå÷ ìù éøàðéì óåøéö äðéà

æà .äìàë úåéòéáø q4 úåîéé÷å ,F éøáà ìù úåéòéáø ïä A ìù úåøåùä

äéúåîãå÷ ìù éøàðéì óåøéö äððéà v1 äðåùàøä äøåùä (1)

.äìàë úåøåù q4 − 1 úåîéé÷ .ñôàî äðåù àéä íà ÷øå íà

æà .(v1 ̸= 0 ,øîåìë) (1) úåîéé÷îù úåøåùä q4 − 1 ïéáî v1 øçáð

äéúåîãå÷ ìù éøàðéì óåøéö äððéà v2 (2)

ùé èøôáå ,F 1 -ì éôøåîåæéà Sp(v1) áçøîä ,dimSp(v1) = 1 -ù ïååéë .Sp(v1) -á äððéà àéä íà ÷øå íà

.(2) úà úåîéé÷îù úåéòéáø q4 − q ùé ïëì .íéøáéà q åá

æà .(2) úåîéé÷îù úåøåùä q4 − q ïéáî v2 øçáð

äéúåîãå÷ ìù éøàðéì óåøéö äððéà v3 (3)

éôøåîåæéà Sp(v1, v2) áçøîä ,dimSp(v1, v2) = 2 -ù ïååéë .Sp(v1, v2) -á äððéà àéä íà ÷øå íà

.(3) úà úåîéé÷îù úåéòéáø q4 − q2 ùé ïëì .íéøáéà q2 åá ùé èøôáå ,F 2 -ì

úåîéé÷îù úåéòéáø q4 − q3 ùé úîãå÷ä ä÷ñôá åîë .(3) úåîéé÷îù úåøåùä q4 − q2 ïéáî v3 øçáð

.äéúåîãå÷ ìù éøàðéì óåøéö äððéà v4 (4)

úàæë äøéçá ìëìå ,úåéåøùôàä q4 − q ïéáî v2 øåçáì øùôà úåéåøùôàä q4 − 1 ïéáî v1 ìù äøéçá ìëì ,úòë

ïëì .úåéåøùôàä q4 − q4 ïéáî v4 øåçáì øùôà úàæë äøéçá ìëìå ,úåéåøùôàä q4 − q2 ïéáî v3 øåçáì øùôà

àåä M4(F ) -á úåëéôää úåöéøèîä øôñî

.(q4 − 1)(q4 − q)(q4 − q2)(q4 − q3)

ìëù åçéëåä .rkAB = rkB éë çéðð .F äãù ìòî n × n øãñî úåöéøèî éúù A,B äðééäú :5 äìàù

.BX = 0 úëøòîä ìù ïåøúô íâ àåä (AB)X = 0 úåéðâåîåää úåàååùîä úëøòî ìù ïåøúô

,W ⊆ U æà .BX = 0 ìù úåðåøúôä áçøî W -å (AB)X = 0 ìù úåðåøúôä áçøî U åéäé :ïåøúô

ìáà .w ∈ U ,øîåìë ,(AB)w = A(Bw) = A0 = 0 ïëìå Bw = 0 æà w ∈ W íà éë

.U ⊆ W èøôá .U = W ïëì ,dimU = n− rkAB = n− rkB = dimW



.


6 2 2 2 2
2 6 2 2 2
2 2 6 2 2
2 2 2 6 2
2 2 2 2 6

 ìù äèððéîøèãä úà åàöî :6 äìàù

.d -á äèððéîøèãä úà ïîñð :ïåøúô

àéöåð óåñáìå ,äðåùàøì úåðåøçàä úåøåùä 4 úà óéñåð ë"çà ,äöéøèîä ìù úåøåùä ùîç ïéáî úçà ìëî 2 àéöåð

:äðåùàøä äøåùäî 7

d = 25 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 1 1 1
1 3 1 1 1
1 1 3 1 1
1 1 1 3 1
1 1 1 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 25 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
7 7 7 7 7
1 3 1 1 1
1 1 3 1 1
1 1 1 3 1
1 1 1 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 25 · 7 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1 1
1 3 1 1 1
1 1 3 1 1
1 1 1 3 1
1 1 1 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
:úåãåîòä øúéî äðåùàøä äãåîòä úà ë"çàå úåøåùä øúéî äðåùàøä äøåùä úà øéñçð úòë

d = 25 · 7 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1 1
0 2 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 2 0
0 0 0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 25 · 7 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 2 0
0 0 0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ïëì ,24 ,ïåñëìàá íéøáéàä úìôëî àéä äìù äèððéîøèãä ïëì ,úéðåñëìà àéä äðåøçàä äöéøèîä

.d = 25 · 7 · 24 = 29 · 7

!äçìöäá


