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úåãù .1

úåìåòô 4 úçú äøåâñå 0, 1 úà äìéëîù C íéáëåøîä íéøôñîä ìù úé÷ìç äöåá÷ àåä F äãù :(úéðîæ) 1.1 äøãâä

.b ̸= 0-ù éàðúá ,ab ∈ F íâå a± b, ab ∈ F íâ æà a, b ∈ F íà ,øîåìë ,ïåáùçä

íééìðåéöøä íéøôñîä äãù ,R íéééùîîä íéøôñîä äãù ,C íéáëåøîä íéøôñîä äãù .úåãùì úåàîâåã :1.2 úåàîâåã

.Q

:äãù àéä äàáä äöåá÷ä :1.3 äðòè
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√
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.Q ⊆ F æà ïåáùçä úåìåòô 4 úçú äøåâñå 0, 1 úà äìéëîù C ìù äöåá÷ úú F íàù úåàøì ì÷

íéàúîù ,ììë åäùæéà àéä F äöåá÷ ìò äìåòôù øéëæð ïë éðôì êà .äãù ìù úéììëä äøãâää úà àéáð úòë

íéàúîù ììëä ,10-î íéìåãâä íééùîîä íéøôñîä úöåá÷ àéä F íà ,äîâåãì .F ìù øáéà F éøáéà ìù âåæ ìëì

íéøôñîä ìë úöåá÷ àéä F íà :úôñåð äîâåã .äìåòô àåä íäìù òöåîîä úà äìàë íéøôñî ìù (x, y) âåæ ìëì

úà (m,n) âåæ ìëì íéàúîù ììëä íâ .äìåòô àåä mn øôñîä úà (m,n) âåæ ìëì íéàúîù ììëä ,íééòáèä

.úîãå÷ä äìåòôäî äðåù äðéäù ,äìåòô àåä nm øôñîä

:íéàáä íéììëä úà úåîéé÷îä ,(·) ìôëå (+) øåáéç ,åéìò úåìåòô éúù íò ãçé F äöåá÷ åðä äãù :1.4 äøãâä

,a+ b ∈ F ãéçé øáéà øãâåî a, b ∈ F ìëì :äìåòô àåä øåáéçä (0ç)

.a, b, c ∈ F ìëì ,(a+ b) + c = a+ (b+ c) :øåáéçì óåøéöä ììë (1ç)

.a, b ∈ F ìëì ,a+ b = b+ a :øåáéçä ìù óåìéçä ììë (2ç)
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,a ∈ F ìëì a+ 0 = a-ù êë ,(ãéçé àåäù äàøðå) 0 ∈ F íéé÷ :øåáéçì ñçéá éìøèéð øáéà íåé÷ (3ç)

,a+ a′ = 0 ù êë a′ ∈ F íéé÷ a ∈ F ìëì :éãâð øáéà íåé÷ (4ç)

,a · b ∈ F ãéçé øáéà øãâåî a, b ∈ F ìëì :äìåòô àåä ìôëä (0ë)

,a, b, c ∈ F ìëì ,(a · b) · c = a · (b · c) :ìôëì óåøéöä ììë (1ë)

,a, b ∈ F ìëì ,a · b = b · a :ìôëä ìù óåìéçä ììë (2ë)

,a ∈ F ìëì 1 · a = a-ù êë ,(ãéçé àåäù äàøðå) 1 ∈ F øáéà íéé÷ :ìôëì ñçéá éìøèéð øáéà íåé÷ (3ë)

,a · a′ = 1-ù êë a′ ∈ F íéé÷ 0 ̸= a ∈ F ìëì :éëôä øáéà íåé÷ (4ë)

,a, b, c ∈ F ìëì ,a · (b+ c) = a · b+ a · c :âåìéôä ììë (ô)

.(íéøáéà éðù úåçôì F -á ,èøôáå) 0 ̸= 1 (ù)

éôåìéç âåç úàø÷ð àéä æà ,(ù)-å (4ë) úåðåëúì éìåà èøô ,äìàä úåðåëúä ìë úà úîéé÷î F íàù ãåò øéòð

íâå (ù) úà íéé÷îù äãéçé íò éôåìéç âåç .äãéçé íò

a, b ∈ F ìëì ,b = 0 åà a = 0 æà ab = 0 íà ('4ë)

.úåîìù íåçú àø÷ð

:1.5 úåàîâã

äãùäå Q,R,C èøôá .äùãçä äøãâää éôì äãù íâ àåä óéòñä úìéçúá åúåà åðøãâäù éôë äãù ìë (à)

.úåãù íä 1.3 äðòèî

úåàáä úåàìáèä éúù úøæòá +, · úåìåòô äéìò øéãâðå a, b íéøáéà éðù úá äöåá÷ F éäú (á)

+ O I
O O I
I I O

· O I
O O O
I O I

.I àåä äãéçéä øáéàå O àåä ñôàä øáéà äæ äø÷îá .íéîéé÷úî äãù ìù íéàðúä ìëù äàøú (úòâééî) ä÷éãá

!(à) úåàîâåãá åîë àìù ,1 + 1 = 0-ù áì íéù

úåàáä úåìåòôä íò F = {a, b, c, d} (â)

+ a b c d
a a b c d
b b a d c
c c d a b
d d c b a

· a b c d
a a a a a
b a b c d
c a c d b
d a d b c

.(äãéçéä øáéà b ,ñôàä øáéà a) äãù àåä

.äãù àì êà ,úåîìù íåçú àåä (íéîìùä íéøôñîä) Z (ã)

æà .äãù F éäé :1.6 äîì

.ãéçé åðéä øåáéçì ñçéá éìøèéð øáéà (à)

.b = c æà a+ b = a+ c íà .a, b, c ∈ F åéäé :íåöîöä ììë (á)
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.ãéçé éãâð a ∈ F ìëì (â)

.0 = 0 + 0′ = 0′ æà .øåáéçì ñçéá íééìøèéð 0, 0′ ∈ F åéäé (à) :äçëåä

:íéôâàä éðùì a ìù a′ éãâð óéñåð (á)

.b = 0 + b = (a′ + a) + b = a′ + (a+ b) = a′ + (a+ c) = (a′ + a) + c = 0 + c = c

.b = c (á) éôì ïëì ,a+ b = 0 = a+ c æà .a ìù íééãâð b, c ∈ F åéäé (â)

:äîåã ïôåàá

æà .äãù F éäé :1.7 äîì

.ãéçé åðéä ìôëì ñçéá éìøèéð øáéà (à)

.b = c æà ,a ̸= 0-å a · b = a · c íà .a, b, c ∈ F åéäé :íåöîöä ììë (á)

.ãéçé éëôä 0 ̸= a ∈ F ìëì (â)

ïîåñéå äãéçéä àø÷éé ìôëì ñçéá éìøèéðä øáéàä .0 ïîåñéå ñôàä àø÷éé øåáéçì ñçéá éìøèéðä øáéàä :1.8 äøãâä

÷åìéçäå øåñéçä úà . 1a åà a−1 ïîåñé 0 ̸= a ∈ F ìù éëôåää øáéàä .−a ïîåñé a ∈ F ìù éãâðä øáéàä .1

.ab = ab−1 æà b ̸= 0 íâ íà .a− b = a+ (−b) ∈ F æà a, b ∈ F íà :êë íéøéãâî F -á

æà .äãù F éäé :1.9 äîì

.a ∈ F ìëì 0 · a = 0 = a · 0 (à)

.a ∈ F ìëì (−1) · a = −a (á)

.a = 0 åà b = 0 æà ab = 0 íà :íéé÷úî a, b ∈ F ìëì ,øîåìë ,úåîìù íåçú àåä F (â)

.0 = a · 0 ,íåöîöä ììë éôì .0 + a · 0 = a · 0 = a · (0 + 0) = a · 0 + a · 0 (à) :äçëåä

.a ìù éãâð (−1) · a ïëì ,a+ (−1) · a = 1 · a+ (−1) · a = (1 + (−1)) · a = 0 · a = 0 (á)

.b = (b′b)a = a′ · 0 = 0 ,(à) éôì .a ìù a′ éëôäá ab = 0 úà ìéôëð .a ̸= 0 çéðð (â)

:1.10 äð÷ñî

.äãåîò ìëáå äøåù ìëá úçà íòô ÷åéãá òéôåî øáéà ìë F äãù ìù øåáéçä úìáèá (à)

äøåùá ;0-á ìôëì úåîéàúî ïðéàù ,äãåîò ìëáå äøåù ìëá úçà íòô ÷åéãá òéôåî øáéà ìë F äãù ìù ìôëä úìáèá (á)

.íéñôà ÷ø íéòéôåî 0-á ìôëì úåîéàúîù äãåîòáå

c ∈ F íà .F éøáéà ìë ìò øáåò b øùàá ,a + b íéøáéàä íéòéôåî a-á øåáéçì äîéàúîù äøåùá (à) :äçëåä

.íåöîöä ììë ììâá úçà íòô ÷ø òéôåî àåä .c = a+ (c− a) éë ,ïàë òéôî àåä ,åäùìë

.äîåã (á)
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.äãù àåä F éôåñ úåîìù íåçú :1.11 èôùî

b1, . . . , bn åéäé ,ïëàå .a · a′ = 1-ù êë a′ ∈ F ùé 0 ̸= a ∈ F ìëì :(4ë) äðåëúä úà çéëåäì åðéìò :äçëåä

åîë ÷åéãá íøôñîù ïååéë .äæî äæ íéðåù ab1, . . . , abn íéøáéàä ('4ë) äðåëúä ììâá .F ìù íéðåùä íéøáéàä ìë

.abi = 1-ù êë bi ùé ,øîåìë ,íäéðéá 1 ïëì .F éøáéà ìë äìà ,F éøáéà øôñî

íéé÷úîù êë íéãéçé q, r ∈ Z íéîéé÷ k ∈ Z ìëì .éòáè n òá÷ð :1.12 äøãâä

.k = nq + r, 0 ≤ r < n

éäé .[k]-á åúåà ïîñð .n-á ÷åìéçä øçàì k ìù úéøàùä àø÷ð r æà

Zn = Z/nZ = {[k]| k ∈ Z} = {[0], [1], [2], . . . , [n− 1]}

:Zn ìò ìôëå øåáéç øéãâð

.[k] + [l] = [k + l], [k] · [l] = [k · l]

.n|k − k′ íà ÷øå íà [k] = [k′] æà .k, k′ ∈ Z åéäé (à) :1.13 äîì

.([k], [l] íéøáéà ìù k, l íéâöéî úøéçáá äéåìú äðéà) äáåè úåìåòôä úøãâä (á)

.äãéçé íò éôåìéç âåç àåä Zn (â)

.0 ≤ [k]− [k′] < n ïëìå ,[k′] ≤ [k] úåéììëä úìáâä éìá ,k = nq+[k], k′ = nq′+[k′] çéðð (à) :äçëåä

æà

.[k] = [k′] ⇔ [k]− [k′] = 0 ⇔ n|([k]− [k′]) ⇔ n|n(q − q′) + ([k]− [k′]) ⇔ n|k − k′

n|k− k′, l− l′ ïëàå .[kl] = [k′l′] ,[k+ l] = [k′ + l′] çéëåäì êéøö ,[k] = [k′], [l] = [l′] çéðð (á)

.n-á íé÷ìçúî kl − k′l′ = (k − k′)l + k′(l − l′) ïëå (k + l)− (k′ − l′) = (k − k′) + (l − l′) ïëì

(!÷åãá) .Z øåáò íéîéé÷úî íäù ïååéë Zn øåáò íéîééé÷úî 1.4 äøãâäá íé÷åçä (â)

:1.14 èôùî

.äãù åìéôàå úåîìù íåçú àåä Zn æà éðåùàø n íà (à)

.úåîìù íåçú åðéà Zn æà éðåùàø åðéà n íà (á)

æà [k] · [l] = [kl] = 0 íà ,úåøçà íéìîá .n|l åà n|k æà n|kl íà éë úøîåà éðåùàø ìù äðåëú (à) :äçëåä

.äãù íâ F ,1.11 èôùî éôì .úåîìù íåçú Zn-ù øîåà äæ .[k] åà [l] = 0

[k], [l] ∈ Zn ùé ,úåøçà íéìîá .n ∤ k íâå n ∤ l ìáà n|kl-ù êë k, l ∈ Z ùé æà ,éðåùàø åðéà n íà (á)

.úåîìù íåçú åðéà Zn ,øîåìë .[k] ̸= 0 íâå [l] ̸= 0 ìáà [k] · [l] = [kl] = 0-ù êë

ñôàä àåä 0F ;kF =

k×︷ ︸︸ ︷
1 + 1 + · · ·+ 1 ∈ F æà k > 0 íà :kF ∈ F øéãâð k ∈ Z-å F äãù øåáò

.(−k)F ìù éãâðä kF æà k < 0 íàå ;F ìù
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æà .k, l ∈ Z åéäé :1.15 äîì

.kF + lF = (k + l)F , kF lF = (kl)F

F -á (áçøåîä) âåìéôä ÷åç éôì æà k, l > 0 íà .éðùä ïåéååùä úà ÷ø çéëåð :äçëåä

.kF lF = (

k×︷ ︸︸ ︷
1 + · · ·+ 1)(

l×︷ ︸︸ ︷
1 + · · ·+ 1) =

kl×︷ ︸︸ ︷
1 + · · ·+ 1 = (kl)F

ïëì .rF lF = (rl)F íãå÷ äø÷îä éôì .kl = −rl-å ,r > 0 øùàá ,k = −r æà .k < 0, l > 0 çéðð úòë

.kF lF = (−rF )lF = ((−1)rF )lF = (−1)(rF lF ) = (−1)(rl)F = −(rl)F = (kl)F

.íéø÷îä øàù äîåã ïôåàá

ïîåñé .F ìù ïééöîä åà ïåéôàä àø÷ð pF = 0 íéé÷îù p øúåéá ïè÷ä éòáèä øôñîä .äãù F éäé :1.16 äøãâä

.charF = 0 øéãâð ,äæë p ïéà íà .charF

.charZp = p > 0 æà ,éðåùàø p íà ;charQ = charR = charC = 0 :1.17 äîâåã

.éðåùàø p æà .p = charF > 0 éë çéððå ,äãù F éäé :1.18 äîì

,0 = pF = (kl)F = kF lF ïëì .íéîìù 1 < k, l < p øùàá ,p = kl æà .éðåùàø åðéà p-ù çéðð :äçëåä

.p ìù úåéøòæîì äøéúñá ,lF = 0 åà kF = 0 ïëìå

ñçéá äãù äîöòá F ′ íà ,F ìù é÷ìç äãù åà äãù úú úàø÷ð F ìù F ′ äöåá÷ úú .äãù F éäé :1.19 äøãâä

.F ìò úåìåòôì

.C ìù äãù úú åðéäù ,R ìù äãù úú Q :1.20 äîâåã

íà ÷øå íà F ìù äãù úú F ′ æà .F ′ ⊆ F éäúå äãù F éäé :1.21 äîì

.a+ b, ab,−a, a−1 ∈ F ′ :íéé÷úî 0-î íéðåù a, b ∈ F ′ ìëìå 0, 1 ∈ F ′ (*)

ìù äãéçéäå ñôàä ,0, 1 íä äìàù íéòãåé åððéà ùàøî) .åìù äãéçéäå ñôàä 0′, 1′ åéäé .äãù F ′-ù çéðð :äçëåä

.0, 1 ∈ F ïëì .1′ = 1 äîåã ïôåàá 0′ = 0 ,F -á íåöîöä ììë éôìå ,0′ + 0′ = 0′ = 0′ + 0 (:úàæ äàøð .F

,F -á íåëñä ìù úåãéçéä éôì .F -á íäìù íåëñä íâ àåä F ′-á íäìù íåëñä æà .a, b ∈ F ′ åéäé

íéé÷úî F -á éãâðä ìù úåãéçéä éôì .a+ a′ = 0-ù êë a′ ∈ F ′ ùé ïë åîë .ab ∈ F ′ äîåã ïôåàá .a+ b ∈ F ′

.íéé÷úî (*) ïëì .a ̸= 0 íà a−1 ∈ F ′ äîåã ïôåàá .−a ∈ F ′ ïëì .a′ = −a

àìå) "ìëì" äìéîä ÷ø äòéôåî íäá íéììëä ,ïëà .íéîéé÷úî 1.4 äøãâäá íéììëä ìë æà .(*) çéðð ,êôéäì

,(3ë),(0ë) ,(4ç) ,(3ç),(0ç) ÷åãáì ÷ø êéøö ïëì .F éøáéà ìëì íéðåëð íä éë F ′ éøáéà ìëì íéðåëð íä ,"íéé÷" äìîä

.(*) ììâá íéîéé÷úî ïëà íäå (4ë)
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,ïë ìò øúé .F ìù äãù úú àåä F0 = {kF | k ∈ Z} æà .p > 0 ïåéôà ìòá äãù F éäé :1.22 äîì

.p|k íà ÷øå íà kF = 0 (à)

.Zp -á [k] = [l] íà ÷øå íà kF = lF (á)

.úåìåòôä úà úøîåùå ,ìòå úéëøò ãç ãç àéä [k] 7→ kF éãé ìò äðåúðä Zp → F0 ä÷úòää (â)

.F ìù äãù úú àåä Zp-ù íéøîåàå Zp äãùä íò F0 úà úåäæì ïúéð ïëì

ïëì ,kF = pF qF + rF = rF æà .0 ≤ r < p øùàá ,k = pq + r :úéøàù íò p-á k úà ÷ìçð (à) :äçëåä

.p|k-ì ìå÷ù äæå r = 0-ì ìå÷ù äæ p ìù úåéøòæîä éôì ìáà .rF = 0 íà ÷øå íà kF = 0

.[k] = [l] ⇔ p|k − l ⇔ (k − l)F = kF + (−l)F = kF − lF = 0⇔ kF = lF (á)

.øåáéçä äîåã ïôåàá .[k][l] = [m] ⇔ [kl] = [m] ⇔ (kl)F = mF ⇔ kF lF = mF (â)
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úåéøàðéì úåàååùî .2

.åäùìë äãù F éäé äæ óéòñá

ïäéáéëøù (x1, x2, . . . , xn) úåøãñ ,øîåìë ,úåé-n-ä ìë óñåà úà Fn-á ïîñð n éòáè øôñî øåáò

.F -á x1, x2, . . . , xn

äøåöäî éåèéá àåä (F ìòî) úéøàðéì äàååùî :2.1 äøãâä

,a1X1 + a2X2 + · · ·+ anXn = b (1)

äæ éåèéáá .éùôçä íã÷îä àø÷ð b øùàë ,(1) ìù íéîã÷îä íéàø÷ð íä .a1, a2, . . . , an, b ∈ F øùàá

.b = 0 íà úéðâåîåä úàø÷ð äàååùîä .íéðúùî åà íéîìòð íéàø÷ðù ,íééîúñ íéìîñ íä X1, X2, . . . , Xn

íéé÷úî íà (1) ìù ïåøúô àéä (x1, x2, . . . , xn) ∈ Fn äé-n

.a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = b

.äìù úåðåøúôä ìë óñåà àéä (1) äàåùî ìù ïåøúôä äöåá÷

àéä X1 − 2X2 +X4 + 8X5 = 2 ìù ïåøúôä úöåá÷ :2.2 äîâåã

.P = {(2 + 2x2 − x4 − 8x5, x2, x3, x4, x5)| x2, x3, x4, x5 ∈ F}

:àéä ïë äîùë - (F ìòî) íéîìòð n-á úåéøàðéì äàååùî m ìù úëøòî :2.3 äøãâä

,a11X1 + a12X2 + · · ·+ a1nXn = b1

,a21X1 + a22X2 + · · ·+ a2nXn = b2

. . .

,am1X1 + am2X2 + · · ·+ amnXn = bm

(2)

;(2)-á úåàååùîä m ìë ìù ïåøúô àåä (2) ìù ïåøúô .1 ≤ j ≤ n ìëìå 1 ≤ i ≤ m ìëì aij , bi ∈ F øùàá

.äìù úåðåøúôä ìë óñåà àåä (2) ìù ïåøúôä äöåá÷

?(äìù ïåøúôä úöåá÷ úà íéàöåî ,øîåìë) úåéøàðéì úåàååùî úëøòî íéøúåô ãöéë

(F = R) :(!øåúôì àì êéà) 2.4 äîâåã

X1 +X2 +X3 = 1(I)

X1 −X2 −X3 = 1(II)

−X1 −X2 +X3 = −1(III)

−X1 +X2 +X3 = 1(IV )

7



:ìá÷ð úåàååùîä øåáéç éãé ìò

2X1 = 2(I + II)

−2X2 = 0(II + III)

2X3 = 2(I + II + III + IV )

(II), (IV ) éë ,ïåøúô ïéà åæì) .úéøå÷îä úëøòîä ìù ïåøúô åððéà àåä êà .(1, 0, 1) ãéçé ïåøúô úàæä úëøòîìå

(.åæ úà åæ úåøúåñ

ìò– úàæë äèéù âéöð .äø÷î ìëá ïåøúôä úöåá÷ì åðúåà ìéáåúù äèéùì íé÷å÷æ åðçðàù äùéçîî åæ äîâåã

.Gauss ìù õåìéçä úèéùå úåàååùîä úåëøòî ìò úåéøèðîìà úåìåòô ãé

úìá÷úî åúàöåúëù äðåúð úåàååùî úëøòî ìù èåùô úéñçé éåðéù àéä úéøèðîìà äìåòô ,ãéî äàøðù éôë

úëøòîäî òéâäì ïúéð úåéøèðîìà úåìåòô ìù äøãñ éãé ìò .ïåøúôä úöåá÷ äúåà úìòá êà ,úøçà úåàååùî úëøòî

úåìåòôä úøãñ úà øçáð íà .ïåøúôä úöåá÷ äúåà úìòá ,ïééãò ,êà ,äðîî äðåù ãàî äùãç úëøòîì äðåúðä

.øåúôì òãð øáë äúåà ,äèåùô úëøòîì òéâð ,(õåìéçä úèéù úàæå) ìëùåî ïôåàá úåéøèðîìàä

:úåàáä ùåìùä ïéáî úçà àéä (2) úëøòî ìò úéøèðîìà äìåòô :2.5 äøãâä

.Pik éãé ìò ïîåñú ïäéðéá k-äå i-ä úåàååùîä úôìçä :ïåîéñ ;ïäéðéá úëøòîá úåàååùî éúù úôìçä (à)

éãé ìò ïîåñú α-á i-ä äàååùîä úìôëä :ïåîéñ .0 ̸= α ∈ F øùàá ,α-á úëøòîá úçà äàååùî úìôëä (á)

.Pi(α)

ìù λ-á äìåôëä úôñåä :ïåîéñ .λ ∈ F øùàá ,úøçàì úëøòîá úçà äàååùî ìù λ-á äìåôëä úôñåä (â)

(.i-ä äàååùîä úà íéðùî ïéà åæ äìåòôá) .Pik(λ) éãé ìò ïîåñú k-ä äàååùîì i-ä äàååùîä

äìåòô éãé ìò äðîî úìá÷úîù úëøòîìå äðåúð úëøòîì ,øîåìë ,ïåøúôä úöåá÷ úà äðùî äðéà úéøèðîìà äìåòô :2.6 äîì

ïåøúô úöåá÷ äúåà úçà úéøèðîìà

éãé ìò úìá÷úîä úëøòîä (2′) éäúå úéøå÷îä úëøòîä (2) éäú .Pik(λ) àéä äìåòôäù ìùîì çéðð :äçëåä

.(2) ìù ïåøúô íâ àåä (2′) ìù ïåøúô ìë ,êôéäìå (2′) ìù ïåøúô íâ àåä (2) ìù ïåøúô ìëù çéëåäì êéøö .äìåòôä

:äðéäù ,k-ä äàååùîá ÷ø (2)-î úìãáð (2′)-ù áì íéùð

.(λai1 + ak1)X1 + (λai2 + ak2)X2 + · · ·+ (λain + akn)Xn = λbi + bk

æà .(2) ìù ïåøúô (x1, x2, . . . , xn) éäé

ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn = bi

.ak1x1 + ak2x2 + · · ·+ aknxn = bk
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æà .éðùì åúåà óéñåðå λ-á ïåùàøä ïåéååùä úà ìéôëð

.(λai1 + ak1)x1 + (λai2 + ak2)x2 + · · ·+ (λain + akn)xn = λbi + bk

.äùãçä úëøòîä ìù ïåøúô àåä (x1, x2, . . . , xn) ,øîåìë

äàååùîäå i-ä äàååùîä ìù ïåøúô èøôá àåä .äùãçä úëøòîä ìù ïåøúô (x1, x2, . . . , xn) éäé ,êôéäì

ïëì .åæ úëøòî ìù k-ä

ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn = bi

.(λai1 + ak1)x1 + (λai2 + ak2)x2 + · · ·+ (λain + akn)xn = λbi + bk

k-ä äàååùîä ìù ïåøúô (x1, x2, . . . , xn) éë ìá÷ð æà .éðùì åúåà óéñåðå (−λ)-á ïåùàøä ïåéååùä úà ìéôëð

.(2) ìù ïåøúô ïëìå ,(2) úéøå÷îä úëøòîá

.íéøçàä íéâåñäî úåéøèîìà úåìåòô éáâì äîåã ïôåàá

?α ̸= 0 ùøãð Pi(α) äìåòôá òåãî :2.7 äìàù

:2.8 äîâåã

X +Y +Z −W = 1
2X +3Y +4Z +aW = 3
X +aY +(2a− 1)Z +3W = 2

P12(−2),P13(−1)
X +Y +Z −W = 1

Y +2Z +(a+ 2)W = 1
(a− 1)Y +(2a− 2)Z +4W = 1

P21(−1),P23(1− a)

X −Z −(a+ 3)W = 0
+Y +2Z +(a+ 2)W = 1

αW = 2− a

øùàë

.α = 4 + (1− a)(a+ 2) = 4− a2 − a+ 2 = 6− a− a2 = (3 + a)(2− a)

.ïåøúô ïéà äìå ,0W = 5 àéä äðåøçàä äúàååùî éë ,ïåøúô ïéà åæ úëøòîì ,a = −3 íà

àéä úëøòîä ,a = 2 íà

X −Z −5W = 0
+Y +2Z +4W = 1

0W = 0
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àéä äìù ïåøúôä úöåá÷å

.P = {(c+ 5d,−2c− 4d+ 1, c, d)| c, d ∈ F}

úëøòîì òéâð úåéøèðîìà úåìåòô ùåìù éãé ìò ,a ̸= 2,−3 íà

X −Z = 1
Y +2Z = 1

a+3

W = 1
a+3

àéä äìù ïåøúôä úöåá÷å (èøåôî øáñä ìò åðçñô !÷åãá)

.P = {(c+ 1,−2c+
1

a+ 3
, c,

1

a+ 3
)| c ∈ F}
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:øåúô :2.9 ìéâøú

X1 +a12X2 +a15X5 +a16X6 = b1
X3 +a25X5 +a26X6 = b2

X4 +a35X5 +a36X6 = b3

äìå÷ù äøåöá úëøòîä úà íåùøð :ïåøúô

X1 = b1 −a12X2 −a15X5 −a16X6

X3 = b2 −a25X5 −a26X6

X4 = b3 −a35X5 −a36X6

àéä ïåøúôä úöåá÷

.P = {(b1 − a12c2 − a15c5 − a16c6, c2, b2 − a25c5 − a26c6, b3 − a35c5 − a36c6, c5, c6)

| c2, c5, c6 ∈ F}

.úéðåð÷ úâøåãî àéä úëøòîä ìù úáçøåîä äöéøèîäù áì íéù
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:äìù íéîã÷îá úåàååùî úëøòî óéìçäì âåäð ,äáéúë êåñçì éãë

:íåùéø .F ìòî m× n øãñî F éøáéà ìù ïáìî àéä F ìòî m× n øãñî äöéøèî :2.10 äøãâä

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
. . .
am1 am2 · · · amn

 (3)

.1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n ìëì aij ∈ F øùàá

íå÷îá Mn(F ) ììë êøãá áåúëð .Mm×n(F ) ïîåñé F ìòî m × n øãñî úåöéøèîä ìë óñåà

.Mn×n(F )

äàáä m× (n+ 1) øãñî äöéøèîä àéä (2) úëøòîä ìù úáçøåîä äöéøèî :2.11 äøãâä

A =


a11 a12 · · · a1n b1
a21 a22 · · · a2n b2
. . .
am1 am2 · · · amn bm


.äðåøçàä äãåîòä úèîùä éãé ìò úáçøåîäî úìá÷úîùm× n øãñî äöéøèîä àéä (2) ìù úîöîåöîä äöéøèî

íùééð (ãéîú àì êà) íéúòìå ,éììë ïôåàá úåöéøèîá ïåãð !úåàååùî úëøòî äæéàî àåáì úáééç äðéà äöéøèî

.úåàååùî ìù úåëøòîì úàæ

:úåàáä ùåìùä ïéáî úçà àéä (3) äöéøèîä (úåøåù) ìò úéøèðîìà äìåòô :2.12 äøãâä

.Ri ↔ Rk åà Pik éãé ìò ïîåñú ïäéðéá k-äå i-ä äøåùä úôìçä :ïåîéñ ;ïäéðéá äöéøèîá úåøåù éúù úôìçä (à)

Pi(α) éãé ìò ïîåñú α-á i-ä äøåùä úìôëä :ïåîéñ .0 ̸= α ∈ F øùàá ,α-á äöéøèîá úçà äøåù úìôëä (á)

.Ri → αRk åà

äøåùä ìù λ-á äìåôëä úôñåä :ïåîéñ .λ ∈ F øùàá ,úøçàì äöéøèîá úçà äøåù ìù λ-á äìåôëä úôñåä (â)

.Rk → Rk + λRi åà Pik(λ) éãé ìò ïîåñú k-ä äøåùì i-ä

ìù äøãñ éãé ìò äéðùäî úìá÷úî úçà íà (úåøåù-) úåìå÷ù úåàø÷ð øãñ åúåàî úåöéøèî éúù :2.13 äøãâä

.úåéøèðîìà úåìåòô

!íéñôà ìù úåøåù ïä íà íâ ,ïäî úåøåù èéîùäì ïéà .øãñ åúåàî ãéîú ïä úåìå÷ù úåöéøèî :2.14 äøòä

ìò A-î úìá÷úî A′ íà :àáä ïáåîá P ′ äëåôä úéøèðîìà äìåòô äîéàúî P úéøèðîìà äìåòô ìëì :2.15 äøòä

,ïëà .êôéäìå ,P ′ éãé ìò A′-î úìá÷úî A æà P éãé

.P ′ = Pik = P æà P = Pik íà (à)

.P ′ = Pi(α
−1) æà P = Pi(α) íà (á)

.P ′ = Pik(−λ) æà P = Pik(λ) íà (â)
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A,A′ íà :åðééäã ,éáéèéæðøè íâ àåäù úåàøì ì÷ .éøèîéñ àåä úåöéøèî ïéá úåìé÷ùä ñçéù àöåé ïàëî

.úåìå÷ù A,A′′ íâ æà úåìå÷ù A′, A′′ íâå úåìå÷ù

äöéøèîä ìù úåøåùä ìò úåéøèðîìà úåìåòô íéòöáî íöòá åðçðà ,úåéøàðéì úåàååùî úëøòî øåúôì éãë

.ïìäì äøãâäá øéäáð ,åæ "äèåùô" äöéøèî éäî .øúåé "äèåùô" äöéøèîì òéâäì äôéàùá ,úëøòîä ìù úáçøåîä

:íà úéðåð÷ úâøåãî úàø÷ð ((3) äàø) m× n øãñî A äöéøèî :2.16 äøãâä

úåøåù ïðéà A ìù úåðåùàøä úåøåùä r-ù êë 0 ≤ r ≤ m äæéà ùé ,øîåìë ,óåñá úåàá äáù íéñôàä úåøåù (à)

.íéñôà ìù úåøåù ïä úåðåøçàä úåøåùä m− r-å ,íéñôà

1 ≤ ji ≤ n éäé 1 ≤ i ≤ r ìëì ,øîåìë .1 àåä ñôàî äðåùä ïåùàøä áéëøä íéñôà úøåù äððéàù äøåù ìëá (á)

.aiji = 1 æà .i-ä äøåùä ìù (èÛáéÄt) ìéáåîä áéëøä àø÷ð aiji áéëø .aiji ̸= 0-ù êë øúåéá ïè÷ä

.j1 < j2 < · · · < jr (â)

.(1 åðéäù) ìéáåîä áéëøä ãáìî ,0 íä íéáéëøä ìë ìéáåî áéëø ìù äãåîòá (ã)

:2.17 úåàîâåã


0 0 1 2 5 0 8 0 0
0 0 0 0 0 1 4 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

 ,


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 , ( 0 ) , ( 1 )

äöéøèîá .úåìéáåî úåãåîò úåàø÷ð ìéáåî øáéà úåìéëîù úéðåð÷ úâøåãî äöéøèî ìù j1, j2, . . . , jr úåãåîòä

.úåìéáåî ïä úåãåîòä ìë äãéìù äöéøèîá .úéðéîùäå úéùéùä ,úéùéìùä ïä úåìéáåîä úåãåîòä ìéòì úéìàîùä

éë) íéñôà ìù úåøåù ïðéàù úåøåùä øôñî àåä úéðåð÷ úâøåãî äöéøèîá úåìéáåîä úåãåîòä øôñî :2.18 äøòä

.(ãçà ìéáåî øáéà ÷åéãá ùé úàæë äøåù ìëá
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øãñî úéðåð÷ úåâøåãîä úåöéøèîä ïäî :2.20 ìéâøú

?m× 1 (à)

?m× 2 (á)

:ïåøúô
1
0
0
...

0

 ,


0
0
0
...

0

 ,


1 a
0 0
0 0
...

...

0 0

 ,


1 0
0 1
0 0
...

...

0 0

 ,


0 1
0 0
0 0
...

...

0 0

 ,


0 0
0 0
0 0
...

...

0 0

 , a ∈ F
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:åðçëåä äùòîì

ìù äøãñ éãé ìò äééðùì úçàî òéâäì øùôà) úåìå÷ù úåáçøåî úåöéøèî ùé úåéøàðéì úåàååùî úåëøòî éúùì íà :èôùî

ïåøúôä úöåá÷ äúåà ïäì ùé æà (úåéøèðîìà úåìåòô
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:øåúô :2.9 ìéâøú

X1 +a12X2 +a15X5 +a16X6 = b1
X3 +a25X5 +a26X6 = b2

X4 +a35X5 +a36X6 = b3

äìå÷ù äøåöá úëøòîä úà íåùøð :ïåøúô

X1 = b1 −a12X2 −a15X5 −a16X6

X3 = b2 −a25X5 −a26X6

X4 = b3 −a35X5 −a36X6

àéä ïåøúôä úöåá÷

.P = {(b1 − a12c2 − a15c5 − a16c6, c2, b2 − a25c5 − a26c6, b3 − a35c5 − a36c6, c5, c6)

| c2, c5, c6 ∈ F}

.úéðåð÷ úâøåãî àéä úëøòîä ìù úáçøåîä äöéøèîäù áì íéù
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:úøåëæú

:íà úéðåð÷ úâøåãî úàø÷ð ((3) äàø) m× n øãñî A äöéøèî :2.16 äøãâä

úåøåù ïðéà A ìù úåðåùàøä úåøåùä r-ù êë 0 ≤ r ≤ m äæéà ùé ,øîåìë ,óåñá úåàá äáù íéñôàä úåøåù (à)

.íéñôà ìù úåøåù ïä úåðåøçàä úåøåùä m− r-å ,íéñôà

1 ≤ ji ≤ n éäé 1 ≤ i ≤ r ìëì ,øîåìë .1 àåä ñôàî äðåùä ïåùàøä áéëøä íéñôà úøåù äððéàù äøåù ìëá (á)

.aiji = 1 æà .i-ä äøåùä ìù (èÛáéÄt) ìéáåîä áéëøä àø÷ð aiji áéëø .aiji ̸= 0-ù êë øúåéá ïè÷ä

.j1 < j2 < · · · < jr (â)

.(1 åðéäù) ìéáåîä áéëøä ãáìî ,0 íä íéáéëøä ìë ìéáåî áéëø ìù äãåîòá (ã)

?úéðåð÷ úâøåãî íâ äàáä A′ äöéøèîä ,A úéðåð÷ úâøåãî äöéøèî ìëì ,íàä :2.19 ìéâøú

.úåãçà úåøåù úèîùä éãé ìò A-î úìá÷úî A′ (i)

.úåãçà úåãåîò úèîùä éãé ìò A-î úìá÷úî A′ (ii)

.úåãçà úåðåøçà úåãåîò úèîùä éãé ìò A-î úìá÷úî A′ (iii)

.úåãçà úåìéáåî àì úåãåîò úèîùä éãé ìò A-î úìá÷úî A′ (iv)

:íéîéé÷úî ìéòì äøãâää ìù íéàðúäù ÷åãáì êéøö óéòñ ìëá :ïåøúô
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?úéðåð÷ úâøåãî íâ äàáä A′ äöéøèîä ,A úéðåð÷ úâøåãî äöéøèî ìëì ,íàä :2.19 ìéâøú

.úåãçà úåøåù úèîùä éãé ìò A-î úìá÷úî A′ (i)

.úåãçà úåãåîò úèîùä éãé ìò A-î úìá÷úî A′ (ii)

.úåãçà úåðåøçà úåãåîò úèîùä éãé ìò A-î úìá÷úî A′ (iii)

.úåãçà úåìéáåî àì úåãåîò úèîùä éãé ìò A-î úìá÷úî A′ (iv)

(.äøéùé ä÷éãá) .ïë (i)

ùåìù åà) äðåùàøä äãåîòä úà

(
1 2 3 0 0
0 0 0 1 2

)
äöéøèîäî èéîùð :úéãâð äîâåã .àì (ii)

.(úåðåùàøä

úåøåùä úàå R1, . . . , Rm-á A ìù úåøåùä úà ïîñð íà .úéãééî äøåøá äððéà (à) äùéøãä ÷ø .ïë (iii)

.íéñôà úøåù äðéà R′
i íâ æà ,íéñôà úøåù äððéà R′

k-å i ≤ k íàù çéëåäì êéøö ,R′
1, . . . , R

′
m-á A′ ìù

íâ ,i ≤ k-ù ïååéë .äèîùåä àìù äãåîòá àöîð k-ä äøåùá ìéáåîäå Rk ̸= 0 æà .R′
k ̸= 0-ù çéðð

.R′
i ̸= 0 ïëì .äèîùåä àì åúãåîò íâ ïëìå ,Rk äøåùáù ìéáåîäî äìàîù øúåé àöîð åæ äøåùá ìéáåîäå Ri ̸= 0

.íéðúùî íðéà ñôàî úåðåùä úåøåùä éøôñî ,ïë (iv)
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m ìù úëøòî äðåúðù çéðð .úéðåð÷ úâøåãî äìù úáçøåîä íéîã÷î äúöéøèîù úëøòî ìù ïåøúô :2.21 íúéøåâìà

.úéðåð÷ úâøåãî äðéä (m× (n+ 1) øãñî) äìù úáçøåîä íéîã÷îä úöéøèîù íéîìòð n-á úåéøàðéì úåàååùî

?äìù ïåøúôä úöåá÷ æà éäî

äàååùîì äîéàúîù ,(0, . . . , 0, 1) äøåöäî äöéøèîá äøåù ùé æà ,äìéáåî àéä äðåøçàä äãåîòä íà (à)

.(P = ∅) ïåøúô ïéà úëøòîì ïëìå ïåøúô ïéà åæ äàååùîì .0X1 + · · ·+ 0Xn = 1

,ìàîù óâàá úåìéáåî úåãåîòì íéîéàúîù íéðúùîä r úà øéàùð ,äìéáåî äðéà äðåøçàä äãåîòä íà (á)

ïä úåìéáåîä úåãåîò íà ,ìùîì .ïåøúôä úöåá÷ úà íåùøì ì÷ úòë .ïéîé óâàì íéðúùîä øúé úà øéáòðå

àéä äöéøèîäå ,1, 2, . . . , r



1 0 . . . 0 a1 r+1 . . . a1n b1
0 1 . . . 0 a2 r+1 . . . a2n b2
. . .
0 0 . . . 1 ar r+1 . . . ar n br
0 0 . . . 0 0 . . . 0 0
. . .
0 0 . . . 0 0 . . . 0 0


àéä ïåøúôä úöåá÷ æàå

{


−a1 r+1xr+1 − · · · − a1nxn + b1
−a2 r+1xr+1 − · · · − a2nxn + b2

...

−ar r+1xr+1 − · · · − ar nxn + br
xr+1

...

xn


∣∣∣∣∣ xr+1, . . . , xn ∈ F

}

.(äúåà åðáúëù êéà éôì úåçôì) íéøèîøô (n− r)-á äéåìúå ä÷éø äðéà ïåøúôä úöåá÷ éììë ïôåàá
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äøãñ ãé ìò òéâäì ïúéð äöéøèî ìëî ,øîåìë ,äãéçéå úçà úéðåð÷ úâøåãî äöéøèîì úåøåù úìå÷ù äöéøèî ìë :2.22 èôùî

äãéçéå úçà úéðåð÷ úâøåãî äöéøèîì úåéøèðîìà úåìåòô ìù

äöéøèîì ìéáåîù (ñåàâ ìù õåìéçä úèéù) íúéøåâìà úà âéöð .m × n øãñî äöéøèî A = (aij) éäú :äçëåä

úåìåòô ìù äøãñ éãé ìò úéðåð÷ úâøåãî äöéøèî ìá÷ì äãéçéä êøãä çøëäá àì úàæù ùéâãð) .úéðåð÷ úâøåãî

(.úåéøèðîìà

æà .êë àì äæù çéðð .åðîééñ ïëìå ,úéðåð÷ úâøåãî øáë äöéøèîä ,0 íä A-á íéáéëøä ìë íà (à)

äãåîò äððéà j1-ä äãåîòäù êë øúåéá ïè÷ä øôñîä j1 éäé .íéñôà ìù äãåîò äððéàù A-á äãåîò ùé (á)

äøåùä úà óéìçð ,àì íà ;a1j1 ̸= 0-ù çéðäì ïúéð .(íéñôà ìù úåãåîò ïä äéðôì úåãåîòä ìë æàå) íéñôà ìù

.j1-ä äãåîòá ñôàî äðåù áéëø ùé äá ,äéúçúîù úøçà äîéàúî äøåù íò äðåùàøä


0 0 . . . 0 a1 j1 . . . a1n

0 0 . . . 0 a2 j1 . . . a2n

. . .
0 0 . . . 0 amj1 . . . amn


.a1j1 = 1 éë çéðäì ìëåð æàå a−1

1j1
-á äðåùàøä äøåù úà ìéôëð


0 0 . . . 0 1 . . . a1n

0 0 . . . 0 a2 j1 . . . a2n

. . .
0 0 . . . 0 amj1 . . . amn


íéáéëøä ìë j1-ä äãåîòáù çéðäì ìëåð úåøåùä øúéì äðåùàøä äøåùä ìù úåîéàúî úåìåôë úôñåä éãé ìò

.a1j1 = 1 ãáìî ,íéñôà íä


0 0 . . . 0 1 a1 j1+1 . . . a1n

0 0 . . . 0 0 a2 j1+1 . . . a2n

. . .
0 0 . . . 0 0 amj1+1 . . . amn


.úàæä äøåöäî àéä A-ù çéðäì ìëåð

.j1-ä äãåîòä éðôìù úåãåîòä úà åðéù àì äë ãò åðéùòù úåéøèðîìàä úåìåòôä ìëù áì íéù
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A =


0 0 . . . 0 1 a1 j1+1 . . . a1n

0 0 . . . 0 0 a2 j1+1 . . . a2n

. . .
0 0 . . . 0 0 amj1+1 . . . amn


.äðåùàøä äøåùä úèîùä éãé ìò A-î úìá÷úîä äöéøèîä A′ éäú

A′ =

 0 0 . . . 0 0 a2 j1+1 . . . a2n

. . .
0 0 . . . 0 0 amj1+1 . . . amn


æà .êë àì äæù çéðð .úéðåð÷ úâøåãî øáë A æà ,íéñôà úåøåù ïä A′-á úåøåùä ìë íà

äððéà A′ ìù j2-ä äãåîòäù êë øúåéá ïè÷ä øôñîä j2 éäé .íéñôà ìù äãåîò äððéàù A′-á äãåîò ùé (â)

éðôì úåãåîòä ìë éë ,j1 < j2-ù áì íéùð .(íéñôà ìù úåãåîò ïä A′-á äéðôì úåãåîòä ìë æàå) íéñôà ìù äãåîò

äðåùàøä äøåùá àåä êà ,ñôàî äðåù ãçà áéëø ÷ø ùé j1-ä äãåîòá åìéàå ,A-á íéñôà úåãåîò ïä j1 äãåîòä

,äéúçúîù úøçà äîéàúî äøåù íò A ìù äéðùä äøåùä úà óéìçð ,àì íà ;a2j2 ̸= 0-ù çéðäì ïúéð .úèîùåîä

.j1-ä äãåîòá ñôàî äðåù áéëø ùé äá

.a2j2 = 1 éë çéðäì ìëåð æàå a−1
2j2

-á A ìù äéðùä äøåù úà ìéôëð

äãåîòáù çéðäì ìëåð (!äðåùàøì íâ) úåøåùä øúéì A ìù äéðùä äøåùä ìù úåîéàúî úåìåôë úôñåä éãé ìò

.a2j2 = 1 ãáìî ,íéñôà íä íéáéëøä ìë j2-ä

.j2-ä äãåîòä éðôìù úåãåîòä úà åðéù àì äë ãò åðéùòù úåéøèðîìàä úåìåòôä ìëù áì íéù

.äàìä ïëå

.àáä èôùîä éøçà çéëåð úåãéçéä úà
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:éììëä áìùä úà ïàë èøôð ,÷éôñî åðéà úàæ ìëá äæù éîì)

,j1 < j2 < · · · < jk−1 úåãåîò ùé A äöøéèîáù ,åðéùò øáëù úåéøèðîìà úåìåòô éøçà ,çéðäì ìëåð

:íéé÷úî 1 ≤ i < k ìëìù êë

,úåøåùä øúéá íéñôàå i-ä äøåùá 1 ùé ji-ä äãåîòá (i)

.ji-ä äãåîòä éðôì íéñôà ÷ø ùé i-ä äøåùáå (ii)

,ïë åîë

.( (i) éôì ,jk−1-ä äãåîòá íâå) jk−1-ä äãåîòä éðôìù úåãåîòá íéñôà ÷ø ùé k, k+1, . . . ,m úåøåùá (iii)

úåøåù ïä A′-á úåøåùä ìë íà .äðåùàøä äøåùä k úèîùä éãé ìò A-î úìá÷úîä äöéøèîä A′ éäú

æà .êë àì äæù çéðð .úéðåð÷ úâøåãî øáë A æà ,íéñôà

äððéà A′ ìù jk-ä äãåîòäù êë øúåéá ïè÷ä øôñîä jk éäé .íéñôà ìù äãåîò äððéàù A′-á äãåîò ùé (ã)

úåãåîòä ìë éë ,jk−1 < jk-ù áì íéùð .(íéñôà ìù úåãåîò ïä A′-á äéðôì úåãåîòä ìë æàå) íéñôà ìù äãåîò

.(iii) éôì íéñôà úåãåîò ïä äúåà ììåëå jk−1 äãåîòä éðôì A′-á

äá ,äéúçúîù úøçà äîéàúî äøåù íò A ìù ìù k-ä äøåùä úà óéìçð ,àì íà ;akjk ̸= 0-ù çéðäì ïúéð

.akjk = 1 éë çéðäì ìëåð æàå a−1
kjk

-á A ìù k-ä äøåù úà ìéôëð .j1-ä äãåîòá ñôàî äðåù áéëø ùé

äãåîòáù çéðäì ìëåð (!äðåùàøì íâ) úåøåùä øúéì A ìù k-ä äøåùä ìù úåîéàúî úåìåôë úôñåä éãé ìò

.akjk = 1 ãáìî ,íéñôà íä íéáéëøä ìë jk-ä

:äéðáä éôì

,úåøåùä øúéá íéñôàå k-ä äøåùá 1 ùé jk-ä äãåîòá (i′)

.jk-ä äãåîòä éðôì íéñôà ÷ø ùé k-ä äøåùáå (ii′)

.jk-ä äãåîòä éðôìù úåãåîòá íéñôà ÷ø ùé k + 1, . . . ,m úåøåùá (iii′)

úà åðéù àì äë ãò åðéùòù úåéøèðîìàä úåìåòôä ìëù áì íéù .ïôåà åúåàá äàìä êéùîäì øùôà ïëìå

( .jk-ä äãåîòä éðôìù úåãåîòä

.àáä èôùîä éøçà çéëåð úåãéçéä úà
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,B -ì A-î úåéøèðîìà úåìåòô ìù äøãñ éãé ìò òéâäì ïúéð øîåìë) úåøåù úåìå÷ùå úéðåð÷ úåâøåãî A,B íà :2.23 èôùî

.A = B æà

.úåãåîòä øôñî ìò äéö÷åãðéàá :äçëåä

.úçà äãåîò ÷ø A,B-á éë çéðð (à)

:m× 1 øãñî úéðåð÷ úåâøåãî úåöéøèî éúù ÷ø ùéù åðéàø
1
0
0
...

0

 = (1, 0, . . . , 0)t, 0 =


0
0
0
...

0

 = (0, 0, . . . , 0)t

B ̸= 0 íâ æà ,A ̸= 0 íà .B = 0 íâ ïëìå ,äúåà äðùú àì úéøèðîìà äìåòô ìë æà ,A = 0 íà

éôì ,ïëì .(äøéúñ ,A = 0 ïëìå úåéøèðîìà úåìåòô ìù äøãñ éãé ìò A-ì B-î òéâäì øùôà ,B = 0 íà ,úøçà)

.A = (1, 0, 0, . . . , 0)t = B ,(à)2.20 ìéâøú
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A′, B′ äðééäú .m × (n + 1) øãñî A,B øùàë ,m × n øãñî úåöéøèîì äðåëð äðòèäù çéðð (á)

úåâøåãî ïä (iii)2.19 ìéâøú éôì .äðåøçàä äãåîòä úèîùä éãé ìò A,B ïî úåìá÷úîä m× n øãñî úåöéøèîä

.úéðåð÷

äéö÷åãðéàä úçðä éôì ïëì .B′-ì A′ úà äøéáòî ,B-ì A úà äøéáòîù úåéøèðîìà úåìåòô ìù äøãñ äúåà

áåúëì øùôà ïëì .A′ = B′

A′ = B′ =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
. . .
am1 am2 · · · amn



A =


a11 a12 · · · a1n b1
a21 a22 · · · a2n b2
. . .
am1 am2 · · · amn bm

 B =


a11 a12 · · · a1n c1
a21 a22 · · · a2n c2
. . .
am1 am2 · · · amn cm


.åæì åæ úååù A,B ìù úåðåøçàä úåãåîòä íâ :çéëåäì êéøö

úåàååùîä úåëøòîì .A′ = B′-á (ñôàî úåðåùä úåøåùä øôñî ,øîåìë) úåìéáåîä úåãåîòä øôñî r′ éäé

.2.6 äîì éôì ,P ïåøúôä úöåá÷ äúåà ùé (úåáçøåîä úåöéøèîë) B-ìå A-ì úåîéàúîù úåéøàðéìä

èøô íéñôà äá ùé øîåìë ,äìéáåî àéä A,B ìù äðåøçàä äãåîòä ,2.21 íúéøåâìà éôì ,æà ,ä÷éø P íà

.úååù A,B-á úåðåøçàä úåãåîòä èøôá .(r′ + 1)-ä äøåùá 1-ì

1 ≤ i ≤ m ìëì :úåëøòîä éúùá åúåà áéöð .(x1, . . . , xn) ∈ P ïåøúô ùé ,ä÷éø äðéà P íà

,ai1x1 + · · ·+ ainxn = bi ,ai1x1 + · · ·+ ainxn = ci

.úååù A,B-á úåðåøçàä úåãåîòä ïëì .bi = ci ïàëîå
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æà ,C -ì íâå B -ì úåéøèðîìà úåìåòô éãé ìò òéâäì ïúéð A äöéøèîî íà .úéðåð÷ úåâøåãî B,C äðééäú :2.24 äð÷ñî

.B = C

A

��~~
~~
~~
~

��@
@@

@@
@@

B // C

B-î (úåëåôä) úåéøèðîìà úåìåòô éãé ìò òéâäì ïúéð ïëì ,B-ì A-î úåéøèðîìà úåìåòô éãé ìò òéâäì ïúéð :äçëåä

êøã) B-î úåéøèðîìà úåìåòô éãé ìò òéâäì ïúéð ïëì .C-ì A-î úåéøèðîìà úåìåòô éãé ìò òéâäì ïúéð ïë åîë .A-ì

.B = C ,íãå÷ä èôùîä éôì .C-ì (A

(äãéçéä) äöéøèîë A ìù úéðåð÷ úâøåãîä äöéøèîä úà A äöéøèî ìëì øéãâäì ìëåð äð÷ñîä úåá÷òá

.úåéøèðîìà úåìåòô éãé ìò A-î äéìà òéâäì ïúéðù ,øîåìë ,äì äìå÷ùä úéðåð÷ úâøåãîä

.A ìù úéðåð÷ úâøåãîä äöéøèîá ñôàî úåðåùä úåøåùä øôñî àéä A ìù äâøãä .äöéøèî A éäú :2.25 äøãâä

.rk(A) ïîåñú A ìù äâøãä .A ìù úéðåð÷ úâøåãîä äöéøèîá úåìéáåîä úãåîòä øôñî íâ åäæ
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.0 ≤ rk(A) ≤ m,n æà .A ∈ Mm×n(F ) éäú :2.26 äð÷ñî

øôñîå m ≥ äá ñôàî úåðåùä úåøåùä øôñî ïëì ,m × n øãñî àéä A ìù úéðåð÷ úâøåãîä äöéøèîä :äçëåä

.n ≥ äá úåìéáåîä úåãåîòä

.äâøãä äúåà ïäì ùé ,úåìå÷ù úåöéøèî A,B íà :2.27 äð÷ñî

A,B-ì ïëì .B ìù C úéðåð÷ úâøåãîä äöéøèîì äðîîå ,B-ì A-î úåéøèðîìà úåìåòô éãé ìò òéâäì ïúéð :äçëåä

.C úéðåð÷ úâøåãî äöéøèî äúåà
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íéîã÷îä úöéøèî A′ éäúå íéîìòð n-á úåéøàðéì úåàååùî úëøòî ìù úáçøåîä íéîã÷îä úöéøèî A éäú :2.28 äð÷ñî

ïë åîë .rk(A′) = rk(A)− 1 åà rk(A′) = rk(A) æà .äìù úîöîåöîä

.úëøòîì ïåøúô ïéà æà (rk(A′) = rk(A)− 1 øîåìë) rk(A′) < rk(A) íà (à)

.(íéøèîøô (n − r)-á äéåìúë ïåøúôä úöåá÷ úà íåùøì íéìåëé åðçðàå) ïåøúô ùé ,r = rk(A′) = rk(A) íà (á)

èøôá

.rk(A′) = rk(A) = n íà ÷øå íà ãéçé ïåøúô ùé (â)

äãåîòä úèîùä éãé ìò äðîî úìá÷úî äöéøèîä B′ éäúå A ìù úéðåð÷ úâøåãîä äöéøèîä B éäú :äçëåä

ïëì .B′-ì A′ úà úåøéáòî B-ì A úà úåøéáòîù úåéøèðîìàä úåìåòôä ïúåà .úéðåð÷ úâøåãî B′ íâ æà .äðåøçàä

.úéðåð÷ úåâøåãî A,A′ éë çéðäì ìëåð (ïåøúôä úöåá÷ úà äðùî äðéàù äôìçä ,B′-á A′-å B-á A úôìçä éãé ìò)

äãåîòä íà .ïåøúô ïéàù åðéàøå rk(A) = rk(A′) + 1 æà ,äìéáåî A ìù äðåøçàä äãåîòä íà ,úòë

ïàëî .íéøèîøô (n − r)-á äéåìú ïåøúôä úöåá÷ù åðéàøå rk(A) = rk(A′) æà ,äìéáåî äðéà A ìù äðåøçàä

.(á)-î òáåð (â) ÷ìç .(á) ,(à) (!÷åãá)
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àéä äðåøçàä äãåîòä –äìù úéðåð÷ úâøåãîä äöéøèîá íâ ïëìå– A-á æà ,úéðâåîåä àéä úëøòîä íà

:úøçà íâ úàæ úåàøì ì÷ êà .ïåøúô ùéå rk(A) = rk(A′) äæ äø÷îá ïëì .äìéáåî äðéà ïëìå ,íéñôà úãåîò

.éìàéååéøèä ïåøúôä àø÷ð àåä .ïåøúô àåä (0, 0, . . . , 0)

úîöîåöîä íéîã÷îä úöéøèî úâøã íà ÷øå íà ãáìá éìàéååéøè ïåøúô äì ùé .ïåøúô ãéîú ùé úéðâåîåä úëøòîì :2.29 äð÷ñî

.íéîìòðä øôñîì äååù
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úåöéøèî .3

.F ìù øáéà åùåøéô øì÷ñ .åäùìë äãù F éäé äæ óéòñá

,øåîàë

:íåùéø .F ìòî m× n øãñî F éøáéà ìù ïáìî àéä F ìòî m× n øãñî äöéøèî :3.1 äøãâä

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn


.A = (aij) :øöå÷î íåùéø .1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n ìëì aij ∈ F øùàá

íå÷îá Mn(F ) ììë êøãá áåúëð .Mm×n(F ) ïîåñé F ìòî m × n øãñî úåöéøèîä ìë óñåà

.Fn = Mn×1(F ) ïîñð .Mn×n(F )

j-ä äãåîòáå i-ä äøåùá äìù áéëøä úà ïîñî (A)ij æà äöéøèî A íà :óñåð íåùéø

.((A)ij = aij ,ìéòì ïåîéñá)
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.α ∈ F éäéå A,B ∈ Mm×n(F ) äðééäú .äöéøèî ìù éãâðå øì÷ñá äöéøèî ìôë ,úåöéøèî éúù ìù øåáéç :3.2 äøãâä

,(A+B)ij = (A)ij + (B)ij :éãé ìò úøãâåî A+B ∈ Mm×n(F ) (à)

,(αA)ij = α(A)ij :éãé ìò úøãâåî αA ∈ Mm×n(F ) (á)

,(−A)ij = −(A)ij éãé ìò −A ∈ Mm×n(F ) íâ øéãâð (â)

,(0)ij = 0 éãé ìò 0 ∈ Mm×n(F ) ñôàä úöéøèîå (ã)

.1 ≤ j ≤ n ìëìå 1 ≤ i ≤ m ìëì

:(ïúåà ÷åãáì ì÷ù) úåðåëú

30



:α, β ∈ F ìëìå A,B,C ∈ Mm×n(F ) ìëì ,íéàáä íé÷åçä íéîéé÷úî :3.3 èôùî

.(A+B) + C = A+ (B + C) :øåáéçä úåéáéèàéöåñà (1ç)

.B + 0 = B = 0 +B :ñôàä øáéà úðåëú (2ç)

.B + (−B) = 0 = (−B) +B :éãâð øáéà úðåëú (3ç)

.A+B = B +A :øåáéçä úåéáéèèåîå÷ (4ç)

.α(A+B) = αA+ αB :âåìéôä ÷åç (1ë)

.(α+ β)B = αB + βB :âåìéôä ÷åç (2ë)

.(αβ)B = α(βB) :øì÷ñá ìôëä úåéáéèàéöåñà (3ë)

.1B = B (4ë)

íéé÷úî i, j ìëì :(1ç) ìù äçëåää úà ,ìùîì ,íéâãð

((A+B) + C)ij = (A+B)ij + (C)ij =
(
(A)ij + (B)ij

)
+ (C)ij =

=(A)ij +
(
(B)ij + (C)ij

)
= (A)ij + (B + C)ij = (A+ (B + C))ij
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:úåöéøèî ïéá ìôë øéãâð

éãé ìò AB ∈ Mm×n(F ) øéãâð .A ∈ Mm×p(F ), B ∈ Mp×n(F ) äðééäú :3.4 äøãâä

,(AB)ij = (A)i1(B)1j + (A)i2(B)2j + · · ·+ (A)ip(B)pj =

p∑
k=1

(A)ik(B)kj

1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n ìëì

éáéëøá A ìù i-ä äøåùä éáéëø úåìôëî ìù íåëñ àåä AB äìôëîä ìù j-ä äãåîòáå i-ä äøåùá áéëøä :íéìîáå)

(.äîàúäá ,B ìù j-ä äãåîò

:3.5úåàîâåã

(
a b c
a′ b′ c′

)α α′

β β′

γ γ′

 =

(
aα+ bβ + cγ aα′ + bβ′ + cγ′

a′α+ b′β + c′γ a′α′ + b′β′ + c′γ′

)
α α′

β β′

γ γ′

( a b c
a′ b′ c′

)
=

αa+ α′a′ αb+ α′b′ αc+ α′c′

βa+ β′a′ βb+ β′b′ βc+ β′c′

γa+ γ′a′ γb+ γ′b′ γc+ γ′c′


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(
0 1
0 0

)(
1 0
0 0

)
=

(
0 0
0 0

) (
1 0
0 0

)(
0 1
0 0

)
=

(
0 1
0 0

)
íéé÷úî çøëäá àì ,øãñ åúåàî A,B úåéòåáéø úåöéøèî éúù øùàë íâ êà .ìéôëäì ïúéð úåöéøèî éúù ìë àì

.éôåìéç åðéà ìôëäù úåàîâåãäî íéàåø åðà .(ìéòì úåàîâåãä éôì) AB = 0 êà A,B ̸= 0-ù ïëúéå ,AB = BA

33



äöéøèîä úà ïîñî (B1, . . . , Bn) æà ,úåãåîò B1, B2, . . . , Bn ∈ Fm = Mm×1(F ) íà :3.6 ïåîéñ

.äìù úåãåîòä ïä B1, . . . , Bn-ù m× n øãñî

íâ ïîñð

Im =


1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

 ∈ Mm(F ), e1 =


1
0
0
...

0

 , e2 =


0
1
0
...

0

 , . . . , em =


0
0
0
...

1

 ∈ Fm

.Im = (e1, e2, . . . , em) ∈ Mm(F ) æà .(øù÷ääî øåøá úåéäì êéøöù ,m-á éåìú äæ ïåîéñ)
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æà ,A ∈ Mm×p(F ), (B1, . . . , Bn) ∈ Mp×n(F ) äðééäú :3.7 ìéâøú

.A(B1, . . . , Bn) = (AB1, . . . , ABn)

.AB1, . . . , ABn ∈ Mm×1(F ) = Fm-å B1, . . . , Bn ∈ F p = Mp×1(F ) íéé÷úî :äçëåä

æà .1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n åéäé

.(A(B1, . . . , Bn))ij =

p∑
k=1

(A)ik((B1, . . . , Bn))kj =

p∑
k=1

(A)ik(Bj)k1 = (ABj)i1

= ((AB1, . . . , ABn))ij

.A ìù j-ä äãåîòä àéä (ìéòì äøãâåä ej ∈ Fn øùàá) Aej æà .A ∈ Mm×n(F ) éäú :3.8 ìéâøú

:äøéùé ä÷éãá :ïåøúô


a11 a12 · · · a1j · · · a1n
a21 a22 · · · a2j · · · a2n
· · · · · · · · · a1j · · · · · ·
am1 am2 · · · amj · · · amn





0
...

0

j 1

0
...

0


=


a1j
a2j
· · ·
amj



æà .A = (A1, A2, . . . , An) çéðð .AIn = A-ù 3.7 ìéâøú úøæòá äàøð

AIn = A(e1, e2, . . . , en) = (Ae1, Ae2, . . . , Aen) = (A1, A2, . . . , An) = A
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:íéàáä íé÷åçä íéîéé÷úî :3.9 èôùî

.A ∈ Mm×p(F ) ,B ∈ Mp×q(F ) ,C ∈ Mq×n(F ) ìëì ,(AB)C = A(BC) :ìôëä úåéáéèàéöåñà (1ë)

.A ∈ Mm×p(F ) ìëìå B,C ∈ Mp×n(F ) ìëì A(B + C) = AB +AC :âåìéôä ÷åç (2)

.A,B ∈ Mm×p(F ) ìëìå C ∈ Mp×n(F ) ìëì (A+B)C = AC +BC :âåìéôä ÷åç (3)

.α ∈ F ìëìå ,A ∈ Mm×p(F ) ,B ∈ Mp×n(F ) ìëì ,(αA)B = A(αB) = α(AB) (4)

,m×m øãñî äãéçéä úöéøèî úàø÷ðù Im =


1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

 ∈ Mm(F ) äöéøèî (5)

.B ∈ Mm×n(F ) ìëì BIn = B ïë åîë .A ∈ Mm×n(F ) ìëì ImA = A úîéé÷î
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:äçëåä

.A ∈ Mm×p(F ) ,B ∈ Mp×q(F ) ,C ∈ Mq×n(F ) ìëì ,(AB)C = A(BC) :ìôëä úåéáéèàéöåñà (1ë)

øãñî íéôâàä éðùå (úøãâåî (AB)C ïëìå m × q øãñî AB ,ìùîì) úåøãâåî úåìôëîä ìëù áì íéùð

.m× n

.((AB)C)ij = (A(BC))ij -ù äàøð .1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n åéäé

((AB)C)ij =

q∑
k=1

(AB)ik(C)kj =

q∑
k=1

[ p∑
ℓ=1

(A)iℓ(B)ℓk
]
(C)kj =

q∑
k=1

[ p∑
ℓ=1

(A)iℓ(B)ℓk(C)kj
]

åìéàå

.(A(BC))ij =

p∑
ℓ=1

(A)iℓ(BC)ℓj =

p∑
ℓ=1

(A)iℓ
[ q∑
k=1

(B)ℓk(C)kj
]
=

p∑
ℓ=1

[ q∑
k=1

(A)iℓ(B)ℓk(C)kj
]

êà ,1 ≤ k ≤ q, 1 ≤ ℓ ≤ p øùàá ,(A)iℓ (B)ℓk(C)kj ìë ìù íåëñä íäéðù :íéååù íééðîéä íéôâàä éðùå

.äðåù íéøáåçîä øãñ ãçà ìëá
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.A ∈ Mm×p(F ) ìëìå B,C ∈ Mp×n(F ) ìëì A(B + C) = AB +AC :âåìéôä ÷åç (2)

.íéøãâåî íéîåëñäå úåìôëîä ìë úåöéøèîä ìù íéøãñä úðéçáîù áì íéùð ,áåù (2)

.(A(B + C))ij = (AB)ij + (AC)ij -ù äàøð .1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n åéäé

.(A(B + C))ij =

p∑
k=1

(A)ik(B + C)kj =

p∑
k=1

(A)ik[(B)kj + (C)kj ]

=

p∑
k=1

(A)ik(B)kj + (A)ik(C)kj =

p∑
k=1

(A)ik(B)kj +

p∑
k=1

(A)ik(C)kj

= (AB)ij + (AC)ij = (AB +AC)ij
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n-á úåéøàðéì úåàååùî m ìù úëøòî äðåúð éäú .úåöéøèî úøæòá úåéøàðéì úåàååùî úëøòî íåùéø :3.10 äøòä

åéäé .íéîìòð

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn

 b =


b1
b2
...

bm



ïåøúô àéä x =


x1
x2
...

xn

 ∈ Fn äãåîò æà .äîàúäá ,äìù úîöîåöîä äöéøèîäå äìù íééùôçä íéøáéàä úãåîò

.AX = b :êë éìîñ ïôåàá úëøòîä úà íéîòôì íéîùåø ïëì .Ax = b íà ÷øå íà
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:ïåîéñ .AB = BA = Im íà A ìù éëôää àø÷ú B ∈ Mm(F ) äöéøèî .A ∈ Mm(F ) éäú :3.11 äøãâä

.éëôä äì ùé íà (úéøìåâðéñ àì ,úéøìåâø) äëéôä àø÷ú A äöéøèî .B = A−1

.ãéçé àåä ,éëôä ùé äöéøèîì íà :3.12 äðòè

.B′ = ImB
′ = (BA)B′ = B(AB′) = BIm = B æà .A ìù íééëôä éðù B,B′ åéäé :äçëåä

úøåù AB äöéøèîì éë) äëéôä äðéà íéñôà úøåù äì ùéù A äöéøèî .I−1
m = Im :äëéôä Im :3.13 äîâåã

.(B ìëì ,íéñôà úãåîò BA äöéøèîì éë) äëéôä äðéà íéñôà úãåîò äì ùéù A äöéøèî .(B ìëì ,íéñôà
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æà úåëéôä A,B ∈ Mm(F ) íà :3.14 äîì

.(AB)−1 = B−1A−1 -å äëéôä AB (à)

.(A−1)−1 = A-å äëéôä A−1 (á)

(à) :äçëåä

,(AB)(B−1A−1) =
(
(AB)B−1

)
A−1 =

(
A(BB−1)

)
A−1 = (AIm)A−1 = AA−1 = Im

.(B−1A−1)(AB) = B−1
(
A−1(AB)

)
= B−1

(
(A−1A)B

)
= B−1(ImB) = B−1B = Im

.AA−1 = Im = A−1A (á)

úìôëî àåä äìù éëôääå äëéôä äöéøèî àéä úåëéôä úåöéøèî k ìù úìôëîù ïàëî çéëåäì ïúéð äéö÷åãðéàá

.êùîäá êëá ùîúùð .êåôä øãñá íéîøåâä ìù íéëôää
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.A ìò P úìåòô ìù ìù äàöåúä úà ïîñî P(A) æà ,äöéøèî A-å úéøèðîìà äìåòô P íà :3.15 ïåîéñ

.(úåãåîò äîë áåùç àìå) úåøåù m úåðá úåöéøèî ìò úéøèðîìà äìåòô P éäú :3.16 äøãâä

.P-ì äîéàúîä úéøèðîìàä äöéøèîä úàø÷ð EP = P(Im) ∈ Mm(F ) æà

:(0 íä íéîåùø àìä íéáéëøä) íéâåñ äùåìùî ïä úåéøèðîìà úåöéøèî ,ïë íà

Pij Pi(α) Pij(λ)



i j
1

. . .
1

i 0 · · · 1
1

...
. . .

...
1

j 1 · · · 0
1

. . .
1





i
1

. . .
1

i α
1

. . .
1
1
1

. . .
1





i j
1

. . .
1

i 1 · · · 0
1

...
. . .

...
1

j λ · · · 1
1

. . .
1


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.EPA = P(A) æà .A ∈ Mm×n éäú .úéøèðîìà äìåòô P éäú :3.17 èôùî

æà .A ìù úåãåîòä A1, . . . An äðééäú :äçëåä

EPA = EP(A1, . . . An) = (EPA1, . . . EPAn)

P(A) = P(A1, . . . An) = (P(A1), . . .P(An))

A = (a1, . . . , am)t ∈ äãåîò øåáò èôùîä úà çéëåäì éã ,øîåìë ,j ìëì ,EPAj = P(Aj) çéëåäì éã ïëì

.Mm×1(F )

.äøéùé ä÷éãá äùòð äæ äø÷îá

:P = Pij

EP A P(A)



i j
1

. . .
1

i 0 · · · 1
1

...
. . .

...
1

j 1 · · · 0
1

. . .
1





a1
...

ai−1
i aiai+1

...
aj−1

j aj
aj+1

...
am


=



a1
...

ai−1
i aj

ai+1
...

aj−1
j ai

aj+1

...
am


:P = Pij(λ)

EP A P(A)



i j
1

. . .
1

i 1 · · · 0
1

...
. . .

...
1

j λ · · · 1
1

. . .
1





a1
...

ai−1
i aiai+1

...
aj−1

j aj
aj+1

...
am


=



a1
...

ai−1
i aiai+1

...
aj−1

j aj + λai
aj+1

...
am


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.P -ì äëåôää äìåòôä P ′ øùàá ,E−1
P = EP′ ,äëéôä àéä EP úéøèðîìà äöéøèî :3.18 äð÷ñî

:åà .äøéùé ä÷éãá (1) :äçëåä

.EP′EP = Im äîåã ïôåàá .EPEP′ = EPP ′(Im) = P(P ′(Im)) = Im (2)
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:äæì äæ íéìå÷ù íéàáä íéàðúä .äìù úéðåð÷ úâøåãîä äöéøèîä P ′ éäúå ,P ∈ Mm(F ) éäú :3.19 èôùî

;äëéôä P (1)

;rk(P ) = m (2)

;P ′ = Im (3)

.úåéøèðîìà úåöéøèî ìù äìôëî P (4)

.úåéøèðîìà úåöéøèî EP1
, EP2

, . . . , EPk
øùàá P ′ = EPk

· · ·EP2
EP1

P :3.17 èôùî éôì :äçëåä

äá ïéà èøôá .äëéôä P ′ = EPk
· · ·EP1EP2P ïëì ,úåëéôä EP1 , EP2 , . . . , EPk

, P : (2)⇐ (1)

(.P ′-á 0-î úåðåùä úåøåùä øôñî àåä rk(P ) ,äøãâää éôì) .rk(P ) = m ïëì .íéñôà úåøåù

.äéúåãåîò ìë äìà ,úåãåîò m ÷åéãá äì ùéå úåéä .e1, . . . , em úåìéáåî úåãåîò m ùé P ′-á : (3)⇐ (2)

.P ′ = (e1, . . . , em) = Im ïëì

ïåúðå ,úéøèðîìà àéä E−1
Pj

ìë 3.18 äð÷ñî éôì ìáà .E−1
P1
E−1

P2
· · ·E−1

Pk
P ′ = P íéé÷úî : (4)⇐ (3)

.úåéøèðîìà úåöéøèî ìù äìôëî P ïëì ,P ′ = Im-ù

.àéä óà äëéôä P ïúìôëî ïëì ,úåëéôä úåéøèðîìà úåöéøèî : (1)⇐ (4)
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íà ÷øå íà úåéøèðîìà úåìåòô ìù äøãñ éãé ìò B -ì A-î øåáòì øùôà .A,B ∈ Mm×n(F ) äðééäú :3.20 äð÷ñî

.äëéôä P ∈ Mm(F ) øùàá ,B = PA

,B = PA íà ÷øå íà B = EPk
· · ·EP2EP1A íà ÷øå íà B = Pk(· · · (P2(P1(A))) · · ·) :äçëåä

.äëéôä P -ù êëì 3.19 èôùî éôì ìå÷ù ïåøçàä éàðúä .úåéøèðîìà úåöéøèî ìù äìôëî P øùàá

.rk(PA) = rk(A) æà .äëéôä P ∈ Mm(F ) éäúå A ∈ Mm×n(F ) éäú :3.21 äð÷ñî

äöéøèî äúåà ïäéúùì ïëì .úåéøèðîìà úåìåòô ìù äøãñ éãé ìò A-î úìá÷úî PA úîãå÷ä äð÷ñîä éôì :äçëåä

.úååù ïäéúåâøã ïëìå úéðåð÷ úâøåãî
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.A ∈ Mm×p(F ) ,B ∈ Mp×n(F ) äðééäú :3.22 äð÷ñî

.rk(AB) ≤ rk(A) (à)

.rk(AB) = rk(A) æà äëéôä B íà (á)

,rk(PA) = rk(A) úîãå÷ä äð÷ñîä éôì .úéðåð÷ úâøåãî PA-ù êë äëéôä P ∈ Mm(F ) ùé (à) :äçëåä

øåáò úéøå÷îä äðòèä úà çéëåäì éã ,øîåìë ,rk(PAB) ≤ rk(PA) çéëåäì éã ïëì .rk(PAB) = rk(AB)

.úéðåð÷ úâøåãî A-ù çéðäì ïúéð ïëì .A øåáò íå÷îá PA

m − r íâ ìôëä ììë éôì .íéñôà úåøåù ïä A ìù úåðåøçàä úåøåùä m − r æà .r = rk(A) éäé

úåìåòô éãé ìò AB ìù úéðåð÷ úâøåãîä äöéøèîä úà ìá÷ì øùôà .íéñôà úåøåù ïä AB ìù úåðåøçàä úåøåùä

úéðåð÷ úâøåãîä äöéøèîáù ïàëî .(óåñá íéñôàä úåøåùá úòâì àìå) äìù úåðåùàøä úåøåùä r ìò ÷ø úåéøèðîìà

.rk(AB) ≤ r ïëìå ,íéñôà ìù úåøåù m− r úåçôì AB ìù

.ïåéååù ùé ïëì .rk(A) = rk((AB)B−1) ≤ rk(AB) íâå rk(AB) ≤ rk(A) ,(à) éôì (á)
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:äæì äæ íéìå÷ù íéàáä íéàðúä .P ∈ Mm(F ) éäú :3.23 äð÷ñî

.( PQ = Im = QP -ù êë Q ∈ Mm(F ) ùé øîåìë) äëéôä P (1)

.PQ = Im -ù êë Q ∈ Mm(F ) ùé (2)

.QP = Im -ù êë Q ∈ Mm(F ) ùé (3)

.øåøá - (3) ,(2)⇐ (1) :äçëåä

.äëéôä P -ù ïàëî .rk(P ) = m ïëì ,m = rk(Im) = rk(PQ) ≤ rk(P ) ≤ m :(1)⇐ (2)

.äëéôä P èøôáå ,P = Q−1(QP ) = Q−1Im = Q−1 ïëì .äëéôä Q ,(1)⇐ (2) éôì :(1)⇐ (3)
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:âåøéã éãé ìò– .A ∈ Mm(F ) äöéøèî ìù éëôää úàéöî :3.24 íúéøåâìà

.(A|Im) :êë ,m× 2m øãñî äöéøèîë ,åæ ãéì åæ A, Im úà íåùø (1)

úéðåð÷ úâøåãîä äöéøèîä A′ øùàá ,(A′|B) äöéøèîì òéâúù ãò ,åæ äöéøèî ìò úåéøèðîìà úåìåòô òöá (2)

.A ìù

.éëôåä ïéà A-ì ,A′ ̸= Im íà (3)

.A−1 = B :éëôåä ùé A-ì ,A′ = Im íà (4)

,äéðáä éôì .A′ = Pk(· · · (P2(P1(A))) · · ·) íéé÷úîù êë ,P1, . . . ,Pk úåéøèðîìà úåìåòô ùé (4) :äçëåä

ïëì .B = Pk(· · · (P2(P1(Im))) · · ·)

EPk
· · ·EP1

A = A′ = Im | EPk
· · ·EP1

Im = B

.B = A−1 ,3.23 äð÷ñî éôì ïëì .BA = Im ïàëî
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.A−1 úà àöî ,ïë íàå ,äëéôä A íà ÷åãá .A =

(
2 1
5 3

)
∈ M2(R) éäú :äîâåã

(
2 1 | 1 0
5 3 | 0 1

)
(
1 1

2 | 1
2 0

5 3 | 0 1

)
(
1 1

2 | 1
2 0

0 1
2 | − 5

2 1

)
(
1 1

2 | 1
2 0

0 1 | −5 2

)
(
1 0 | 3 −1
0 1 | −5 2

)

.A−1 =

(
3 −1

−5 2

)
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úëéôä éãé ìò A-î úìá÷úîù äöéøèîä àéä A ìù At úôìçåîä äöéøèîä .A ∈ Mm×n(F ) éäú :3.25 äøãâä

íà ,øîåìë .úåãåîòì A ìù úåøåùä

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn

 ∈ Mm×n(F )

æà

At =


a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2

· · · · · · · · · · · ·
a1n a2n · · · amn

 ∈ Mn×m(F )

.i, j ìëì (At)ij = (A)ji éãé ìò úøãâåî At ∈ Mn×m(F ) æà A ∈ Mm×n(F ) íà :øçà ïåîéñáå
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.(A+B)t = At +Bt æà .A,B ∈ Mm×n(F ) äðééäú (à) :3.26 äîì

.(αA)t = αAt æà .α ∈ F -å A ∈ Mm×n(F ) éäú (á)

.(At)t = A æà .A ∈ Mm×n(F ) éäú (â)

.(AB)t = BtAt æà .A ∈ Mm×p(F ), B ∈ Mp×n(F ) äðééäú (ã)

àåäù ,m×n øãñîå úøãâåî BtAt ïëì ,At ∈ Mp×m(F ), Bt ∈ Mn×p(F ) -ù áì íéùð äìéçú (ã) :äçëåä

úòë .(AB)t ìù øãñä

((AB)t)ij = (AB)ji =

p∑
k=1

(A)jk(B)ki =

p∑
k=1

(At)kj(B
t)ik =

p∑
k=1

(Bt)ik(A
t)kj = (BtAt)ij

.i, j ìëì

.(P t)−1 = (P−1)t-å äëéôä P t íâ æà äëéôä P ∈ Mm(F ) íà :3.27 ìéâøú

ïàëî .Itm = Im êà .(P−1)tP t = Itm = P t(P−1)t ïàëî .PP−1 = Im = P−1P íéé÷úî :äçëåä

.äð÷ñîä
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.rk(At) = rk(A) æà .A ∈ Mm×n(F ) éäú :3.28 èôùî

,rk(A) = rk((At)t) ≤ rk(At) ïåëð íâ æà ,A ìëì ïåëð äæ íà ,ïëà .rk(At) ≤ rk(A) éë çéëåäì éã :äçëåä

.ïåéååùä ïàëîå

êë äëéôä P ∈ Mm(F ) ùé ïë åîë .rk(B) = rk(A) æà .A ìù úéðåð÷ úâøåãîä äöéøèîä B éäú

çéëåäì ,àåôéà ,éã .rk(At) = rk(Bt) (á)3.22 äð÷ñî éôì ïëì ,At = BtP t (ã)3.26 äîì éôì .A = PB-ù

(.úéðåð÷ úâøåãî A øåáò rk(At) ≤ rk(A) çéëåäì éã ,úåøçà íéìîá) .rk(Bt) ≤ rk(B)

íà .ñôàî úåðåù úåãåîò r ÷åéãá ùé Bt-á ïëì ,ñôàî úåðåù úåøåù r ÷åéãá ùé B-á .r = rk(B) éäé

Bt ìù úéðåð÷ úâøåãîä äöéøèîá ïëì .íéñôà úåãåîò äðøàùú íéñôà úåãåîò ,Bt ìò úåéøèðîìà úåìåòô äùòð

.rk(Bt) ≤ r ïàëî .úåìéáåî úåãåîò r øúåéä ìëì èøôáå ,ñôàî úåðåù úåãåîò r øúåéä ìëì ùé

:3.22 äð÷ñî ìù äîìùä àéä äàáä äð÷ñîä

.rk(AB) ≤ rk(B) æà .A ∈ Mm×p(F ) ,B ∈ Mp×n(F ) äðééäú :3.29 äð÷ñî

.rk(AB) = rk((AB)t) = rk(BtAt) ≤ rk(Bt) = rk(B) 3.22 äð÷ñî éôìå íãå÷ä èôùîä éôì :äçëåä
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.íéùåâ ìù úåöéøèî ìù ìôë

úéàøð äöéøèîä :íéùåâ r× s-ì ÷ìçì ïúéð F ìòî
∑r

k=1mk ×
∑s

k=1 nk øãñî äöéøèî .äãù F éäé

êë



n1 n2 . . . ns

m1 A11 A12 . . . A1s

m2 A21 A22 . . . A2s
... . . . . . . . . . . . .

mr Ar1 Ar2 . . . Ars


äöéøèî .i, j ìëì Aij ∈ Mmi×nj (F ) (íéùåâä éìãâ úà íéðîñî äöéøèîì ìòîå ìàîùî íéøôñîä) øùàá

.íéùåâ ìù äöéøèî úàø÷ð êë äîåùøù

:íéùåâ úöéøèî àéä íéùåâ úåöéøèî ìù äìôëî :(íéùåâ ìù úåöéøèî ìù äìôëî) 3.30 èôùî



p1 p2 . . . ps

m1 A11 A12 . . . A1s

m2 A21 A22 . . . A2s

... . . . . . . . . . . . .

mr Ar1 Ar2 . . . Ars





n1 n2 . . . nt

p1 B11 B12 . . . B1t

p2 B21 B22 . . . B2t

... . . . . . . . . . . . .

ps Bs1 Bs2 . . . Bst


=

=



n1 n2 . . . nt

m1 C11 C12 . . . C1t

m2 C21 C22 . . . C2t

... . . . . . . . . . . . .

mr Cr1 Cr2 . . . Crt


.i, j ìëì Cij = Ai1B1j +Ai2B2j + . . .+AisBsj =

∑s
k=1AikBkj øùàá
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2 × 2 úåìòá úåöéøèî ìù éèøô äø÷îá íãå÷ ìôèð (íéñ÷ãðéà äáøä ììâá) íéëáåñî íéðåîéñäù ïååéë :äçëåä

:êë èôùîä úà çñðì øùôà äæ äø÷îá .íéùåâ


p1 p2

m1 A B

m2 C D

 
n1 n2

p1 P Q

p2 R S

 =


n1 n2

m1 AP +BR AQ+BS

m2 CP +DR CQ+DS


íéøãâåî ïëå úåøãâåî AP,BR,AQ,BS,CP,DR,CQ,DS úåìôëîäù áì íéùð äìéçú :åæ äçñåð çéëåð

åðéäù øãñä åúåàî íéôâàä éðùá äöéøèîäå ,AP + BR,AQ + BS,CP + DR,CQ + DS íéîåëñä

.íéååù íéôâàä éðùá íéîéàúîä íéáéëøäù ÷åãáì øúåð .(m1 +m2)× (n1 + n2)

.1 ≤ i ≤ m2, 1 ≤ j ≤ n1 øùàá ,íéôâàä éðùá (m1 + i, j)-ä áéëøä úà áùçð ,ìùîì

àéäù

(
A B
C D

)
ìù m1 + i-ä äøåùä úìôëä éãé ìò ìá÷úî äæ áéëø ìàîù óâàá

(
(C)i1, (C)i2, . . . , (C)i p1

, (D)i1, (D)i2, . . . , (D)i p2

)
àéäù

(
P Q
R S

)
ìù j-ä äãåîòá

.
(
(P )1j , (P )2j , . . . , (P )p1 j , (R)1j , (R)2j , . . . , (R)p2 j

)t
àéä ïúìôëî

(C)i1(P )1j + (C)i2(P )2j + · · ·+ (C)i p1
(P )p1 j+

+(D)i1(R)1j + (D)i2(R)2j + · · ·+ (D)i p2(R)p2 j = (CP )ij + (DR)ij = (CP +DR)ij

.éèøôä äø÷îä ìù äçëåää äîééúñä úàæá .(CP +DR)ij åðéäù ,ïéîé óâàá (m1 + i, j)-ä áéëøä ÷åéãá äæå
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B1, . . . , Bs -å ,A ìùúåãåîòäA1, . . . , As äðééäú ,B ∈ Ms×n(F ) ,A ∈ Mm×s(F ) äðééäú :3.31 äð÷ñî

æà .B ìù úåøåùä

.AB = (A1, . . . , As )

B1
...

Bs

 = (
∑s

k=1AkBk ) ∈ Mm×n(F )

.r = 1, t = 1, p1 = · · · = ps = 1 íò èôùîä úà ìòôä :äçëåä

æà .c1, . . . , cn ∈ F åéäéå ,A ∈ Mm×n(F ) ìù úåãåîòä A1, . . . , An ∈ Fm äðééäú :3.32 ìéâøú

.A

 c1
...

cn

 = c1A1 + · · ·+ cnAn

-ù áì íéùì êéøö ÷ø úòë .A1(c1) + · · · + An(cn) äöéøèîì äååù ìàîù óâà ,äð÷ñîä éôì :äçëåä

(ci) äöéøèîá m× 1 øãñî Ai äöéøèîä úìôëî ,m× 1 øãñî äöéøèî àåä Ai(ci)) i ìëì ciAi = Ai(ci)

.(1× 1 øãñî

A ∈ Mm×n(F ),

 c1
...

cn

 ∈ Fn = M1×n(F ), c1A1 + · · ·+ cnAn ∈ Fm = M1×m(F )

A

 c1
...

cn

 = (A1, . . . , An)

 (c1)
...

(cn)

 = A1(c1) + · · ·+An(cn)


a1
a2
...

am

 (c) =


a1c
a2c
...

amc

 = c


a1
a2
...

am


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æà .A ìù úåøåùä A1, . . . , Am ∈ Fn äðééäú .P ∈ Mm(F )-å A ∈ Mm×n(F ) äðééäú :3.33 ìéâøú

ïä PA ìù úåøåùä

(P )i1A1 + (P )i2A2 + · · ·+ (P )imAm =

m∑
k=1

(P )ikAk, i = 1, 2, . . . ,m

àéä PA ,èôùîä éôì :äçëåä

 ((P )11) . . . ((P )1m)
. . . . . . . . .

((P )m1) . . . ((P )mm)

 A1
...

Am

 =


∑m

k=1((P )1k)Ak

...∑m
k=1((P )mk)Ak

 =


∑m

k=1(P )1kAk

...∑m
k=1(P )mkAk



(c)(a1, a2, . . . , an) = (ca1, ca2, . . . , cn) = c(a1, a2, . . . , an)

57



æà äøå÷ äæ íàå úåëéôä A,D íà ÷øå íà äëéôä M =


m n

m A B

n 0 D

 íéùåâä úöéøèî éë çëåä :3.34 ìéâøú

.äìù éëôåää N =


m n

m A−1 −A−1BD−1

n 0 D−1



.M−1
0 =


m n

m A−1 0

n 0 D−1

 æàå úåëéôä A,D íà ÷øå íà äëéôä M0 =


m n

m A 0

n 0 D

 ,èøôá

,øîåìë ,

(
A B
0 D

)(
P Q
R S

)
= Im+n íéé÷úîå M−1 =


m n

m P Q

n R S

 æà äëéôä M íà :äçëåä

,èôùîä éôì

.

(
AP +BR AQ+BS

DR DS

)
=

(
Im 0
0 In

)
ïàëî

.AP +BR = Im , DS = In , DR = 0 , AQ+BS = 0

.R = D−1(DR) = 0-ù ÷éñð ,DR = 0 êåúî ,ïàëî .S = D−1-å äëéôä D-ù ÷éñð DS = In êåúî

êåúî ,óåñáì .P = A−1-å äëéôä A-ù ÷éñð ïàëîå AP = Im-ì úåéäì êôåä AP + BR = Im ïëì

.M−1 = N -å úåëéôä A,D :íåëéñá .Q = −A−1BS = −A−1BD−1 éë ÷éñð AQ+BS = 0(
A B
0 D

)(
A−1 −A−1BD−1

0 D−1

)
= ,èôùîä éôì æà ,úåëéôä úåöéøèî A,D íà ,êôéäì

.M−1 = N -å äëéôä M ïëì ,

(
Im 0
0 In

)
= Im+n
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æà äøå÷ äæ íàå úåëéôä B,C íà ÷øå íà äëéôä M =


n m

m A B

n C 0

 íéùåâä úöéøèî éë çëåä :3.35 ìéâøú

.äìù éëôåää N =


m n

n 0 C−1

m B−1 −B−1AC−1



.M−1
0 =


m n

n 0 C−1

m B−1 0

 æàå úåëéôä B,C íà ÷øå íà äëéôä M0 =


n m

m 0 B

n C 0

 ,èøôá

äìôëîä êà ,M -á íéùåâä ìù íéøãñäî íéðåù N ìù íéùåâä éøãñù áì íéùì ùé .íãå÷ä ìéâøúá åîë :äçëåä

.èôùîä éàðúì äîéàúîå úøãâåî MN
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íéé÷úîù êë P ∈ Mm+n(F ) äëéôä äöéøèî úîéé÷ éë çëåä :3.36 ìéâøú

.P−1


m n

m A 0

n 0 D

P =


n m

n D 0

m 0 A



èôùîä éôì .äìù éëôåää


m n

n 0 In

m Im 0

 -å äëéôä


n m

m 0 Im

n In 0

 ,3.35 ìéâøú éôì :'à äçëåä

.


m n

n 0 In

m Im 0



m n

m A 0

n 0 D



n m

m 0 Im

n In 0

 =


m n

m 0 D

n A 0



n m

m 0 Im

n In 0

 =


n m

n D 0

m 0 A


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íééøåè÷å íéáçøî .4

.íéáçøî-úúå íéáçøî

ìù øáéà) .1.4 äøãâä äàø - íéîéåñî íéììë úîéé÷îù ,ìôëå øåáéç ,úåìåòô éúù íò äöåá÷ àéä äãù :4.1 äøãâä

(.øì÷ñ àø÷ð äãù

.(â)1.5 äîâåãá íéøáéà 4 ïá äãùå ,Zp .R ,Q ,C :4.2 úåàîâåã
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(ïåîéñ àìì) ìôëå (+) øåáéç ,úåìåòô éúù úåøãâåî äéìò ,V äöåá÷ àéä F äãù ìòî éøåè÷å áçøî :4.3 äøãâä

:íéàáä íé÷åçä úà úåîéé÷î øùà ,íéøì÷ñá (íéøåè÷å åàø÷ééù) V éøáéà ìù

:øåáéçä úåøéù÷ (0ç)

.u+ v = w-ù êë ãéçé w ∈ V íéé÷ u, v ∈ V ìëì

:øåáéçä úåéáéèàéöåñà (1ç)

.u, v, w ∈ V ìëì ,(u+ v) + w = u+ (v + w)

:ñôàä øáéà íåé÷ (2ç)

.v ∈ V ìëì ,v + 0 = v = 0 + v íéé÷îä ,0 ïîåñîä ,V -á øáéà íéé÷

:éãâð øáéà íåé÷ (3ç)

.v + (−v) = 0 = (−v) + v íéé÷îä −v ∈ V øáéà íéé÷ v ∈ V ìëì

:øåáéçä úåéáéèèåîå÷ (4ç)

.u, v ∈ V ìëì ,u+ v = v + u

:ìôëä úåøéù÷ (0ë)

.av = w-ù êë ãéçé w ∈ V íéé÷ a ∈ F ìëìå v ∈ V ìëì

:éøåè÷åä âåìéôä ÷åç (1ë)

.a ∈ F ìëìå u, v ∈ V ìëì ,a(u+ v) = au+ av

:éøì÷ñä âåìéôä ÷åç (2ë)

.a, b ∈ F ìëìå v ∈ V ìëì ,(a+ b)v = av + bv

:øì÷ñá ìôëä úåéáéèàéöåñà (3ë)

.a, b ∈ F ìëìå v ∈ V ìëì ,(ab)v = a(bv)

(.F ìù äãéçéä øáéà 1 ∈ F ïàë) .v ∈ V ìëì 1v = v (4ë)
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:4.4 úåàîâåã

.F ìòî éøåè÷å áçøî àåä Mm×n(F ) (à)

.Fm = Mm×1(F ) (:(à) ìù éèøô äø÷î) (á)

.F = F 1 (:(á) ìù éèøô äø÷î) (â)

.éãîî úìúä áçøîá åà øåùéîá (úåãå÷ðä ìë :åà) úéùàøäî íéöçä ìë óñåà (.F = R éäé) (ã)

.F -á íéîã÷î íò F [X] íéîåðéìåôä óñåà (ä)

.[0, 1] òè÷ä ìò (úåôéöøä) úåéùîîä úåéö÷ðåôä ìë óñåà (.F = R éäé) (å)

.F ìòî íéîìòð n-á úåéøàðéìä úåàååùîä ìë óñåà (æ)

.{0} (ç)

,C-á ìôëäî íéçëåù) .R ìòî éøåè÷å áçøî åðéä C ,ìùîì ;åìù äãù úú ìòî éøåè÷å áçøî àåä åäùìë äãù (è)

(.C éøáàá R éøáà ìù ìôëá ÷ø íéáùçúî
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.øåùéîá íéöçä ìë óñåà (.F = R éäé) (ã)

.äæì äæ íéååù ïååéë åúåàáå êøåà åúåàá íéöç
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äøåöäî éìîøåô éåèéá àåä F ìòî íåðéìåôä .äãù F éäé

(

n∑
i=0

aiX
i :øöå÷î áéúëá åà) a0X

0 + a1X
1 + a2X

2 + . . .+ anX
n

.F éøáéà a0, a1, . . . , an ∈ F -å ,íìù øôñî n ≥ 0 øùàá

æà ,F = R íà ,ìùîì

2X0 + 3X1 + (−8)X2 + (−1)X3 + 0X4 + 1X5,

0X0 + 3X1 + 0X2 +
√
2X3,

1X0

.íéîåðéìåô íä

:íéîåðéìåô ìù íåùéøá íéøåöé÷ äîë íéâåäð .ïåîéñ :äøòä

.a0 ÷ø íéáúåë a0X
0 íå÷îá ,øîåìë ,X0 úà íéîùåø ïéà (à)

.X ÷ø íéáúåë X1 íå÷îá (á)

.Xi ÷ø íéáúåë 1Xi íå÷îá (â)

.−aXi íéáúåë +(−a)Xi íå÷îá (ã)

.0Xi äøåöäî øáåçî íéèéîùî (ä)

:êë íéîùåø ìéòì úåàîâåãä úà ïëì

.2 + 3X − 8X2 −X3 +X5,

3X +
√
2X3,

1

:äëåîðì ääåáâä ä÷æçäî ,êåôää øãñ íéøáåçî úà íéîùåø íéîòôì

.X5 −X3 − 8X2 + 3X + 2,
√
2X3 + 3X,

1

áéúëä ïëìå) i > n ìëì ai = 0 øùàë ,
∑∞

i=0 aiX
i íéîùåø

∑n
i=0 aiX

i íå÷îá :úôñåð íåùéø êøã

äøåöäî éìîøåô éåèéá àåä íåðéìåô æà .(ïåøçàä áéúëä ìù øåöé÷ä àåä ïåùàøä

(

∞∑
i=0

aiX
i :øöå÷î áéúëá åà) a0X

0 + a1X
1 + a2X

2 + . . .

.ñôàì íéååù (éôåñ øôñîì èøô=) íìåë èòîëå F -ì íé-ai-ä íéëééù åá

.i ìëì ai = bi íà ÷øå íà
∑∞

i=0 aiX
i =

∑∞
i=0 biX

i :íéîåðéìåô ïåéååù
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f = 1 æà ,íéøáéà éðù ïá äãù F = Z2 = {0, 1} íà ,ìùîì .F êåúì F -î äéö÷ðåô åðéà íåðéìåô :äøòä

æà ,äæî äæ íéðåù g = X2 +X + 1-å

f = 1

g = X2 +X + 1

ìáà ,äæî äæ íéðåù

g(0) = 1 = f(0)

g(1) = 1 + 1 + 1 = 1 = f(1)

.úåéö÷ðåô øåúá íéååù f, g ,øîåìë

íã÷îä àø÷ð an æà ,an ̸= 0 íà .íåðéìåôä éîã÷î íéàø÷ð ai íéøáéàä
∑n

i=0 aiX
i ìù an íåðéìåôá

.ï÷åúî íåðéìåôäù íéøîåà an = 1 íà .ïåéìòä
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:ìôëå øåáéç äéìò øéãâð .F [X] ïîåñú F ìòî íéîåðéìåôä úöåá÷

,
( ∞∑
i=0

aiX
i
)
+
( ∞∑
i=0

biX
i
)
=

∞∑
i=0

(ai + bi)X
i

.
( ∞∑
i=0

aiX
i
)( ∞∑

j=0

bjX
j
)
=

∞∑
k=0

( ∑
i+j=k

aibj
)
Xk

.0 =
∑∞

i=0 0X
i àåä F [X] ìù ñôàä øáéà

:úçàä :úåéåòîùî éúù X +X2 éåèéáì ,ìùîì ,éë ,ìåáìéáì íåøâì äøåàëì ìåìò úåìåòôä ìù äæä ïåîéñä

éðù êà .0X0 + 1X1 + 1X2 + 0X3 + · · · íåðéìåôä :äéðùäå ,X2-å X íéîåðéìåôä ìù F [X]-á íåëñ

íéîåðéìåôä ìù äìôëîë åà 0X0 + aX1 + 0X2 + · · · íåðéìåôë ïéáäì øùôà aX äîåã ïôàá .íéååù íéåèéáä

.íéååù íéåèéáä éðù ,áåù ;X-å a

ùéâãäì íéöåø íà ,f(X) éãé ìò íâ åà ,f ìùîì ,úåðè÷ úåéðéèì úåéúåà éãé ìò ïîñì âåäð F [X] éøáéà úà

.X-á f ìù úåìúä úà

,f ̸= 0 íà ,deg(f) = max(i| ai ̸= 0) :êë úøãâåî f =
∑n

i=1 aiX
i íåðéìåô ìù deg(f) äìòîä

.deg 0 = −∞ åìéàå
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ìù ãîéîä åäî" äìàùì úåòîùî ïéà ïëìå ,úåé-n ìù óñåà ,äøãâää éôì ,åðéà éøåè÷å áçøî :ùéâãäì áåùç

øåáéçä úìåòô äøãâåä äéìòù éäùìë äöåá÷ éäåæ (.úøçà úåòîùî êà ,øúåé øçåàî úåòîùî äéäú åæ äìàùì) ."?V

íéáçøîì úåøæåî ãàî úåàîâåã àåöîì øùôà äøåàëì .ìéòì úåîåéñ÷àä úåîéé÷úîù êë ,øì÷ñá ìôëä úìåòôå

.úåáø úåîåéñ÷à ÷ôñì êéøöù ììâá ,ì÷ åðéà øáãä êà ;íéøåè÷å
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.F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :4.5 äîì

.ãéçé àåä V ìù ñôàä øáéà (à)

.ãéçé àåä øáéà ìù éãâð (á)

.u = u′ æà v + u = v + u′ íà .v, u, u′ ∈ V åéäé :íåöîöä ììë (â)

v ∈ V ìëì 0v = 0 (ã)

.a ∈ F ìëì a0 = 0 (ä)

.a = 0 åà v = 0 æà av = 0 íà (å)

.(−a)v = a(−v) = −(av) (æ)

;ñôàä øáéà àåä 0′-ù ììâá àåä éìàîùä ïåéååùä) .0 = 0 + 0′ = 0′ æà .ñôà éøáéà éðù 0, 0′ åéäé (à) :äçëåä

(.ñôàä øáéà àåä 0-ù ììâá àåä éðîéä ïåéååùä

æà .v ∈ V ìù íééãâð éðù v′, v′′ åéäé (á)

.v′ = v′ + 0 = v′ + (v + v′′) = (v′ + v) + v′′ = 0 + v′′ = v′′

éôì .u′ = (−v) + (v + u′) ïôåà åúåàáå u = 0+ u = ((−v) + v) + u = (−v) + (v + u) (â)

.u = u′ ,ïåúðä

.0 = 0v ,(â) éôì .0 + 0v = 0v = (0 + 0)v = 0v + 0v (ã)

.0 = a0 ,(â) éôì .0 + a0 = a0 = a(0 + 0) = a0 + a0 (ä)

.v = 1v = (a−1a)v = a−1(av) = a−10 = 0 æà (.v = 0 éë çéëåäì êéøö) .a ̸= 0 çéðð (å)

ïë åîë .av ìù éãâðä àåä (−a)v ïëì ,av + (−a)v = (a + (−a))v = 0v = 0 íéé÷úî (æ)

.av ìù éãâðä àåä a(−v) ïëì ,av + a(−v) = a(v + (−v)) = a0 = 0
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íà V ìù áçøî-úú úàø÷ð (F äãù ìòî) V éøåè÷å áçøî ìù U úé÷ìç äöåá÷ :4.6 äøãâä

;0 ∈ U (à)

;u1 + u2 ∈ U íâ æà u1, u2 ∈ U íà :øîåìë ,øåáéçä úçú äøåâñ U (á)

.au ∈ U íâ æà a ∈ F -å u ∈ U íà :øîåìë ,øì÷ñá ìôëä úçú äøåâñ U (â)

ñçéá úàæå ,F ìòî éøåè÷å áçøî åîöòá àåä U æà .F äãù ìòî V éøåè÷å áçøî ìù áçøî-úú U éäé :4.7 èôùî

.V -î íéøùåîù øì÷ñá ìôëìå øåáéçì

íà .V -á øåáéçë øãâåî íäéðéá øåáéçä æà ,u1, u2 ∈ U íà :úéøùåî äìåòôá äðååëä äîì äìéçú øéäáð :äçëåä

úåøéù÷ä ;(á) éàðúî úòáåð øåáéçä úìåòôä ìù úåøéù÷ä .V -á øì÷ñá ìôëë øãâåî au ìôëä æà a ∈ F ,u ∈ U

.(â) éàðúî úòáåð øì÷ñá ìôëä ìù

.(à) éàðúî òáåð ñôàä øáéà íåé÷

êà .(u ∈ U -ù øåøá àì ùàøî êà) −u ∈ V éãâð åì ùé æà .u ∈ U éäé :éãâð øáéà íåé÷

.(â) éàðú éôì ,−u = (−1)u ∈ U

,V éøáéà ìëì úåîéé÷úîù úåðåëúä ìë) V -á úåîéé÷úî ïä éë U -á úåîéé÷úî 4.3 äøãâä ìù úåùéøãä øúé

íéé÷ù êë êåúî éë ,U -á øáéà ìù íåé÷ úåùøåãù úåðåëúä ïúåà íò ÷ø äúéä äéòáä ;U éøáéà ìëì èøôá úåîéé÷úî

(.U -á íâ íéé÷ àåäù ÷éñäì øùôà éà V -á äæë øáéà
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.íéáçøî-úúì úåàîâåã :4.8 úåàîâåã

.V éøåè÷å áçøî ìù íéáçøî-úú íä V ,{0} (à)

.Fn ìù áçøî-úú àåä F äãù ìòî íéîìòð n-á úéðâåîåä úåéøàðéì úåàååùî úëøòî ìù úåðåøúôä ìë óñåà (á)

.F [X] ìù áçøî-úú àåä 0 éùôç íã÷î íò íéîåðéìåôä ìë óñåà (â)

.F [X] ìù áçøî-úú àåä n ≥ äìòîî íéîåðéìåôä ìë óñåà (ã)

.V ìù áçøî-úú U1 ∩ U2 íäìù êåúéçä íâ æà V ìù íéáçøî-úú íäéðù U1, U2 íà (ä)
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.íééøàðéì íéôåøéö

ìù éøàðéì óåøéö àø÷éé v ∈ V øåè÷å .v1, v2, . . . , vk ∈ V åéäéå F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :4.9 äøãâä

.v = a1v1 + a2v2 + · · ·+ akvk-ù êë a1, a2, . . . , ak ∈ F ùé íà v1, v2, . . . , vk

,øîåìë .Sp(v1, v2, . . . , vk) ïîåñé v1, v2, . . . , vk ìù íééøàðéìä íéôåøéöä ìë óñåà

.Sp(v1, v2, . . . , vk) = {a1v1 + a2v2 + · · ·+ akvk| a1, a2, . . . , ak ∈ F}
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(1, 1, 0) êà ,(1, 1, 1), (0, 1, 2) ìù éøàðéì óåøéö àåä (1, 2, 3) æà ,éãîî úìúä áçøîä àåä V íà :4.10 äîâåã

,íäìù éøàðéì óåøéö åðéà

éë

(1, 2, 3) = 1(1, 1, 1) + 1(0, 1, 2)

äàáä äàååùîä ìáà

(1, 1, 0) = a(1, 1, 1) + b(0, 1, 2)

-ì äìå÷ù

a = 1

a+ b = 1

a+ 2b = 0

.ïåøúô ïéà äæìå
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õç v íà ,èøôá .v ìù úåìåôëä ìëî áëøåî Sp(v) = {av| a ∈ F} æà ,v ̸= 0 íà (à) :4.11 úåàîâåã

.äæ õç ìò çðåîù øùéä àåä Sp(v) æà ,éãîî úìúä áçøîá úéùàøäî

.úéùàøä êøã øùé åúåà ìò íðéàå 0-î íéðåù íäéðù ,éãîî úìúä áçøîá úéùàøäî íéöç éðù u, v åéäé (á)

.(úéùàøä êøã øáåòù) íéöçä éðù êøã øåùéîä àåä Sp(u, v) æà

.Sp(∅) = {0} æà .k = 0 äø÷îá úåòîùî íâ ùé ìéòì äøãâäì (â)
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æà .S = Sp(v1, v2, . . . , vk) ïîñð .v1, v2, . . . , vk ∈ V åéäéå F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :4.12 èôùî

,øîåìë .v1, v2, . . . , vk úà ìéëîù øúåéá ïè÷ä áçøî-úúä àåä S

;V ìù áçøî-úú àåä S (à)

;v1, v2, . . . , vk ∈ S (á)

.S ⊆ U æà v1, v2, . . . , vk ∈ U -å V ìù áçøî-úú U íà (â)

(à) :äçëåä

0 = 0v1 + 0v2 + · · ·+ 0vk ∈ S (1)

æà v′ = b1v1 + b2v2 + · · · + bkvk ∈ S-å v = a1v1 + a2v2 + · · · + akvk ∈ S íà (2)

.v + v′ = (a1 + b1)v1 + (a2 + b2)v2 + · · ·+ (ak + bk)vk ∈ S

αv = (αa1)v1+(αa2)v2+· · ·+(αak)vk ∈ æàα ∈ F -å v = a1v1+a2v2+· · ·+akvk ∈ S íà (3)

.S

.áçøî-úú S ïëì

.vj = 0v1 + · · ·+ 0vj−1 + 1vj + 0vj+1 · · ·+ 0vk ∈ S (á)

.v ∈ U íéé÷úî v ∈ S ìëìù çéëåäì êéøö (â)

áçøî-úú U -ù ïååéë .v = a1v1 + a2v2 + · · ·+ akvk-ù êë a1, a2, . . . , ak ∈ F ùé æà .v ∈ S éäé

æà ,j ìëì ajvj ∈ U -å V ìù áçøî-úú U -ù ïååéë ,áåù .1 ≤ j ≤ k ìëì ,ajvj ∈ U íâ æà vj ∈ U -å V ìù

.v = a1v1 + a2v2 + · · ·+ akvk ∈ U íâ
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.Sp(u1, . . . , ur) ⊆ Sp(v1, v2, . . . , vk) æà v1, . . . , vk ìù äøãñ-úú u1, . . . , ur íà :4.13 ìéâøú

ìéëî àåä èôùîä éôì ïëì .u1, . . . , ur úà èøôáå ,v1, v2, . . . , vk úà ìéëîù áçøî-úú àåä ïéîé óâà :äçëåä

.ìàîù óâà úà

æà .v1, v2, . . . , vn ìù íééøàðéì íéôåøéö íä w1, . . . , wm-ù çéðð .F ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :4.14 ìéâøú

.Sp(v1, . . . , vn) = Sp(v1, . . . , vn, w1, . . . , wm)

.Sp(v1, . . . , vn) = Sp(v1, . . . , vn, 0, . . . , 0) ,èøôá

äçðää éôì ;v1, v2, . . . , vn úà ìéëîù áçøî-úú àåä ìàîù óâà .íãå÷ä ìéâøúäî úòáåð "⊆" äìëää :äçëåä

.ïéîé óâà úà ìéëî àåä ,èôùîä éôì ,ïëì .w1, . . . , wm úà íâ ìéëî àåä

.v1, v2, . . . , vn ìù øãñì úåáéùç ïéà Sp(v1, v2, . . . , vn) ìù äøãâäá
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íéîã÷îä úà àöî ,ïë íàå v1, . . . , vn ìù éøàðéì óåøéö v íàä òá÷ .v, v1, . . . , vn ∈ Fm íéðåúð :4.15 ìéâøú

.v = c1v1 + · · ·+ cnvn-ù êë c1, . . . , cn ∈ F

íà v = c1v1 + · · · + cnvn ,3.32 ìéâøú éôì .äéúåãåîò v1, . . . , vn-ù äöéøèîä A éäú :(éèøåàéú) ïåøúô

íéîã÷îä úöéøèîù úëøòîä ,øîåìë ,AX = v úåéøàðéì úåàååùî úëøòîä ìù ïåøúô c =

 c1
...

cn

 íà ÷øå

.(v1, v2, . . . , vn, v) àéä äìù úáçøåîä

íà ÷øå íà ,øîåìë ,ïåøúô ùé åæ úëøòîì íà ÷øå íà v1, . . . , vn ìù éøàðéì óåøéö v ,èøôá

. rk((v1, . . . , vn)) = rk((v1, . . . , vn, v))

æà .c1, . . . , cn ∈ F åéäéå ,A ∈ Mm×n(F ) ìù úåãåîòä v1, . . . , vn ∈ Fm äðééäú :3.32 ìéâøú

.A

 c1
...

cn

 = c1v1 + · · ·+ cnvn
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.(ïééãò äøñç) úéøôñî :4.16 äîâåã

úåàáä úåöéøèîä éúùù çéðð .c1, . . . , cn ∈ F åéäéå ,v′, v′1, . . . , v
′
n, v, v1, . . . , vn ∈ Fm åéäé :4.17 äð÷ñî

(v1, v2, . . . , vn, v), (v
′
1, v

′
2, . . . , v

′
n, v

′) ∈ Mm×(n+1)(F )

æà .(úåéøèðîìà úåìåòô ìù äøãñ éãé ìò äéðùäî úìá÷úî úçà) úåøåù úåìå÷ù

.v′ = c1v
′
1 + · · ·+ cnv

′
n íà ÷øå íà v = c1v1 + · · ·+ cnvn (à)

.v′1, . . . , v
′
n ìù éøàðéì óåøéö v′ íà ÷øå íà v1, . . . , vn ìù éøàðéì óåøéö v (á)

.(à)-î òáåð (á) .úåðåøúôä íúåà úåìå÷ù úåëøòîì éë ,ìéòì ìéâøúäî òáåð (à) :äçëåä

ìù éøàðéì óåøéö àéä A ìù j-ä äãåîòä .(Fm éøáéà ïä äéúåãåîòù êë) A ∈ Mm×n(F ) éäú :4.18 ìéâøú

äðéà A ìù A′ úéðåð÷ úâøåãîä äöéøèîä ìù j-ä äãåîòä íà ÷øå íà (äìàîùîù úåãåîòä ,.à.æ) äéúåîãå÷

.äìéáåî

ïîñð íà) .äéøçàù úåãåîòä úà èéîùð úøçà ,äðåøçàä äãåîòä àéä A ìù j-ä äãåîòäù çéðäì ìëåð :äçëåä

B′-ù åðéàø .B-ì äìå÷ù B′ æà ,äèîùää éãé ìò A,A′-î úåìá÷úîä úåöéøèîä úà B,B′ ∈ Mm×j(F )-á

éäùåæéà ìù úáçøåîä íéîã÷î úöéøèî àéä A æà (.B ìù úéðåð÷ úâøåãîä äöéøèîä àéä ïëì .úéðåð÷ úâøåãî

úëøòîì íà ÷øå íà úåøçàä ìù éøàðéì óåøéö àéä äðåøçàä äãåîòä ,íãå÷ä ìéâøúä éôì .úåéøàðéì úåàååùî úëøòî

.äìéáåî äðéà A′ ìù äðåøçàä äãåîòä íà ÷øå íà ,òåãéë ,äøå÷ äæ .ïåøúô ùé åæ

:2.8 äîâåã

(v1, v2, v3, v4, v5) =

 1 1 1 −1 1
2 3 4 a 3
1 a (2a− 1) 3 2


:(úéðåð÷ úâøåãî éøîâì àì) äöéøèî úìá÷úî âåøéã øçàì 1 −1 −(a+ 3) 0

0 1 2 (a+ 2) 1
0 0 0 α 2− a


.α = (3 + a)(2− a) øùàë
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ìù íéøöåé úøãñ àø÷éú åæ äøãñ .V -á íéøáéà ìù äøãñ v1, v2, . . . , vn éäúå éøåè÷å áçøî V éäé :4.19 äøãâä

.v1, v2, . . . , vn ìù éøàðéì óåøéö àåä v ∈ V ìë ,øîåìë ,Sp(v1, v2, . . . , vn) = V íà V

.Sp(e1, e2, . . . , em) = Fm éë ,Fm ìù íéøöåé úøãñ e1, e2, . . . , em :4.20 ìéâøú


a1
a2
...

am

 = a1


1
0
...

0

+ a2


0
1
...

0

+ · · ·+ am


0
0
...

1


.rk((v1, . . . , vn)) = m íà ÷øå íà Fm ìù íéøöåé úøãñ àéä v1, . . . , vn ∈ Fm äøãñ :4.21 äð÷ñî

.A = (v1, . . . , vn) ∈ Mm×n(F ) ïîñð :äçëåä

.rk(A) = rk((A, v)) ïëì m = rk(A) ≤ rk((A, v) ≤ m æà .v ∈ Fm éäéå rk(A) = m çéðð

.v1, . . . , vn ìù éøàðéì óåøéö v ,4.15 ìéâøú éôì

úøåù àéä A′ ìù äðåøçàä äøåùä æà .A ìù úéðåð÷ úâøåãîä äöéøèîä A′ éäú .rk(A) < m çéðð

ìò (A′, em)-î òéâäì øùôà .ïåøúô ïéà ,(A′, em) àéä äìù úáçøåîä íéîã÷î úöéøèîù ,úëøòîì ïëì .íéñôà

äìù úáçøåîä íéîã÷î úöéøèîù ,úëøòîì íâ æà .v ∈ Fm äæéà øåáò ,(A, v) äöéøèîì úåéøèðîìà úåìåòô éãé

.v1, . . . , vn ìù éøàðéì óåøéö åðéà v ,4.15 ìéâøú éôì .ïåøúô ïéà ,(A, v) àéä
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éãé ìò ùøôðä Fn = M1×n(F ) ìù áçøî-úúä àåä A ∈ Mm×n(F ) ìù R(A) úåøåùä áçøî :4.22 äøãâä

.A ìù úåøåùä

éãé ìò ùøôðä Fm = Mm×1(F ) ìù áçøî-úúä àåä A ∈ Mm×n(F ) ìù C(A) úåãåîòä áçøî

.A ìù úåãåîòä
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,ïäìù úéðåð÷ úåâøåãîä úåöéøèîä A′, B′ ∈ Mm×n(F ) äðééäú .A,B ∈ Mm×n(F ) äðééäú :4.23 èôùî

.A′ = B′ íà ÷øå íà R(A) = R(B) æà .äîàúäá

:á øæòéð äçëåäá

æà .A ìù úåøåùä A1, . . . , Am ∈ Fn äðééäú .P ∈ Mm(F )-å A ∈ Mm×n(F ) äðééäú :3.33 ìéâøú

ïä PA ìù úåøåùä

(P )i1A1 + (P )i2A2 + · · ·+ (P )imAm =
m∑

k=1

(P )ikAk, i = 1, 2, . . . ,m

äðééäú .B = PA-ù êë äëéôä P ∈ Mm(F ) ùé ïëìå ,úåøåù úåìå÷ù A,B æà .A′ = B′ çéðð :äçëåä

ïä B ìù úåøåùä 3.33 ìéâøú éôì .A ìù úåøåùä A1, A2, . . . , Am

Bi = (P )i1A1 + (P )i2A2 + · · ·+ (P )imAm ∈ R(A), i = 1, 2, . . . ,m

.R(A) ⊆ R(B) íéé÷úîùA = P−1B êåúî ÷éñð äîåã ïôåàá .R(B) = Sp(B1, . . . , Bm) ⊆ R(A) ïëì

.R(A) = R(B) ïàëî
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æà .A ìù úåøåùä A1, . . . , Am ∈ Fn äðééäú .P ∈ Mm(F )-å A ∈ Mm×n(F ) äðééäú :3.33 ìéâøú

ïä PA ìù úåøåùä

(P )i1A1 + (P )i2A2 + · · ·+ (P )imAm =

m∑
k=1

(P )ikAk, i = 1, 2, . . . ,m

åúåàá .R(A) = R(A′) éë ìéòì åðçëåä ,úåøåù úåìå÷ù A,A′-ù ïååéë .R(A) = R(B) çéðð ,êôéäì

.R(A′) = R(B′) ïëì .R(B) = R(B′) ïôåà

.íéñôà ìù úåøåù ïä A′, B′-á úåðåøçàä úåøåùä m − r æà .r = max(rk(A′), rk(B′)) ïîñð

íéé÷úî æà .äìà úåøåù úèîùä éãé ìò A′, B′-î úåìá÷úîä r × n øãñî úåöéøèîä úà A′′, B′′-á ïîñð

.A′′ = B′′ éë çéëåäì éãå R(A′′) = R(B′′) ïëìå ,R(A′′) = R(A′), R(B′′) = R(B′)

äðééäúå A′′ ìù úåøåùä A1, . . . , Ar äðééäú .r = rk(B′) = rk(B′′) úåéììëä úìáâä éìá

íéé÷úîù êë cij ∈ F ùé ,B1, . . . , Br ∈ Sp(A1, . . . , Ar)-ù ïååéë .B′′ ìù úåøåùä B1, . . . , Br

,3.33 ìéâøú éôì .(P )ij = cij éãé ìò P ∈ Mr(F ) øéãâð .Bi = ci1A1 + ci2A2 + · · · + cirAr

øîåà äæ .äëéôä P ,øîåìë ,rk(P ) = r ïëì ,r = rk(B′′) ≤ rk(P ) ≤ r ,3.22 äð÷ñî éôì .B′′ = PA′′

.(2.23 èôùî éôì) úååù ïä ,úéðåð÷ úåâøåãî ïäù ïååéë .úåøåù úåìå÷ù A′′, B′′-ù
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.úéøàðéì úåìú éà

íà (F ìòî) úéøàðéì äéåìú äðä v1, v2, . . . , vn ∈ V äøãñ .F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :4.24 äøãâä

.a1v1 + a2v2 + · · ·+ anvn = 0-ù êë ,0 íìåë àì ,a1, a2, . . . , an ∈ F íéîéé÷

íà :íéé÷úî a1, a2, . . . , an ∈ F ìëì íà (F ìòî) úéøàðéì äéåìú éúìá v1, v2, . . . , vn ∈ V ,êë éôì

.a1 = a2 = · · · = an = 0 æà a1v1 + a2v2 + · · ·+ anvn = 0
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:4.25 äîâåã

.3

(
2
2

)
+ (−2)

(
3
3

)
= 0 éë ,úéøàðéì äéåìú àéä

(
2
2

)
,

(
3
3

)
∈ F 2 (à)

.úéøàðéì äéåìú éúìá àéä e1, e2, . . . , em ∈ Fm (á)

àåä ìàîù óâà .a1e1 + a2e2 + · · · + amem = 0-ù êë a1, a2, . . . , am ∈ F åéäé ,ïëà

.a1 = a2 = · · · = am = 0 ïëì .(a1, a2, . . . , am)t

.úéøàðéì äéåìú éúìáì úáùçð ∅ ä÷éø äøãñ :4.26 äøòä
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.F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :4.27 ìéâøú

.v1 = 0 íà ÷øå íà úéøàðéì äéåìú (ãçà øáéà úá) v1 äøãñä (à)

.v1 ìù äìåôë v2 åà v2 ìù äìåôë v1 íà ÷øå íà úéøàðéì äéåìú (íéøáéà éðù úá) v1, v2 äøãñä (á)

.úéøàðéì äéåìú v1, v2, . . . , vn ∈ V æà vj = 0-ù êë j ùé íà (â)

íà ,êôéäì .v1 = 1v1 = a−1
1 (a1v1) = a−1

1 0 = 0 æà a1v1 = 0-ù êë 0 ̸= a1 ∈ F íéé÷ íà (à) :ïåøúô

.1v1 = 0 æà v1 = 0

a2v2 = (−a1)v1 íéé÷úî ,a2 ̸= 0 ìùîì íà ,æà ,0 íäéðù àì a1, a2-å a1v1 + a2v2 = 0 íà (á)

.v2 = −a1

a2
v1 ïàëîå

.1 ̸= 0 íéé÷úîå 1v1 + (−a)v2 = 0 æà ,v1 = av2 íà ,êôéäì

.0v1 + · · ·+ 0vj−1 + 1vj + 0vj+1 + · · ·+ 0vn = 0 (â)
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1 ≤ i ≤ n ùé íà ÷øå íà úéøàðéì äéåìú v1, v2, . . . , vn ∈ V äøãñ .F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :4.28 èôùî

(.v1 = 0 ,øîåìë ,v1 ∈ Sp(∅) = {0} øîåà äæ éàðú i = 1 øåáò) .vi ∈ Sp(v1, v2, . . . , vi−1)-ù êë

.vi = a1v1 + · · ·+ ai−1vi−1-ù êë a1, . . . , ai−1 ∈ F ùé æà .vi ∈ Sp(v1, v2, . . . , vi−1) çéðð :äçëåä

.úéøàðéì äéåìú v1, v2, . . . , vn ∈ V äøãñä ,1 ̸= 0-å úåéä .(−a1)v1+ · · · (−ai−1)vi−1+1vi = 0 ïàëî

êë ,0 íìåë àì ,a1, a2, . . . , an ∈ F íéîéé÷ æà .úéøàðéì äéåìú v1, v2, . . . , vn ∈ V éë çéðð ,êôéäì

íéé÷úî æà .ai ̸= 0 åøåáò øúåéá ìåãâä i éäé .a1v1 + a2v2 + · · ·+ anvn = 0-ù

ïàëîå aivi = (−a1)v1 + (−a2)v2 + · · ·+ (−ai−1)vi−1

.vi = a−1
i (−a1)v1 + a−1

i (−a2)v2 + · · ·+ a−1
i (−ai−1)vi−1 ∈ Sp(v1, v2, . . . , vi−1)

:i = 1 äø÷îä

.úéøàðéì äéåìú v1 äøãñä ,1 ̸= 0-å úåéä .1v1 = 0 ïàëî .v1 = 0 æà .v1 ∈ Sp(∅) çéðð :äçëåä

íéé÷úî æà .ai ̸= 0 åøåáò øúåéá ìåãâä i = 1 éäé ... ,êôéäì

ïàëîå a1v1 = 0

.v1 = a−1
1 0 ∈ Sp(∅)

0 + w1 + w2 + · · ·+ wn = w1 + w2 + · · ·+ wn =

n∑
i=1

wi

0 + w1 + w2 = w1 + w2 =

2∑
i=1

wi

0 + w1 = w1 =

1∑
i=1

wi

0 =

0∑
i=1

wi
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.rk((v1, v2, . . . , vn)) = n íà ÷øå íà úéøàðéì äéåìú éúìá v1, v2, . . . , vn ∈ Fm äøãñ :4.29 äð÷ñî

v1, v2, . . . , vn ,èôùîä éôì .(v1, v2, . . . , vn) ìù úéðåð÷ úâøåãîä äöéøèîä (v′1, v
′
2, . . . , v

′
n) éäú :äçëåä

äãåîò v′i-ù êëì ìå÷ù äæ 4.18 ìéâøú éôì .i ìëì vi /∈ Sp(v1, v2, . . . , vi−1) íà ÷øå íà úéøàðéì äéåìú éúìá

.rk((v1, v2, . . . , vn)) = n ,øîåìë ,úåìéáåî úåãåîòä ìëù øîåà äæ .i ìëì ,äìéáåî

ìù éøàðéì óåøéö àéä A ìù j-ä äãåîòä .(Fm éøáéà ïä äéúåãåîòù êë) A ∈ Mm×n(F ) éäú :4.18 ìéâøú

äðéà A ìù A′ úéðåð÷ úâøåãîä äöéøèîä ìù j-ä äãåîòä íà ÷øå íà (äìàîùîù úåãåîòä ,.à.æ) äéúåîãå÷

.äìéáåî
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-úú w1, w2, . . . , wk éäúå äøãñ v1, v2, . . . , vn ∈ V éäú .F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :4.30 ìéâøú

v1, v2, . . . , vn íà ,øîåìë .úéøàðéì äéåìú v1, v2, . . . , vn æà úéøàðéì äéåìú w1, w2, . . . , wk íà .äìù äøãñ

.úéøàðéì äéåìú éúìá w1, w2, . . . , wk æà úéøàðéì äéåìú éúìá

ìù éøàðéì óåøéöì ìàîù óâà úà íéìùð .a1w1 + · · · + akwk = 0-ù êë a1, . . . , ak ∈ F åéäé :äçëåä

ìë äçðää éôì .w1, w2, . . . , wk äøãñ-úúá åðéà vj øùàá ,0vj äøåöäî íéøáåçî úôñåä éãé ìò v1, . . . , vn

.a1, . . . , ak èøôá ,0 íä ìàîù óâàá íéîã÷îä
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éøáéàë) úéøàðéì úåéåìú éúìá A ìù ñôàî úðåùä úåøåùä æà .úéðåð÷ úâøåãî A ∈ Mm×n(F ) éäú :4.31 ìéâøú

.(Fn = M1×n(F )

-ù êë íéøì÷ñ a1, a2, . . . , ar ∈ F åéäéå A ìù ñôàî úåðåùä úåøåùä A1, A2, . . . , Ar äðééäú :äçëåä

éðùá j-ä áéëøä .1 ≤ j ≤ n éäé (.n êøåàî úåøåù íä íéôâàä éðù) .a1A1 + a2A2 + · · · + arAr = 0

ìù äãåîòä øôñî àåä j íà ,ïåëð äæ èøôá .a1(A)1j + a2(A)2j + · · · + ar(A)rj = 0 :äååù íéôâàä

.ai = 0 ïëì .(A)ij = 1 åìéàå i-î äðåù k ìëì (A)kj = 0 æà ìáà .1 ≤ i ≤ r øùàá ,i-ä äìéáîä äãåîòä



1 • 3 4 • 6 • 8

a1 0 1 −2 −5 0 −8 0 −3

a2 0 0 0 0 1 −4 0 −2

a3 0 0 0 0 0 0 1 −7

0 0 0 0 0 0 0 0


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.ãîéîå íéñéñá

,V ìù íéøöåé úøãñ v1, v2, . . . , vn ∈ V éäú .F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :(äôìçää èôùî) 4.32 èôùî

v1, v2, . . . , vn êåúî íéøáéàm óéìçäì ïúéðåm ≤ n æà .úéøàðéì äéåìú éúìá äøãñ w1, w2, . . . , wm ∈ V éäúå

.V ìù íéøöåé úøãñ àéä (íéøáéà n úá) úìá÷úîä äøãñäù êë w1, w2, . . . , wm-á

.m ìò äéö÷åãðéàá :äçëåä

.çéëåäì äî ïéà ,m = 0 íà

.m− 1 øåáò ïåëð èôùîäù çéððå m ≥ 1 çéðð

w1, w2, . . . , wm−1 íâ 4.30 ìéâøú éôì ïëì .úéøàðéì äéåìú éúìá w1, w2, . . . , wm :ïåúð

(ùãçî øåãéñ éøçà) úåéììëä úìáâä éìáå m − 1 ≤ n äéö÷åãðéàä úçðä éôì .úéøàðéì äéåìú éúìá

ïåøçàä øáéàä æà ,m − 1 = n íà :áì íéù) .V ìù íéøöåé úøãñ àéä w1, w2, . . . , wm−1, vm, . . . , vn

äéåìú àéä .V ìù íéøöåé úøãñ àéä w1, w2, . . . , wm−1, vm, . . . , vn, wm íâ æà (.wm−1 àåä åæ äøãñá

éë ,4.28 èôùî éôì úéøàðéì

, wm ∈ V = Sp(w1, w2, . . . , wm−1, vm, . . . , vn)

äéåìú íéøöåé úøãñ w1, w2, . . . , wm−1, wm, vm, . . . , vn íâ ïëì .åéîãå÷ ìù éøàðéì óåøéö wm ,øîåìë

êåúî ãçà åððéà äæ øáéà .åéîãå÷ ìù éøàðéì óåøéö àåäù øáéà äá ùé (4.28 èôùî éôì áåù) ïëì .V ìù úéøàðéì

(äæë øáéà ùéù ïååéë) èøôá .vm, . . . , vn ïéáî ãçà äæ ïëì .úéøàðéì äéåìú éúìá àéä éë ,w1, w2, . . . , wm

.w1, w2, . . . , wm−1, wm, vm, . . . , vn äøãñä éøáéà øúé ìë ìù éøàðéì óåøéö íâ àåä ì"ðä øáéàä .m ≤ n

,4.14 ìéâøú éôì .vm àåä äæ øáéà úåéììëä úìáâä éìá

Sp(w1, w2, . . . , wm−1, wm, vm+1, . . . , vn) = Sp(w1, w2, . . . , wm−1, wm, vm, . . . , vn) = V

.V ìù íéøöåé úøãñ w1, w2, . . . , wm, vm+1, . . . , vn ,øîåìë
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éúìá àéä íà V ìù ñéñá úàø÷ð v1, v2, . . . , vn ∈ V äøãñ .F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :4.33 äøãâä

.V ìù íéøöåé úøãñ íâå úéøàðéì äéåìú

.Fm ìù ñéñá àéä e1, e2, . . . , em (à) :4.34 äîâåã

(.(á)4.24 äîâåã éôì úéøàðéì äéåìú éúìá àéä ;4.20 ìéâøú éôì Fm ìù íéøöåé úøãñ àéä)

äöéøèîä ìù ñôàî úåðåùä úåøåùä æà .A ∈ Mm×n(F ) ìù úåøåùä áçøî V = R(A) éäé (á)

.V ìù ñéñá úååäî A ìù A′ úéðåð÷ úâøåãîä

4.23 èôùî éôì ;R(A′) úà úåùøåô ïä 4.14 ìéâøú éôì ;úéøàðéì úåéåìú éúìá ïä 4.31 ìéâøú éôì)

(.R(A) = R(A′)

.1, X,X2, . . . , Xd ,(ìùîì) àåä d ≥ äìòîî íéîåðéìåôä áçøîì ñéñá (â)

a01+a1X+. . .+adX
d = 0 íà ;f = a01+a1X+. . .+adX

d äâöä ùé äæä áçøîá f íåðéìåô ìëì

.a0 = a1 = · · · = ad = 0 æà
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V ìù ãîéîä àø÷éé äæ øôñî .íéøáéà øôñî åúåà V ìù ñéñá ìëì æà ,ñéñá ùé V éøåè÷å áçøîì íà :4.35 äð÷ñî

.dim(V ) ïîåñéå

.dim(R(A)) = rk(A) æà .A ∈ Mm×n(F ) éäú (à) :4.36 äîâåã

.dim(Fn) = n (á)
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ùé v ∈ V ìëì íà ÷øå íà ñéñá àéä v1, v2, . . . , vn ∈ V äøãñ .F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :4.37 èôùî

.v = a1v1 + a2v2 + · · ·+ anvn -ù êë íéãéçé a1, a2, . . . , an ∈ F

êëì ìå÷ù "v = a1v1 + a2v2 + · · · + anvn-ù êë a1, a2, . . . , an ùé v ∈ V ìëì"-ù øåøá :äçëåä

:úåàøäì éã ïëì .V ìù íéøöåé úøãñ v1, v2, . . . , vn-ù

íà v = a1v1 + a2v2 + · · · + anvn-ù êë a1, a2, . . . , an úçà äøãñ øúåéä ìëì ùé v ∈ V ìëì

.úéøàðéì äéåìú éúìá v1, v2, . . . , vn íà ÷øå

êà .0 = a1v1 + a2v2 + · · ·+ anvn-ù êë a1, a2, . . . , an ∈ F åéäé .íéé÷úî ïåùàøä éàðúäù çéðð

.a1 = a2 = · · · an = 0 úåãéçéä éôì .0 = 0v1 + 0v2 + · · ·+ 0vn íâ

,a1, a2, . . . , an ∈ F åéäéå v ∈ V éäé .úéøàðéì äéåìú éúìá v1, v2, . . . , vn-ù çéðð ,êôéäì

íéé÷úîù êë ,b1, b2, . . . , bn ∈ F

.a1v1 + a2v2 + · · ·+ anvn = v = b1v1 + b2v2 + · · ·+ bnvn

,a1−b1 = a2−b2 = · · · = an−bn = 0 ïëì .(a1−b1)v1+(a2−b2)v2+· · ·+(an−bn)vn = 0 æà

.a1 = b1, a2 = b2, an = bn ïàëîå
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:äæì äæ íéìå÷ù .v1, v2, . . . , vm ∈ V äøãñ ìò íéàáä íéàðúä .F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :4.38 èôùî

.ñéñá v1, v2, . . . , vm (1)

äøãñä v ∈ V ìëìå úéøàðéì äéåìú éúìá àéä ,øîåìë ,úéìîéñ÷î úéøàðéì äéåìú éúìá v1, v2, . . . , vm (2)

.úéøàðéì äéåìú v1, v2, . . . , vm, v

v1, . . . , v̂i, . . . , vm äøãñä 1 ≤ i ≤ m ìëìå ,íéøöåé úøãñ àéä ,øîåìë ,úéìîéðéî íéøöåé úøãñ v1, v2, . . . , vm (3)

.íéøöåé úøãñ äððéà

,v1, v2, . . . , vm, v äøãñá åéîãå÷ ìù éøàðéì óåøéö v ïëì ,v ∈ V = Sp(v1, v2, . . . , vm) :(2)⇐ (1) :äçëåä

.úéøàðéì äéåìú åæ äøãñ ïëìå

úåéìîéñ÷îä ììâá .v ∈ V éäé .íéøöåé úøãñ v1, v2, . . . , vm-ù úåàøäì êéøö :(1)⇐ (2)

ïéáî ãçà åðéà äæ .åéîãå÷ ìù éøàðéì óåøéö àåäù øáéà äá ùé ïëì .úéøàðéì äéåìú v1, v2, . . . , vm, v

.v äæ ïëì .úéøàðéì íééåìú éúìá íä éë v1, v2, . . . , vm

äøãñá åéîãå÷ ìù éøàðéì óåøéö vi æà V ìù íéøöåé úøãñ v1, . . . , v̂i, . . . , vm íà :(3)⇐ (1)

,úéøàðéì äéåìú éúìá v1, v2, . . . , vm-ù êëì äøéúñá ,úéøàðéì äéåìú åæ äøãñ ïëìå ,v1, . . . , v̂i, . . . , vm, vi

äéä ,úéøàðéì äéåìú äúéä àéä åìéà .úéøàðéì äéåìú éúìá v1, v2, . . . , vm-ù úåàøäì êéøö :(1)⇐ (3)

(ìéâøú) ïëì .äøãñä éøáéà øúé ìù éøàðéì óåøéö vi ,èøôá .åéîãå÷ ìù éøàðéì óåøéö vi äéøáéàî ãçà

,Sp(v1, . . . , v̂i, . . . , vm) = Sp(v1, . . . , vm) = V

.äøéúñ
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.íéøöåé úøãñ åì ùé íà úéôåñ øöåð àø÷ð V éøåè÷å áçøî :4.39 äøãâä

,ïë ìò øúé .ñéñá åì ùé æà .úéôåñ øöåð éøåè÷å áçøî V éäé :4.40 èôùî

.ñéñá àéäù äøãñ-úú äìéëî V ìù íéøöåé úøãñ ìë (1)

.V ìù ñéñáì íéìùäì ïúéð V -á úéøàðéì äéåìú éúìá äøãñ ìë (2)

.n = dim(V ) éäé

.V ìù ñéñá àéä V -á íéøáéà n úá íéøöåé úøãñ ìë (3)

.V ìù ñéñá àéä V -á íéøáéà n úá úéøàðéì äéåìú éúìá äøãñ ìë (4)

.ñéñá àéä íãå÷ä èôùîä éôì .úéìîéðéî íéøöåé úøãñ ìá÷ðù ãò íéøöåéä úøãñî íéøáéà èéîùð (1) :äçëåä

ìá÷ðù ãò ,úéøàðéì äéåìú éúìáä äøãñì íéøáéà óéñåð .íéøáéà n úá íéøöåé úøãñ V -ì ùé äçðää éôì (2)

èôùî éôì ,íéøáéà n-î øúåé åéäé äøãñáù éðôì íééúñäì áééç äôñåää êéìäú) .úéìîéñ÷î äéåìú éúìá äøãñ

.ñéñá àéä íãå÷ä èôùîä éôì (.äôìçää

äøãñá åîë ,íéøáéà n åá ùé 4.35 äð÷ñî éôì .(1) éôì ,ñéñá àéäù úéøå÷îä äøãñä ìù äøãñ-úú øçáð (3)

.äæä ñéñáä àéä úéøå÷îä äøãñä ïëì .úéøå÷îä

ïëì .úéøå÷îä äøãñá åîë ,íéøáéà n åá ùé 4.35 äð÷ñî éôì .(2) éôì ,ñéñáì äðåúðä äøãñä úà íéìùð (4)

.äæä ñéñáä àéä úéøå÷îä äøãñä

95



,ïáåîë .v1, v2, . . . , vn äðåúð íéøöåé úøãñ êåúî Fm ìù U áçøî-úú ìù ñéñá úàéöî :4.41 ìéâøú

.U = Sp(v1, v2, . . . , vn)

ìù úéðåð÷ úâøåãîä äöéøèîä A′ éäú .A ∈ Mm×n(F ) äöéøèî ìù úåãåîòë íéøåè÷åä úà íåùø (1)

.U ìù ñéñá àåä vj1 , vj2 , . . . , vjr æà ,j1 < j2 < · · · < jr íä A′-á úåìéáåîä úåãåîòä éøôñî íà .A

úéøàðéì äéåìú éúìá åæ äøãñ ïëì ,(4.18 ìéâøú) åéîãå÷ ìù éøàðéì óåøéö åðéà åæ äøãñ éøáéà ïéáî ãçà óà ,ïëà

úåìéáåîä úåãåîòä ìù éøàðéì óåøéö àéä äìéáåî àì äãåîò ìë úéðåð÷ úâøåãî äöéøèîáù úåàøì ì÷ .(4.28 èôùî)

íéôåøéö íäA′ ìù úåìéáåî àìä úåãåîòä éøôñî íî ïäéøôñîùA ìù úåãåîòä ìë (á)4.17 äð÷ñî éôì ïëì .äéðôìù

.U = Sp(v1, v2, . . . , vn) = Sp(vj1 , vj2 , . . . , vjr ) ,4.14 ìéâøú éôì .vj1 , vj2 , . . . , vjr ìù íééøàðéì

ìù úéðåð÷ úâøåãîä äöéøèîä B′ éäú .B ∈ Mn×m(F ) äöéøèî ìù úåøåùë íéøåè÷åä úà íåùø (2)

çøëäá åððéà äæ ñéñá ,ïáåîë .U ìù ñéñá úååäî ñôàî úåðåùä úåøåùä ïëì ,U = R(B) = R(B′) æà .B

.äðåúðä äããñä êåúî

dimC(A) = dimR(A) = rk(A) :4.42 äð÷ñî
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.AX = 0 úåéðâåîåä úåéøàðéì úåàååùî úëøòî ìù úåðåøúôä áçøî ìù ñéñá úàéöî :4.43 ìéâøú

åéäé .s = n − r éäéå r = rk(A) éäé .úéðåð÷ úâøåãî A ∈ Mm×n(F ) úåéììëä úìáâä éìá

àìä úåãåîòä éøôñî j1 < j2 < · · · < js åéäéå úåìéáåîä úåãåîòä éøôñî i1 < i2 < · · · < ir

úåãåîòä øãñ úà óéìçð øîåìë ,úåðåùàøë A ìù úåìéáåîä úåãåîòä úà íåùøð ,ïåîéñä úà èùôì éãë .úåìéáåî

-ì X1, X2, . . . , Xn-î íéðúùîä øãñ úà óéìçð ,úåøçà íéìîá .i1, . . . , ir, j1, . . . , js-ì 1, 2, . . . , n-î

íéðåùàøä íéáéëøä r åâöéé ,(úåðåøúôä áçøîì ñéñá éøáéà) àöîðù úåðåøúôá .Xi1 , . . . , Xir , Xj1 , . . . , Xjs

.j1, . . . , js íéáéëøä úà íéðåøçàä íéáéëøä s-å ,i1, . . . , ir íéáéëøä úà

A =



1 0 . . . 0 a1 r+1 . . . a1n

0 1 . . . 0 a2 r+1 . . . a2n

. . .
0 0 . . . 1 ar r+1 . . . ar n

0 0 . . . 0 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0
. . .
0 0 . . . 0 0 . . . 0


X1 = −a1 r+1Xr+1 − · · · −a1nXn

X2 = −a2 r+1Xr+1 − · · · −a2nXn

. . .
Xr = −ar r+1Xr+1 − · · · −ar nXn
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A =



1 0 . . . 0 a1 r+1 . . . a1n

0 1 . . . 0 a2 r+1 . . . a2n

. . .
0 0 . . . 1 ar r+1 . . . ar n

0 0 . . . 0 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0
. . .
0 0 . . . 0 0 . . . 0


X1 = −a1 r+1Xr+1 − · · · −a1nXn

X2 = −a2 r+1Xr+1 − · · · −a2nXn

. . .
Xr = −ar r+1Xr+1 − · · · −ar nXn

,åðãîìù éôë ,àéä ïåøúôä úöåá÷ æàå

P =

{


−a1 r+1cr+1 − · · · − a1ncn
−a2 r+1cr+1 − · · · − a2ncn

...

−ar r+1cr+1 − · · · − ar ncn
cr+1

cr+2

...

cn



∣∣∣∣∣ cr+1, . . . , cn ∈ F

}
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P =

{


−a1 r+1cr+1 − · · · − a1ncn
−a2 r+1cr+1 − · · · − a2ncn

...

−ar r+1cr+1 − · · · − ar ncn
cr+1

cr+2

...

cn



∣∣∣∣∣ cr+1, . . . , cn ∈ F

}

=

{
cr+1



−a1 r+1

−a2 r+1

...

−ar r+1

1
0
...

0


+ cr+2



−a1 r+2

−a2 r+2

...

−ar r+2

0
1
...

0


+ · · ·+ cn



−a1n

−a2n
...

−ar n

0
0
...

1



∣∣∣∣∣ cr+1, . . . , cn ∈ F

}

= Sp

(


−a1 r+1

−a2 r+1

...

−ar r+1

1
0
...

0


,



−a1 r+2

−a2 r+2

...

−ar r+2

0
1
...

0


, . . . ,



−a1n

−a2n
...

−ar n

0
0
...

1



)

.P ìù ñéñá ïä ïëì .úéøàðéì úåéåìú éúìá äìàä úåãåîòä s = n− r-ù úåàøì ì÷

?äæä ñéñáä éøáéà úà ïééôàì øùôà êéà

;íéìéáåî àìä íéðúùîä øúé íå÷îá 0-å ïåùàøä ìéáåî àìä äðúùîä íå÷îá 1 ùé äðåùàøä äãåîòì

.úëøòîä ìù ïåøúô àéä äãåîòù ììâá ,åæ äøéçá éãé ìò íéòá÷ð íéìéáåîä íéðúùîä

íéðúùîä ;íéìéáåî àìä íéðúùîä øúé íå÷îá 0-å éðùä ìéáåî àìä äðúùîä íå÷îá 1 ùé äéðùä äãåîòì

.úëøòîä ìù ïåøúô àéä äãåîòù ììâá ,åæ äøéçá éãé ìò íéòá÷ð íéìéáåîä

...äàìä ïëå

úåãåîòä úà ìá÷ð ,úåìéáåî úåãåîòì íéîéàúîù íéáéëøä úà ñéñáä éøáéàî èéîùð íàù úåàøì ì÷

,(−1)-á íúåà ìéôëðå ,úåìéáåî àìä úåãåîòì íéîéàúîù íéáéëøä úà íäî èéîùð íà .e1, e2, . . . , es ∈ F s

.íéñôàä úåøåù àìì ,A ìù úåìéáåî àìä úåãåîò úà ìá÷ð
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ìù P úåðåøúôä áçøîì ñéñá àöî :4.44 äîâåã



1 • 3 4 • 6 • 8

0 1 −2 −5 0 −8 0 −3

0 0 0 0 1 −4 0 −2

0 0 0 0 0 0 1 −7

0 0 0 0 0 0 0 0





X1

X2

X3

X4

X5

X6

X7

X8


=


0
0
0
0



.1, 3, 4, 6, 8 úåãåîòä ùîç ïä úåìéáåî àìä úåãåîòä ;úéðåð÷ úâøåãî øáë úëøòîä ìù úîöîåöîä äöéøèîä

:P -ì ñéñá ååäéù (c1, c2, . . . , c8)
t äøåöäî u1, u2, u3, u4, u5 íééèøô úåðåøúô äùîç ,ïë íà ,øçáð

.u1 = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)t úðúåð c1 = 1, c3 = 0, c4 = 0, c6 = 0, c8 = 0 äøéçá

.u2 = (0, 2, 1, 0, 0, 0, 0, 0)t úðúåð c1 = 0, c3 = 1, c4 = 0, c6 = 0, c8 = 0 äøéçá

.u3 = (0, 5, 0, 1, 0, 0, 0, 0)t úðúåð c1 = 0, c3 = 0, c4 = 1, c6 = 0, c8 = 0 äøéçá

.u4 = (0, 8, 0, 0, 4, 1, 0, 0)t úðúåð c1 = 0, c3 = 0, c4 = 0, c6 = 1, c8 = 0 äøéçá

.u5 = (0, 3, 0, 0, 2, 0, 7, 1)t úðúåð c1 = 0, c3 = 0, c4 = 0, c6 = 0, c8 = 1 äøéçá

.íäìù 1, 3, 4, 6, 8 íéáéëøá úåððåáúäî úåàøì ì÷ù éôë ,úéøàðéì íééåìú éúìá äìàä íéøåè÷åä úùîç

(
u1, u2, u3, u4, u5

)
=



u1

1
u1

3
u1

4
u1

6
u1

8

1 1 0 0 0 0

•2 0 2 5 8 3

3 0 1 0 0 0

4 0 0 1 0 0

•5 0 0 0 4 2

6 0 0 0 1 0

•7 0 0 0 0 7

8 0 0 0 0 1


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

1 • 3 4 • 6 • 8

0 1 −2 −5 0 −8 0 −3

0 0 0 0 1 −4 0 −2

0 0 0 0 0 0 1 −7

0 0 0 0 0 0 0 0





X1

X2

X3

X4

X5

X6

X7

X8


=


0
0
0
0





u1

1
u1

3
u1

4
u1

6
u1

8

1 1 0 0 0 0

•2 0 2 5 8 3

3 0 1 0 0 0

4 0 0 1 0 0

•5 0 0 0 4 2

6 0 0 0 1 0

•7 0 0 0 0 7

8 0 0 0 0 1





u1

1
u1

3
u1

4
u1

6
u1

8

1 1 0 0 0 0

•2 0 2 5 8 3

3 0 1 0 0 0

4 0 0 1 0 0

•5 0 0 0 4 2

6 0 0 0 1 0

•7 0 0 0 0 7

8 0 0 0 0 1


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æà .äìù úåðåøúôä áçøî P éäé .íéîìòð n-á úåéðâåîåä úåàååùî úëøòî AX = 0 éäú :4.45 äð÷ñî

.dimP = n− rk(A)
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æà .åìù áçøî-úú U éäéå F äãù ìòî úéôåñ øöåð éøåè÷å áçøî V éäé :4.46 èôùî

.dimU ≤ dimV -å ,úéôåñ øöåð U (à)

.U = V æà dimU = dimV íà (á)

.n = dimV ïîñð :äçëåä

íéøáéà n ≥ úá ïëì ,V -á úéøàðéì äéåìú éúìá äøãñ íâ àéä U -á úéøàðéì äéåìú éúìá äøãñ ìë (à)

.úéôåñ øöåð U èøôá .ñéñá àéä 4.38 èôùî éôì .úéìîéñ÷î äéåìú éúìá äøãñ U -á ùéù ïàëî .(äôìçää èôùî)

.dimU ≤ n = dimV ïëì ,íéøáéà n ≥ ì"ðä ñéñáá ùé

.V -á íâ ïëìå ,U -á úéøàðéì äéåìú éúìá äøãñ u1, u2, . . . , un æà .U ìù ñéñá u1, u2, . . . , un éäé (á)

.V = Sp(u1, u2, . . . , un) = U ïàëî .V ìù ñéñá àéä 4.40 èôùî éôì ïëì ,íéøáéà n úá àéä
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.úéôåñ øöåð åðéà F [X] :4.47 ìéâøú

n úá äúéä åá úéøàðéì äéåìú éúìá äøãñ ìë æà ,íéøáéà n úá ,øîàð ,úéôåñ íéøöåé úøãñ åì äúéä åì ,ïëà

.äøéúñ ,íéøáéà n+ 1 úá úéøàðéì äéåìú éúìá 1, X,X2, . . . , Xn êà .øúåéä ìëì íéøáéà

:úøçà äçëåä

éäú

f1, f2, . . . , fk ∈ F [X]

-ù êë f ∈ F [X] ùéù ,øîåìë ,F [X] ìù íéøöåé úøãñ äððéà àéäù äàøð .F [X]-á éäùìë úøãñ

.f /∈ Sp(f1, . . . , fk)

.deg(c1f1 + · · · + ckfk) ≤ m æà c1, . . . , ck ∈ F íà .m = max(deg f1, . . . , deg fk) éäé

.f /∈ Sp(f1, . . . , fk) ,øîåìë ,f ̸= c1f1 + · · ·+ ckfk ïëì .deg f > m æà ,f = Xm+1 éäé
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?R3 éãîî úìúä áçøîä ìù íéáçøî-úúä ìë íäî :4.48 äîâåã

:íéâåñ äòáøàî íä

.((á)4.46 èôùî éôì) áçøîä ìë :3 ãîéîî (à)

.úéùàøä êøã íéøåùéî :2 ãîéîî (á)

.úéùàøä êøã íéøùé :1 ãîéîî (â)

.(úéùàøä úãå÷ð) {0} ñôàä áçøî :0 ãîéîî (ã)

C

A

O

u

__@@@@@@@
v // B
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.íéáçøî-úú ìù íéîåëñ

øéãâð .åìù íéáçøî-úú éðù U,W åéäéå F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :4.49 äøãâä

.U +W = {u+ w| u ∈ U,w ∈W}

.åìù íéáçøî-úú éðù U,W åéäéå F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :4.50 èôùî

.V ìù áçøî-úú U +W (à)

.U,W ⊆ U +W (á)

.U +W ⊆ V ′ æà ,U,W ⊆ V ′ -ù êë V ìù áçøî-úú V ′ íà (â)

æà ,U = Sp(u1, u2, . . . , um),W = Sp(w1, w2, . . . , wn) íà (ã)

.U +W = Sp(u1, u2, . . . , um, w1, w2, . . . , wn)
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:äçëåä

.V ìù áçøî-úú U +W (à)

.0 = 0 + 0 ∈ U +W ïëì 0 ∈ U,W (à)

,u+ u′ ∈ U,w+w′ ∈W æà .(u, u′ ∈ U,w,w′ ∈W øùàá) u+w, u′ +w′ ∈ U +W åéäé

.(u+ w) + (u′ + w′) = (u+ u′) + (w + w′) ∈ U +W ïëì ,(íéáçøî-úú U,W éë)

U,W éë) ,au ∈ U, aw ∈ W æà .a ∈ F éäéå (u ∈ U,w ∈ W øùàá) u + w ∈ U +W éäé

.a(u+ w) = au+ aw ∈ U +W ïëì ,(íéáçøî-úú
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.U,W ⊆ U +W (á)

.W ⊆ U +W äîåã ïôåàá .U ⊆ U +W ïëì .u = u+ 0 ∈ U +W æà .u ∈ U éäé (á)

.U +W ⊆ V ′ æà ,U,W ⊆ V ′-ù êë V ìù áçøî-úú V ′ íà (â)

ïëì .u + w ∈ V ′ ïëì ,u,w ∈ V ′ æà .(u ∈ U,w ∈ W øùàá) u + w ∈ U +W éäé (â)

.U +W ⊆ V ′
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æà ,U = Sp(u1, u2, . . . , um),W = Sp(w1, w2, . . . , wn) íà (ã)

.U +W = Sp(u1, u2, . . . , um, w1, w2, . . . , wn)

.U úà ïëì ,u1, u2, . . . , um úà ìéëî àåä .V ìù áçøî-úú àåä ïéîé óâà (.4.12 èôùî íéùîúùî) (ã)

.U +W úà ìéëî àåä (â) éôì .W úà ìéëî àåä äîåã ïôåàá

äîåã ïôåàá .u1, u2, . . . , um úà ïëì U úà ìéëî àåä (á) éôì .V ìù áçøî-úú àåä U +W ,êôéäì

.ïéîé óâà ìéëî àåä ïëì .w1, w2, . . . , wn úà ìéëî àåä

.W úàå U úà ìéëî øùà V ìù øúåéá ïè÷ä áçøî úúä àåä U +W :êë íëñì ïúéð (â) ,(á) ,(à) úà
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æà .åìù íéáçøî-úú éðù U,W åéäéå F äãù ìòî úéôåñ øöåð éøåè÷å áçøî V éäé :(ãîéîä èôùî) 4.51 èôùî

.dim(U +W ) = dim(U) + dim(W )− dim(U ∩W )

íéøöåð íä 4.46 èôùî éôì .úéôåñ øöåð áçøî ìù íéáçøî-úú U,W ⊆ U+W ⊆ V íãå÷ä èôùîä éôì :äçëåä

.dim(U+W ) = m+n−r :çéëåäì êéøö .n = dim(W ) ,m = dim(U) ,r = dim(U∩W ) åéäé .úéôåñ

øçáð

åúåà íéìùðå ,U ∩W ìù v1, v2, . . . , vr ñéñá (à)

íâå ;U ìù v1, v2, . . . , vr, ur+1, . . . , um ñéñáì (á)

.W ìù v1, v2, . . . , vr, wr+1, . . . , wn ñéñáì (â)

(ã)4.50 èôùî éôì æà

U +W =Sp(v1, v2, . . . , vr, ur+1, . . . , um, v1, v2, . . . , vr, wr+1, . . . , wn)

=Sp(v1, v2, . . . , vr, ur+1, . . . , um, wr+1, . . . , wn)

.úéøàðéì äéåìú éúìá v1, v2, . . . , vr, ur+1, . . . , um, wr+1, . . . , wn :çéëåäì éã ïëì

:úàæ çéëåð
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-ù êë a1, a2, . . . , ar, br+1, . . . , bm, cr+1, . . . , cn ∈ F åéäé

(1) .a1v1 + a2v2 · · ·+ arvr + br+1ur+1 · · ·+ bmum + cr+1wr+1 + · · ·+ cnwn = 0

æà

(2) .a1v1 + a2v2 · · ·+ arvr + br+1ur+1 · · ·+ bmum = (−cr+1)wr+1 + · · ·+ (−cn)wn

óâà .v ∈ U ïëì ,U éøáéà ìù éøàðéì óåøéö àåä ìàîù óâà .v-á (äæì äæ íéåùù) (2) ìù íéôâàä éðù úà ïîñð

.v ∈ U ∩W ïëì .v ∈W ïëì ,W éøáéà ìù éøàðéì óåøéö àåä ïéîé

v = a′1v1 + a′2v2 · · ·+ -ù êë a′1, a
′
2, . . . , a

′
r ∈ F ùé ,U ∩W ìù ñéñá v1, v2, . . . , vr-ù ïååéë

íéìá÷î (2) ìù ìàîù óâàîå ïàëî .a′rvr

v =a′1v1 + a′2v2 · · ·+ a′rvr + 0ur+1 · · ·+ 0um

v =a1v1 + a2v2 · · ·+ arvr + br+1ur+1 · · ·+ bmum

íéìá÷î (4.37 èôùî) U ìù v1, v2, . . . , vr, ur+1, . . . , um ñéñáä éôì øåè÷å ìù äâöää úåãéçé éôì êà

.br+1 = 0, . . . , bm = 0

ìá÷ðå (1) äàååùîá úàæ áéöð

.a1v1 + a2v2 · · ·+ arvr + cr+1wr+1 + · · ·+ cnwn = 0

,úéøàðéì äéåìú éúìá ïëìå W ìù ñéñá v1, v2, . . . , vr, wr+1, . . . , wn -å úåéä

a1 = a2 = · · · = ar = cr+1 = · · · = cn = 0
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.dim(U ∩W ) = 8 æà .äæî äæ íéðåù ,9 ãîéîî R10 ìù íéáçøî-úú éðù U,W åéäé :4.52 ìéâøú

èôùî éôì .dim(U +W ) ≤ dim(R10) = 10 ,(à)4.46 èôùî éôì ïëì ,R10 ìù áçøî-úú U +W :äçëåä

,9 + 9 − dim(U ∩W ) ≤ 10 ïëì ,dim(U +W ) = dim(U) + dim(W ) − dim(U ∩W ) ,ãîéîä

.dim(U ∩W ) ≥ 8 ïàëîå

ïàë äéä åìéà .dim(U∩W ) ≤ dim(U) = 9 ,(à)4.46 èôùî éôì ïëì ,U ìù áçøî-úúU∩W éðù ãöî

,dim(U) = dim(W ) = 9-å úåéä .U ⊆ U∩W ⊆W ïëìå ,U∩W = U äéä ,(á)4.46 èôùî éôì æà ,ïåéååù

.ïåúðì äøéúñá ,U =W ,(á)4.46 èôùî éôì ïàëî òáåð

.dim(U ∩W ) = 8 òáåð dim(U ∩W ) < 9 ,dim(U ∩W ) ≥ 8 êåúî
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?U ∩W êåúéçì ñéñá íéàöåî ãöéë .Fn ìù íéáçøî-úú éðù U,W ⊆ Fn åéäé

úåéðâåîåä úåàååùî úëøòî ìù úåðåøúôä áçøî ÷åéãá àåä U -ù çéðð

a11X1 + a12X2 + · · · + a1nXn = 0
a21X1 + a22X2 + · · · + a2nXn = 0
. . .

am1X1 + am2X2 + · · · + amnXn = 0

úëøòîä ìù úåðåøúôä áçøî àåä W -å

am+1 1X1 + am+1 2X2 + · · · + am+1nXn = 0
am+2 1X1 + am+2 2X2 + · · · + am+2nXn = 0

. . .
am′1X1 + am′2X2 + · · · + am′nXn = 0

.U ∩W àåä äìù úåðåøúôä áçøîù øåøá æà .úåàååùî m′ úá ,úçà úëøòîì úåëøòîä éúù úà óøöð

.äéòáì äáåùú ïúåð äæå ,äæä úåðåøúôä áçøîì ñéñá àåöîì ãöéë åðãîì

àáä ìéâøúä úà øéáñäì åðéìò ïë ìò
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úåéðâåîåä úåéøàðéì úåàååùî úëøòî àöî .U = Sp(v1, . . . , vm) ïîñð .v1, . . . , vm ∈ Fn åéäé :4.53 ìéâøú

.äìù úåðåøúôä áçøî U -ù êë ,BX = 0

íà ÷øå íà a1X1 + a2X2 + · · ·+ anXn = 0 ìù ïåøúô àåä (c1, c2, . . . , cn)
t :ïåéòø

,úåøçà íéìîá .c1X1 + c2X2 + · · ·+ cnXn = 0 ìù ïåøúô àåä (a1, a2, . . . , an)
t

( a1 a2 . . . an )


c1
c2
...

cn

 = 0 ⇔ ( c1 c2 . . . cn )


a1
a2
...

an

 = 0

úåàååùî m ìù AX = 0 úëøòîá ïðåáúð .vt1, . . . , v
t
m ïä äéúåøåùù A ∈ Mm×n(F ) éäú :ïåøúô

,øîàð ,P -ì ñéñá àåöîì ãöéë åðãîì .äìù úåðåøúôä áçøî P ⊆ Fn éäé .íéîìòð n-á úåéðâåîåä úåéøàðéì

.w1, . . . , ws ∈ Fn

.wt
1, . . . , w

t
s ïä äéúåøåùù B ∈ Ms×n(F ) éäú

.(íéîìòð n-á úåéðâåîåä úåéøàðéì úåàååùî s ìù) BX = 0 úëøòîä ìù úåðåøúôä áçøî àåä U :äðòè
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.(íéîìòð n-á úåéðâåîåä úåéøàðéì úåàååùî s ìù) BX = 0 úëøòîä ìù úåðåøúôä áçøî àåä U :äðòè

éôì ,ïàëî .dimU = dimU ′ (á) ;U ⊆ U ′ (à) éë äàøð åðà .BX = 0 ìù úåðåøúôä áçøî U ′ éäé :äçëåä

.U = U ′ ,4.46 èôùî

ìù úåðåøúô w1, . . . , ws-å úåéä .Bt = (w1, . . . , ws)-å A
t = (v1, . . . , vm)-ù áì íéùð (à)

øîåà äæ .BAt = (ABt)t = 0 ïëì .ABt = 0 ïàëî .Aw1 = 0, . . . , Aws = 0 íéé÷úî ,AX = 0

ïàëî .v1, . . . , vm ∈ U ′ ,øîåìë ,BX = 0 ìù úåðåøúô v1, . . . , vm ,èøôá .Bv1 = 0, . . . , Bvm = 0-ù

.U = Sp(v1, . . . , vm) ⊆ U ′

.(P ìù ñéñá éøáéà øôñî àåä s éë) s = dimP ,ïáåîë .r = dim(U) ïîñð (á)

.s = n− r ïëì .rk(A) = rk(At) = dim(U) = r íéé÷úî ,At ìù úåãåîòä áçøî àåä U -ù ïååéë

úåãåîòä áçøîì ñéñá ïä ïëì ,(P ìù ñéñá ïä éë) úéøàðéì úåéåìú éúìá ïä Bt ìù w1, . . . , ws úåãåîòä

.dimU ′ = n− s = n− (n− r) = r = dimU ïàëî .rk(B) = rk(Bt) = s ïëì .Bt ìù

:úøåëæú

.C(w1, . . . , ws) = (Cw1, . . . , Cws) æà ìéôëäì ïúéðù úåöéøèî C, (w1, . . . , ws) íà
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:äæì äæ íéìå÷ù íéàáä íéàðúä .åìù íéáçøî-úú éðù U,W åéäé .F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :4.54 èôùî

.{0} = U ∩W -å V = U +W (à)

.u ∈ U -å w ∈W øùàá ,v = u+ w äãéçéå úçà äâöä ùé v ∈ V ìëì (á)

.u ∈ U -å w ∈W øùàá ,v = u+ w äâöä ùé v ∈ V ìëìù êëì ìå÷ù V = U +W éàðúäù øåøá :äçëåä

-ì ìå÷ù {0} = U ∩W :çéëåäì éã ïëì

.u ∈ U -å w ∈W øùàá ,v = u+ w úçà äâöä øúåéä ìëì ùé v ∈ V ìëì (*)

äðééäúå {0} = U ∩W éë çéðð :úàæ çéëåð

, v = u+ w , v = u′ + w′ u, u′ ∈ U, w,w′ ∈W

íäéðùå ,U -á àåä ìàîù óâà ,W -á àåä ïéîé óâà .u− u′ = w′ −w ïàëîå u+w = u′ +w′ æà .úåâöä éúù

.íéé÷úî (*) ïëì .w = w′ ,u = u′ ïàëî .u− u′ = 0 = w′ − w ïëì .U ∩W = {0}-á íä ïëì ,íéååù

úà çéëåäì éãë .{0} ⊆ U ∩W ïëìå ,0 úà íéìéëî íä ,íéáçøî úú U,W -ù ïååéë .(*) çéðð ,êôéäì

U -î øáéà ìù íåëñë 0 ìù úåâöä éúù ïä 0 = v + (−v)-å 0 = 0 + 0 æà .v ∈ U ∩W éäé ,éëåôää äìëää

.{0} = U ∩W ïëì .v = 0 úåãéçéä éôì .W -î øáéàå

.10.54 èôùî ìù íéìå÷ùä íéàðúä úà íéîéé÷î V,U,W íà U,W ìù øùé íåëñ àåä V -ù øîàð :4.55 äøãâä

.V = U ⊕W :ïåîéñ
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úåèððéîøèã .5

.çôðä úåéö÷ðåô

:äéöáéèåî

ìò úòá÷ðä úéìéá÷îä ìù (ïîåñîä) çèùä úà N (v1, v2)-á ïîñð øåùéîá v1, v2 íéøåè÷å âåæ øåáò (1)

(.ïåòùä ïååéë ãâð ,øîåìë ,úéáåéç àéä v2-ì v1 ïéá úéåæä íà éáåéçì áùçð çèùä) .úéùàøäî íéöçë ,v1, v2 éãé

0..................................................................................................................................................................................................................... ...........v1
......................................................................................................................................................... ...........v2 ...................................................................................................................................................................................................

2=çèù
(1)

0
..................................................................................................................................................................................................................... ...........v1
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.............................

v2

..................................................................................................................

.......
.......

.......
.......

.......
.......

.......
.......

.......
.......

.......
....

8.5=çèù
(2)

0
..................................................................................................................................................................................................................... ...........v1
.........................

.........................
.........................

.........................
.........................

.....................................

v2
..................................................................................................................

..............
..............

..............
..............

..............
.........

2=çèù
(3)

0..................................................................................................................................................................................................................... ...........v1
..................................................................................................................................................................

v2
..................................................................................................................

...............................................................................

�8=çèù
(4)

0..................................................................................................................................................................................................................... ...........v1
...............................................................................................................................................
....
.......
....

v2

..................................................................................................................

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

.......

�11=çèù
(5)

0..................................................................................................................................................................................................................... ...........
v1....................................................................................................................................................... ...........

v2 ..................................................................................................................

...............................................................................

�3=çèù
(6)
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(ïîåñîä) çôðä úà N (v1, v2, v3)-á ïîñð áçøîá v1, v2, v3 íéøåè÷å ìù äùìù øåáò äîåã ïôåàá (2)

.úéùàøäî íéöçë ,v1, v2, v3 éãé ìò òá÷ðä ïåìéá÷îä ìù

0
..................................................................................................................................................................................................................... ...........v1
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
..................
...........

v2

..................................................................................................................

.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
....

(1)

0
.................................................................................................................................................................... ...........v1
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

.........
.........

..............................
v2

........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
........
................
...........

v3

.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
......

.......................................................................................

.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
......

.......
.......

.......
.......

.......
.......

.......
.......

.......

.......................................................................................

.......
.......

.......
.......

.......
.......

.......
.......

..........
....
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
......

......................................................................................................................................................

(2)

?åäùìë äãù F øùàë ,Fn-ì óà éìåàå ?Rn-ì äìàä íéâùåîä ìù úåììëä ùé íàä ?íúåà áùçì ãöéë (3)
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(.øåùéîá íéøåè÷å ìù äø÷îá ÷ø ïåãð) .çôðä úéö÷ðåô ìù úåðåëú :5.1 äøòä

.N (v1, v2) +N (v1, v
′
2) = N (v1, v2 + v′2) (à)

−−→
OD = v2 + v′2 (øééðä óã øåùéîá íä íéøåè÷åä ìë åá) àáä øåéöá ,ïëà

O A

B C

D E

.................................................................................................................................................................................................................... ...........
v1

.................................................................................................................................................................................................................... ...........v1

.........................................................................................................................................................................................................

..............
..............

..............
..............

..............
..............

..............
.........................
...........

v2
..............

..............
..............

..............
..............

..............
..............

..............

.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
..................
...........

v′2
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
..................
...........

v′2
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......

.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
................
...........

.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.......
.....

(åðéîéîù ùìåùîä çèù úà △-å åðéîéîù úéìéá÷îä çèù úà ïééöî □ øùàë) íéé÷úîå

N (v1, v2) +N (v1, v
′
2) = □(OACB) +□(BCED) =

□(OACB) +□(BCED) +△(OBD)−△(ACE) = □(OAED) = N (v1, v2 + v′2)

.N (v1, v2) +N (v′1, v2) = N (v1 + v′1, v2) äîåã ïôåàá

.a ∈ F ìëì N (av1, v2) = aN (v1, v2) = N (v1, av2) (á)

.N (v1, v2) = 0 æà v1 = v2 íà (â)

(.1 àåä äãéçéä òåáéø çèù ,øîåìë) .e1 =

(
0
1

)
, e2 =

(
0
1

)
ïàë .N (e1, e2) = 1 (ã)
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äãùá êøò v1, v2, . . . , vn ∈ Fn íéøåè÷å n ìëì äîéàúîù N äéö÷ðåô .äãù F éäé :5.2 äøãâä

íà Fn ìò çôð úéö÷ðåô úàø÷ð N (v1, v2, . . . , vn) ∈ F

:úéøàðéìéèìåî N (à)

v1, v2, . . . , vn, v
′
i ∈ Fn ìëìå 1 ≤ i ≤ n ìëì ('à)

N (v1, . . . , vi−1, vi + v′i, vi+1, . . . , vn) =

N (v1, . . . , vi−1, vi, vi+1, . . . , vn) +N (v1, . . . , vi−1, v
′
i, vi+1, . . . , vn)

a ∈ F ìëìå v1, v2, . . . , vn ∈ Fn ìëì ,1 ≤ i ≤ n ìëì (''à)

.N (v1, . . . , vi−1, avi, vi+1, . . . , vn) = aN (v1, . . . , vi−1, vi, vi+1, . . . , vn)

.N (v1, v2, . . . , vn) = 0 æà ,íéååù v1, v2, . . . , vn íéøåè÷åä ïéáî (úåçôì) íééðù íà (á)

.N (e1, e2, . . . , en) = 1 :úìîøåðî N (â)

,ìùîì ,æà .A ìù äéúåøåù v1, v2, . . . , vn øùàá ,N (A) = N (v1, v2, . . . , vn) øéãâð A ∈ Mn(F ) øåáò

.N (In) = 1 àåä (â) éàðú
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N
(
a b
c d

)
= ad−bc :úåöéøèî ìù áéúëá .N

(
(a, b), (c, d)

)
= ad−bc øéãâð .n = 2 çéðð :5.3 äîâåã

.çôð úéö÷ðåô éäåæ

:(ä÷éãáì øúåé ì÷ øàùä ;('à) äðåëúä úà ÷ø ïàë ÷åãáð) ïëà

N
(
(a, b) + (a′, b′), (c, d)

)
= N

(
(a+ a′, b+ b′), (c, d)

)
= (a+ a′)d− (b+ b′)c =

(ad− bc) + (a′d− b′c) = N
(
(a, b), (c, d)

)
+N

(
(a′, b′), (c, d)

)
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.äéúåøåù v1, v2, . . . , vn ,äöéøèî A ∈ Mn(F ) ,çôð úéö÷ðåô N éäú äúòî

.N (A) = 0 æà íéñôà úøåù A-á íà :5.4 ìéâøú

æà .vi = 0 çéðð :äçëåä

N (A) = N (v1, . . . , vi−1, 0vi, vi+1, . . . , vn) = 0N (v1, . . . , vi, . . . , vn) = 0
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.β =


−1 P = Pkl íà

α P = Pk(α) íà

1 P = Pkl(λ) íà
øùàá ,N (P(A)) = β · N (A) æà .úéøèðîìà äìåòô P éäú :5.5 èôùî

:äçëåäì øåù÷ åðéà äøåàëìù áåùéç äùòð .P = Pkl çéðð (à) :äçëåä

0 = N (v1, . . . , vk−1, vk + vl, vk+1, . . . , vl−1, vk + vl, vl+1, . . . , vn)
= N (v1, . . . , vk−1, vk, vk+1, . . . , vl−1, vk, vl+1, . . . , vn)
+ N (v1, . . . , vk−1, vk, vk+1, . . . , vl−1, vl, vl+1, . . . , vn)
+ N (v1, . . . , vk−1, vl, vk+1, . . . , vl−1, vk, vl+1, . . . , vn)
+ N (v1, . . . , vk−1, vl, vk+1, . . . , vl−1, vl, vl+1, . . . , vn)

.N (A) +N (Pkl(A)) = 0 ïëì .N (Pkl(A)) éùéìùäå ,N (A) àåä éðùä ,0 íä éòéáøäå ïåùàøä øáåçîä

.5.2 äøãâäá N ìù (''à) äðåëúäî N (Pk(α)(A)) = αN (A) æà .P = Pk(α) çéðð (á)

:5.2 äøãâäá N ìù (á) ,(''à) ,('à) úåðåëúá ùîúùð .P = Pkl(λ) çéðð (â)

N (Pkl(λ)(A)) = N (v1, . . . , vk−1, vk, vk+1, . . . , vl−1, vl + λvk, vl+1 . . . , vn)
= N (v1, . . . , vk−1, vk, vk+1, . . . , vl−1, vl, vl+1 . . . , vn)
+ λN (v1, . . . , vk−1, vk, vk+1, . . . , vl−1, vk, vl+1 . . . , vn)
= N (A) + λ0 = N (A)
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.N (P(A)) ̸= 0 ⇔ N (A) ̸= 0 æà úéøèðîìà äìåòô P íà :5.6 äð÷ñî

.β ̸= 0 ,äø÷î ìëá .1 åà α åà −1 àåä β øùàá , N (P(A)) = βN (A) ,èôùîä éôì :äçëåä

.N (A) ̸= 0 íà ÷øå íà (rk(A) = n øîåìë) äëéôä A :5.7 èôùî

.úåéøèðîìà úåìåòô ìù äøãñ éãé ìò A-î äìá÷úä àéä .A ìù úéðåð÷ úâøåãîä äöéøèîä A′ éäú :äçëåä

.N (A) ̸= 0 ,5.6 äð÷ñî éôì ,ïëìå ,N (A′) = 1 ̸= 0 ïëì ,A′ = In æà äëéôä A íà

,5.6 äð÷ñî éôì ,ïëìå ,N (A′) = 0 ,5.4 ìéâøú éôì ,ïëì ,íéñôà úøåù ùé A′-á æà äëéôä äðéà A íà

.N (A) = 0
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.5.5 èôùîá åîë β øùàá ,N (E) = β æà .P úéøèðîìà äìåòôì äîéàúîä úéøèðîìà äöéøèî E éäú :5.8 äð÷ñî

.N (E) = β · N (In) = β :5.5 èôùîá A = In áéöð .E = P(In) ,äøãâää éôì :äçëåä

N (EA) = N (E)N (A) æà ,úéøèðîìà äöéøèî E íà :5.9 äð÷ñî

øùàá ,N (P(A)) = βN (A) 5.5 èôùî éôì .EA = P(A) æà ,P úéøèðîìà äìåòôì äîéàúî E íà :äçëåä

.β = N (E) ,5.8 äð÷ñî éôì .(P-á éåìú) èôùîá íåùø β ∈ F

β =


−1 P = Pkl íà

α P = Pk(α) íà

1 P = Pkl(λ) íà
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.N (AB) = N (A)N (B) æà ,A,B ∈ Mn(F ) íà :(äìôëîä èôùî) 5.10 èôùî

.äçñåðä ïàëîå ,N (A) = 0 ,N (AB) = 0 ïëìå rk(AB) ≤ rk(A) < n æà ,rk(A) < n íà (1) :äçëåä

äàøð .A = Ek · · ·E1 øîàð ,úåéøèðîìà úåöéøèî ìù äìôëî ïëìå ,äëéôä A æà ,rk(A) = n íà (2)

.k ìò äéö÷åãðéàá N (Ek · · ·E1B) = N (Ek · · ·E1)N (B)

.5.9 äð÷ñî éäåæ k = 1 øåáò

äéö÷åãðéàä úçðäå 5.9 äð÷ñî éôì .k − 1 øåáò úåðåëð çéðð

N (EkEk−1 · · ·E1B) = N (Ek)N (Ek−1 · · ·E1B) = N (Ek)N (Ek−1 · · ·E1)N (B) =

N (EkEk−1 · · ·E1)N (B)
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.N úçà çôð úéö÷ðåô øúåéä ìëì ùé n ìëì :5.11 èôùî

.N1(A) = N2(A) íéé÷úî A ∈ Mn(A) ìëìù äàøð .çôð úåéö÷ðåô éúù N1,N2 äðééäú :äçëåä

.5.7 èôùî éôì N1(A) = 0 = N2(A) æà äëéôä äðéà A íà (1)

.5.8 äð÷ñî éôì N1(A) = N2(A) æà úéøèðîìà A íà (2)

äìôëîä èôùî éôì ïëìå ,A = Ek · · ·E1 úåéøèðîìà úåöéøèî ìù äìôëî àéä æà ,äëéôä A íà (3)

.N1(A) = N1(Ek) · · · N1(E1) = N2(Ek) · · · N2(E1) = N2(A)
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N (At) = N (A) :5.12 èôùî

.5.7 èôùî éôì ,0 íä íéôâàä éðù ïëìå ,äëéôä äðéà At íâ æà äëéôä äðéà A íà (1) :äçëåä

.úéøèðîìà äìåòô P øùàá ,A = P(In) øîåìë ,úéøèðîìà A-ù çéðð (2)

.N (At) = N (A) ïëìå At = A æà P = Pk(α) åà P = Pkl íà

5.8 äð÷ñî éôì .Plk(λ) äìåòôì äîéàúî àéä ;úéøèðîìà äöéøèî At íâ æà P = Pkl(λ) íà

.N (At) = 1 = N (A)

ïëì .At = Et
1 · · ·Et

k ïëìå ,A = Ek · · ·E1 úåéøèðîìà úåöéøèî ìù äìôëî àéä æà ,äëéôä A íà (3)

,(2) éôì

N (At) = N (Et
1) · · · N (Et

k) = N (E1) · · · N (Ek) = N (Ek · · ·E1) = N (A)

Pkl Pk(α)

k l
1

. . .
1

k 0 · · · 1
1

...
. . .

...
1

l 1 · · · 0
1

. . .
1





k
1

. . .
1

k α
1

. . .
1
1
1

. . .
1


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Pkl(λ)
E Et



k l
1

. . .
1

k 1 · · · 0
1

...
. . .

...
1

l λ · · · 1
1

. . .
1





k l
1

. . .
1

k 1 · · · λ
1

...
. . .

...
1

l 0 · · · 1
1

. . .
1


Plk(λ)
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.äèððéîøèã

det(A) :ïåîéñ .äèððéîøèãä úàø÷ð àéä .(n× n øãñî úåöéøèî ìò) äãéçé çôð úéö÷ðåô úîéé÷ n ìëì :5.13 èôùî

.A ∈ Mn(F ) øùàá ,|A| åà

.n ìò äéö÷åãðéàá äùòð äæ øáã .n ìëì úçà çôð úéö÷ðåô àåöîì éã ïëì ,5.11 èôùîá äçëåä úåãéçéä :äçëåä

.çôð úéö÷ðåô ìù úåðåëúä ùé åæ äéö÷ðåôìù úåàøì ì÷ .|(a)| = a øéãâð n = 1 øåáò

(.5.3 äîâåã äàø � çôð úéö÷ðåô éäåæ ;N
(
a b
c d

)
= ad− bc øéãâð n = 2 øåáò)

.(n− 1)× (n− 1) øãñî úåöéøèîì (|A| ïåîéñä íò) çôð úéö÷ðåô åðøãâäù ,äéö÷åãðéàá ,çéðð

øãñî äöéøèîä ,åðééäã ,A ìù (i, j)-ä øåðéîä úà Aij -á ïîñð 1 ≤ i, j ≤ n øåáò .A ∈ Mn(F ) éäú

úà ïîñîù ,(A)ij -î ìéãáäì) .j-ä äãåîòäå i-ä äøåùä ú÷éçî éãé ìò A-î úìá÷úîù (n − 1) × (n − 1)

øéãâðå (!)åäùìë 1 ≤ j ≤ n øçáð æà (.j-ä äãåîòá i-ä äøåùá A ìù áéëøä

(1) . |A| =
n∑

i=1

(−1)i+j(A)ij |Aij |

.çôð úéö÷ðåô éäåæù ,çéëåäì øúåð
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øùàë ,k-ä äøåùá ÷ø åæî åæ úåìãáðù úåöéøèî A,B,C ∈ Mn(F ) äðééäú .1 ≤ k ≤ n éäé ('à)

.|C| = |A|+ |B| :çéëåäì êéøö .A,B ìù k-ä úåøåùä íåëñ àéä C ìù k-ä äøåùä

íéé÷úî 1 ≤ i ≤ n ìëìù äìéçú äàøð

(2) (C)ij |Cij | = (A)ij |Aij |+ (B)ij |Bij |

íéìãáð Aij , Bij , Cij ∈ Mn−1(F ) íéøåðéîä íâ ,ïë åîë .(A)ij = (B)ij = (C)ij æà ,i ̸= k íà

,äéö÷åãðéàä úçðä éôì ïëì .Aij , Bij -á úåîéàúîä úåøåùä íåëñ àéä Cij -á åæ äøåùå ,úçà äøåùá ÷ø äæî äæ

.(2) ïàëî .|Cij | = |Aij |+ |Bij |

.(k-ä äøåùá íéáéëø äìà éë) (C)ij = (A)ij + (B)ij åìéàå Aij = Bij = Cij æà ,i = k íà

.(2) ïàëî

ïëì

|C| =
n∑

i=1

(−1)i+j(C)ij |Cij | =
n∑

i=1

(−1)i+j
(
(A)ij |Aij |+ (B)ij |Bij |

)
=

n∑
i=1

(−1)i+j(A)ij |Aij |+
n∑

i=1

(−1)i+j(B)ij |Bij | = |A|+ |B|
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,k-ä äøåùá ÷ø åæî åæ úåìãáðù úåöéøèî A,B ∈ Mn(F ) äðééäú .a ∈ F éäéå 1 ≤ k ≤ n éäé (''à)

.|B| = a|A| :çéëåäì êéøö .A ìù k-ä äøåùä ìù a-á äìåôëä àéä B ìù k-ä äøåùä øùàë

íéé÷úî 1 ≤ i ≤ n ìëìù äìéçú äàøð

(3) (B)ij |Bij | = a(A)ij |Aij |

äøåùá ÷ø äæî äæ íéìãáð Aij , Bij ∈ Mn−1(F ) íéøåðéîä íâ ,ïë åîë .(A)ij = (B)ij æà ,i ̸= k íà

.|Bij | = a|Aij | ,äéö÷åãðéàä úçðä éôì ïëì .Aij -á äîéàúîä äøåùä ìù a-á äìåôëä àéä Bij -á åæ äøåùå ,úçà

.(3) ïàëî

.(3) ïàëî .(k-ä äøåùá íéáéëø äìà éë) (B)ij = a(A)ij åìéàå Aij = Bij æà ,i = k íà

ïëì

|B| =
n∑

i=1

(−1)i+j(B)ij |Bij | =
n∑

i=1

(−1)i+ja(A)ij |Aij | = a
n∑

i=1

(−1)i+j(A)ij |Aij | = a|A|
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äàøð .k < l øùàá ,l-ä äøåùäå k-ä äøåùä :úåäæ úåøåù éúù äì ùéù çéððå A ∈ Mn(F ) éäú (á)

.|A| = 0-ù

.|Aij | = 0 ,äéö÷åãðéàä úçðä éôì ,ïëìå ,úåäæ úåøåù éúùAij øåðéîá íâ æà i ̸= k, l íà .1 ≤ i ≤ n éäé

øåðéîäî ìá÷ì øùôà Akj øåðéîä úàù úåàøì ì÷ .(úåäæä úåøåùá íéáéëø äìàù ììâá) (A)kj = (A)lj ïë åîë

äøåùä úôìçäì úåìå÷ù äìà äôñåäå ä÷éçî .(l − 1)-ä äøåùä éøçà äúôñåäå k-ä äøåùä ú÷éçî éãé ìò Alj

äìéôëî åæë äôìçä ìë .(k + 1, k + 2, . . . , l − 1 ïäéøôñîù) äéøçàù úåøåù (l − 1 − k) íò Alj -á k-ä

ïëì .|Akj | = (−1)l−1−k|Alj | ïëì .øåðéîä ìù äèððéîøèãä úà (−1)-á

|A| =
n∑

i=1

(−1)i+j(A)ij |Aij | = (−1)k+j(A)kj |Akj |+ (−1)l+j(A)lj |Alj | =

= (−1)k+j(−1)l−1−k(A)lj |Alj |+ (−1)l+j(A)lj |Alj | =

= ((−1)l+j−1 + (−1)l+j)(A)lj |Alj | = 0

:j-ä áéëøä éìá vi äøåùä àéä v′i

A =



v1
...

vk−1

vk = vl
vk+1

...

vl−1

vk = vl
vl+1

...

vn



Alj =



v′1
...

v′k−1

v′k = v′l
v′k+1

...

v′l−1

v′l+1

...

v′n



Akj =



v′1
...

v′k−1

v′k+1

...

v′l−1

v′k = v′l
v′l+1

...

v′n


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ïë åîë .|Ajj | = 1 äéö÷åãðéàä úçðä éôì ïëì ,Ajj = In−1 ,ïëà .|A| = 1 æà A = In íàù äàøð (â)

ïëì .(A)ij =

{
1 i = j
0 i ̸= j

.|A| =
n∑

i=1

(−1)i+j(A)ij |Aij | = (−1)j+j(A)jj |Ajj | = (−1)2j1 · 1 = 1

.çôð úéö÷ðåô àéä ïëì ,çôð úéö÷ðåô ìù úåðåëúä ìë úòöåîä äéö÷ðåôìù åðçëåä
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úåðåù úåéåøùôà n ïúåð (1) ïëì .j úøéçáá äéåìú äððéà (1) äøãâää ,çôðä úéö÷ðåô ìù úåãéçéä éôì :5.14 äøòä

.j-ä äãåîòä éôì äèððéîøèãä ìù çåúéôä úçñåð äì íéàøå÷ .äèððéîøèãä áåùéçì
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.èôùîá äøãâää éôì úåèððéîøèã áåùéç :5.15 äîâåã

:j = 1 ç÷�ð (à)∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ = (−1)1+1a |d|+ (−1)2+1c |b| = ad− bc

:j = 2 ,ìùîì ,ç÷�ð (á)∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣ = (−1)1+2b

∣∣∣∣ d f
g i

∣∣∣∣+ (−1)2+2e

∣∣∣∣ a c
g i

∣∣∣∣+ (−1)3+2h

∣∣∣∣ a c
d f

∣∣∣∣ =
= −b(di− gf) + e(ai− gc)− h(af − dc) =

= aei+ dhc+ gbf − ceg − fha− ibd

:äçñåðä úà øåëæì êøã

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b c
d e f
g h i
a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= aei+ dhc+ gbf − ceg − fha− ibd

136



æà n = 4 íà (â)

|A| =
4∑

i=1

(−1)i+1(A)i1 |Ai1|

ïàëî .A ìù íéáéëøä ìù úåìôëî 6 ìù íåëñë (á) äîâåã éôì ,áåúëì øùôà ïéîé óâàá íéøáåçîä úòáøàî ãçà ìëå

.ïìäì 5.18 äîâåã íâ äàø .A ìù íéáéëø 4 ìù äìôëî ãçà ìë ,íéøáåçî 24 ìù íåëñ àåä |A|-ù

ìù úåìôëîä øôñî .A ìù úåðåù úåãåîòîå úåðåù úåøåùî ãéîú íä äìàä íéáéëøä úòáøàù áì íéù)

ïúéöçî .äèððéîøèãä çåúéôá úåòéôåî äìàä úåìôëîä ìë ïëì .24 ÷åéãá àåä åæ äðåëú ïäì ùéù íéáéëø äòáøà

(.5.26 èôùîá äæ ïééðòá ïåãð .− ïîéñ íò ïúéöçîå + ïîéñ íò úåòéôåî
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.1 ≤ i, j ≤ n ìëì At
ij = (Aji)

t :5.16 ìéâøú

A-î øöåð ïéîé óâà .j-ä äãåîòäå i-ä äøåùä ú÷éçîå úåãåîòì úåøåù úëéôä éãé ìò A-î øöåð ìàîù óâà :äçëåä

.íéååù íäéðùù øåøá .úåãåîòì úåøåù úëéôäå i-ä äãåîòäå j-ä äøåùä ú÷éçî éãé ìò

A ∈ Mn(F ) ìëì æà .1 ≤ i ≤ n éäé :(i-ä äøåùä éôì äèððéîøèãä çåúéô) 5.17 èôùî

(4) |A| =
n∑

j=1

(−1)i+j(A)ij |Aij |

:5.16 ìéâøúáå i-ä äãåîòä éôì |At| ìù çåúéôä úçñåðá ùîúùð :äçëåä

|A| = |At| =
n∑

j=1

(−1)j+i(At)ji|At
ji| =

n∑
j=1

(−1)i+j(A)ij |Aij |

:ìéòì ,äèððéîøèãä ìù úéøå÷îä äøãâää

(1) . |A| =
n∑

i=1

(−1)i+j(A)ij |Aij |

(1′) . |A| =
n∑

j=1

(−1)j+i(A)ji |Aji|
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|A| =
∑n

j=1(−1)4+j(A)4j |A4j | :i = 4 ç÷�ð :5.18 äîâåã

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣∣
=− a41

∣∣∣∣∣∣
a12 a13 a14
a22 a23 a24
a32 a33 a34

∣∣∣∣∣∣+ a42

∣∣∣∣∣∣
a11 a13 a14
a21 a23 a24
a31 a33 a34

∣∣∣∣∣∣− a43

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a14
a21 a22 a24
a31 a32 a34

∣∣∣∣∣∣+ a44

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
=− a41(a12a23a34 + a22a33a14 + a32a13a24 − a14a23a32 − a24a33a12 − a34a13a22)

+ a42(a11a23a34 + a21a33a14 + a31a13a24 − a14a23a31 − a24a33a11 − a34a13a21)

− a43(a11a22a34 + a21a32a14 + a31a12a24 − a14a22a31 − a24a32a11 − a34a12a21)

+ a44(a11a22a33 + a21a32a13 + a31a12a23 − a13a22a31 − a23a32a11 − a33a12a21)

=− a12a23a34a41 − a14a22a33a41 − a13a24a32a41 + a14a23a32a41 + a12a24a33a41

+ a13a22a34a41 + a11a23a34a42 + a14a21a33a42 + a13a24a31a42 − a14a23a31a42

− a11a24a33a42 − a13a21a34a42 − a11a22a34a43 − a14a21a32a43 − a12a24a31a43

+ a14a22a31a43 + a11a24a32a43 + a12a21a34a43 + a11a22a33a44 + a13a21a32a44

+ a12a23a31a44 − a13a22a31a44 − a11a23a32a44 − a12a21a33a44
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.úåøåîú úøæòá äèððéîøèã

äðéäù σ: Jn → Jn ä÷úòä àéä Jn ìò äøåîú .Jn := {1, 2, . . . , n} ïîñðå éòáè øôñî n éäé :5.19 äøãâä

åúåàá çøëäá àì ìáà ,Jn ìù íéøáéàä ìë úøãñ àéä σ(1), σ(2), . . . , σ(n) ,úåøçà íéìéîá .ìòå úéëøò ãç ãç

.Sn-á úåøåîú n! ùé .στ := σ ◦ τ ∈ Sn íâ æà σ, τ ∈ Sn íà .Sn ïîåñú Jn ìò úåøåîúä ìë úöåá÷ .øãñ

i ∈ Jn ìë úçúî)

(
1 2 3 4 5 6 7 8
5 2 4 8 1 7 6 3

)
:n = 8 øåáò äîâåã .äøåîú ìù íåùéø :5.20 ïåîéñ

.íîå÷îá Jn éøáéà øàù úà äøéàùîå l-å k ïéá äôéìçîù äøåîúä úà ïîñî (k l) ïîéñä .(σ(i) ãîåò

:äîâåã(
1 2 3 4 5 6
5 2 4 6 1 3

)(
1 2 3 4 5 6
6 2 5 3 4 1

)(
1 2 3 4 5 6
1 4 5 3 6 2

)
=

=

(
1 2 3 4 5 6
3 4 6 1 5 2

)
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.σ ∈ Sn éäúå äãù F éäé :5.21 äøãâä

.P (σ) := (eσ(1), . . . , eσ(n)) ∈ Mn(F ) àéä σ äøåîú ìù äöéøèîä (à)

(.F -á éåìú åðéà àåäù úåàøäì øùôà) .det(P (σ)) àåä σ ∈ Sn ìù Sign(σ) ïîéñä (á)

æà ,σ ∈ Sn äæéà øåáò A = P (σ) ,øîåìë ,äøåîú úöéøèî A ∈ Mn(F ) íà (à) :5.22 äøòä

.äãåîò ìëá øçà íå÷éîá àåäå ,1 àåä ,ñôàî äðåù ãçà áéëø ÷ø ùé A ìù äãåîò ìëá (*)

.σ ∈ Sn äæéà øåáò A = P (σ) æà (*) úà úîéé÷î A íà ,êôéäì

.(*) ïåéôàî òáåð äæ .äøåîú úöéøèî íâ àåä äá 1 áéëø ìù øåðéî æà äøåîú úöéøèî A íà (á)

.n ìò äéö÷åãðéàá (á)-î òáåð äæ .|A| = ±1 æà äøåîú úöéøèî A íà (â)

.Sign(σ) = −1 íà úéâåæ éàå Sign(σ) = 1 íà úéâåæ σ-ù íéøîåà .σ ∈ Sn ìëì Sign(σ) = ±1 (ã)

.|P (σ)| = 1 ïëì ,P (σ) = In ,ïëà .Sign(σ) = 1 æà σ = 1 íà (ä)

.|P (σ)| = −1 ,5.5 èôùî éôì ïëì ,P (σ) = Ekl ,ïëà .Sign(σ) = −1 æà σ = (k l) íà (å)

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
5 2 4 8 1 7 6 3

)
P (σ) =



1 2 3 4 5 6 7 8

1 0 0 0 0 1 0 0 0

2 0 1 0 0 0 0 0 0

3 0 0 0 0 0 0 0 1

4 0 0 1 0 0 0 0 0

5 1 0 0 0 0 0 0 0

6 0 0 0 0 0 0 1 0

7 0 0 0 0 0 1 0 0

8 0 0 0 1 0 0 0 0


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.Sign(σ) Sign(τ) = Sign(στ) ïëìå P (σ)P (τ) = P (στ) æà .σ, τ ∈ Sn äðééäú :5.23 èôùî

ïëì .j ∈ Jn ìëì Aej = eσ(j) æà .A = P (σ) ïîñð :äçëåä

.P (σ)P (τ) = A(eτ(1), . . . , eτ(n)) = (Aeτ(1), . . . , Aeτ(n)) = (eσ(τ(1)), . . . , eσ(τ(n))) =

= (e(στ)(1), . . . , e(στ)(n)) = P (στ)

.|P (στ)| = |P (σ)| · |P (τ)| :äæ ïåéååù ìò äìôëîä èôùî úà ìéòôð úòë
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.N(σ) = #{(i, j)| i < j, σ(i) > σ(j)} øùàá ,P (σ) = (−1)N(σ) æà .σ ∈ Sn éäú :5.24 èôùî

σ(1), . . . , σ(i) úåøåùäå 1, . . . , i úåãåîòäî úáëøåîù äöéøèîä Pi ∈ Mi(F ) éäú 1 ≤ i ≤ n ìëì :äçëåä

.(úåãåîòäå úåøåùä øúé ú÷éçî éãé ìò P (σ)-î úìá÷úî Pi ,øîåìë) P (σ) ìù

,|Pi| = (−1)i+σ(i)−Z(i)|Pi−1| ïúåð äðåøçàä äãåîòä éôì çåúéôå ,Pn = P (σ) ,P1 = (1) æà

,øîåìë ,P (σ) êåúî Pi úà ìá÷ì éãë å÷çîðù σ(i) äøåùä éðôì P (σ)-á úåøåùä øôñî àåä Z(i) øùàá

ïëì .Z(i) = #{j > i| σ(j) < σ(i)}

. Sign(σ) = |P (σ)| = (−1)n+σ(n)(−1)n−1+σ(n−1)−Z(n−1) · · · (−1)2+σ(2)−Z(2) · 1

ìéòì äàååùîä úà ïëì ,(σ(1) äøåùä éðôìù úåøåùä øôñî=) Z(1) = σ(1) − 1 -å Z(n) = 0-ù áì íéùð

:êë áåúëì øùôà

. Sign(σ) = (−1)n+σ(n)−Z(n)(−1)n−1+σ(n−1)−Z(n−1) · · · (−1)2+σ(2)−Z(2)(−1)1+σ(1)−Z(1)

=(−1)(1+···+n)+(σ(1)+···+σ(n))−(Z(1)+···+Z(N)) = (−1)Z(1)+···+Z(N) = (−1)N(σ)
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5.20 äøòäá åîë σ ∈ Sn íåùøð .ïîéñä ìù øéäî áåùéç :5.25 äøòä(
1 2 3 4 5 6 7 8
5 2 4 8 1 7 6 3

)
äãå÷ðá íéëçðù íéåå÷ äùåìù ïéàù êë ,øùé èòîë å÷á äðåúçúä äøåùá k íò äðåéìòä äøåùá k ∈ Jn ìë øáçðå

.íéåå÷ä ìù êåúéçä úåãå÷ð øôñî àåä N(σ) æà .(úçà äãå÷ðá øúåéä ìëì íéëúçð íéåå÷ éðù ìëå) úçà

� Li åðîñð � å÷ àöåé (σ(i) åäæ) i-ä íå÷îá àöîðù äðåúçúä äøåùá øáéàäî ,1 ≤ i ≤ n ìëì ,ïëà

ïëì .σ(i) > σ(j) íà ÷øå íà íéëúçð Li, Lj æà i < j íà ïëì .äðåéìòä äøåùá σ(i)-ä íå÷îá àöîðù øáéàì

.íéåå÷ä ìù íéëåúéçä øôñî àåä N(σ)

:äîâåã

1

PPP
PPP

PPP
PPP

PPP
PPP

PPP
PPP

PPP
PP 2 3

SSSS
SSSS

SSSS
SSSS

SSSS
SSSS

SSSS
SSSS

SSSS 4

��
��
��
��
��
��
�

5

nnn
nnn

nnn
nnn

nnn
nnn

nnn
nnn

nnn
nn 6

00
00
00
00
00
00
0 7

��
��
��
��
��
��
�

8

nnn
nnn

nnn
nnn

nnn
nnn

nnn
nnn

nnn
nn

5 2 4 8 1 7 6 3

.Sign(σ) = +1 ïëì ,(éâåæ) N(σ) = 14
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.|A| =
∑

σ∈Sn
Sign(σ)(A)1σ(1)(A)2σ(2) · · · (A)nσ(n) æà .A ∈ Mn(F ) éú :5.26 èôùî

.çôð úéö÷ðåô N -ù äàøðå N (A)-á ìéòì äàååùîä ìù ïéîé óâà úà ïîñð :äçëåä

øùàë ,k-ä äøåùá ÷ø åæî åæ úåìãáðù úåöéøèî A,B,C ∈ Mn(F ) äðééäú .1 ≤ k ≤ n éäé ('à)

,ïëàå .N (C) = N (A) +N (B) :çéëåäì êéøö .A,B ìù k-ä úåøåùä íåëñ àéä C ìù k-ä äøåùä

N (C) =
∑
σ∈Sn

Sign(σ)(C)1σ(1) · · ·
(
(A)k σ(k) + (B)k σ(k)

)
· · · (C)nσ(n) =

=
∑
σ∈Sn

Sign(σ)(A)1σ(1) · · · (A)k σ(k) · · · (A)nσ(n)+

+
∑
σ∈Sn

Sign(σ)(B)1σ(1) · · · (B)k σ(k) · · · (B)nσ(n) = N (A) +N (B)
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,k-ä äøåùá ÷ø åæî åæ úåìãáðù úåöéøèî A,B ∈ Mn(F ) äðééäú .a ∈ F éäéå 1 ≤ k ≤ n éäé (''à)

ïëàå .N (B) = aN (A) :çéëåäì êéøö .A ìù k-ä äøåùä ìù a-á äìåôëä àéä B ìù k-ä äøåùä øùàë

N (B) =
∑
σ∈Sn

Sign(σ)(A)1σ(1) · · ·
(
a(A)k σ(k)

)
· · · (A)nσ(n) =

= a
∑
σ∈Sn

Sign(σ)(A)1σ(1) · · · (A)k σ(k) · · · (A)nσ(n) = aN (A)
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:çéëåäì êéøö .k < l øùàá ,l-ä äøåùäå k-ä äøåùä :úåäæ úåøåù éúù äì ùéù A ∈ Mn(F ) éäú (á)

,úéâåæ éà ρ = στ æà ,úéâåæ σ ∈ Sn íà .τ2 = 1-å Sign(τ) = −1 æà τ = (k l) ∈ Sn éäú .N (A) = 0

σ øåáò úàæä äøåöäî àéäå ,úéâåæ ρτ -å ρ = (ρτ)τ éë ,úàæä äøåöäî àéä ρ úéâåæ éà äøåîú ìë .5.23 èôùî éôì

.σ1 = σ1ττ = σ2ττ = σ2 æà σ1τ = σ2τ íà éë ,äãéçé

-å Σ1 =
∑

úéâåæ σ Sign(σ)(A)1σ(1) · · · (A)nσ(n) øùàá ,N (A) = Σ1 +Σ2 ïëì

Σ2 =
∑

úéâåæ σ

Sign(στ)(A)1στ(1) · · · (A)k στ(k) · · · (A)l στ(l) · · · (A)nστ(n) =

∑
úéâåæ σ

Sign(σ) Sign(τ)(A)1σ(1) · · · (A)k σ(l) · · · (A)l σ(k) · · · (A)nσ(n) =

−
∑

úéâåæ σ

Sign(σ)(A)1σ(1) · · · (A)l σ(l) · · · (A)k σ(k) · · · (A)nσ(n) = −Σ1

.N (A) = Σ1 +Σ2 = 0 ïëì
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íà ÷ø (A)1σ(1) · · · (A)nσ(n) ̸= 0 ïëì .σ(i) = i íà ÷ø (A)i σ(i) ̸= 0 æà A = In íà (â)

.N (A) = Sign(1)(A)1 1 · · · (A)nn = 1 · 1 = 1 ïàëî .σ = 1

.äèððéîøèãä àéä N ,äúåãéçé ììâá .çôð úéö÷ðåô N ïëì
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ìôëäå øåñéçä ,øåáéçä úçú äøåâñå 0, 1 úà äìéëîù F ìù äöåá÷ç úú) åìù âåç úú R éäéå äãù F éäé :5.27 äð÷ñî

.det(A) ∈ R æà R-á íä A éáéëø ìëå A ∈ Mn(F ) íà .(F -á

.äìàë úåìôëî ìù íééãâðå A éáéëø ìù úåìôëî ìù íåëñ àåä det(A) ,5.26 èôùî éôì :äçëåä
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.äèððéîøèã ìù íéùåîéù

éãé ìò úøãâåî adjA ∈ Mn(F ) A-ì úôøåöîä äöéøèîä .A ∈ Mn(F ) éäú :5.28 äøãâä

.(adjA)ij = (−1)i+j |Aji| øîåìë ((adjA)t)ij = (−1)i+j |Aij |

.adjA =

(
|A11| −|A21|

−|A12| |A22|

)
=

(
d −b

−c a

)
æà A =

(
a b
c d

)
íà :5.29 äîâåã

.(adjA)t =

 ei− fh fg − di dh− eg
hc− bi ai− cg bg − ah
bf − ec dc− af ae− bd

 æà A =

 a b c
d e f
g h i

 íà

.adjA =

 ei− fh hc− bi bf − ec
fg − di ai− cg dc− af
dh− eg bg − ah ae− bd

 ïëì

.adjAt = (adjA)t :5.30 ìéâøú

.(adjAt)ij = (−1)i+j |At
ji| = (−1)i+j |(Aij)

t| = (−1)i+j |Aij | = ((adjA)t)ij :äçëåä
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.A ∈ Mn(F ) éäú :5.31 èôùî

A adjA = |A|In =

 |A| 0
. . .

0 |A|

 (à)

.adjA A = |A|In (á)

.(A adjA)ij =

{
|A| i = j
0 i ̸= j

:çéëåäì êéøö .1 ≤ i, j ≤ n åéäé (à) :äçëåä

.(A adjA)ij =
n∑

k=1

(A)ik(adjA)kj =
n∑

k=1

(−1)j+k(A)ik|Ajk|

.|A|-ì äååù ïëì ,j-ä äøåùä éôì |A| ìù çåúéôä ÷åéãá àåä ïéîé óâàá éåèéáä ,i = j íà

ìù j-ä äøåùä íå÷îá A ìù i-ä äøåùä úà íéîùåø íà ,A-î úìá÷úîä äöéøèîä A′ éäú ,i ̸= j íà

,k ìëì ,ïë åîë .|A′| = 0 ïëì ,úåäæ úåøåù éúù A′-á æà .A

.(A′)jk = (A)ik, A′
jk = Ajk

(j-ä äøåùä éôì A′ ìù çåúéô) ìá÷ð ,ìéòì áåùéçá úàæ áéöð íà

(A adjA)ij =
n∑

k=1

(−1)j+k(A′)jk|A′
jk| = |A′| = 0
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.adjA A = |A|In (á)

,At ìò íùåéî (à) éôìå 5.30 ìéâøú éôì (á)

.(adjA A)t = At(adjA)t = At(adjAt) = |At|In = |A|In = (|A|In)t

.äðòèä ïàëîå

152



.A−1 = 1
|A|adjA æà |A| ̸= 0 íà :5.32 äàöåú

.

(
a b
c d

)−1

= 1
ad−bc

(
d −b

−c a

)
:5.33 äîâåã
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.|A| ̸= 0 çéðð .F äãù ìòî íéîìòð n-á úåéøàðéì úåàååùî n ìù úëøòî AX = b éäú :(Cramer) 5.34 èôùî

A-î úìá÷úî Ai ∈ Mn(F ) øùàá ci =
|Ai|
|A| äçñåðä éãé ìò ïåúðä c = (c1, c2, . . . , cn)

t ãéçé ïåøúô úëøòîì æà

.b äãåîòáA ìù i-ä äãåîòä úôìçä éãé ìò

,5.32 äàöåú éôì .c = A−1b ïëìå Ac = b æà .c ãéçé ïåøúô ùé úëøòîì ïëìå äëéôä A æà |A| ̸= 0 íà :äçëåä

,úåöéøèî ìù ìôëä ììë éôì .B = Ai ïîñðå b = (b1, b2, . . . , bn)
t ∈ Fn çéðð .c = 1

|A| (adjA)b

ci =
1

|A|

n∑
k=1

(adjA)ikbk =
1

|A|

n∑
k=1

(−1)i+k|Aki|bk =
1

|A|

n∑
k=1

(−1)i+k|Bki|(B)ki =
1

|A|
|B|

.i-ä äãåîòä éôì |B| ìù çåúéôî òáåð ïåøçàä ïåéååùä
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úëøòîì :5.35 äîâåã

2X + 3Y = 4

5X + 6Y = 1

øùàá ,(c1, c2)
t ãéçé ïåøúô

.c1 =

∣∣∣∣ 4 3
1 6

∣∣∣∣∣∣∣∣ 2 3
5 6

∣∣∣∣ =
4 · 6− 3 · 1
2 · 6− 3 · 5

= −7, c2 =

∣∣∣∣ 2 4
5 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ 2 3
5 6

∣∣∣∣ =
2 · 1− 4 · 5
2 · 6− 3 · 5

= 6
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úåéøàðéì úå÷úòä .6

:úåöåá÷ ïéá úå÷úòä úåãåà íééììë íéøáã

.W äöåá÷ä êåúì V äöåá÷ éøáéà ä÷éúòîù T íùá ä÷úòä ïîñî V
T−→W åà T : V → W :6.1 ïåîéñ

úà ïîñî T (x) ïîéñä ,x ∈ V ìëì .ùøåôîá ä÷úòää íù úà ïééöì íéöåø ïéà íà V → W áåúëì íâ øùôà

.T úçú x ìù äðåîúä àø÷ð äæ øáéà .x ÷úòåî åéìà W äöåá÷á øáéàä

ä÷éúòîù ä÷úòää àéä x 7→ x2 ä÷úòää ,ìùîì .äîù úà ïééöì éìá ,ä÷úòä øéãâäì ãòåð 7→ ïåîéñä íâ

.åìù òåáéøì øáéà ìë

!íéøáéà íéãîåò 7→-ì ìàîùîå ïéîéîù ãåòá ,úåöåá÷ úåãîåò →-ì ìàîùîå ïéîéî :éðåùì áì íéù

:èøôá .{T (u)| u ∈ U} äöåá÷ä úà ïîñî T (U) ïåîéñä ,V ìù U äöåá÷ úú øåáò

.T ìù äðåîúä àéä ImT = T (V ) = {T (v)| v ∈ V }

.v ∈ V ìëì 1V (v) = v éãé ìò úøãâåî V äöåá÷ ìù 1V : V → V úåäæä ú÷úòä

.v ∈ V ìëì S(v) = T (v) íà úååù ïä S, T : V →W úå÷úòä éúù
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T ◦ S: U → W ä÷úòä øéãâð .úå÷úòä éúù S: U → V, T : V → W äðééäú :úå÷úòä ìù äáëøä

.u ∈ U ìëì T ◦ S(u) = T (S(u)) éãé ìò

s ∈ S ìëì ,ïëà .R ◦ (T ◦ S) = (R ◦ T ) ◦ S æà .úå÷úòä ùåìù U
S−→V

T−→W
R−→X äðééäú

íéé÷úî(
R ◦

(
T ◦ S

))
(s) = R

((
T ◦ S

)
(s)
)
= R

(
T
(
S(s)

))
((
R ◦ T

)
◦ S
)
(s) =

(
R ◦ T

)(
S(s)

)
= R

(
T
(
S(s)

))
.T ◦ S = S ◦ T çøëäá àìù øéòð
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úàø÷ð T : V →W ä÷úòä :6.2 äøãâä

.v = v′ æà T (v) = T (v′) íà :íéé÷úî v, v′ ∈ V ìëì íà (ò"çç) úéëøò ãç ãç (à)

.T (v) = w-ù êë v ∈ V ùé w ∈W ìëì íà ,ìò (á)

ìëì :àáä ïôåàá úøãâåî øùà T−1: W → V úéëôåä ä÷úòä äì ùé ,ìòå ò"çç T : V → W íà

T éë ãéçé àåä ;ìò T éë íéé÷ äæë v øáéà) .T (v) = w åøåáò V ìù ãéçéä øáéàä åúåà àåä T−1(w) ,w ∈W

.T ◦ T−1 = 1W -å T−1 ◦ T = 1V ïë åîë .ìòå ò"çç T−1 íâù úåàøì ì÷ (.ò"çç
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àéä íà úéøàðéì úàø÷ð T : V →W ä÷úòä .F äãù åúåà ìòî íééøåè÷å íéáçøî éðù V,W åéäé :6.3 äøãâä

.v, v′ ∈ V ìëì ,T (v + v′) = T (v) + T (v′) :øåáéç úøîåù (1)

.α ∈ F ìëìå v ∈ V ìëì ,T (αv) = αT (v) :øì÷ñá ìôë úøîåù (2)

.úéøàðéì T æà .T ((x, y)) = (2x+ 3y, x− y,−x) éãé ìò T : F 2 → F 3 øéãâð (à) :6.4 úåàîâåã

:øåáéç úøîåù àéä ,ïëà

T ((x, y) + (x′, y′)) = T ((x+ x′, y + y′)) =

= (2(x+ x′) + 3(y + y′), (x+ x′)− (y + y′),−(x+ x′))

= (2x+ 3y, x− y,−x) + (2x′ + 3y′, x′ − y′,−x′) = T ((x, y)) + T ((x′, y′))

:øì÷ñá ìôë úøîåù àéäå

.T (α(x, y)) = T ((αx, αy)) =

= (2αx+ 3αy, αx− αy,−αx) = α(2x+ 3y, x− y,−x) = αT ((x, y))
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.úéøàðéì àéä V éøåè÷å áçøî ìù 1V : V → V úåäæä ú÷úòä (á)

1V (v + v′) = v + v′ = 1V (v) + 1V (v
′) 1V (αv) = αv = α1V (v)

éãé ìò úøãâåîä S: V → W ñôàä ú÷úòä ,F äãù ìòî íäùìë íééøåè÷å íéáçøî V,W íà (â)

.úéøàðéì àéä ,v ∈ V ìëì S(v) = 0

S(v + v′) = 0 = 0 + 0 = S(v) + S(v′) S(αv) = 0 = α0 = αS(v)
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éãé ìò úøãâåî àéä .úéøàðéì ä÷úòä àéä D: F [X] → F [X] úøæâðä (ã)

.D
(∑n

i=0 aiX
i
)
=
∑n

i=1 iaiX
i−1

D
( n∑

i=0

aiX
i +

n∑
i=0

biX
i
)
= D

( n∑
i=0

(ai + bi)X
i
)
=

n∑
i=1

i(ai + bi)X
i−1 =

=

n∑
i=1

iaiX
i−1 +

n∑
i=1

ibiX
i−1 = D

( n∑
i=0

aiX
i
)
+D

( n∑
i=0

biX
i
)

D
(
α

n∑
i=0

aiX
i
)
= D

( n∑
i=0

αaiX
i
)
=

n∑
i=1

iαaiX
i−1 = α

n∑
i=1

iaiX
i−1 = αD

( n∑
i=0

aiX
i
)
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.úéøàðéì ä÷úòä àéä θ äðåúð úéåæá 0 úéùàøä áéáñ øåùéîá S: R2 → R2 áåáéñä (ä)

B′

S(u)

���
�
�
�

C ′

O

S(u)����
��
��
��

S(v)

OO

S(u+v)

WW////////////////

A′

S(v)

OO�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

A
v //___________ C

O

u

__????????
u+v

77ooooooooooooooo v // B

u

__?
?
?
?
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éãé ìò T : Fn →W øéãâð .w1, . . . , wn ∈W åéäéå F ìòî éøåè÷å áçøî W éäé (å)

:øåáéç úøîåù àéä ,ïëà .úéøàðéì T æà .T
( c1

...

cn

) = c1w1 + · · ·+ cnwn

.T
( c1

...

cn

+

 c′1
...

c′n

) = T
( c1 + c′1

...

cn + c′n

) =

(c1 + c′1)w1 + · · ·+ (cn + c′n)wn = c1w1 + c′1w1 + · · ·+ cnwn + c′nwn =

= c1w1 + · · ·+ cnwn + c′1w1 + · · ·+ c′nwn = T
( c1

...

cn

)+ T
( c′1

...

c′n

)

.øì÷ñá ìôë úøîåù àéäù íéàøî äîåã ïôåàá

TA(v) = Av éãé ìò TA: F
n → Fm ä÷úòä øéãâð .äöéøèî A ∈ Mm×n(F ) éäúå äãù F éäé (æ)

.úéøàðéì TA æà .v ∈ Fn ìëì

v, v′ ∈ Fn ìëì A(av) = a(Av)-å A(v + v′) = Av + Av′ úåöéøèî ìù ìôëä úåðåëú éôì ,ïëà

.a ∈ F ìëìå
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æà .F äãù ìòî íééøåè÷å íéáçøî ìù úéøàðéì ä÷úòä T : V →W éäú :6.5 äîì

.T (0) = 0 (à)

.v ∈ V ìëì T (−v) = −T (v) (á)

.a1, . . . an ∈ F ìëìå v1, . . . vn ∈ V ìëì T (a1v1 + · · ·+ anvn) = a1T (v1) + · · ·+ anT (vn) (â)

.T (0) = 0 íåöîöä ììë éôìå ,0 + T (0) = T (0) = T (0 + 0) = T (0) + T (0) (à) :äçëåä

.T (−v) = −T (v) ïëì ,T (−v) + T (v) = T (−v + v) = T (0) = 0 (á)

.n ìò äéö÷åãðéàá (â)

.ìôëä ìò äøéîùä ìù T (a1v1) = a1T (v1) äðåëúä éäåæ n = 1 øåáò

:n = 2 øåáò

T (a1v1 + a2v2) = T (a1v1) + T (a2v2) = a1T (v1) + a2T (v2)

:åäùìë n øåáò

T
( n∑

i=1

aivi

)
= T

( n−1∑
i=1

aivi + anvn

)
= T

( n−1∑
i=1

aivi

)
+ T (anvn) =

n−1∑
i=1

aiT (vi) + anT (vn) =

n∑
i=1

aiT (vi)
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ùé íà íééôøåîåæéà íä íééøåè÷å íéáçøî éðù .íæéôøåîåæéà úàø÷ð ìòå ò"çç úéøàðéì ä÷úòä :6.6 äøãâä

.íäéðéá íæéôøåîåæéà

a1, . . . , an ∈ F ùé v ∈ V ìëì æà .åñéñá B = (v1, . . . , vn) éäéå F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé

øåè÷å úàø÷ð [v]B := (a1, . . . , an)
t ∈ Fn äé-n-ä .(4.37 èôùî) v = a1v1 + · · ·+ anvn-ù êë íéãéçé

.B éôì v ìù úåèðéãøåàå÷ä

éë ,

[(
2
4

)]
B
=

(
−2
4

)
æà .R2 ìù ñéñá B =

(
w1 =

(
1
0

)
, w2 =

(
1
1

))
éäé (à) : úåàîâåã

.

(
2
4

)
= −2

(
1
0

)
+ 4

(
1
1

)
= −2w1 + 4w2

æà .v =

 a1
...

an

 éäé .Fn ìù éèøãðøèñä ñéñáä B = (e1, . . . , en) éäéå åäùìë äãù F éäé (á)

.v = a1e1 + · · ·+ anen éë ,[v]B = v
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.V → Fn íæéôøåîåæéà àåä v 7→ [v]B æà .V ìù øåãñ ñéñá B = (v1, . . . , vn) éäé :6.7 èôùî

-ù êë a1, . . . , an, a
′
1, . . . , a

′
n ∈ F éù æà .a ∈ F éäéå v, v′ ∈ V åéäé :äçëåä

.v = a1v1 + · · ·+ anvn, v′ = a′1v1 + · · ·+ a′nvn

æà

.v + v′ = (a1 + a′1)v1 + · · ·+ a(an+
′
n)vn, av = aa1v1 + · · ·+ aanvn

,[v]B = (a1, . . . , an)
t ,[v′]B = (a′1, . . . , a

′
n)

t ïëì

,[v + v′]B = ((a1 + a′1), . . . , (an + a′n))
t = (a1, . . . , an)

t + (a′1, . . . , a
′
n)

t = [v]B + [v′]B

.[av]B = (aa1, . . . , aan)
t = a(a1, . . . , an)

t = a[v]B

.úéøàðéì T ïëì

ïëì .i ìëì ai = a′i æà .[v]B = [v′]B íéîéé÷î ìéòì v, v′ éë çéðð .úéëøò ãç ãç T -ù äàøð

.v = a1v1 + · · ·+ anvn = v′

.[v]B = (a1, . . . , an)
t æà .v = a1v1+ · · ·+anvn øéãâð .(a1, . . . , an)

t ∈ Fn éäé .ìò T -ù äàøð
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.n äæéà øåáò ,Fn -ì éôøåîåæéà F äãù ìòî úéôåñ øöåð éøåè÷å áçøî ìë :6.8 äð÷ñî

.íæéôøåîåæéà T−1 íâ æà íæéôøåîåæéà T íà :6.9 ìéâøú

.ìòå úéëøò ãç ãç T−1-ù åðééö øáë .F ìòî íééøåè÷å íéáçøî V,W øùàá ,T : V → W éë çéðð :äçëåä

.a ∈ F -å w,w′ ∈W åéäé .úéøàðéì àéäù äàøð

ììâá .T (v′) = w′ ,T (v) = w íéé÷úî ,T−1 úøãâä éôì ,æà .v′ = T−1(w′) ,v = T−1(w) ïîñð

,T−1(w+w′) = v+v′ íéé÷úî ,T−1 úøãâä éôì ,ïëì ,T (av) = aw ,T (v+v′) = w+w′ ,úéøàðéì T -ù

.T−1(aw) = aT−1(w) ,T−1(w + w′) = T−1(w) + T−1(w′) ,åðééäã ,T−1(aw) = av
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ãçàì ïåëðù (úéøàðéì äøáâìàì øåù÷ù) øáã ìë .íééøåè÷å íéáçøî ïéá éåäéæ ïéòî àåä íæéôøåîåæéà :6.10 äøòä

.úàæ íéîéâãî àáä èôùîä ìù (ä) ,(ã) íé÷ìç .éðùä éáâì íâ ïåëð ,íéáçøîä
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æà .v1, . . . , vm ∈ V åéäé .úéøàðéì ä÷úòä T : V →W éäú :6.11 èôùî

.T (Sp(v1, . . . , vm)) = Sp(T (v1), . . . , T (vm)) (à)

.T (V ) ìù íéøöåé úøãñ T (v1), . . . , T (vm) æà V ìù íéøöåé úøãñ v1, . . . , vm íà (á)

.úéøàðì äéåìú éúìá v1, . . . vm íâ æà ,úéøàðéì äéåìú éúìá T (v1), . . . , T (vm) íà (â)

.W ìù ñéñá T (v1), . . . , T (vm) íà ÷øå íà V ìù ñéñá v1, . . . vm æà ,íæéôøåîåæéà T íà (ã)

.dimV = dimW æàå ,úéôåñ øöåð W íà ÷øå íà úéôåñ øöåð V æà ,íæéôøåîåæéà T íà (ä)
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.íééøåè÷å íéáçøî V,W åéìòî äãùä F éäé :äçëåä

.T (Sp(v1, . . . , vm)) = Sp(T (v1), . . . , T (vm)) (à)

óâà .a1, . . . , am ∈ F øùàá ,T (a1v1+ · · ·+amvm) äøåöäî íéøåè÷åä ìë óñåà àåä ìàîù óâà (à)

,(â)6.5 äîì éôì .a1, . . . , am ∈ F øùàá ,a1T (v1) + · · ·+ amT (vm) äøåöäî íéøåè÷åä ìë óñåà àåä ïéîé

.íéååù íéôâàä éðù

.T (V ) ìù íéøöåé úøãñ T (v1), . . . , T (vm) æà V ìù íéøöåé úøãñ v1, . . . , vm íà (á)

,øîåìë ,T (V ) = Sp(T (v1), . . . , T (vm)) ,(à) éôì .Sp(v1, . . . , vm) = V ,ïåúðä éôì (á)

.T (V ) ìù íéøöåé úøãñ T (v1), . . . , T (vm)

.úéøàðì äéåìú éúìá v1, . . . , vm íâ æà ,úéøàðéì äéåìú éúìá T (v1), . . . , T (vm) íà (â)

-ù êë ,ñôà íìåë àì ,a1, . . . , am ∈ F ùé æà .úéøàðéì äéåìú v1, . . . , vm-ù ,äìéìùá ,çéðð (â)

.a1T (v1)+ · · · amT (vm) = 0 ,6.5 äîì éôì T (a1v1+ · · · amvm) = T (0) æà a1v1+ · · · amvm = 0

.äøéúñ ,úéøàðéì äéåìú T (v1), . . . , T (vm) íà ,ñôà íìåë àì ,a1, . . . , am ∈ F -ù ïååéë
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.W ìù ñéñá T (v1), . . . , T (vm) íà ÷øå íà V ìù ñéñá v1, . . . , vm æà ,íæéôøåîåæéà T íà (ã)

,(á) éôì .úéøàðéì äéåìú éúìáå V ìù íéøöåé úøãñ àéä æà .V ìù ñéñá v1, . . . , vm éë çéðð (ã)

(â) éôì ,v1 = T−1(T (v1)), · · · , vm = T−1(T (vm))-ù ïååéë .W ìù íéøöåé úøãñ T (v1), . . . , T (vm)

.ñéñá àéä ïëì .úéøàðéì äéåìú éúìá àéä T (v1), . . . , T (vm) äøãñä ,T−1 øåáò

.T−1-å T ïéá íéãé÷ôúä úôìçä éãé ìò ïàëî úòáåð äëåôä äðòèä

.dimV = dimW æàå ,úéôåñ øöåð W íà ÷øå íà úéôåñ øöåð V æà ,íæéôøåîåæéà T íà (ä)

W ïëì .W ìù ñéñá T (v1), . . . , T (vm) (ã) éôì .åñéñá v1, . . . , vm éäé .úéôåñ øöåð V -ù çéðð (ä)

.T−1-å T ïéá íéãé÷ôúä úôìçä éãé ìò ïàëî úòáåð äëåôä äðòèä .dimV = dimW = m-å úéôåå øöåð
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.úéøàðéì ä÷úòä T : V →W éäúå F äãù ìòî íééøåè÷å íéáçøî V,W åéäé :6.12 äøãâä

KerT = {v ∈ V | T (v) = 0} äöåá÷ä àéä T ìù KerT ïéòøâä (à)

äöåá÷ä àéä T ìù ImT äðåîúä (á)

. ImT = {w ∈W | T (v) = w-ù êë v ∈ V íéé÷} = {T (v)| v ∈ V } = T (V )
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.úéøàðéì ä÷úòä T : V →W éäú :6.13 äîì

.T ìù úåñôàä àø÷ð åãîî .V ìù áçøî úú àåä KerT (à)

.T ìù äâøãä àø÷ð åãîî .W ìù áçøî úú ImT èøôá .W ìù áçøî úú T (U) æà .V ìù áçøî úú U éäé (á)

.úåøãâää éôì ,äøéùé ä÷éãá :äçëåä

.T (0) = 0 éë ,0 ∈ KerT (à)

.v + v′ ∈ KerT ïëì ,T (v + v′) = T (v) + T (v′) = 0 + 0 = 0 æà v, v′ ∈ KerT íà

.av ∈ KerT ïëì ,T (av) = aT (v) = a0 = 0 æà a ∈ F -å v ∈ KerT íà

U -ù ììâá .T (u) = w, T (u′) = w′-ù êë u, u′ ∈ U ùé æà .a ∈ F éäéå w,w′ ∈ T (U) åéäé (á)

ïàëî .0, u+ u′, au ∈ U ,áçøî úú

,0 = T (0) ∈ T (U)

,w + w′ = T (u) + T (u′) = T (u+ u′) ∈ T (U)

.aw = aT (u) = t(au) ∈ T (U) ïëì
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.KerT = {0} íà ÷øå íà ò"çç T æà .úéøàðéì ä÷úòä T : V →W éäú :6.14 èôùî

äìëää .KerT ⊆ {0} ïàëî .v = 0 ïëìå T (v) = 0 = T (0) æà .v ∈ KerT éäé .ò"çç T éë çéðð :äçëåä

.KerT = {0} ïëì ,(ò"çç äðéà íà íâ) úéøàðéì ä÷úòä ìëì äðåëð äëåôää

æà .T (v) = T (v′)-ù êë v, v′ ∈ V åéäé .KerT = {0} éë çéðð ,êôéäì

,T (v − v′) = T (v)− T (v′) = 0

.ò"çç T ïëì .v = v′ ïàëî .v − v′ = 0 øîåìë ,v − v′ ∈ KerT = {0} ïëìå
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dimKerT = dimV ïëì ,ImT = 0 åìéàåKerT = V æà ,ñôàä ú÷úòä T : V →W íà :6.15 úåàîâåã

.dim ImT = 0 åìéàå

åìéàå dimKerT = 0 ïëì ImT = V åìéàå KerT = 0 æà ,úåäæä ú÷úòä T : V → V íà

.dim ImT = dimV

-å (dimRn[X] = n + 1 :úøåëæú) R ìòî n ≥äìòîî íéîåðéìåôä áçøî V = Rn[X] íà

åìéàå dimKerT = 1 ïëìå .ImT = Rn−1[X] åìéàå KerT = R = R0[X] æà ,úøæâðä T : V → V

.dim ImT = n

:éììë ïôåàá ïåëð äæ øáã .dimKerT + dim ImT = dimV äìà úåàîâåãá

.D
(∑n

i=0 aiX
i
)
=
∑n

i=1 iaiX
i−1

.D
(∑n−1

i=0
bi
i+1X

i+1
)
=
∑n−1

i=0 biX
i

175



éë çéðð .úéøàðéì ä÷úòä T : V → W éäúå F äãù ìòî íééøåè÷å íéáçøî V,W åéäé :(ãîéîä èôùî) 6.16 èôùî

.dimKerT + dim ImT = dimV íéé÷úîå úéôåñ íéøöåð KerT, ImT æà .(ñéñá åì ùé ,øîåìë) úéôåñ øöåð V

éúìá äøãñ èøôá éäåæ .åñéñá v1, . . . , vm éäé .úéôåñ øöåð àåä íâ ïëì ,V ìù áçøî úú àåä KerT :äçëåä

øîàð ,V ìù ñéñáì äúåà íéìùäì ïúéð ïëìå ,V -á úéøàðéì äéåìú

.v1, . . . , vm, vm+1 . . . , vn

:çéëåð íà éã êë íùì .dim ImT = n−m :çéëåäì åðéìò ,dimV = n, dimKerT = m-å úåéä

.ImT ìù ñéñá àåä T (vm+1), . . . , T (vn) :äðòè
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.ImT ìù ñéñá àåä T (vm+1), . . . , T (vn) :äðòè

v1, . . . , vn-ù ïååéë .w = T (v)-ù êë v ∈ V ùé æà .w ∈ ImT éäé :íéøöåé úøãñ úàæù äìçú äàøð

íéôâàä éðù ìò T ìéòôð .v = a1v1 + · · · + anvn-ù êë a1, . . . , an ∈ F íéîéé÷ ,V ìù íéøöåé úøãñ

æà .6.5 äîìá ùîúùðå

.w = T (v) = a1T (v1) + · · ·+ amT (vm) + am+1T (vm+1) + · · ·+ anT (vn)

ïëì .T ìù ïéòøâá v1, . . . , vm éë ,T (v1) = · · ·T (vm) = 0 êà

.w = am+1T (vm+1) + · · ·+ anT (vn)
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íéé÷úîù êë am+1, . . . , an ∈ F åéäé :úéøàðéì äéåìú éúìá äøãñäù äàøð

.am+1T (vm+1) + · · ·+ anT (vn) = 0

.am+1vm+1+· · ·+anvn ∈ KerT ïëì .T (am+1vm+1+· · ·+anvn) -ì äååù ìàîù óâà ,úåéøàðéìä ììâá

-ù êë a1, . . . , am ∈ F íéîéé÷ù ïàëî

,a1v1 + · · ·+ amvm = am+1vm+1 + · · ·+ anvn

øîåìë

.(−a1)v1 + · · ·+ (−am)vm + am+1vm+1 + · · ·+ anvn = 0

.am+1 = · · · = an = 0 ïëì ,úéøàðéì äéåìú éúìá v1, . . . , vn êà

178



ä÷úòä T : V → W éäúå F äãù ìòî ãîéî åúåà éìòá úéôåñ íéøöåð íééøåè÷å íéáçøî V,W åéäé :6.17 äð÷ñî

.ìò T íà ÷øå íà ò"çç T æà .úéøàðéì

ïåéååùì ìå÷ù äæ ,íéáçøî úú {0} ⊆ KerT ãéîúå úåéä .KerT = {0} íà ÷øå íà ò"çç T ä÷úòää :äçëåä

.0 = dim{0} = dimKerT íéãîîä

íéãîîä ïåéååùì ìå÷ù äæ ,íéáçøî úú ImT ⊆W ãéîúå úåéä .ImT =W íà ÷øå íà ìò T ä÷úòää

.dim ImT = dimW = dimV

äçñåðäî òáåð ïëà äæå .dim ImT = dimV íà ÷øå íà dimKerT = 0 :çéëåäì êéøö ïëì

.6.16 èôùî ìù dimKerT + dim ImT = dimV
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éäéå ,V ìù ñéñá A = (v1, . . . , vn) éäé ,F äãù åúåà ìòî íééøåè÷å íéáçøî éðù V,W åéäé :6.18 äøãâä

[T ]AB ∈ Mm×n(F ) äöéøèî øéãâð T : V → W úéøàðéì ä÷úòä ìëì .W ìù ñéñá B = (w1, . . . , wm)

éãé ìò

.[T ]AB =
(
[T (v1)]B, . . . , [T (vn)]B

)
íà ÷øå íà [T ]AB = A æà A = (aij) ∈ Mm×n(F ) íà :úåøçà íéìîá

.T (vj) = a1jw1 + · · ·+ amjwm, j = 1, . . . , n
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åéäé (!÷åãá) .úéøàðéì T æà .T (

x
y
z

) =

(
2x− y
x+ 3z

)
éãé ìò T : R3 → R2 øéãâð (à) :6.19 úåàîâåã

øùàá ,R2 ìù ñéñá B = (w1, w2)-å ,R3 ìù ñéñá A = (v1, v2, v3)

.v1 =

 0
1
0

 , v2 =

 1
0
1

 , v3 =

 1
2
0

 , w1 =

(
1
0

)
, w2 =

(
1
1

)

æà

.T (v1) =

(
−1
0

)
, T (v2) =

(
2
4

)
, T (v3) =

(
0
1

)
éë äàøî äì÷ ä÷éãá

,T (v1) = −w1, T (v2) = −2w1 + 4w2, T (v3) = −w1 + w2

ïëì

.[T ]AB =

(
−1 −2 −1
0 4 1

)
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ñéñáä B = (e1, e2) éäéå ,θ äðåúð úéåæá 0 úéùàøä áéáñ øåùéîá áåáéñä S: R2 → R2 éäé (á)

ïëì (!øçà ñéñáá ïåëð äéäé àì äæ) .[v]B = v :íéé÷úî v ∈ R2 ìëìù øåëæð .R2 ìù éèøãðèñä

.[S]BB =
(
[S(e1)]B, [S(e2)]B

)
=
(
S(e1), S(e2)

)
=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

0
...................................................................................................................................................................................................................................................................... ........... e1.......
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S(e2)

θθ

cos(θ)

sin(θ)
− sin(θ)
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............................................................................................................................................
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íééèøãðèñä íéñéñáä A,B åéäé .v 7→ Av ä÷úòää TA: F
n → Fm éäúå A ∈ Mm×n(F ) éäú (â)

,A ìù j-ä äãåîòä àéä Aej -å úåéä ,æà .äîàúäá ,Fn, Fm ìù

.[T ]AB =
(
[Ae1]B, . . . , [Aen]B

)
=
(
Ae1, . . . , Aen

)
= A

.[T ]AB = 0 = (0) æà .íäùìë íéñéñá A,B åéäéå ñôàä ú÷úòä 0: V →W éäú (ã)

æà .V ìù åäùìë ñéñá B éäéå úåäæä ú÷úòä 1V : V → V éäú ,n ãîéîî éøåè÷å áçøî V éäé (ä)

.[1V ]
B
B = In

íéé÷úîå .[1V ]
B
B = ([v1]B, . . . , [vn]B) æà B = (v1, . . . , vn) íà ,ïëà

vj = 0v1 + · · ·+ 0vj−1 + 1vj + 0 + vj+1 + · · ·+ 0vn

.[1V ]
B
B = (e1, . . . , en) = In ïàëî .[vj ]B = ej ïëì
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íéé÷úî v ∈ V ìëì ,6.18 äøãâää ìù íéðåîéñáå íéàðúá :6.20 èôùî

.[T (v)]B = [T ]AB [v]A

çéðð :äçëåä

.[T ]AB =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 ∈ Mm×n(F ) , [v]A =


c1
c2
...

cn

 ∈ Fn

åìéàå ,T (v) = c1T (v1) + c2T (v2) + · · ·+ cnT (vn) ïëìå v = c1v1 + c2v2 + · · ·+ cnvn æà

[T (v1)]B =


a11
a21
...

am1

 , [T (v2)]B =


a12
a22
...

am2

 . . . , [T (vn)]B =


a1n
a2n
...

amn


ïëìå

.T (v1) = a11w1 + a21w2 + · · ·+ am1wm

T (v2) = a12w1 + a22w2 + · · ·+ am2wm

. . .

T (vn) = a1nw1 + a2nw2 + · · ·+ amnwm

:ïúåà øáçðå äîàúäá c1, c2, . . . , cn-á äìà úåàååùî ìéôëð

.T (v) = c1T (v1) + c2T (v2) + · · ·+ cnT (vn) =

= (a11c1 + a12c2 + · · ·+ a1ncn)w1

+ (a21c1 + a22c2 + · · ·+ a2ncn)w2

. . . . . . . . .

+ (am1c1 + am2c2 + · · ·+ amncn)wm

àéä [T (v)]B äãåîòäù ïàëî

.


a11c1 + a12c2 + · · ·+ a1ncn
a21c1 + a22c2 + · · ·+ a2ncn

. . . . . . . . .
am1c1 + am2c2 + · · ·+ amncn

 =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn



c1
c2
...

cn

 = [T ]AB [v]A
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øåëæð .R2 ìù éèøãðèñä ñéñáä B éäéå ,θ úéåæá 0 úéùàøä áéáñ øåùéîá áåáéñä S: R2 → R2 éäé :6.21 äîâåã

æà .[v]B = v :íéé÷úî v ∈ R2 ìëìù

S

(
x
y

)
=
[
S

(
x
y

)]
B
= [S]BB

[(
x
y

)]
B
=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

) (
x
y

)
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.W ìù ñéñá B -å V ìù ñéñá A åéäéå ,úéøàðéì ä÷úòä T : V →W éäú :6.22 ìéâøú

.rk[T ]AB = dim ImT (à)

.äëéôä [T ]AB íà ÷øå íà íæéôøåîåæéà T (á)

ä÷úòääù øåëæð .[T ]AB ∈ Mm×n(F ) æà .B = (w1, . . . , wm)-å ,A = (v1, . . . , vn) éäé :äçëåä

íéé÷úî .íæéôøåîåæéà àéä w 7→ [w]B éãé ìò äðåúðä φ:W → Fm

C([T ]AB ) = Sp([T (v1)]B, . . . , [T (vn)]B) = Sp(φ(T (v1), . . . , φ(T (vn))) =

φ(Sp(T (v1), . . . , T (vn))) = φ(T (Sp((v1), . . . , vn))) = φ(T (V )) = φ(ImT )

íæéôøåîåæéà ,ïë íà ,àåä ImT -ì φ ìù íåöîöä .[T ]AB ìù úåãåîòä áçøî ìò ImT úà ä÷éúòî φ ,øîåìë

.(à) ïàëî .rk[T ]AB = dimC([T ]AB ) = dim ImT ,(ä)6.11 èôùî éôì ïëì .ImT → C([T ]AB )

,C ∈ Mn(F ) ïëìå ,m = dimW = dimV = n æà ,íæéôøåîåæéà T íà .C = [T ]AB éäú (á)

,C ∈ Mn(F ) æà ,äëéôä C íà .äëéôä C ïëì rkC = dim ImT = dimW = n íéé÷úîå

.ò"çç íâ àéä ,dimW = dimV -ù ïååéë .ìò T ïëìå ,dimW = n = rkC = dim ImT -å
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w1, . . . , wn éäúå ,V ìù ñéñá v1, . . . , vn éäé .F äãù åúåà ìòî íééøåè÷å íéáçøî éðù V,W åéäé :6.23 èôùî

úîéé÷îä T : V →W äãéçé úéøàðéì ä÷úòä úîéé÷ æà .W éøáéà ìù äøãñ

.T (v1) = w1, . . . , T (vn) = wn (1)

íéîéé÷ ,V ìù ñéñá v1, . . . , vn-ù ïååéë ,æà .åäùìë v ∈ V éäé .úîéé÷ ïëà åæë T -ù òâøì çéðð :äçëåä

-ù êë íéãéçé a1, . . . , an ∈ F

.v = a1v1 + · · ·+ anvn (2)

,(1) úîéé÷î àéäù ïååéëå .T (v) = a1T (v1) + · · ·+ anT (vn) ,úéøàðéì T -ù ïååéë

.T (v) = a1w1 + · · ·+ anwn (3)

.T ìù úåãéçéä ïàëî (.T -á àì êà ,v-áå ïåúðä ñéñáá éåìú íðîà àåä) !T -á ììë éåìú åðéà åæ äàååùîá ïéîé óâà

úåéäì áééç T ′(v) ,(2) íéé÷îù v ∈ V øåáò æà ,(1) úîéé÷îù úéøàðéì ä÷úòä T ′ íâ íà ,èåøéô øúéá)

(.T = T ′ ïëì ,v ∈ V ìëì ïåëð äæ .T (v) = T ′(v) ïëìå (3) ìù ïéîé óâà
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.v ìù (2) äâöääî íéàá a1, . . . , an øùàá ,v ∈ V ìëì ,(3) éãé ìò T øéãâð :íåé÷

æà ,1 ≤ j ≤ n éäé ,ïëà :(1) úîéé÷î T æà

.vj = 0v1 + · · ·+ 0vj−1 + 1vj + 0vj+1 + · · ·+ 0vn

,T ìù (3) äøãâää éôì ïëì

..T (vj) = 0w1 + · · ·+ 0wj−1 + 1wj + 0wj+1 + · · ·+ 0wn = wj

éäé .(äîåã ïôåàá íéàøî øåáéçä úøéîù) øì÷ñá ìôë úøîåù àéäù ÷ø ïàë äàøð ,ïëà .úéøàðéì T ïë åîë

æà .(2) íéé÷úîù êë a1, . . . , an ∈ F åéäé .α ∈ F éäéå v ∈ V

.αv = (αa1)v1 + · · ·+ (αan)vn

,T ìù (3) äøãâää éôì ïëì

.T (αv) = (αa1)w1 + · · ·+ (αan)wn = α(a1w1 + · · ·+ anwn) = αT (v)
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éäéå úåéøàðéì úå÷úòä T, S: V → W äðééäú .F äãù ìòî íééøåè÷å íéáçøî V,W åéäé :6.24 äøãâä

,v ∈ V ìëì ,(T + S)(v) = T (v) + S(v) éãé ìò T + S, αT : V → W úå÷úòä øéãâð .α ∈ F

.v ∈ V ìëì ,(αT )(v) = αT (v)-å

.úåéøàðéì úå÷úòä ïä T + S, αT :äðòè

åéäé :(øåáéç úåøîåù ïäù íâ íéçéëåî äîåã ïôåàá) øì÷ñá ìôë úåøîåù ïä éë ,úå÷úòää éúù éáâì ,çéëåð :äçëåä

æà (!øáë äñåôú α úåàäù áì íéù) .β ∈ F -å v ∈ V

,(T + S)(βv) =1 T (βv) + S(βv) =2 βT (v) + βS(v) =3

=3 β(T (v) + S(v)) =1 β
(
(T + S)(v)

)
:êë íéøáñåî úåðåéååùä øùàë

.T + S úøãâä éôì (1)

.øì÷ñá ìôë úåøîåù S, T (2)

.íééøåè÷å íéáçøîá âåìéôä é÷åçî ãçà (3)
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ïë åîë

,(αT )(βv) =1 α
(
T (βv)

)
=2 α(βT (v)) =3 (αβ)

(
T (v)

)
=4 (βα)

(
T (v)

)
=3

=3 β
(
αT (v)

)
=1 β

(
(αT )(v)

)
:êë íéøáñåî úåðåéååùä øùàë

.αT úøãâä éôì (1)

.øì÷ñá ìôë úøîåù T (2)

.V -á øì÷ñá ìôëä ìù úåéáéèàéöåñàä ÷åç (3)

.F -á ìôëä ìù óåìéçä ÷åç (4)
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úåéøàðéìä úå÷úòää ìë äöåá÷ úà L(V,W )-á ïîñð .F äãù ìòî íééøåè÷å íéáçøî V,W åéäé :6.25 äøãâä

.W -ì V -î

.ìéòì åðøãâäù øì÷ñá ìôëäå øåáéç úåìåòôì ñçéá ,éøåè÷å áçøî àåä L(V,W ) :6.26 èôùî

ìù úåéáéèàéöåñà ìùîì .úçà äîåéñ÷à ÷ø ïàë äàøð .éøåè÷å áçøî ìù úåîåéñ÷àä ìë úà çéëåäì êéøö :äçëåä

íéé÷úî S, T,R ∈ L(V,W ) ìëì éë çéëåäì êéøö :øåáéçä

.(S + T ) +R = S + (T +R)

æà .v ∈ V éäé ,ïëàå

((S + T ) +R)(v) = (S + T )(v) +R(v) = (S(v) + T (v)) +R(v)

(S + (T +R))(v) = S(v) + (T +R)(v) = S(v) + (T (v) +R(v))

.W -á øåáéçä ìù úåéáéèàéöåñàä ììâá íéååù íééåèéáä éðùå

.0: V →W ñôàä ú÷úòä :L(v,W )-á ñôàä øáéà
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ìù ñéñá A åéäéå ,dimV = n, dimW = m çéðð .F äãù ìòî íééøåè÷å íéáçøî éðù V,W åéäé :6.27 èôùî

.íæéôøåîåæéà äðéä T 7→ [T ]AB éãé ìò äðåúðä ψ: L(V,W ) → Mm×n(F ) ä÷úòää .W ìù ñéñá B -å V

.A = (v1, . . . , vn) éäé :äçëåä

æà .α ∈ F éäéå T, T ′ ∈ L(V,W ) äðééäú :úéøàðéì ψ (à)

[T + T ′]AB =
(
[(T + T ′)(v1)]B, . . . , [(T + T ′)(vn)]B

)
=

=
(
[T (v1) + T ′(v1)]B, . . . , [T (vn) + T ′(vn)]B

)
=

=
(
[T (v1)]B + [T ′(v1)]B, . . . , [T (vn)]B + [T ′(vn)]B

)
=

=
(
[T (v1)]B, . . . , [T (vn)]B

)
+
(
[T ′(v1)]B, . . . , T

′(vn)]B
)
= [T ]AB + [T ′]AB

.øåáéç úøîåù w 7→ [w]B ä÷úòää åéôì ,6.9 èôùîá åðùîúùä .øåáéç úøîåù ψ ïëì

.[αT ]AB = α[T ]AB ,øîåìë ,øì÷ñá ìôë úøîåù ψ-ù íéçéëåî äîåã ïôåàá
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ùé ïëì .Fm ìò àéä w 7→ [w]B ä÷úòää ,6.9 èôùî éôì .C ∈ Mm×n(F ) éäú :ìò ψ (á)

êë T ∈ L(V,W ) ùé 6.23 èôùî éôì .C ìù úåãåîòä ïä [w1]B, . . . , [wn]B-ù êë w1, . . . , wn ∈ W

ïàëî .T (v1) = w1, . . . , T (vn) = wn-ù

.ψ(T ) = [T ]AB =
(
[T (v1)]B, . . . , [T (vn)]B

)
=
(
[w1]B, . . . , [wn]B

)
= C

.T (v) = T ′(v) íéé÷úî v ∈ V ìëìù çéëåäì êéøö .[T ]AB = [T ′]AB çéðð :ò"çç ψ (â)

àéä w 7→ [w]B ä÷úòää 6.9 èôùî éôì [T (v)]B = [T ]AB [v]A = [T ′]AB [v]A = [T ′(v)]B ,ïëàå

.T (v) = T ′(v) ïëì ,ò"çç
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dimL(V,W ) = (dimV )× (dimW ) :6.28 äð÷ñî

,(ä)6.11 èôùî éôì .dimV = n, dimW = m çéðð :äçëåä

.dimL(V,W ) = dimMm×n(F ) = m× n
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äáëøää ú÷úòää æà .F äãù ìòî íééøåè÷å íéáçøî ìù úåéøàðéì úå÷úòä U
S−→V

T−→W äðééäú :6.29 äîì

.úéøàðéì äðéä T ◦ S: U →W

.(äîåã ïôåàá - øåáéçä úøéîù) øì÷ñá ìôë úøîåù T ◦ S-ù ÷ø äàøð :äçëåä

æà .α ∈ F éäéå u ∈ U éäé

(T ◦ S)(αu) =1 T
(
S(αu)

)
=2 T

(
αS(u)

)
=3 αT

(
S(u)

)
=1 α(T ◦ S)(u)

.T ìù úåéøàðéìäî òáåð (3) ;S ìù úåéøàðéìäî òáåð (2) ;T ◦ S ìù äøãâääî òáåð (1) øùàë

(T ◦ S)(u+ u′) =1T
(
S(u+ u′)

)
=2 T

(
S(u) + S(u′)

)
=3 T

(
S(u)

)
+ T

(
S(u′)

)
=1

=(T ◦ S)(u) + (T ◦ S)(u′)

.T ìù úåéøàðéìäî òáåð (3) ;S ìù úåéøàðéìäî òáåð (2) ;T ◦ S ìù äøãâääî òáåð (1) øùàë
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;U ìù ñéñá A åéäé .F äãù ìòî íééøåè÷å íéáçøî ìù úåéøàðéì úå÷úòä U
S−→V

T−→W äðééäú :6.30 èôùî

æà .W ìù ñéñá C ;V ìù ñéñá B

.[T ◦ S]AC = [T ]BC [S]
A
B

.[T ◦ S]AC ∈ Mk×n(F ) ,[T ]BC ∈ Mk×m(F ) ,[S]AB ∈ Mm×n(F ) æà

n m k
A B C
U V W

éë ,1 ≤ j ≤ n ìëì ,[uj ]A = ej -ù áì íéùð .A = (u1, . . . , un) éë çéðð :äçëåä

.uj = 0u1 + · · ·+ 0uj−1 + 1uj + 0uj+1 + · · ·+ 0un

úòë

[T ◦ S]AC =1
(
[T (S(u1))]C , . . . , [T (S(un))]C

)
=2
(
[T ]BC [S(u1)]B, . . . , [T ]

B
C [S(un)]B

)
=3
(
[T ]BC [S]

A
B [u1]A, . . . , [T ]

B
C [S]

A
B [un]A

)
=4
(
[T ]BC [S]

A
B e1, . . . , [T ]

B
C [S]

A
B en

)
=5 [T ]BC [S]

A
B

øùàë

;A, C íéñéñá éôì úéøàðéì ä÷úòä ìù äöéøèîä úøãâäîå T ◦ S ìù äøãâääî òáåð (1)

;v ∈ V ìëì [T (v)]C = [T ]BC [v]B ììëäî òáåð (2)

;u ∈ U ìëì [S(u)]B = [S]AB [u]A ììëäî òáåð (3)

;äàååùîä éðôì äøòääî òáåð (4)

.M ìù j-ä äãåîòä àåä Mej øåè÷åä ,M äöéøèî ìëìù êëî òáåð (5)
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äøãñ B′ = (v′1, . . . , v
′
n) éäúå åìù ñéñá B = (v1, . . . , vn) éäé .F ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :6.31 äøãâä

íéé÷úî äøåáò P = (pij) ∈ Mn(F ) äöéøèîä àéä B′-ì B-î øáòîä úöéøèî .V éøáéà ìù

(∗) .v′j = p1jv1 + p2jv2 + · · ·+ pnjvn, 1 ≤ j ≤ n

úåøçà íéìîá

.P =
(
[v′1]B, . . . , [v

′
n]B
)
∈ Mn(F )

.

(
1 1
0 −2

)
àéä

((
1
1

)
,

(
1

−1

))
-ì

((
1
1

)
,

(
0
1

))
-î øáòîä úöéøèî :6.32 äîâåã

,ïëà(
1
1

)
= 1

(
1
1

)
+ 0

(
0
1

) (
1

−1

)
= 1

(
1
1

)
− 2

(
0
1

)
.äöéøèî P = (pij) ∈ Mn(F ) éäúå åìù ñéñá B = (v1, . . . , vn) éäé .F ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :6.33 ìéâøú

.B′ -ì B -î øáòîä úöéøèî àéä P -ù êë V éøáéà ìù B′ = (v′1, . . . , v
′
n) äøãñ úîéé÷ æà

.(*) éãé ìò v′1, . . . , v
′
n úà øéãâð :ïåøúô
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.ñéñá B′ íà ÷øå íà äëéôä P ,äøãâää ìù íéðåîéñá :6.34 èôùî

⇔ dim(Sp([v′1]B, . . . , [v
′
n]B)) = dim(C(P )) = rkP = n ⇔ äëéôä P :äçëåä

.Fn ìù ñéñá [v′1]B, . . . , [v
′
n]B ⇔ Sp([v′1]B, . . . , [v

′
n]B) = Fn ⇔

íéñéñá íé÷éúòî Fn → V åìù éëôåää íâå v 7→ [v]B éãé ìò ïåúðä V → Fn íæéôøåîåæéàä êà

.V ìù ñéñá v′1, . . . , v
′
n⇔ Fn ìù ñéñá [v′1]B, . . . , [v

′
n]B ïëì .íéñéñáì
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.B′-ì B-î øáòîä úöéøèî P -å íéñéñá íäéðù B,B′ éë çéðð äúòî

.[1V ]
B
B′ äìù éëôää àéä B-ì B′-î øáòîä úöéøèîå ,[1V ]

B′

B àéä B′-ì B-î øáòîä úöéøèî :6.35 äøòä

.[1V ]
B′

B [1V ]
B
B′ = [1V ]

B
B = In -î éðùäå ,úåøãâäîî òáåð ïåùàøä ïåéååùä ,ïëà

,B = (v1, . . . , vn)

B′ = (v′1, . . . , v
′
n)

[1V ]
B′

B =
(
[1V (v

′
1)]B, . . . , [1V (v

′
n)]B

)
=
(
[v′1]B, . . . , [v

′
n]B
)
= P
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æà .v ∈ V éäé :6.36 äð÷ñî

[v]B = P [v]B′ (à)

[v]B′ = P−1[v]B (á)

.äîåã − (á) .[v]B = [1V (v)]B = [1V ]
B′

B [v]B′ = P [v]B′ ,6.20 èôùî éôì (à) :äçëåä
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ñéñáì B =
((

1
0

)
,

(
0
1

))
éèøãðèñä ñéñáäî øáòîä úöéøèî P éäúå ,V = R2 éäé :6.37 äîâåã

øáòîä úöéøèî æà .θ úéåæá áåáéñä éãé ìò B-î ìá÷úîù B′ =
(
v′1 =

(
cos θ
sin θ

)
, v′2 =

(
− sin θ
cos θ

))
æà .B′ éôì x′, y′ úåèðéãøåàå÷ ìòá øåè÷å v éäé .P =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
àéä B′-ì B-î

..v = [v]B = P

(
x′

y′

)
=

(
x′ cos θ − y′ sin θ
x′ sin θ + y′ cos θ

)

0
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:åéäé .úéøàðéì ä÷úòä T : V →W éäú :(øáòîä úçñåð) 6.38 èôùî

;A′-ì A-î øáòîä úöéøèî P éäúå ,V ìù íéøåãñ íéñéñá A,A′

æà .B′-ì B-î øáòîä úöéøèîQ éäúå .W ìù íéøåãñ íéñéñá B,B′

.[T ]A
′

B′ = Q−1[T ]ABP

.[T ]A
′

B′ = [1W ]BB′ [T ]AB [1V ]
A′

A ,6.30 èôùî éôì ïëì ,T = 1W ◦ T ◦ 1V :äçëåä

W W
1W

oo V
T

oo V
1V

oo :úå÷úòäå íééøåè÷å íéáçøî

B′ B A A′ :íéñéñá
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æà .úîãå÷ä äîâåãäî v′1 êøã øáåòù úéùàøä êøã øéöì ñçéá óå÷éùä T : R2 → R2 éäé :6.39 äîâåã

T (v′1) = v′1, T (v′2) = −v′2

. [T ]B
′

B′ =

(
1 0
0 −1

)
ïëìå

.A = B,A′ = B′ åéäé

ïëì .P−1 = Q−1 =

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)
ïàëî .P = Q =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
æà

(
1 0
0 −1

)
= [T ]B

′

B′ = P−1[T ]BBP

ïëìå

[T ]BB =P

(
1 0
0 −1

)
P−1 =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
1 0
0 −1

)(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)
=

(
cos2 θ − sin2 θ 2 sin θ cos θ
2 sin θ cos θ sin2 θ − cos2 θ

)
=

(
cos 2θ sin 2θ
sin 2θ − cos 2θ

)
òáåð ïàëî

T

(
x
y

)
= [T

(
x
y

)
]B = [T ]BB[

(
x
y

)
]B

=

(
cos 2θ sin 2θ
sin 2θ − cos 2θ

)(
x
y

)
=

(
x cos 2θ + y sin 2θ
x sin 2θ − y cos 2θ

)
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rk[T ]A
′

B′ = rk[T ]AB (èôùîä éàðúá) :6.40 äð÷ñî

.äöéøèîä úâøã úà äðùî äðéà (ìàîùî åà ïéîéî) úåëéôä úåöéøèîá äìôëä :äçëåä

,P ∈ Mn(F ) ùé íà (úåãåîòå úåøåù-) úåìå÷ù úåàø÷ð C,C ′ ∈ Mm×n(F ) úåöéøèî :6.41 äøãâä

.C ′ = Q−1CP -ù êë úåëéôä Q ∈ Mm(F )

,äìùî íéñéñá âåæ éôì úçà ìë ,T úéøàðéì ä÷úòä äúåà ìù úåöéøèî C,C ′ íà :øîåà íãå÷ä èôùîä

:ïåëð êôéää íâù äàøð .úåìå÷ù C,C ′ æà
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:åéäé .úéøàðéì ä÷úòä T : V →W éäú :6.42 èôùî

ùé æà ,úåìå÷ù C,C ′ íà .C ′ ∈ Mm×n(F ) éäú .C = [T ]AB éäúå ,äîàúäá ,V,W ìù íéøåãñ íéñéñá A,B

.C ′ = [T ]A
′

B′ -ù êë ,äîàúäá ,V,W ìù íéñéñá A′,B′ íéøåãñ íéñéñá

àåöîì éã íãå÷ä èôùîä éôì .úåëéôä Q ∈ Mm(F ) ,P ∈ Mn(F ) øùàá ,C ′ = Q−1CP -ù ïåúð :äçëåä

B-î øáòîä úöéøèî àéä Q-å A′-ì A-î øáòîä úöéøèî àéä P -ù êë ,äîàúäá ,V,W ìù A′,B′ íéñéñá

.6.34 èôùî éôìå 6.33 ìéâøú éôì íéîéé÷ íä ìáà .B′-ì
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C æà ,rkC = r íà ,èøôá .rkC = rkC ′ íà ÷øå íà úåìå÷ù C,C ′ ∈ Mm×n(F ) úåöéøèî :6.43 èôùî

.(e1, . . . , er, 0 . . . , 0) =

(
Ir O
O O

)
-ì äìå÷ù

äðéà äëéôä äöéøèîá äìôëä .úåëéôä Q ∈ Mm(F ) ,P ∈ Mn(F ) øùàá ,C ′ = Q−1CP çéðð :äçëåä

.rkC = rkC ′ ïëì ,äâøãä úà äðùî

.

(
Ir O
O O

)
-ì äìå÷ù C-ù äìéçú äàøð .r = rkC = rkC ′ éë çéðð ,êôéäì

æà .úéðåð÷ úâøåãî P1C
t-ù êë äëéôä P1 ∈ Mn(F ) úîéé÷ .Ct ∈ Mn×m(F )-á ïðåáúð

úåðåøçàä úåãåîòä n − r ïëì .0 ïä P1C
t ìù úåðåøçàä úåøåùä n − r ïëìå ,rkP1C

t = rkCt = rkC

.0 ïä (P1C
t)t = CP t

1 ìù

úåãåîòä n− r íâå r äâøãî àéä íâ .úéðåð÷ úâøåãî Q1CP
t
1 -ù êë äëéôä Q1 ∈ Mm(F ) úîéé÷ úòë

.Q1CP
t
1 = (e1, . . . , er, 0 . . . , 0) ïàëî .úåìéáîä ïä äìù úåðåùàøä úåãåîòä r ïëì .0 ïä äìù úåðåøçàä

.Q−1CP = (e1, . . . , er, 0 . . . , 0) =

(
Ir O
O O

)
-å úåëéôä Q,P æà .Q = Q−1

1 -å P = P t
1 ïîñð

.Q′−1
C ′P ′ = Q−1CP ïëì .Q′−1

C ′P ′ =

(
Ir O
O O

)
-ù êë úåëéôä Q′, P ′ úåîéé÷ ïôåà åúåàá

ïååéë .C ′ = Q′Q−1CPP ′−1
= (QQ′−1

)C(PP ′−1
) ìá÷ð .Q′-á ìàîùîå P ′−1

-á ïéîéî äæ ïåéååù ìéôëð

.úåìå÷ù C,C ′ ,úåëéôä QQ′−1
, PP ′−1

-ù
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.C ′ = P−1CP -ù êë äëéôä P ∈ Mn(F ) ùé íà úåîåã úåàø÷ð C,C ′ ∈ Mn(F ) úåöéøèî :6.44 äøãâä

:çéëåäì øùôà ìéòì íéèôùîì äîåãá

.C = [T ]BB éäúå úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäú ,B ñéñá íò éøåè÷å áçøî V éäé :6.45 èôùî

.C -ì äîåã [T ]B
′

B′ æà .V ìù ñéñá B′ éäé (à)

.C ′ = [T ]B
′

B′ -ù êë V ìù B′ ñéñá ùé æà .C -ì äîåã C ′ ∈ Mm×n(F ) éäú (á)

P øùàá ,[T ]B
′

B′ = P−1[T ]BBP íéé÷úî (A = B,A′ = B′ íò øáòîä úçñåð) 6.38 èôùî éôì (à) :äçëåä

.B′-ì B-î øáòîä úöéøèî

V ìù B′ ñéñá àåöîì éã øáòîä úçñåð éôì .äëéôä P ∈ Mm(F ) øùàá ,C ′ = P−1CP -ù ïåúð (á)

.6.34 èôùî éôìå 6.33 ìéâøú éôì íéé÷ àåä ìáà .B′-ì B-î øáòîä úöéøèî àéä P -ù êë

íéàùåðä ãçà åäæ .øúåé úëáåñî àéä úåöéøèî ìù (úåìé÷ùä íå÷îá) ïåéîãì 6.43 èôùî ìù äìéá÷îä

.(úåéðåð÷ úåøåö ,ïãøå'æ úøåö) 2 úéøàðéì äøáâìàá íééæëøîä
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íééøåè÷å íéáçøî ìù úåéøàðéì úå÷úòä U
S−→V

T−→W äðééäú :(Sylvester ìù úåéñôàä èôùî) 6.46 èôùî

æà .úéôåñ íéøöåð U, V -ù çéðð .F äãù ìòî

;dimKer(T ◦ S) ≤ dimKer(T ) + dimKer(S) (à)

.rk(T ◦ S) ≥ rk(T ) + rk(S)− dimV (á)

ïëì .(T ◦ S)(u) = T (S(u)) = T (0) = 0 éë ,u ∈ Ker(T ◦ S) æà u ∈ Ker(S) íà (à) :äçëåä

.úéôåñ íéøöåð ïëìå U ìù íéáçøî úú íä äìàä íéðéòøâä .Ker(S) ⊆ Ker(T ◦ S) ⊆ U

,Ker(S) ìù u1, . . . .ur ñéñá øçáð

,Ker(T ◦ S) ìù u1, . . . , ur, . . . , uq ñéñáì åúåà íéìùð

.U ìù u1, . . . , ur, . . . , uq, . . . , um ñéñáì åúåà íéìùðå

S(ur+1), . . . , S(uq), . . . , S(um) äøãñäù (äðòèá) åðéàøä (6.16 èôùî) ãîéîä èôùî ìù äçëåäá

éë ,Ker(T ) êåúá äéøáéà ìáà .úéøàðéì äéåìú éúìá S(ur+1), . . . , S(uq) èøôá .ImS ìù ñéñá àéä

.dimKer(T ) ≥ q − r = dimKer(T ◦ S) − dimKer(S) ïëì .ur+1, . . . , uq ∈ Ker(T ◦ S)

.(à) ïàëî

,ãîéîä èôùî éôì (á)

,dimKer(T ◦ S) = dimU − rk(T ◦ S)

,dimKer(S) = dimU − rk(S)

.dimKer(T ) = dimV − rk(T )-å

.(á) ïàëî .dimU − rk(T ◦ S) ≤ dimV − rk(T ) + dimU − rk(S) ,(à) éôì ,ïëì
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.rk(AB) ≥ rk(A) + rk(B)− p æà .úåöéøèî A ∈ Mm×p(F ), B ∈ Mp×n(F ) äðééäú :6.47 äð÷ñî

éôì .äîàúäá ,A,B, C íéñéñáå n, p,m íéãîéî éìòá F ìòî U, V,W íééøåè÷å íéáçøî øçáð :äçëåä

,6.30 èôùî éôì .[S]AB = B ,[T ]BC = A -ù êë U
S−→V

T−→W úéøàðéì úå÷úòä ùé 6.27 èôùî

.rk(T ◦ S) = rk(AB)-å ,rk(S) = rk(B) ,rk(T ) = rk(A) ,(à)6.22 ìéâøú éôì ,ïëì .[T ◦ S]AC = AB

.(á)6.46 èôùîî úòáåð äðòèä ïëì

.rk(T ◦ S) ≥ rk(T ) + rk(S)− dimV :(á)6.46 èôùî

W V
T

oo U
S

oo

T◦S
ww

:úå÷úòäå íééøåè÷å íéáçøî

C
m

B
p

A
n :íéãîîå íéñéñá
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íééìàåã íéáçøî .7

.Fn ìù éèøãðèñä ñéñáä e1, e2, . . . , en éäé .åäùìë F äãù òá÷ð

.(F ∼= F 1) åîöò ìòî éøåè÷å áçøî àåä F -ù øåëæð .F ìòî éøåè÷å áçøî V éäé

àø÷éú V ìò íéìðåéö÷ðåôä ìë úöåá÷ .V → F úéøàðéì ä÷úòä àåä V ìò (éøàðéì) ì�ðåéö÷ðåô :7.1 äøãâä

.V ∗ ïîåñúå V ìù éìàåãä áçøîä

æà ,úéôåñ øöåð V íà ,6.28 äð÷ñî éôì .F ìòî éøåè÷å áçøî àåä V ∗ = L(V, F ) ,6.26 èôùî éôì :7.2 äøòä

.dimV ∗ = dimV
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("úéøàðéì úéðáú") úéøàðéì äàååùî ìë ìù ìàîù óâà .V = Fn éäé (à) :7.3 úåàîâåã

a1X1 + . . .+ anXn = b

éãé ìò ïåúðä ψ ∈ V ∗ ìðåéö÷ðåô øéãâî

.ψ(v) = a1x1 + . . .+ anxn = (a1, . . . , an)(x1, . . . , xn)
t

.v = (x1, . . . , xn)
t øùàá

æà ,ìéòì åîë ψ øéãâðå 1 ≤ i ≤ n ìëì ,ai = φ(ei) ïîñð ,ïëà .úàæä äøåöäî àåä φ ∈ V ∗ ìë

.6.23 èôùîá úåãéçéä éôì ψ = φ ïëì ,i ìëì φ(ei) = ai = ψ(ei)

.{v ∈ V | ψ(v) = b} àéä ìéòì úéøàðéìä äàååùîä ìù úåðåøúôä úöåá÷

ãé ìò ïåúðä φa äáöää ìðåéö÷ðåô øéãâî a ∈ F ìë .íéîåðéìåôä áçøî V = F [X] éäé (á)

.φa(f =
∑

i aiX
i) = f(a) =

∑
i aia

i
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.
∑n

i=1 aiδij = aj æà ,a1, . . . , an ∈ F íà .δij :=

{
1 i = j
0 i ̸= j

.øM�ðåø÷ ìù àúìãä :7.4 äøãâä

ãéçé ñéñá íéé÷ æà .V ìù ñéñá B = (v1, . . . , vn) éäéå dimV = n < ∞ éäé :7.5 èôùî

.B ìù éìàåãä ñéñáä àø÷ð äæ ñéñá .1, . . . , i, j ≤ n ìëì φi(vj) = δij -ù êë V ∗ ìù B∗ = (φ1, . . . , φn)

ìëì φi(vj) = δij -ù êë φ1, . . . , φn ∈ V ∗ íéãéçé íéìðåéö÷ðåô íéîéé÷ 6.23 èôùî éôì :äçëåä

: äàøð êë íùì .V ∗ ìù ñéñá (φ1, . . . , φn)-ù çéëåäì øúåð .1 ≤ i, j ≤ n

.i ìëì ai ∈ F øùàá ,φ =
∑n

i=1 aiφi äãéçé äâöä ùé φ ∈ V ∗ ìëì (*)

æà .ψ =
∑n

i=1 aiφi éäéå íäùìë a1, . . . , an ∈ F åéäé ,ïëàå

,6.23 èôùîá úåãéçéä éôì ,ïëì ,ψ(vj) =
∑n

i=1 aiφi(vj) =
∑n

i=1 aiδij = aj

j ìëì aj = φ(vj) ⇔ j ìëì ψ(vj) = φ(vj) ⇔ ψ = φ

.a1, . . . , an ìù úåãéçéäå íåé÷ä ïàëîå

.[v]B = (φ1(v), . . . , φn(v))
t æà .v ∈ V éäé èôùîä ìù íéðåîéñá :7.6 ìéâøú

.j ìëì φj(v) =
∑
aiφj(vi) =

∑
aiδij = aj æà .ai ∈ F øùàá ,v =

∑
i aivi çéðð :äçëåä
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.V ìù V ∗ éìàåãä áçøîä ìù éìàåãä áçøîä V ∗∗ = (V ∗)∗ éäé úòë

.φ ∈ V ∗ ìëì v̄(φ) = φ(v) :àáä ïôåàá v̄ ∈ V ∗∗ øéãâî v ∈ V ìë (à) :7.7 èôùî

.V → V ∗∗ úéøàðéì ä÷úòä àéä v 7→ v̄ ä÷úòää (á)

.íæéôøåîåæéà àéä v 7→ v̄ æà ,úéôåñ øöåð V íà (â)

æà .a ∈ F -å φ,φ′ ∈ V ∗ åéäéå v ∈ V éäé (à) :äçëåä

v̄(φ+ φ′) = (φ+ φ′)(v) = φ(v) + φ′(v) = v̄(φ) + v̄(φ′)

v̄(aφ) = (aφ)(v) = aφ(v) = av̄(φ)

φ ∈ V ∗ ìëì æà .a ∈ F éäéå v1, v2 ∈ V åéäé :úéøàðéì àéä ä÷úòää (á)

v1 + v2(φ) = φ(v1 + v2) = φ(v1) + φ(v2) = v̄1(φ) + v̄2(φ) = (v̄1 + v̄2)(φ)

av1(φ) = φ(av1) = aφ(v1) = av̄1(φ) = (av̄1)(φ)

.av1 = av̄1-å v1 + v2 = v̄1 + v̄2 ïëì

ñéñáì v úà íéìùðå v ̸= 0-ù äìéìùá çéðð .v̄ = 0-ù êë v ∈ V éäé :úéëøò ãç ãç àéä ä÷úòää

,0 = v̄(φ1) = φ1(v) = δ11 = 1 æà .V ∗ ìù éìàåãä ñéñáä φ1, . . . , φn éäé .V ìù v1 = v, v2, . . . , vn

.äøéúñ

ãç ãç àéäù ïååéë ,6.17 äð÷ñî éôì .dimV ∗∗ = dimV ∗ = dimV ,7.2 äøòä éôì :ìò àéä ä÷úòää

.ìò àéä ,úéëøò
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.íéñéñá úøéçáá éåìú åðéà ,"éòáè" åðéä èôùîá íæéôøåîåæéàä (à) :7.8 äøòä

.ïàë úàæ çéëåð àì .ìò àì ìáà úéëøò ãç ãç ïééãò àéä v 7→ v̄ ,úéôåñ øöåð åððéà V íà (á)

ìù ñôàîä .v ∈ S ìëì φ(v) = 0 íà S úà ñôàî φ-ù øîàð .φ ∈ V ∗ éäéå äöåá÷ S ⊆ V éäú :7.9 äøãâä

.S0 = {φ ∈ V ∗| v ∈ S ìëì φ(v) = 0} øîåìë ,S úà íéñôàîù íéìðåéö÷ðåôä ìë ìù S0 äöåá÷ä àéä S

.{0}0 = V ∗ ,V 0 = {0} (à) :7.10 úåàîâåã
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.úåöåá÷ S, T ⊆ V äðééäú :7.11 äîì

.V ∗ ìù áçøî úú àåä S0 (à)

.T 0 ⊆ S0 æà S ⊆ T íà (á)

.S0 = (Sp(S))0 (â)

:úåøãâää éôì :äçëåä

s ∈ S ìëì æà .a ∈ F éäéå φ,φ′ ∈ S0 åéäé .S0-á àöîð ñôàä ìðåéö÷ðåô (à)

(φ+ φ′)(s) = φ(s) + φ′(s) = 0 + 0 = 0

(aφ)(s) = aφ(s) = a · 0 = 0

.φ+ φ′, aφ ∈ S0 ïëì

.φ ∈ S0 ïëì .s ∈ S ìëì èøôáå s ∈ T ìëì φ(s) = 0 æà .φ ∈ T 0 éäé (á)

àåä v = Sp(S)-á øáéà ìë .φ ∈ S0 éäé ,êôéäì .S0 ⊇ (Sp(S))0 ,(á) éôì ,ïëì ,S ⊆ Sp(S) (â)

íéé÷úî .a1, . . . ak ∈ F -å v1, . . . vk ∈ S øùàá ,v = a1v1 + · · ·+ akvk äøåöäî

,φ(v) = φ(a1v1 + · · ·+ akvk) = a1φ(v1) + · · ·+ akφ(vk) = a10 + · · ·+ ak0 = 0

.φ ∈ (Sp(S))0 ïëì
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.úéôåñ øöåð V -ù çéðð ÷øôä óåñ ãòå úòî

.dimU + dimU0 = dimV æà .V ìù áçøî úú U éäé :7.12 èôùî

.dimU0 = n− r-ù çéëåäì êéøö .r = dimU -å n = dimV åéäé :äçëåä

.V ìù v1, . . . , vr, . . . , vn ñéñáì åúåà íéìùðå U ìù v1, . . . , vr ñéñá øçáð

çéëåäì éã æà .V ∗ ìù éìàåãä ñéñáä φ1, . . . , φr, . . . , φn éäé

.U0 ìù ñéñá φr+1, . . . , φn :äðòè

:íéàáä íé÷ìç úùåìùî úáëøåî äðòèä úçëåä

ïëì .φi(vj) = 0 æà 1 ≤ j ≤ r-å r + 1 ≤ i ≤ n íà ,ïëàå .φr+1, . . . , φn ∈ U0 :à äðòè

.φi ∈ Sp({v1, . . . , vr})0 = U0 ,(â)7.11 äîì éôì .φi ∈ {v1, . . . , vr}0

.V ∗ ìù ñéñáî ÷ìç íä ,ïëà .úéøàðéì íééåìú éúìá φr+1, . . . , φn :á äðòè

ùé ,V ∗ ìù ñéñá φ1, . . . , φn-ù ïååéë .φ ∈ U0 éäé ,ïëàå .U0 ìù íéøöåé úøãñ φr+1, . . . , φn :â äðòè

ïëì .v1, . . . , vr úà èøôáå U úà ñôàî φ ìáà .φ =
∑n

i=1 aiφi-ù êë a1, . . . , ar, . . . , an ∈ F

0 = φ(vj) = (
n∑

i=1

aiφi)(vj) =
n∑

i=1

aiφi(vj) =
n∑

i=1

aiδij = aj , 1 ≤ j ≤ r

.ùøãðë ,φ =
∑n

i=r+1 aiφi ïëì
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íò V ∗∗ úà ääæð ,úéôåñ øöåð V íà .V ∗∗-á T 0 ñôàî ùé T ⊆ V ∗ ìëì ,éøåè÷å áçøî V ∗ íâù ïååéë

.(S0)0 íå÷îá S00 áåúëð S ⊆ V øåáò .T 0 ⊆ V ïëì .(â)7.7 èôùî éôì ,V

.U00 = U æà .V ìù áçøî úú U éäé :7.13 äð÷ñî

.U ⊆ U00 ïëì .u = ū ∈ U00 ,øîåìë ,ū(φ) = φ(u) = 0 íéé÷úî φ ∈ U0 ìëì .u ∈ U éäé :äçëåä

,7.12 èôùî éôì

, dimU0 = dimV − dimU

. dimU00 = dimV ∗ − dimU0

ìá÷ð ,(7.2 äøòä éôì) dimV -á dimV ∗∗ úà óéìçðå ,äéðùá äðåùàøä äàååùîäî U0 úà áéöð íà

.U = U00 òáåð íäéãîî ïåéååùîå íéáçøî úúä ìù äìëääî .dimU00 = dimU

.dimW + dimW 0 = dimV æà .V ∗ ìù áçøî úú W éäé :7.14 äð÷ñî

,7.2 äøòä éôì .dimW + dimW 0 = dimV ∗ íéé÷úî (V íå÷îá V ∗ øåáò) 7.12 èôùî éôì :äçëåä

.dimV ∗ = dimV
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éôë .U0 ìù ñéñá B∗ = (φ1, . . . , φr) éäé .áçøî úú U ⊆ V éäéå V = Fn éäé :7.15 äîâåã

úåéðâåîåä úåéøàðéì úåàååùî ìù íééìàîùä íéôâàä íò úåäæì øùôà B∗ éøáéà úà ,(à)7.2 äîâåãá åðøîàù

áçøî àåä øîåìë ,B∗ ìù ñôàîä àåä U = U00 æà .a1, . . . , an ∈ F øùàá ,a1X1 + · · · + anXn = 0

.B∗-á úåéðâåîåää úåéøàðéìä úåàååùîä ìù úåðåøúôä

.4.53 ìéâøúì óñåð ïåøúô åäæ
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:æà .V ìù íéáçøî úú éðù U1, U2 åéäé :7.16 èôùî

.(U1 ∩ U2)
0 = U0

1 + U0
2 (à)

.(U1 + U2)
0 = U0

1 ∩ U0
2 (á)

ïàëî .(U1 ∩ U2)
0 ⊇ U0

1 , U
0
2 ,(á)7.11 äîì éôì ,ïëì ,U1 ∩ U2 ⊆ U1, U2 :äçëåä

.(U1 ∩ U2)
0 ⊇ U0

1 + U0
2 (1)

ïàëî .U0
1 , U

0
2 ⊇ (U1 + U2)

0 ïëì ,U1, U2 ⊆ U1 + U2 ,ïôåà åúåàá

.U0
1 ∩ U0

2 ⊇ (U1 + U2)
0 (2)

øîåìë ,U1, U2 ⊆ V íå÷îá U0
1 , U

0
2 ⊆ V ∗ øåáò íâ úåðåëð äìàä úåàçñåðä éúù

,(U0
1 ∩ U0

2 )
0 ⊇ U00

1 + U00
2 = U1 + U2 (1′)

.U1 ∩ U2 = U00
1 ∩ U00

2 ⊇ (U0
1 + U0

2 )
0 (2′)

: (1′), (2′) ìò íéñôàî ç÷ð úòë

,U0
1 ∩ U0

2 = (U0
1 ∩ U0

2 )
00 ⊆ (U1 + U2)

0 (1′′)

.(U1 ∩ U2)
0 ⊆ (U0

1 + U0
2 )

00 = U0
1 + U0

2 (2′′)

,(á) íéðúåð (1′′)-å (2) åìéàå ,(à) íéðúåð (2′′)-å (1) ,úòë
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.φ(v) íå÷îá
(
φ, v

)
áåúëð :7.17 ïåîéñ

(φ, v1 + v2) = (φ, v1) + (φ, v2)

(φ1 + φ2, v) = (φ1, v) + (φ2, v)

(φ, av) = a(φ, v) = (φ, av)
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úîéé÷ æà .úéøàðéì ä÷úòä T : V → W éäú .F äãù ìòî úéôåñ íéøöåð íééøåè÷å íéáçøî V,W åéäé :7.18 èôùî(
ψ, T (v)

)
=
(
T ∗(ψ), v

)
-ù êë T ∗: W ∗ → V ∗ � T -ì úéìàåãä ä÷úòää úàø÷ð � äãéçé úéøàðéì ä÷úòä

.ψ ∈W ∗ ìëìå v ∈ V ìëì

åúåà ïîñð .V ∗ ìù øáéà ,øîåìë ,úéøàðéì ä÷úòä àéä ψ ◦ T : V → F æà .ψ ∈ W ∗ éäé :äçëåä

,øîåìë ,
(
T ∗(ψ)

)
(v) = ψ

(
T (v)

)
íéé÷úî v ∈ V ìëì .T ∗: W ∗ → V ∗ ä÷úòä åðøãâä êëá .T ∗(ψ)-á

.íéé÷úú äðåøçàä äçñåðäù êë T ∗ øéãâäì äãéçéä øùôàä åæù øåøá .
(
T ∗(ψ), v

)
=
(
ψ, T (v)

)
,v ∈ V ìëì ,æà .a ∈ F -å ψ,ψ′ ∈W ∗ åéäé .úéøàðéì T ∗-ù úåàøäì øúåð(

T ∗(ψ + ψ′), v
)
=
(
ψ + ψ′, T (v)

)
=
(
ψ, T (v)

)
+
(
ψ′, T (v)

)
=

=
(
T ∗(ψ), v

)
+
(
T ∗(ψ′), v

)
=
(
T ∗(ψ) + T ∗(ψ′), v

)
(
T ∗(aψ), v

)
=
(
aψ, T (v)

)
= a

(
ψ, T (v)

)
= a

(
T ∗(ψ), v

)
=
(
aT ∗(ψ), v

)
.úéøàðéì T ∗ ïëì .T ∗(aψ) = aT ∗(ψ) ,T ∗(ψ + ψ′) = T ∗(ψ) + T ∗(ψ′) ïëì

V
T // W

V ∗ W ∗
T∗

oo
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æà .íäìù íééìàåãä íéñéñáä A∗,B∗ åéäéå ,V,W ìù íéñéñá A,B åéäé íãå÷ä èôùîä ìù íéàðúá :7.19 èôùî

.[T ∗]B
∗

A∗ =
(
[T ]AB

)t
.A = (v1, . . . , vn),A∗ = (φ1, . . . , φn),B = (w1, . . . , wm),B∗ = (ψ1, . . . , ψm) åéäé :äçëåä

ïôåà åúåàá .
(
[T ]AB

)
ij

= ψi(T (vj)) =
(
ψi, T (vj)

)
,7.6 ìéâøú éôì .1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n åéäé

.íéååù íééåèéáä éðù T ∗ ìù äøãâää éôì .
(
[T ∗]B

∗

A∗

)
ji
= v̄j(T

∗(ψi)) =
(
T ∗(ψi), vj

)
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.V ìù áçøî úú U éäé .úéìàåãä ä÷úòää T ∗:W ∗ → V ∗ éäúå úéøàðéì ä÷úòä T : V →W éäú :7.20 ìéâøú

.
(
T (U)

)0
= (T ∗)−1(U0) :çëåä

.S−1(B′) = {a ∈ A| S(a) ∈ B′} æà ,B′ ⊆ B-å úåöåá÷ ìù ä÷úòä S: A→ B íà :úøåëæú

ïëì ,T (U) = {T (u)| u ∈ U} :äçëåä

(
T (U)

)0
= {ψ ∈W ∗| u ∈ U ìëì

(
ψ, T (u)

)
= 0}

= {ψ ∈W ∗| u ∈ U ìëì
(
T ∗(ψ), u

)
= 0}

= {ψ ∈W ∗| T ∗(ψ) ∈ U0} = (T ∗)−1(U0)
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.
(
T (U)

)0
= (T ∗)−1(U0)

éäúå úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäú .åñéñá B äéäå F ìòî n ãîéî ìòá éøåè÷å áçøî V éäé :7.21 ìéâøú

:çëåä .det(A− In) = 0-å äëéôä A-ù çéðð .A = [T ]BB

.T (U) = U -ù êë 1 ãîéî ìòá áçøî úú U ⊆ V íéé÷ (à)

.T (U) = U -ù êë n− 1 ãîéî ìòá áçøî úú U ⊆ V íéé÷ (á)

éìàéáéøè àì ïåøúô ùé (A − In)X = 0 úåàååùîä úëøòîì ïëì ,rk(A − In) < n ïåúðä éôì (à) :äçëåä

ùé V → Fn íæéôøåîåæéàä ììâá .Av = v ïëì ,Av − v = (A − In)v = 0 íéé÷î àåä .0 ̸= v ∈ Fn

éäé .T (u) = u ïëì ,[T (u)]B = [T ]BB[u]B = Av = [u]B íéé÷î àåä .[u]B = v-ù êë 0 ̸= u ∈ V

.T (U) = {aT (u)| a ∈ F} = {au| a ∈ F} = U -å dimU = 1 æà ,U = Sp(u) = {au| a ∈ F}

ïååéë .[T ∗]B
∗

B∗ = At æà .B-ì éìàåãä ñéñáä B∗ éäéå T ìù úéìàåãä ä÷úòää T ∗: V ∗ → V ∗ éäú (á)

.det(At − In) = det(A − In)
t = det(A − In) = 0 íéé÷úî ïë åîë .íæéôøåîåæéà T ∗ ,äëéôä At-ù

ìòá V ìù áçøî úú U = Φ0 æà .T ∗(Φ) = Φ -ù êë 1 ãîéî ìòá Φ ⊆ V ∗ áçøî úú ùé (à) éôì ïëì

íãå÷ä ìéâøúä éôì .n− 1 ãîéî

(
T (U)

)0
= (T ∗)−1(U0) = (T ∗)−1(Φ) = Φ = U0

.T (U) = U :ìá÷ðå íéôâàä éðù ìò ñôàîä úà ç÷éð
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éôåñðéà ãîéî éìòá íééøåè÷å íéáçøî .8

.F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé

ìù úéôåñ äøãñ ãåáò (4.24 äøãâä) úéøàðéì äéåìú éúìá äøãñå (4.19 äøãâä) íéøöåé úøãñ åðøãâä 4 ÷øôá

äøãñ ìù âùåîäù ïååéë .úåéôåñ à÷åã åàì ,ïäùìë úåøãñì äìà úåøãâä áéçøäì éåöø äéä .éøåè÷å áçøîá íéøáéà

:úåøãñ íå÷îá úåöåá÷ì úàæ úåùòì ìáå÷î ,êáåñî úö÷ àåä úéôåñðéà

.(v1, v2, . . . , vn) åà v1, v2, . . . , vn :êë íéîùåø äøãñ

.{v1, v2, . . . , vn} :êë íéîùåø äöåá÷

(v1, v2, . . . , vn) ̸= {v1, v2, . . . , vn}

{1, 2, 3, 4, 5, 6} = {4, 6, 5, 1, 3, 2} = {1, 1, 3, 2, 4, 5, 6, 2}

(1, 2, 3, 4, 5, 6) ̸= (4, 6, 5, 1, 3, 2) ̸= (1, 1, 3, 2, 4, 5, 6, 2)

.úéøàðéì äéåìú äðéä íéäæ íéøåè÷å éðù ùé äá äøãñ

.úéøàðéì äéåìú íâ äùãçä äøãñä æà ,äá íéøáéàä øãñ úà äðùðå úéøàðéì äéåìú äøãñ íà
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.äöåá÷ B ⊆ V éäú :8.1 äøãâä

óåøéö àåä v-ù êë äæî äæ íéðåù v1, v2, . . . , vn ∈ B íéîéé÷ v ∈ V ìëì íà V ìù íéøöåé úöåá÷ àéä B (à)

.íäìù éøàðéì

,a1, a2, . . . , an ∈ F -å äæî äæ íéðåù v1, v2, . . . , vn ∈ B íéîéé÷ íà (F ìòî) úéøàðéì äéåìú àéä B (á)

.a1v1 + a2v2 + · · ·+ anvn = 0-ù êë ,0 íìåë àì

ìëìå äæî äæ íéðåù v1, v2, . . . , vn ∈ B ìëì íà (F ìòî) úéøàðéì äéåìú éúìá àéä B ,êë éôì (â)

.a1 = a2 = · · · = an = 0 æà a1v1 + a2v2 + · · ·+ anvn = 0 íà :íéé÷úî a1, a2, . . . , an ∈ F

.úéøàðéì äéåìú éúìá V ìù íéøöåé úöåá÷ àéä íà V ìù ñéñá àéä B (ã)

úîåòì .äæî äæ íéðåù åéäé v1, v2, . . . , vn-ù ,úåéììëä úìáâä éìá ,ùåøãì êéøö àì (à)8.1 äøãâäá (à) :8.2 äøòä

.äéìò øúååì øùôà éà � úéúåäî àéä åæ äùéøã (á)8.1 äøãâäá ,úàæ

æà äæî äæ íéðåù v1, . . . , vn ∈ V íà (á)

.íéøöåé úöåá÷ {v1, . . . , vn} íà ÷øå íà íéøöåé úøãñ (v1, . . . , vn) (1á)

.úéøàðéì äéåìú éúìá {v1, . . . , vn} íà ÷øå íà úéøàðéì äéåìú éúìá (v1, . . . , vn) (2á)

.Hamel ñéñá íâ íéîòôì íéàøå÷ (â)8.1 äøãâäá ñéñáì (â)
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.F [X] ìù ñéñá àåä {1, X,X2, X3, . . .} :äîâåã
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.V ìù ñéñá àéä V -á B úéáøî äéåìú éúìá äöåá÷ :8.3 äîì

åà ,B ìù úåéáøîä éôì ,ïëì ,B ⊆ B ∪ {v} ⊆ V æà .v ∈ V éäé .íéøöåé úöåá÷ B-ù äàøð :äçëåä

ìù éøàðéì óåøéö v = 1v ïëìå v ∈ B ïåùàøä äø÷îá .úéøàðéì äéåìú B ∪ {v}-ù åà B = B ∪ {v}-ù

0 íìåë àì ,a1, . . . , an ∈ F -å äæî äæ íéðåù v1, . . . , vn ∈ B ∪ {v} íéîéé÷ éðùä äø÷îá .B éøáéà

êåúî èéîùð úøçà ,0-î íéðåù íìåë a1, . . . , an ∈ F úåéììëä úìáâä éìá .a1v1 + · · · anvn = 0-ù êë

äøéúñ ,úéøàðéì äéåìú B æà éë ,v-î íéðåù íìåë v1, . . . , vn-ù ïëúé àì .ai = 0 íøåáò vi íúåà v1, . . . , vn

.B éøáéà ìù éøàðéì óåøéö v èøôáå v = 0 ïëìå a1v = 0 æà n = 1 íà .vn = v ,úåéììëä úìáâä éìá ,ïëì .äçðäì

v = (−a−1
n a1)v1 + · · · (−a−1

n an−1)vn−1 ïëì .B-á íä ,v-î íéðåù v1, . . . , vn−1-ù ïååéë .n ≥ 2 çéðð

.B éøáéà ìù éøàðéì óåøéö
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.V -á úéáøî äéåìú éúìá äöåá÷ B æà .V ìù ñéñá B éäé :ìéâøú

íéøì÷ñ ùéå äæî äæ íéðåù v1, v2, . . . , vn ∈ B ùé äçðää éôì .v /∈ B-ù êë v ∈ V éäé :äçëåä

äæî äæ íéðåù v1, v2, . . . , vn, v æà .v = a1v1 + a2v2 + · · · + anvn-ù êë a1, a2, . . . , an ∈ F

.úéøàðéì äéåìú B ∪ {v} ïëì .1v + (−a1)v1 + (−a2)v2 + · · ·+ (−an)vn = 0-å
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.V ìù ñéñáì íéìùäì øùôà V ìù úéøàðéì äéåìú éúìá äöåá÷ ìë ,÷åéã øúéá .ñéñá ùé V éøåè÷å áçøî ìëì :8.4 èôùî

.V -á úéøàðéì äéåìú éúìá äöåá÷ B0 ⊆ V éäú :Zorn ìù äîìä éôì :äçëåä

.F = {B ⊆ V | B0 ⊆ B, úéøàðéì äéåìú éúìá B} éäú

åéäé .B0 úà äìéëî àéä ,ïëà .F -á íâ àéä B :=
∪

i∈I Bi æà F éøáéà ìù äìåò úøùøù {Bi}i∈I íà

ùé æà .a1v1 + a2v2 + · · ·+ anvn = 0-ù êë a1, a2, . . . , an ∈ F åéäéå äæî äæ íéðåù v1, . . . , vn ∈ B

.a1 = a2 = · · · = an = 0 ,úéøàðéì äéåìú éúìá Bi-ù ïååéë .v1, . . . , vn ∈ Bi-ù êë i ∈ I

,8.3 äîì éôì .úéáøî B ∈ F ùé ïøåö ìù äîìä éôì ïëì .{Bi}i∈I úøùøùä ìù ïåéìò íñç àéä B-ù øåøá

.V ìù ñéñá àéä
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éôåñ øôñîì èøô ,øîåìë) v ∈ B ìëì èòîë av = 0-ù êë av ∈ F éäé v ∈ B ìëì .äöåá÷ B ⊆ V éäú

íéøéãâî æà .(v ∈ B íéøáéà ìù∑
v∈B

avv :=
∑
v∈B
av ̸=0

avv

w =
∑

v∈B avv -ù êë ãéçé av ∈ F ùé v ∈ B ìëì æà .w ∈ V éäéå V ìù ñéñá B ⊆ V éäé :8.5 èôùî

.(v ∈ B ìëì èòîë av = 0-å)

øéãâð .w =
∑

v∈B0
avv-ù êë v ∈ B0 ìëì av ∈ F ùéå úéôåñ B0 ⊆ B ùé äçðää éôì :íåé÷ :äçëåä

.w =
∑

v∈B avv æà ,v ∈ B∖B0 ìëì av = 0

èòîë a′v = 0-å w =
∑

v∈B a
′
vv-ù êë v ∈ B ìëì a′v ∈ F íâ ùé ì"ðë av-ì óñåðáù çéðð :úåãéçé∑

v∈B0
avv = w = ïëì .v ∈ B∖B0 ìëì av = 0 = a′v-ù êë úéôåñ B0 ⊆ B ùé æà .v ∈ B ìëì

,øîåìë ,av − a′v = 0 ,úéøàðéì äéåìú éúìá B0-ù ïååéëå
∑

v∈B0
(av − a′v)v = 0 ïàëî .

∑
v∈B0

a′vv

.av = 0 = a′v íéé÷úî v ∈ B∖B0 øåáò .v ∈ B0 ìëì av = a′v
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ä÷úòä úîéé÷ æà .wv ∈ W éäé v ∈ B ìëìå F ìòî éøåè÷å áçøî W éäé .V ìù ñéñá B ⊆ V éäé :8.6 èôùî

.v ∈ B ìëì T (v) = wv -ù êë T : V →W äãéçé úéøàðéì

.T : V →W äãéçé úéøàðéì ä÷úòäì äáçøäì úðúéð T0: B →W ä÷úòä ìë :úåøçà íéìîá

.6.23 èôùî ìù äçëåäì äîåã :äçëåä

av ∈ F íéé÷ v ∈ B ìëì ,V ìù ñéñá B-ù ïååéë ,æà .åäùìë u ∈ V éäé .úîéé÷ ïëà åæë T -ù òâøì çéðð

-ù êë ãéçé

.u =
∑
v∈B

avv (2)

,v ∈ B ìëì T (v) = wv-ù ïååéëå .T (u) =
∑

v∈B avT (v) ,úéøàðéì T -ù ïååéë .(ñôà àåä av ìë èòîëå)

.T (u) =
∑
v∈B

avwv (3)

.T ìù úåãéçéä ïàëî (.T -á àì êà ,u-áå ïåúðä ñéñáá éåìú íðîà àåä) !T -á ììë éåìú åðéà åæ äàååùîá ïéîé óâà

íéé÷îù u ∈ V øåáò æà ,v ∈ B ìëì T ′(v) = wv úîéé÷îù úéøàðéì ä÷úòä T ′ íâ íà ,èåøéô øúéá)

(.T = T ′ ïëì ,u ∈ V ìëì ïåëð äæ .T (u) = T ′(u) ïëìå (3) ìù ïéîé óâà úåéäì áééç T ′(u) ,(2)
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.u ìù (2) äâöääî íéàá av øùàá ,u ∈ V ìëì ,(3) éãé ìò T øéãâð :íåé÷

ìëì av = 0-å au = 1 øùàá ,u =
∑

v∈B avv æà .u ∈ B éäé ,ïëà .v ∈ B ìëì T (v) = wv æà

.T (u) =
∑

v∈B avwv = 1wu = wu ,T ìù (3) äøãâää éôì ïëì .v ̸= u

éäé .(äîåã ïôåàá íéàøî øåáéçä úøéîù) øì÷ñá ìôë úøîåù àéäù ÷ø ïàë äàøð ,ïëà .úéøàðéì T ïë åîë

æà .(2) íéé÷úîù êë av ∈ F åéäé .α ∈ F éäéå u ∈ V

.αu =
∑
v∈B

(αav)v

,T ìù (3) äøãâää éôì ïëì

.T (αu) =
∑
v∈B

(αav)wv = α(
∑
v∈B

avwv) = αT (u)

.φ(u) = 1-ù êë φ: V → F úéøàðéì ä÷úòä úîéé÷ æà .0 ̸= u ∈ V éäé :8.7 äð÷ñî

øçáð u ̸= v ∈ B ìëìå wu = 1 øéãâð .V ìù B ñéñáì (úéøàðéì äéåìú éúìá äöåá÷) {u} úà íéìùð :äçëåä

.úàæë φ úîéé÷ 8.6 èôùî éôì .åäùìë wv ∈ F

φ øåáò ū(φ) = φ(u) = 1 ïëà .φ ∈ V ∗ ìë ìò ñôàúî åðéà ū ∈ V ∗∗ æà 0 ̸= u ∈ V íà ,èøôá

.úéëøò ãç ãç u 7→ ū ä÷úòää ïëì .ū ̸= 0 ïëì .8.7 äð÷ñîá
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íééîöò íéøåè÷åå íééîöò íéëøò .9

éäéå ,A ∈ Mn(F ) éäú ,úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäú ,F ìòî éøåè÷å áçøî V éäé .äãù F éäé

.λ ∈ F

äöåá÷ä :9.1 äøãâä

Vλ = Vλ(T ) = {v ∈ V | T (v) = λv}

(eigenvector) T ìù éîöò øåè÷å àø÷éé v ∈ V øåè÷å .λ-ì êééùä (eigenspace) T ìù éîöòä áçøîä àø÷ú

λ øàì÷ñä (.ïàë úàæ äùòð àì åðà êà ,v ̸= 0 íâ íéùøåã ë"ãá) .v ∈ Vλ øîåìë ,T (v) = λv íà ,λ-ì êééùä

.Vλ ̸= 0 íà ,øîåìë ,T (v) = λv-ù êë 0 ̸= v ∈ V ùé íà T ìù (eigenvalue) éîöò êøò àø÷éé

øåè÷å (x, 0)-å T ìù éîöò êøò 1 æà .T ((a, b)) = (a,−b) éãé ìò äðåúð T : R2 → R2 éäú :9.2 äîâåã

.y ∈ R ìëì ,åì êééùù éîöò øåè÷å (0, y)-å ,T ìù éîöò êøò −1 ,ïë åîë .x ∈ R ìëì ,åì êééùù éîöò
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:äîåã ïôåàá

äöåá÷ä :9.3 äøãâä

Vλ = Vλ(A) = {v ∈ Fn| Av = λv}

ïë åîë .Av = λv íà λ-ì êééùä A ìù éîöò øåè÷å v ∈ Fn øåè÷å .λ-ì êééùä A ìù éîöò áçøîä àø÷ú

.Av = λv-ù êë 0 ̸= v ∈ Fn ùé íà ,A ìù éîöò êøò λ ∈ F
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éæà .A = [T ]BB ∈ Mn(F ) éäú .V ìù øåãñ ñéñá B = (v1, . . . , vn) éäé :9.4 äîì

.λ-ì êééùä A ìù éîöò øåè÷å àåä [v]B ∈ Fn íà ÷øå íà λ-ì êééùä T ìù éîöò øåè÷å àåä v ∈ V (à)

.A ìù éîöò êøò λ íà ÷øå íà T ìù éîöò êøò àåä λ (á)

æà .v ∈ V éäéå λ ∈ F éäé .íæéôøåîåæéà àéä v 7→ [v]B éãé ìò äðåúðä V → Fn ä÷úòääù øåëæð :äçëåä

ïëìå [T (v)]B = A[v]B ïë åîë .(ìéòì øåîàä éôì) [λv]B = λ[v]B

A[v]B = λ[v]B ⇔ [T (v)]B = [λv]B ⇔ T (v) = λv

.äð÷ñîä úåì÷á ïàëî .v ̸= 0 ⇔ [v]B ̸= 0-å

éãé ìò úøãâåî TA: F
n → Fn øùàá ,TA ìù éîöò êøò λ íà ÷øå íà A ìù éîöò êøò àåä λ èøôá

(.éèøãðèñä ñéñáä éôì TA ìù äöéøèîä àéä A éë) .v ∈ Fn ìëì ,TA(v) = Av
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:9.5 èôùî

ä÷úòää íà ÷øå íà T ìù éîöò êøò àåä λ ïëì .V ìù áçøî úú Vλ(T ) èøôá .Vλ(T ) = Ker(T − λ1V ) (à)

.ò"çç äðéà T − λ1V

úåéøàðéì úåàååùî ìù úéðâåîåää úëøòîä ìù úåðåøúôä áçøî àåä Vλ(A) æà .λ ∈ F ,A ∈ Mn(F ) åéäé (á)

.det(A− λI) = 0 íà ÷øå íà A ìù éîöò êøò λ ïëì .(A− λI)X = 0

æà .v ∈ V éäé (à) :äçëåä

v ∈ Vλ(T ) ⇔ T (v) = λv ⇔ (T − λ1V )(v) = 0 ⇔ v ∈ Ker(T − λ1V )

ä÷úòää íà ÷øå íà Vλ(T ) ̸= {0} íà ÷øå íà T ìù éîöò êøò àåä λ úòë .Vλ(T ) = Ker(T − 1V ) ïëì

.ò"çç äðéà T − λ1V

øîåìë ,éìàéáéøè àì ñôàî A − λIn äöéøèîì íà ÷øå íà A ìù éîöò êøò àåä λ äîåã ïôàá (á)

.det(A− λIn) = 0
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,øîåìë ,i ̸= j ìëì (C)ij = 0 íà úéðåñëìà úàø÷ð C ∈ Mn(F ) äöéøèî

.C = diag(λ1, . . . , λn) =


λ1 0 · · · 0 0
0 λ2 · · · 0 0
...

. . .
...

0 0 · · · λn−1 0
0 0 · · · 0 λn


:øúåé úåèåùô úåéðåñëìà úåöéøèî ïéá ìôëäå øåáéçä úìåòô

æà .α1, . . . , αn, β1, . . . βn ∈ F åéäé :9.6 ìéâøú

diag(α1, . . . , αn) + diag(β1, . . . , βn) = diag(α1 + β1, . . . , αn + βn),

diag(α1, . . . , αn)diag(β1, . . . , βn) = diag(α1β1, . . . , αnβn),

.diag(α1, . . . , αn)
−1 = diag(α−1

1 , . . . , α−1
n ) æà α1, . . . , αn ∈ F× íàå
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øåè÷å vj íà ÷øå íà [T ]BB = diag(λ1, . . . , λn) æà .V ìù øåãñ ñéñá B = (v1, . . . , vn) éäé :9.7 èôùî

.T ìù íééîöò íéëøò λ1, . . . , λn æà äøå÷ äæ íà .j = 1, . . . , n ìëì ,λj -ì êééùä T ìù éîöò

:äçëåä

,[T ]BB = ([T (v1)]B, . . . , [T (vn)]B)

,diag(λ1, . . . , λn) = (λ1e1, . . . , λnen) = (λ1[v1]B, . . . , λn[vn]B)

ììâá) íà ÷øå íà 1 ≤ j ≤ n ìëì [T (vj)]B = λj [vj ]B íà ÷øå íà [T ]BB = diag(λ1, . . . , λn) ïëì

ìù äðåøçàä äðòèä .úåìé÷ùä ïàëî .1 ≤ j ≤ n ìëì T (vj) = λjvj (íæéôøåîåæéà àéä v 7→ [v]B ä÷úòääù

.ñéñá éøáà íä éë ,ñôàî íéðåù v1, . . . , vn-ù êëî úòáåð èôùîä

.T ìù íééîöò íéøåè÷åî áëøåîä ñéñá ùé V -ì íà ÷øå íà úéðåñëìà äâöä ùé T -ì :9.8 äð÷ñî
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v1, . . . , vn äéúåãåîò æà ,P−1AP = diag(λ1, . . . , λn)-ù êë äëéôä P ∈ Mn(F ) ùé íà :9.9 äð÷ñî

øéãâðå äæë ñéñá ùé íà ,êôéäì .1 ≤ j ≤ n ìëì ,λj -ì êééù vj øùàë ,A ìù íééîöò íéøåè÷åî áëøåîä Fn ìù ñéñá

.P−1AP = diag(λ1, . . . , λn) æà ,P = (v1, . . . , vn) ∈ Mn(F )

úéøàðéì íééåìú éúìá v1, . . . , vn æà .äéúåãåîò v1, . . . , vn ∈ Fn åéäéå ,äëéôä P ∈ Mn(F ) éäú :äçëåä

(λ1, . . . , λn ∈ F ìëì) íéé÷úî .Fn ìù ñéñá èøôáå ,F ìòî

,AP = A(v1, . . . , vn) = (Av1, . . . , Avn)

.Pdiag(λ1, . . . , λn) = P (λ1e1, . . . , λnen) = (λ1Pe1, . . . , λnPen) = (λ1v1, . . . , λnvn)

ïëì

P−1AP = diag(λ1, . . . , λn) ⇔ AP = P (λ1e1, . . . , λnen)

⇔ (Av1, . . . , Avn) = (λ1v1, . . . , λnvn)

⇔ 1 ≤ j ≤ n ìëì Avj = λjvj

.äð÷ñîä ïàëî
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,λ1, . . . , λm íééîöò íéëøòì íéëééùäå ñôàî íéðåùä T ìù íééîöò íéøåè÷å v1, . . . , vm åéäé :9.10 èôùî

.F ìòî úéøàðéì íééåìú éúìá v1, . . . , vm æà .äæî äæ íéðåù λ1, . . . , λm -ù çéðð .äîàúäá

.íéøåè÷å m − 1 øåáò úåðåëð çéðð .ì"úá v1 ïëì ,v1 ̸= 0 :øåøá äæ m = 1 øåáò .m ìò äéö÷åãðéàá :äçëåä

-ù êë α1, . . . , αm ∈ F åéäé

.α1v1 + · · ·+ αm−1vm−1 + αmvm = 0 (1)

ìá÷ðå íéôâàä éðù ìò T ìéòôð

.α1λ1v1 + · · ·+ αm−1λm−1vm−1 + αmλmvm = 0 (2)

:(2)-î äúåà øéñçðå λm-á (1) úà ìéôëð

.α1(λ1 − λm)v1 + · · ·+ αm−1(λm−1 − λm)vm−1 = 0

;αi(λi − λm) = 0 ,1 ≤ i ≤ m− 1 ìëì ,ïëì ,úéøàðéì íééåìú éúìá v1, . . . , vm−1 äéö÷åãðéàä úçðä éôì

.vm ̸= 0 éë ,αm = 0 ïàëîå ,αmvm = 0 ìá÷ð ,(1)-á úàæ áéöð íà .αi = 0 àöåé ,λi − λm ̸= 0 -å úåéä
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vi1, vi2, . . . , viki éäú 1 ≤ i ≤ n ìëì .äæî äæ íéðåù ,T ìù íééîöò íéëøò λ1, . . . , λn åéäé :9.11 äð÷ñî

äøãñä éæà .Vλi
-á úéøàðéì íééåìú éúìá íéøåè÷å ìù äøãñ

v11, v12, . . . , v1k1
, v21, v22, . . . , v2k2

, . . . , vn1, vn2, . . . , vnkn

.úéøàðéì äéåìú éúìá

-ù êë α11, α12, . . . , α1k1
, α21, α22, . . . , α2k2

, . . . , αn1, αn2, . . . , αnkn
∈ F åéäé : äçëåä

.(α11v11 + · · ·+ α1k1
v1k1

) + · · ·+ (αn1vn1 + · · ·+ αnkn
vnkn

) = 0 (3)

ïîñð

.wi = αi1vi1 + · · ·+ αiki
viki

, i = 1, . . . , n (4)

êë íåùøì øùôà (3) úà .vi1, . . . , viki
∈ Vλi

-å V ìù áçøî úú Vλi
éë ,wi ∈ Vλi

æà

.w1 + w2 + · · ·+ wn = 0 (3′)

(4) éôì æà w1 = w2 = · · · = wn = 0 íà

αi1vi1 + · · ·+ αikiviki = 0, i = 1, . . . , n

.åðîééñ æàå ,úéøàðéì íééåìú éúìá vi1, . . . , viki éë ,αi1 = · · · = αiki = 0 ïàëîå

èôùîä éôì .íëåúî ñôàî íéðåùä wj1 , . . . , wjm åéäé .ñôà íìåë àì w1, . . . , wn-ù äìéìùá çéðð

(3′) éôì ìáà .úéøàðéì íééåìú éúìá íä íãå÷ä

,1wj1 + · · ·+ 1wjm = 0

.äøéúñ
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àéáð .úéøàðéì äøáâìà ìù íéùåîéùá äöåôð äìåòô àéä ,ìåãâ êéøòî íò ,äöéøèî ìù ä÷æçá äàìòä :9.12 äîâåã

.äìåòôä òåöéá ìù äèåùô êøã ìò òéáöðå úàæë äìåòôì äìéáåîä äéòáì äîâã ïàë

10% úøçîì éæà ,íéìåç y0 å íéàéøá øéòä éáùåúî x0 íéåñî íåéá íà .äôâî äöøô úîééåñî äðéãîá

yn-áå íéàéøáä øôñî úà xn-á ïîñð íà ,úåøçà íéìîá .íéàéøáî íéìåçäî 50% åìéàå ,äìçîá íé÷áãð íéàéøáäî

:æà ,íéîé n éøçà íéìåçä øôñî úà

x1 = 0.9x0 + 0.5y0

y1 = 0.1x0 + 0.5y0
(1)

?äìçîá íìåë øáã ìù åôåñá åìçé äìéìçå ñç åà íìòú äôâîä íàä ,ïîæä êùîá äø÷é äî ,äìàùä úìàùð

:úåöéøèî úøæòá (1) úà íåùøð íãå÷ ,åæ äìàù ìò úåðòì éãë(
x1
y1

)
= A

(
x0
y0

)

,n ìò äéö÷åãðéàá ,ïàëî .A =

(
0.9 0.5
0.1 0.5

)
øùàá

.

(
xn
yn

)
= An

(
x0
y0

)
(1)
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äðéà A ìáà .An =

(
λn1 0
0 λn2

)
:áùçì ì÷ An úà æà ,A =

(
λ1 0
0 λ2

)
,úéðåñëìà äúéä A åìéà

.úéðåñëìà

ïàëîå A = PDP−1 æà ,úéðåñëìà D = P−1AP -ù êë P ∈ M2(R) àöîð íà

An = (PDP−1)n =

n×︷ ︸︸ ︷
(PDP−1)(PDP−1)(PDP−1) · · · (PDP−1) = PDnP−1 (3)

.áùçì ì÷ äæ úàå
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:úàæë P àöîð

øîåìë ,det(A− λI) = 0 íà ÷øå íà A ìù éîöò êøò λ ,øåëæë :A ìù íééîöòä íéëøòä úà áùçð (à)

0 =

∣∣∣∣ 0.9− λ 0.5
0.1 0.5− λ

∣∣∣∣ = (0.9−λ)(0.5−λ)−0.5 ·0.1 = λ2−1.4λ+0.4 = (λ−1)(λ−0.4)

.λ1 = 1, λ2 = 0.4 ,íééîöò íéëøò éðù A-ì ïëì

:íééîöò íéøåè÷å íééîöòä íéëøòäî ãçà ìë øåáò áùçð (á)

,A− λ1I =

(
0.9− 1 0.5
0.1 0.5− 1

)
=

(
−0.1 0.5
0.1 −0.5

)

.v1 =

(
5
1

)
(øì÷ñá ìôë éãë ãò ãéçé) ïåøúô ùé (A− λ1I)v1 = 0 úëøòîì ïëì

,A− λ2I =

(
0.9− 0.4 0.5

0.1 0.5− 0.4

)
=

(
0.5 0.5
0.1 0.1

)

.v2 =

(
1

−1

)
(øì÷ñá ìôë éãë ãò ãéçé) ïåøúô ùé (A− λ2I)v2 = 0 úëøòîì ïëì

P = (v1, v2) = ïëì .R2 ìù ñéñá åäæ ïëì ,úéøàðéì äéåìú éúìá v1, v2 ,9.10 èôùî éôì (â)

,ïë åîë .P−1AP =

(
λ1 0
0 λ2

)
=

(
1 0
0 0.4

)
= D ,9.9 äð÷ñî éôì .äëéôä

(
5 1
1 −1

)
P−1 = 1

−6

(
−1 −1
−1 5

)
= 1

6

(
1 1
1 −5

)
,(3) éôì ,ïàëî

An = (PDP−1)n = PDnP−1 =

(
5 1
1 −1

)(
1 0
0 (0.4)n

)
1

6

(
1 1
1 −5

)
=

=
1

6

(
5 + (0.4)n 5− 5(0.4)n

1− (0.4)n 1 + (50.4)n

)
−→

(
5
6

5
6

1
6

1
6

)
(
x∞
y∞

)
=

(
5
6

5
6

1
6

1
6

)(
x0
y0

)
=

(
5
6x0 +

5
6y0

1
6x0 +

1
6y0

)
=

(
5
6 (x0 + y0)
1
6 (x0 + y0)

)
.äìåç äéäú äéñåìëåàäî úéùéù ,áø ïîæ øçàì :äð÷ñî
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úéøàðéì äøáâìà ìù ùåîéùì äîâåã � Google ìù ùåôéçä íúéøåâìà .10

êåúî çå÷ì

Kurt Bryan, Tanya Leise, The $25,000,000,000 Eigenvector, SIAM Review 48 (2006),

569–581.

ãåñ .íúåà âéöäì êéøö æàå åúåà íéìéëîù íéøúàä ìë úà àöåî áùçîä ,èðøèðéàá éåèéá íéùôçî øùàë

íà .íäìù úåáéùçä øãñ éôì íéøúàä úà âéöäì ïåùàøä äéä àåäù êëá àåä Google ìù ùåôéçä òåðî ìù äçìöää

?äæ øôñî øúàì ñçééì ãöéë ,(øúåé áåùç øúàäù ìëë ,øúåé ìåãâ) éìéìù éà éùîî øôñî àéä øúàä úåáéùçù çéðð

(.êùîäá – ÷åéãá ãöéë) .íéøçà íéøúàî åéìà (íé÷ðéì) úåéðô§ä éôì òá÷éú øúà ìù úåáéùç

246



äéðôä ìë øåáò (i, j) úåâåæ íä úåúù÷ .íéøúà íä 1, . . . , n åéã÷ã÷ :ïååëî óøâë èðøèðéàä úà äàøð

.xi ≥ 0 éùîî øôñî éãé ìò ïîåñú i øúà úåáéùç .j øúàì i øúàî

:10.1 äîâåã

;2, 3, 4 íéøúàì äðôî 1 øúà

;3, 4 íéøúàì äðôî 2 øúà

;1 íéøúàì äðôî 3 øúà

.1, 3 íéøúàì äðôî 4 øúà

1

��   

**
3

jj

2 //

88qqqqqqqqqqqqq
4

OO``

(!åîöòì øúàî úåéðô§ä íéçéðæî úåùéâä ìëá) .xi øéãâäì äñðð :10.2 äøãâä

.x1 = 2, x2 = 1, x3 = 3, x4 = 2 ,ìéòì äîâåãá .i ìà úåéðô§ää øôñî =xi :ãàî äèåùô äøãâä (à)

:øôùð .xi-ì øúåé íåøúú i-ì áåùç øúàî äéðôäù éåöø ;êøò úååù íéøúàä ìëî úåéðô§ä :ïåøñç

.i ìà íéðôîä íéøúàä úöåá÷ Li ⊆ {1, . . . , n} øùàá ,xi =
∑

j∈Li
xj (á)

:øôùð .ïâåä àì – íéáø íéøúàì úåéðô§ä úøéöé éãé ìò òéôùî øúà ;ìàîù óâàá éåìú ïéîé óâà :úåðåøñç

ïéîé óâà ïàë íâ íðîà .(äìåë úùøì) j øúàî úåàöåéù úåéðô§ää øôñî nj øùàá ,xi =
∑

j∈Li
xj/nj (â)

:ìéòì äîâåãá .øåúôì øùôà éìåàù íéîìòð n-á úåàååùî n ìù úëøòî íöòá éäåæ êà ,ìàîù óâàá éåìú

x1 =x3/1 + x4/2

x2 =x1/3

x3 =x1/3 + x2/2 + x4/2

x4 =x1/3 + x2/2
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x1 =x3/1 + x4/2

x2 =x1/3

x3 =x1/3 + x2/2 + x4/2

x4 =x1/3 + x2/2

.A =


0 0 1 1/2

1/3 0 0 0
1/3 1/2 0 1/2
1/3 1/2 0 0

-å v =


x1
x2
x3
x4

 øùàá ,v = Av ,øîåìë

.λ = 1 éîöò êøòì êééùä A ìù éîöò øåè÷å àåä v ∈ V1(A) ,øîåìë

.øåúôì íéòãåé åðçðà äúåà ,(A− I4)v = 0 úëøòîì äìå÷ù Av = v äàååùîä

.øì÷ñá ìôë éãë ãò ãéçé v = (12, 4, 9, 6)t ïåøúô ïúåð áåùéçä

øúàì ÷ø äðô·î àåäù ììâá) ?òåãî .1 øúàî (úåéðô§ä øúåé åéìà ùéù úåøîì) úåçô áåùç 3 øúàù áì íéù

(.x1 = x3/1 + x4/2 äðåùàøä äàååùîá àèáúî äæ .ãàî áåùçì 1 úà äùåò äæå 1

:éììëä äø÷îì äîâåãäî ìéìëð
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éãé ìò úøãâåîä A = (aij) ∈ Mn(R) äöéøèî àéä úùøä ìù úåéøåùé÷ä úöéøèî (à) :10.3 äøãâä

.aij =
i øúàì j øúàî úåéðôää øôñî

íéøúàä øàùì j øúàî úåéðôää øôñî
(1)

êééùä A ìù éîöò øåè÷å 0 ̸= v-ù êë ,v = (x1, . . . , xn)
t ∈ Rn äãåîò àéä úåáéùçä øåè÷å (á)

.
∑

i xi = 1-ù êë åúåà ìîøðì âåäð .i ìëì xi ≥ 0-å ,λ = 1-ì

.úåéðô§ä ïäùæéà úåàöåé øúà ìëîù çéðð ,ñôàá ÷ìçð àì (1)-áù éãë (à) :10.4 úåøòä

.i ìëì aii = 0 ïëì .åîöòì øúàî úåéðô§ä íéçéðæî ,øåëæë (á)

?íééìéìù éà íéáéëø ìòá v ∈ V1(A) ùé íàä ,ïë íàå ?dimV1(A) = 1 íàä :øîåìë ?ãéçéå íéé÷ v íàä (â)
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úàø÷ð A = (aij) ∈ Mn(R) äöéøèî :10.5 äøãâä

;j ìëì
∑n

i=1 aij = 1-å i, j ìëì aij ≥ 0 íà [ò"ìñ] úåãåîò éôì úéèñëåèñ (à)

.j ìëì
∑n

i=1 aij = 1-å i, j ìëì aij > 0 íà úéáåéç úåãåîò éôì úéèñëåèñ (á)

.úåãåîò éôì úéèñëåèñ àéä úåéøåùé÷ä úöéøèî :10.6 ìéâøú

.dimV1(A) ≥ 1 èøôáå ,V1(A) ̸= 0 æà ,úåãåîò éôì úéèñëåèñ A = (aij) ∈ Mn(R) íà :10.7 äðòè

A − I ìù úåøåù (ìùîì) ,øîåìë ,det(A − 1 · I) = 0 ,øîåìë ,A ìù éîöò êøò 1 éë çéëåäì éã :äçëåä

úåøåùä íåëñ ,øîåìë ,
∑n

i=1 aij − 1 = 0 àåä A − I ìù j-ä äãåîòá íéáéëøä íåëñ ,ïëàå .úéøàðéì úåéåìú

.0 àåä A− I ìù

:çøëäá àì ?dimV1(A) ≤ 1 íàä
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éôì úéèñëåèñ A íâ æà .úåãåîò éôì úåéèñëåèñ A1, A2 øùàá ,A = Diag(A1, A2) çéðð :10.8 äîâåã

úéøàðéì íééåìú éúìá
(
v1
0

)
,
(
0
v2

)
∈ Rn æà ìáà .i = 1, 2 øåáò ,Aivi = vi-ù êë 0 ̸= vi ùé ïëì .úåãåîò

.1-ì íéëééùä A ìù íééîöò íéøåè÷å íäéðùå

?úåéøåùé÷ úöéøèî äéäú úàæë A-ù ïëúé íàä

.ïëúé äæå .ïäéðéá úåéããä úåéðô§ä ïéàù úåãøôð úåúùø éúùì ÷ìåçî èðøèðéàä øùàë äøå÷ äæ ,ïë

:äøå÷ åðéà äæ ,úéáåéç A íà ,éðù ãöî

A =


n1 n2

n1 A1 0

n2 0 A2

 v =

n1 v1

n2 v2

 (
A1 0
0 A2

)(
v1
v2

)
=

(
A1v1
A2v2

)

ïëì

Av = v ⇔ A1v1 = v1, A2v2 = v2

(
A1 0
0 A2

)(
v1
0

)
=

(
v1
0

) (
A1 0
0 A2

)(
0
v2

)
=

(
0
v2

)
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.úéáåéç úåãåîò éôì úéèñëåèñ A = (aij) ∈ Mn(R) éäú :10.9 èôùî

.dimV1(A) = 1 (à)

.(íééìéìù íìåë åà íééáåéç íìåë) ïîéñ åúåà éìòá åéáéëø ìë æà 0 ̸= v ∈ V1(A) íà (á)

,xk > 0 ,úåéììëä úìáâä éìá .xk ̸= 0-ù êë k ùé æà .0 ̸= v = (x1, . . . , xn)
t ∈ V1(A) éäé (á) :äçëåä

ïëìå ,xi =
∑n

j=1 aijxj ìá÷ð v = Av êåúî .i ìëì xi > 0 éë çéëåäì êéøö .(−1)-á v ìéôëð úøçà

|xi| = |
n∑

j=1

aijxj | ≤
n∑

j=1

|aijxj | =
n∑

j=1

aij |xj |

ìáà .j ìëì xj ≥ 0 íà ÷øå íà ïåéååù ïàë ùéå ,i ìëì

n∑
i=1

|xi| ≤
n∑

i=1

n∑
j=1

aij |xj | =
n∑

j=1

(
n∑

i=1

aij)|xj | =
n∑

j=1

|xj |

.xi =
∑n

j=1 aijxj ≥ aikxk > 0 ìáà .j ìëì xj ≥ 0 ,øîåìë ,i ìëì = àåä ≤ úîãå÷ä äàååùîá ïëìå
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:çéëåäì éã (á) éôì (à)

.íééìéìù íâå íééáåéç íéáéëø ùé αu+ βv øåè÷åìù êë α, β ∈ R ùé æà .úéøàðéì íééåìú éúìá u, v ∈ Rn åéäé :äðòè

çøëäá ùé w-ì æà ,0 ̸= w ∈ W íà .Rn ìù áçøî úú åäæ .W = {v ∈ Rn|
∑

i(v)i = 0} ïîñð :äçëåä

.0 ̸= αu+ βv ∈W -ù êë α, β ∈ R àåöîì éã ïëì .íééìéìù íâå íééáåéç íéáéëø

.αu+ βv = u éë ,α = 1, β = 0 ç÷ð ,u ∈W íà

íéé÷úîå αu+ βv ̸= 0 ïëì ,β ̸= 0 æà v ìù åéáéëø íåëñ −α-å u ìù åéáéëø íåëñ β éäé úøçà

.

n∑
i=1

(αu+ βv)i =
n∑

i=1

α(u)i + β(v)i = α
n∑

i=1

(u)i + β
∑
i=1

(v)i = αβ + β(−α) = 0

253



:úàæëì äúåà êôåä äá ïè÷ éåðéù êà (íéñôà äì ùé ïåñëìàá éë) úéáåéç äðéà úåéøåùé÷ä úöéøèî íðîà

bij = 1/n-ù êëB = (bij) ∈ Mn(R) éäú .úåãåîò éôì úéèñëåèñA = (aij) ∈ Mn(R) éäú :10.10 èôùî

æà .0 < m < 1 éäéå i, j ìëì

.úåãåîò éôì úéèñëåèñ B (à)

.úéáåéç úåãåîò éôì úéèñëåèñ M = (1−m)A+mB (á)

.øåøá (à) :äçëåä

åìéàå ,(M)ij = (1−m)aij +m/n ≥ m/n > 0 (á)

.
∑
i

(M)ij =
∑
i

(
(1−m)aij +m/n

)
= (1−m)

∑
i

aij +n ·m/n = (1−m)+m = 1
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:úåáéùçä øåè÷å úà (áøå÷î ïôåàá) áùçì øùôà êéà äàøð úòë

.v = 0 ⇔ ||v|| = 0 íéé÷úîå ||v|| ≥ 0 æà .||v|| =
∑n

i=1 |(v)i| ïîñð v ∈ Rn øåè÷å øåáò

A = (aij) ∈ Mn(R) éäúå n ≥ 2 éäé :10.11 äîì

æà .c := maxj(1− 2mini aij) ïîñð .úéáåéç úåãåîò éôì úéèñëåèñ äöéøèî

.0 ≤ c < 1 (à)

íéé÷úî v ∈W ìëì ,ïë åîë

;Av ∈W (á)

.||Av|| ≤ c ||v|| (â)

æà ,akj = mini aij íà .
∑n

i=1 aij = 1 æà .1 ≤ j ≤ n òá÷ð (à) :äçëåä

.0 ≤
∑
i ̸=k

aij − akj = 1− 2akj = 1− 2min
i
aij < 1

.0 ≤ c < 1 ïàëî

.
∑n

i=1(Av)i =
∑n

i=1

∑n
j=1 aij(v)j =

∑n
j=1(

∑n
i=1 aij)(v)j =

∑n
j=1(v)j = 0 (á)

êë k ùé ïëì .
∑

i(w)i = 0 ,(á) éôì .w ̸= 0 éë çéðð ïëì .äøåøá äðòèä ,w = 0 íà .w = Av ïîñð (â)

,úòë .εℓ = −1-å εk = 1 æà .εi =

{
+1 (w)i ≥ 0
−1 (w)i < 0

éäé .(w)ℓ < 0-ù êë ℓ ùéå (w)k > 0-ù

.||w|| =
n∑

i=1

|(w)i| =
n∑

i=1

εi · (w)i =
n∑

i=1

εi

n∑
j=1

aij(v)j =
n∑

j=1

( n∑
i=1

εiaij
)
(v)j

æà .1 ≤ j ≤ n òá÷ð

,
∑
i

εiaij =
∑
i ̸=ℓ

εiaij − aℓj ≤
∑
i̸=ℓ

aij − aℓj = 1− 2aℓj ≤ 1− 2min
i
aij ≤ c

äîåã ïôåàáå

.
∑
i

εiaij =
∑
i̸=k

εiaij + akj ≥
∑
i ̸=k

−aij + akj = −1 + 2akj ≥ −1 + 2min
i
aij ≥ −c

ïàëî .|
∑

i εiaij | ≤ c ïëì

.||w|| ≤
n∑

j=1

∣∣ n∑
i=1

εiaij(v)j
∣∣ = n∑

j=1

∣∣ n∑
i=1

εiaij
∣∣ · |(v)j | ≤ n∑

j=1

c|(v)j | =

= c
∑
j

|(v)j | = c ||v||
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v ∈ Rn éäé .úéáåéç úåãåîò éôì úéèñëåèñ äöéøèî A = (aij) ∈ Mn(R) éäúå n ≥ 2 éäé :10.12 èôùî

,øîåìë ,v = limk→∞Akv0 æà .
∑

i(v0)i = 1-ù êë v0 ∈ Rn éäé .
∑

i(v)i = 1-å Av = v -ù êë

.limk→∞ ||Akv0 − v|| = 0

,úòë .w ∈ W ïëì ,
∑

i(w)i =
∑

i(v0)i −
∑

i(v)i = 1 − 1 = 0 æà .w = v0 − v éäé :äçëåä

øùàá ,||Akw|| ≤ ck||w|| ,10.11 äîì éôì .Akv0 − v = Akw ïëìå Akv0 = Ak(w + v) = Akw + v

.Akv0 → v ïàëî .Akw → 0 ïëì ,0 ≤ c < 1
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íéìéâøú

?ìò T -å ,úéëøò ãç ãç S ,T ◦ S = 0-ù êë R10 S−→R14 T−→R5 úåéøàðéì úå÷úòä úåîéé÷ íàä :1 ìéâøú

.dimKer(T ) = 14− 5 = 9 ãîéîä èôùî éôì ïëìå dim Im(T ) = 5 æà ,ìò T íà :ïåøúô

.dim Im(S) = 10− 0 = 10 ãéîéîä èôùî éôì ïëìå dimKer(S) = 0 æà ,úéëøò ãç ãç S íà

.äøéúñ ,dim Im(S) ≤ dimKer(T ) øøåâ àåä èøôá .Im(S) ⊆ Ker(T )-ì ìå÷ù T ◦S = 0 éàðúä

.Im(S) ⊆ Ker(T ) íà ÷øå íà T ◦ S = 0 æà .úåéøàðéì úå÷úòä U
S−→V

T−→W äðééäú :äðòè

,äçðää éôì .S(u) = v-ù êë u ∈ U ùé æà .v ∈ Im(S) éäé .T ◦ S = 0 çéðð :äçëåä

.Im(S) ⊆ Ker(T ) ïàëî .v ∈ Ker(T ) ïëì ,T (v) = T (S(u)) = (T ◦ S)(u) = 0(u) = 0

ïàëî .S(u) ∈ Ker(T ) ïëì .S(u) ∈ Im(S) æà .u ∈ U éäé .Im(S) ⊆ Ker(T ) çéðð ,êôéäì

.T ◦ S = 0 ïëì ,u ∈ U ìëì ïåëð äæ .(T ◦ S)(u) = 0 ,øîåìë ,T (S(u)) = 0

ãéçé V ìù W áçøî úú íéé÷ù çéðð .åìù áçøî úú U éäéå éôåñ ãîéî ìòá F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :2 ìéâøú

.U = {0} åà U = V :çëåä .U ∩W = {0}-å U +W = V -ù êë

,s = n − r ïîñð .0 < r < n æà .n = dimV -å r = dimU åéäé .U ̸= {0}, V -ù çéðð :ïåøúô

øéãâð .V ìù u1, . . . , ur, w1, . . . , ws ñéñáì åúåà íéìùðå U ìù ñéñá u1, . . . , ur éäé .0 < s < n æà

æà .W = Sp(w1, . . . , ws)

U +W = Sp(u1, . . . , ur) + Sp(w1, . . . , ws) = Sp(u1, . . . , ur, w1, . . . , ws) = V

ïëì ,dimU ∩W = dimU + dimW − dim(U +W ) = r + s − n = 0 ãîéîä èôùî éôì åìéàå

.U ∩W = {0}

ïëìå ,w′
1 ∈ W úøçà ,W ′ ̸= W æà .W ′ = Sp(w′

1, w2, . . . , ws) øéãâðå w′
1 = w1 + u1 ïîñð

.äøéúñ ,0 ̸= u1 ∈ U ∩W = {0} ïàëîå ,u1 = w′
1 − w1 ∈W

ïëì ,u1, . . . , ur, w2, . . . , ws ∈ U +W ′-ù øåøáå w1 = −u1 + w′
1 ∈ U +W ′ ìáà

U +W ′ ⊇ Sp(u1, . . . , ur, w1, w2, . . . , ws) = V

,úîãå÷ä ä÷ñôá åîë ,ïëì .V ìù ñéñá u1, . . . , ur, w
′
1, w1, . . . , ws ïëìå U + W ′ = V ,øîåìë

.W úåãéçéì äøéúñ éäåæ .U ∩W ′ = {0} ,U +W ′ = V
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W ′

çëåä .úåéøàðéì úå÷úòä U
S−→V

T−→W äðééäú :3 ìéâøú

.ImS ∩KerT = {0}-å úéëøò ãç ãç S íà ÷øå íà úéëøò ãç ãç T ◦ S (à)

.Ker(T ◦ S) = {0} æà .úéëøò ãç ãç T ◦ S-ù çéðð (à) :ïåøúô

(T ◦ S)(u) = T (S(u)) = æà .u ∈ KerS éäé :úéëøò ãç ãç S ïëìå KerS = {0}-ù äàøð

.u = 0 ,øîåìë ,u ∈ Ker(T ◦ S) = {0} ïëì ,T (0) = 0

.S(u) = v-ù êë u ∈ U ùéå T (v) = 0 æà .v ∈ ImS∩KerT éäé .ImS∩KerT = {0}�ù äàøð

.v = S(u) = 0 ïàëî .u = 0 ïëìå ,u ∈ Ker(T ◦ S) ,øîåìë ,(T ◦ S)(u) = T (v) = 0 ïëì

ãç T ◦ S ïëìå Ker(T ◦ S) = {0}-ù äàøð .ImS ∩KerT = {0}-å úéëøò ãç ãç S-ù çéðð ,êôéäì

ïååéë .S(u) = 0 ïàëîå ,S(u) ∈ KerT ∩ ImS ïëì ,T (S(u)) = 0 æà .u ∈ Ker(T ◦ S) éäé :úéëøò ãç

.u = 0 ,úéëøò ãç ãç S-ù

.ìò T ◦ S-ù çéðð (á)

ä÷éúòî T ,øîåìë ,(T ◦ S)(u) = w-ù êë u ∈ U ùé ,ìò T ◦ S-ù ïååéë .w ∈W éäé :ìò T -ù äàøð

.w ìò S(u) úà

.(T ◦S)(u) = T (v)-ù êë u ∈ U ùé ïëìå T (v) ∈W æà .v ∈ V éäé :ImS+KerT = V -ù äàøð

,v = S(u)+(v−S(u)) ,êë íà .v−S(u) ∈ KerT ,øîåìë ,T (v−S(u)) = T (v)−T (S(u)) = 0 æà

.v ∈ ImS ∩KerT ïëì .S(u) ∈ ImS-å v − S(u) ∈ KerT øùàá

êë v ∈ V ùé æà .w ∈ W éäé :ìò T ◦ S-ù äàøðå ImS + KerT = V -å ìò T -ù çéðð êôéäì

.S(u) = v1-ù êë u ∈ U ùé .v1 ∈ ImS-å v2 ∈ KerT øùàá ,v = v1 + v2 äçðää éôì .T (v) = w-ù

.(T ◦ S)(u) = T (S(u)) = T (v1) = T (v − v2) = T (v)− T (v2) = w − 0 = w æà

.2n−1 -á ÷ìçúîù íìù øôñî àåä det(A)-ù çëåä .±1 íä äéáéëø ìëù A ∈ Mn(Q) éäú :4 ìéâøú

óéñåð ,åúåà áùçì éãë .íìù øôñî àåä det(A) úåøåîúä úøæòá äèððéîøèãä ìù áåùéçä úçñåð éôì :ïåøúô

.äèððéîøèãä úà úåðùî ïðéà äìà úåéøèðîìà úåìåòô ;äéúçúîù úåøåùä (n − 1)-ì äðåøçàä äøåùä úà
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ïëì .2 ìù äîìù äìåôë àåä ,èøôá .±1 + ±1 ∈ {−2, 0,+2} äéäé 2, . . . , n úåøåùá áéëø ìë æà

éáéëø ìë æà .2-á äìàä úåøåùä ú÷åìç éãé ìò A-î úìá÷úîä äöéøèîä A′ øùàá ,det(A) = 2n−1 det(A′)

.íìù øôñî det(A′) ïëìå íéîìù íä A′

àåä AX = 0 úéðâåîåää úëøòîä ìù úåðåøúôä áçøî ïøåáòù A ∈ M3(R) úåöéøèîä ìë úà àöî :5 ìéâøú

.Sp
(
(1, 2, 3)t

)
íà P = U æà .AX = 0 ìù úåðåøúôä áçøî P éäé .dimU = 1 æà ;U = Sp

(
(1, 2, 3)t

)
ïîñð :ïåøúô

.rkA = 2-å A

 1
2
3

 = 0 -ì ìå÷ù äæ .dimP = 1-å P ⊇ U æà íà ÷øå

.a = −2b−3c ,øîåìë ,1a+2b+3c = 0 úîéé÷îA ìù (a, b, c) äøåù ìëù êëì ìå÷ù ïåùàøä éàðúä

.rk(A) = 2 (á) íâå A =

−2b1 − 3c1 b1 c1
−2b2 − 3c2 b2 c2
−2b3 − 3c3 b3 c3

 (à) íà ÷øå íà P = U ïëì

äðéäù) äúâøã ïëì ,úåøçàä úåãåîòä éúù ìù éøàðéì óåøéö àéä äìù äðåùàøä äãåîòä æà (à)-á åîë A íà

íà ÷øå íà 2 àéä (úåãåîòä áçøî ìù ãîéîä

.úéøàðéì úåéåìú éúìá

 b1
b2
b3

 ,

 c1
c2
c3

 úåãåîòä ('á)

-ù êë r ≥ 0 ùéù çéððå v ∈ V éäé .úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :6 ìéâøú

T 0(v) = v, T (v), T 2(v), . . . , T r−1(v) :çëåä .T r(v) = 0-ù øúåéá ïè÷ä àåä r ≥ 0-ù çéðð .T r(v) = 0

.úéøàðéì íééåìú éúìá

íéé÷úîù êë a0, . . . , ar−1 ∈ F åéäé :ïåøúô

.a0v + a1T (v) + a2T
2(v) + · · ·+ ar−1T

r−1(v) = 0 (1)

:íéôâàä éðù ìò T r−1 ìéòôð

.a0T
r−1(v) + a1T

r(v) + a2T
r+1(v) + · · ·+ ar−1T

2r−2(v) = 0

,T r−1(v) ̸= 0-ù ïååéë .a0T
r−1(v) = 0 ìá÷ð ,T r(v) = T r+1(v) = T r+2(v) = · · · = 0-ù ììâá

:(1) ìò T r−2 ìéòôð úòë .a0 = 0 ìá÷ð

.a0T
r−2(v) + a1T

r−1(v) + a2T
r(v) + · · ·+ ar−1T

2r−3(v) = 0

.ñôà íä íéîã÷îä ìëù ìá÷ð ,äéö÷åãðéàá ,êë .a1 = 0 ,íãå÷ åîë ,ïëìå ,a1T
r−1(v) = 0 ìá÷ð
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:çëåä .k ≥ n éäé .úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå n éôåñ ãîéî ìòá F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :7 ìéâøú

.KerT k ∩ ImT k = {0}

T 2k(v) = íà ÷øå íà KerT k-á àåä .v ∈ V äæéà øåáò T k(v) äøåöäî àåä ImT k-á øáéà ìë :ïåøúô

íà :çéëåäì éã êë íùì .T k(v) = 0 æà T 2k(v) = 0-ù êë v ∈ V íà :çéëåäì êéøö ïëì .T k(T k(v)) = 0

.r ≤ n æà ,äæë øúåéá ïè÷ä àåä r-å (T 0 = 1V ïàë) T r(v) = 0-ù êë r ≥ 0 ùéå v ∈ V

.íéøáéà r úá úéøàðéì äééåìú éúìá äøãñ T 0(v) = v, T (v), T 2(v), . . . , T r−1(v) íãå÷ä ìéâøúä éôì

.r ≤ dimV = n ïëì

úâøåãî äöéøèî úîéé÷ù çëåä .íéøáéà 116 ïá F 10 ìù áçøî úú U éäéå íéøáéàä 11 ïá äãùä F = Z11 éäé :8 ìéâøú

.AX = 0 úëøòîä ìù úåðåøúôä áçøî àåä U -ù êë A ∈ M7×10(F ) äãéçé úéðåð÷

ïëìå |U | = 116 ìáà .|U | = |F d| = |F |d = 11d ïëìå ,F d-ì éôøåîåæéà U æà .d = dimU éäé :ïåøúô

.d = 6

A ∈ Mm×10(F ) ùé ïëì .äìù úåðåøúôä áçøî U -ù êë úåéðâåîåä úåéøàðéì úåàååùî úëøòî ùéù åðãîì

äúåà óéìçð úøçà ,úéðåð÷ úâøåãî A úåéììëä úìáâä éìá .AX = 0 úëøòîä ìù úåðåøúôä áçøî àåä U -ù êë

.äìù úéðåð÷ úâøåãîä äöéøèîá

úåøåù 4 ÷åéãá ùé A-á ,øîåìë ,rkA = 10 − d = 4 ïëì ,dimU = 10 − rkA ,ãîéîä èôùî éôì

.ñôàî úåðåù

.(íéñôà úåøåù 3 ÷åéãá A-á ùéå)m = 7 úåéììëä úìáâä éìá ïëìå ,íéñôà úåøåù èéîùäì åà óéñåäì ìëåð

àåä U æà ,A′X = 0 úëøòîä ìù úåðåøúôä áçøî àåä U -ù êë úéðåð÷ úâøåãî A′ ∈ M7×10(F ) íà

.R(A) = R(A′) èøôáå ,U ìù íéñôàîä íä R(A), R(A′) ëìå ,R(A), R(A′) ìù (éìàåãä áçøîá) ñôàîä

.A = A′ ïàëî

.F 4 êåúá ùé 2 ãîéî éìòá íéáçøî úú äîë .íéøáéà q ïá éôåñ äãù F éäé :9 ìéâøú

æà A äöéøèîìù úåøåùë íúåà íåùøð íà ;íéøáéà 2 ïá ñéñá åì ùé 2 ãîéî ìòá U áçøî úú ìë :à ïåøúô

ìù úéðåð÷ úâøåãîä äöéøèîä A′ øùàá ,R(A) = R(A′) ìáà .U = R(A)-å rkA = 2 ,A ∈ M2×4(F )

÷øå íà U = R(B) æà úéðåð÷ úâøåãî íâ B ∈ M2×4(F ) íà .úéðåð÷ úâøåãî A úåéììëä úìáâä éìá ïëì .A

.rkA = 2-ù êë A ∈ M2×4(F ) úéðåð÷ úåâøåãîä úåöéøèîä øôñî àåä ù÷åáîä øôñîä ïëì .B = A íà

:äæî äæ íéðåù íìåë ,íéàáä íéâåñäî ïä ïëì ,úåìéáåî úåãåîò éúù ùé äìàä úåöéøèîá

(
1 0 ∗ ∗
0 1 ∗ ∗

)
,

(
1 ∗ 0 ∗
0 0 1 ∗

)
,

(
1 ∗ ∗ 0
0 0 0 1

)
,(

0 1 0 ∗
0 0 1 ∗

)
,

(
0 1 ∗ 0
0 0 0 1

)
,

(
0 0 1 0
0 0 0 1

)
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.q4 + q3 + 2q2 + q + 1 àåä äìàä úåöéøèîä øôñî ïëì .F ìù íéøáéàä q ïéáî åäùìë øáéà ïîñî ∗ øùàë

.íéøáéà éðù úá v1, v2 úéøàðéì äéåìú éúìá äøãñ ,øîåìë ,ñéñá éãé ìò øöåð 2 ãîéî ìòá áçøî úú ìë :á ïåøúô

.äìàä úåøãñä ìë äìéçú øåôñð

q4 ùé V -á ,úòë .v1 ìù äìåôë åðéà v2-å v1 ̸= 0 íà ÷øå íà úéøàðéì äéåìú éúìá àéä V -á v1, v2 äøãñ

íéøáéà q4 − q ùé ïëì ,V -á úåìåôë q ÷åéãá ùé äæë v1 ìëì ;ñôàî íéðåù v1 íéøáéà q4 − 1 åá ùé ïëì ,íéøáéà

.äìàë úåøãñ (q4 − 1)(q4 − q) ùéù ïàëî .v1 ìù äìåôë íðéàù v2

ïä íà åìéôà ,áçøî úú åúåà úåøöåé ,øîåìë ,åúåà úåøöåé 2 ãîéî ìòá áçøî úú åúåàá úåøãñ éúù ìë ìáà

.äìàë úåøãñ (q2 − 1)(q2 − q) ÷åéãá ùé 2 ãîéî ìòá áçøî úú ìëá ,úîãå÷ä ä÷ñôá áåùéçì äîåãá .úåðåù

àåä ù÷åáîä íéáçøî úúä øôñî ïëì

.
(q4 − 1)(q4 − q)

(q2 − 1)(q2 − q)
= (q2 + 1)

q3 − 1

q − 1
= (q2 + 1)(q2 + q + 1) = q4 + q3 + 2q2 + q + 1

?

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 x x
x x 1 x
y x xy xy
1 x y 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0 íéé÷úî x,∈ R äæéà øåáò :10 ìéâøú

ìá÷ð .úéùéìùäî íéîòô y äúåà øéñçðå ,úéòéáøäîå äééðùäî äðåùàøä äøåùä úà øéñçð :ïåøúô

ìá÷ð úéùéìùä äøåùä éôì çúôðå äéðùä äøåùäî x − 1 àéöåð .

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 x x

x− 1 x− 1 1− x 0
0 x− y 0 0
0 x− 1 y − x 1− x

∣∣∣∣∣∣∣
ìá÷ðå äéðùäî äðåùàøä äøåùä úà øéñçð åæ äèððéîøèãá .(x − 1)(y − x)

∣∣∣∣∣∣
1 x x
1 −1 −1
0 y − x 1− x

∣∣∣∣∣∣
äúåà çúôðå äéðùä äøåùäî x + 1 àéöåð åæ äèððéîøèãá .(x − 1)(y − x)

∣∣∣∣∣∣
1 x x
0 −1− x −1− x
0 y − x 1− x

∣∣∣∣∣∣
.(x−1)(y−x)(x+1)

∣∣∣∣ −1 −1
y − x 1− x

∣∣∣∣ = (x−1)(y−x)(x+1)(y−1) ìá÷ðå äðåùàøä äãåîòä éôì

.n ≥ 2 øåáò

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x21 · · · xn−2
1 xn−1

1

1 x2 x22 · · · xn−2
2 xn−1

2
...

...
... · · ·

...
...

1 xn−1 x2n−1 · · · xn−2
n−1 xn−1

n−1

1 xn x2n · · · xn−2
n xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∏

i<j(xj − xi) :çëåä :11 ìéâøú

.ìàîù óâàá äèððéîøèãá ïðåáúðå n− 1 øåáò úåðåëð çéðð .øåøá äæ n = 2 øåáò n ìò äéö÷åãðéàá :ïåøúô

êë øçà ,n-ä äãåîòì (n− 1)-ä äãåîòä ìù −xn-á äìåôëä úà óéñåð

øùà ãò ,äàìä ,ïëå ,(n− 1)-ä äãåîòì (n− 2)-ä äãåîòä ìù −xn-á äìåôëä úà óéñåð
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ìá÷ð .úéùéìùäî íéîòô y äúåà øéñçðå

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 − xn x21 − xnx1 · · · xn−1
1 − xnx

n−2
1

1 x2 − xn x22 − xnx2 · · · xn−1
2 − xnx

n−2
2

...
...

... · · ·
...

1 xn−1 − xn x2n−1 − xnxn−1 · · · xn−1
n−1 − xnx

n−2
n−1

1 0 0 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ìá÷ð .äðåøçàä äãåîòä éôì äèððéîøèãä úà çúôð

(−1)n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 − xn x21 − xnx1 · · · xn−1

1 − xnx
n−2
1

x2 − xn x22 − xnx2 · · · xn−1
2 − xnx

n−2
2

...
... · · ·

...

xn−1 − xn x2n−1 − xnxn−1 · · · xn−1
n−1 − xnx

n−2
n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
éðôìä äøåùäî xn−1 − xn úàå ,. . . ,äéðùä äøåùäî x2 − xn ,äðåùàøä äøåùäî x1 − xn àéöåð

ìá÷ð .äðåøçàä äøåùä éôì çúôðå äðåøçà

(−1)n+1(x1 − xn) · · · (xn−1 − xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x21 · · · xn−2

1

1 x2 x22 · · · xn−2
2

...
...

... · · ·
...

1 xn−1 x2n−1 · · · xn−2
n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
àåä äéðôì ãîåòù äîå

∏
i<j<n(xj − xi) àéä äæ éåèéáá äèððéîøèãä äéö÷åãðéàä úçðä éôì

(−1)n+1
∏
i<n

(xi − xn) = (−1)n+1(−1)n−1
∏
i<n

(xn − xi) =
∏

i<j=n

(xj − xi)

.
∏

i<j(xj − xi) àåä éåèéáä ìë ïëì

íà A ìù äöéøèî-úú àø÷éú B ∈ Md(F ) äöéøèî .1 ≤ d ≤ m,n éäé .A ∈ Mm×n(F ) éäú :12 ìéâøú

.A ìù úåãçà úåãåîòå úåøåù ú÷éçî éãé ìò A-î úøöåð àéä

.max{d| |B| ̸= 0-ù êëB ∈ Md(F ) äöéøèî-úú ùéA-ì} = rkA :çëåä
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.max{d| |B| ̸= 0-ù êëB ∈ Md(F ) äöéøèî-úú ùéA-ì} = rkA :çëåä .A ∈ Mm×n(F ) éäú :12 ìéâøú

.|B| ̸= 0-ù êë B ∈ Md(F ) äöéøèî-úú ùé A-ì íà ÷øå íà rk(A) ≥ d :çéëåäì éã :ïåøúô

ìù ñéñá) úéøàðéì úåéåìú éúìá úåãåîò r A-á ùé ïëìå dimC(A) = r æà .r := rk(A) ≥ d çéðð

,øîåìë ,A ìù úåãåîòä ìë äìà úåéììëä úìáâä éìá .úéøàðéì úåéåìú éúìá ïä ;úåãåîò d ïëåúî øçáð .(C(A)

.úåãåîòä øúé úà èéîùð úøçà ,n = d

úåéììëä úìáâä éìá .(R(A) ìù ñéñá) úéøàðéì úåéåìú éúìá úåøåù d A-á ùé ïëìå dimR(A) = d úòë

ïëì ,rkA = d-å A ∈ Md(F ) æà .úåøåùä øúé úà èéîùð úøçà ,m = d ,øîåìë ,A ìù úåøåùä ìë äìà

.B = A øéãâð .|A| ̸= 0

i1, . . . , id úåøåùî øöåð B-ù çéðð .|B| ̸= 0-ù êë B ∈ Md(F ) äöéøèî-úú ùé A-ìù çéðð ,êôéäì

úåãåîòä v′1, . . . , v
′
n ∈ F d äðééäúå A ìù úåãåîò ìë v1, . . . , vn ∈ Fm äðééäú .A ìù ij , . . . , jd úåãåîòå

ïååéë .B = (v′j1 , . . . , v
′
jd
) æà .úåøåùä øúé úèîùäå i1, . . . , id úåøåùä úçé÷ì éãé ìò ïäî úåìá÷úîù

úåéåìú éúìá .A ìù vj1 , . . . , vjd úåãåîòä íâù òáåð ïàëî .úéøàðéì úåéåìú éúìá B ìù úåãåîòä ,|B| ̸= 0-ù

.rk(A) = dimC(A) ≥ d ïëìå (äàáä ä÷ñôä äàø) úéøàðéì

v′j1 , . . . , v
′
jd

-ù ïååéë .
∑d

i=1 aiv
′
ji = 0 íâ æà

∑d
i=1 aivji = 0-ù êë a1, . . . , ad ∈ F åéäé ,ïëà

.a1 = · · · = ad = 0 íéé÷úî ,úéøàðéì úåéåìú éúìá

éäúå 1 ≤ p ≤ n éäé .A = (C|D) ∈ Mn×(2n)(R) éäúå úåëéôä C,D ∈ Mn(R) äðééäú :13 ìéâøú

2p úåçôì ùé A′ -áù çëåä .äìù úåðåùàøä úåøåùä p úéç÷ì éãé ìò A-î úìá÷úîä äöéøèîä A′ ∈ Mp×(2n)(R)

.ñôàî úåðåù úåãåîò

úåðåùàøä úåøåùä p úçé÷ì éãé ìò ,äîàúäá ,C,D-î úåìá÷úî C ′, D′ øùàá A′ = (C ′|D′) íéé÷úî :ïåøúô

C ′, D′ ìù úåøåùä íâ ïëìå ,úéøàðéì úåéåìú éúìá C,D ìù úåøåùä ïëì ,rk(C) = rk(D) = n íéé÷úî .ïäìù

èøôáå úéøàðéì úåéåìú éúìá C ′, D′ ìù úåãåîò p ïëì .rk(C ′) = rk(D′) = p ïàëîå ,úéøàðéì úåéåìú éúìá

.ñôàî úåðåù ïä

úìá÷úîù A′ äöéøèîá :çëåä .A = (C|D) ∈ Mn×(2n)(R) éäúå úåëéôä C,D ∈ Mn(R) äðééäú :14 ìéâøú

. q2 ≤ àéä äâøãä A ìù ïäùìë úåãåîò q úçé÷ì éãé ìò

êåúî ïä ïäî 1
2q úåçôì æà .ïëåúî q øçáð .A ìù úåãåîòä v1, . . . , vn, w1, . . . , wn äðééäú :ïåøúô

úéøàðéì úåéåìú éúìá ïä äìà úåãåîò .w1, . . . , wn êåúî åà v1, . . . , vn

.éðåùàø øôñî ìù ä÷æç àåä åá íéøáéàä øôñîù çëåä .éôåñ äãù F éäé :15 ìéâøú

F ìù íéàáä íéøáéàä ïëì ,úéôåñ äöåá÷ F ,ïëà .p > 0 ,éôåñ F -ù ïååéë .p = charF éäé :ïåøúô

1F = 1, 2F = 1 + 1, 3F = 1 + 1 + 1, . . .
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íéìîá .(ℓ− k)F = ℓF − kF = 0 ïàëîå kF = ℓF -ù êë k < ℓ ùé ïëì .äæî äæ íéðåù íìåë úåéäì íéìåëé àì

.charF > 0 ,èøôá .charF -ë øãâåî øúåéá ïè÷ äæë n ,øåëæë .nF = 0-ù êë n > 0 ùé ,úåøçà

.éðåùàø p æà ,p = charF > 0 íà

.|F0| = p íéé÷úî (Zp íò F0 úà úåäæì ïúéð) æà .F ìù éðåùàøä äãùä F0 = {kF | k ∈ Z} éäé

F æà .d = dimF0 F éäé ;úéôåñ øöåð F ,úéôåñ äöåá÷ F ù ïååéë .F0 ìòî éøåè÷å áçøî àåä F

.|F | = |F d
0 | = pd èøôáå F d

0 -ì éôøåîåæéà

.íéøáéà pd ïá p ïåéôà ìòá äãù íéé÷ p éðåùàø ìù pd ä÷æç ìëìù íéãîåì 2á äøáâìà ñøå÷á :äøòä

çéðð .ñôàî úåðåù úåéøàðéì úå÷úòä éúù T, S: V → R äðééäú .R ìòî úéôåñ øöåð éøåè÷å áçøî V éäé :16 ìéâøú

.c > 0-å T = cS -ù êë c ∈ R ùé :çëåä .S(v) ≥ 0 æà T (v) ≥ 0 íà :íéé÷úî v ∈ V ìëìù

.c > 0 çøëäá æà T = cS-ù êë c ∈ R ùé íà :ïåøúô

.−v-á v úà óéìçð úøçà ,T (v) > 0 úåéììëä úìáâä éìá .T (v) ̸= 0-ù êë v ∈ V ùé ïëì ,T ̸= 0 ,ïëà

.c > 0 ïëì ,0 < T (v) = cS(v) ìáà .S(v) ≥ 0 äçðää éôì

ñéñáì ïúåà íéìùð .úéøàðéì úåéåìú éúìá S, T æà .T = cS-ù êë c ∈ R ïéàù äìéìùá çéðð

æà .V ìù ñéñá - åìù éìàåãä ñéñáä v1, v2, . . . , vn éäé .V ∗ ìù φ1 = S, φ2 = T, φ3, . . . , φn

.S(
n∑

i=1

aivi) = a1, T (
n∑

i=1

aivi) = a2

èøôá

,S(−v1 + v2) = −1, T (−v1 + v2) = 1

.äçðäì äøéúñ
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.T ◦ T = 0 úîéé÷îä úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå F äãù ìòî n ãîéî ìòá éøåè÷å áçøî V éäé :17 ìéâøú

.dimKer(T ) ≥ n
2 :åçéëåä
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.T ◦ T = 0 úîéé÷îä úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå F äãù ìòî n ãîéî ìòá éøåè÷å áçøî V éäé :17 ìéâøú

.dimKer(T ) ≥ n
2 :åçéëåä

.dimKer(T ) ≥ 1
2 dimKer(T ◦T ) ïëì ,dimKer(T ◦T ) ≤ 2 dimKer(T ) øèñáìéñ èôùî éôì :ïåøúô

.äðòèä ïàëî .dimKer(T ◦ T ) = n ïëì ,Ker(T ◦ T ) = V ìáà
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.úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå F äãù ìòî n ãîéî ìòá éøåè÷å áçøî V éäé :18 ìéâøú

.éâåæ n æà Ker(T ) = Im(T ) íà :åçéëåä (à)

Ker(T ) = Im(T ) äá ,n = 4 øåáò ,T -ì äîâåã åàöî (á)

.V = Ker(T )⊕ Im(T ) :åçéëåä .T ◦ T = T éë çéðð (â)

ïëì , r = n − r,ïåúðä éôì .dim Im(T ) = n − r ,ãîéîä èôùî éôì .r = dimKer(T ) éäé (à) :ïåøúô

.éâåæ n = 2r

éãé ìò (ãéçé ïôåàá) äðåúð T éäúå ,V = F 4 (á)

T (e1) = T (e2) = 0, T (e3) = e1, T (e4) = e2

.dimU = 2 æà .U = Sp(e1, e2) ïîñð

èøôáå ,U ⊆ Im(T )-å U ⊆ Ker(T )-ù øåøá

.2 = dimU ≤ dim Im(T )-å 2 = dimU ≤ dimKer(T )

ïëìå ÷æç ïåéååù éà äéä äì íéàúîä ïåéååù éàä æà ,ïåéååù äúéä àì äìàä úåìëääî úçà íà

.U = Im(T )-å U = Ker(T ) ïëì .äøéúñ ,2 + 2 < dim Im(T ) + dimKer(T ) = dimV = 4

êë u ∈ V ùé æà .v ∈ Ker(T ) ∩ Im(T ) éäé .Ker(T ) ∩ Im(T ) = {0} éë äìéçú çéëåð (â)

ïàëî .v = 0 ïëì .T (v) = T (T (u)) = (T ◦ T )(u) = T (u) = v ìáà .T (v) = 0-å v = T (u)-ù

.Ker(T ) ∩ Im(T ) = {0}

-å dimKer(T ) + dim Im(T ) = dimV ãîéîä éèôùî éôì

dim(Ker(T ) + Im(T )) = dimKer(T ) + dim Im(T )− dim(Ker(T ) ∩ Im(T )) = dimV

.V = Ker(T )⊕ Im(T ) ïúåð ,äðåùàøä ä÷ñôä íò ãçé ,äæ .Ker(T ) + Im(T ) = V ïëì

úú V = {B ∈ Mn(F )| AB = BA} éäé .n ≥ 2 çéðð .äöéøèî A ∈ Mn(F ) éäúå äãù F éäé :19 ìéâøú

.dimV ≥ 2 :åçéëåä .Mn(F ) ìù áçøî

.dimV = n2 > 2 ïëìå V = Mn(F ) æà ,α ∈ F äæéà øåáò A = αIn íà :ïåøúô

.dimV ≥ 2 ïëì ,V -á ïäéúùå ,úéøàðéì úåéåìú éúìá In, A æà ,In ìù äìåôë äðéà A íà

A íà ÷øå íà B ∈ Mn(F ) ìëì AB = BA :åçéëåä .äöéøèî A ∈ Mn(F ) éäúå äãù F éäé :20 ìéâøú

.α ∈ F äãéà øåáò A = αIn ,øîåìë ,úéøì÷ñ äöéøèî

.B ∈ Mn(F ) ìëì AB = BA æà ,α ∈ F äãéà øåáò A = αIn íà :ïåøúô
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ìò úøãâåî Epq ∈ Mn(F ) éäú 1 ≤ p, q ≤ n ìëì .B ∈ Mn(F ) ìëì AB = BA éë çéðð ,êôéäì

íéé÷úî .(1 åðéäù (p, q) áéëøì èøô ,ñôà íä Epq ìù íéáéëøä ìë ,øîåìë) (Epq)ij = δpiδqj ãé

(AEpq)ij =

n∑
k=1

(A)ik(Epq)kj =

n∑
k=1

(A)ikδpkδqj = (A)ipδjq =

{
(A)ip j = q
0 úøçà

(EpqA)ij =
n∑

k=1

(Epq)ik(A)kj =
n∑

k=1

δpiδqk(A)kj = δpi(A)qj =

{
(A)qj i = p
0 úøçà

(A)ip =

{
(A)11 i = p
0 úøçà

æà ,q = j = 1 øçáð íà ïëì .p, q, i, j ìëì ,íéååù íééðîéä íéôâàá íééåèéáä éðù

A = αIn ïëì .(A)11-ì íéååù íéøáéàä ìë éùàøä ïåñëìàáå íñôà ÷ø ùé A-á éùàøä ïåñëìàì õåçîù øîåà äæ

.α = (A)11 øåáò
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íéìéâøú

?ìò T -å ,úéëøò ãç ãç S ,T ◦ S = 0-ù êë R10 S−→R14 T−→R5 úåéøàðéì úå÷úòä úåîéé÷ íàä :1 ìéâøú
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?ìò T -å ,úéëøò ãç ãç S ,T ◦ S = 0-ù êë R10 S−→R14 T−→R5 úåéøàðéì úå÷úòä úåîéé÷ íàä :1 ìéâøú

.dimKer(T ) = 14− 5 = 9 ãîéîä èôùî éôì ïëìå dim Im(T ) = 5 æà ,ìò T íà :ïåøúô

.dim Im(S) = 10− 0 = 10 ãéîéîä èôùî éôì ïëìå dimKer(S) = 0 æà ,úéëøò ãç ãç S íà

.äøéúñ ,dim Im(S) ≤ dimKer(T ) øøåâ àåä èøôá .Im(S) ⊆ Ker(T )-ì ìå÷ù T ◦S = 0 éàðúä

.Im(S) ⊆ Ker(T ) íà ÷øå íà T ◦ S = 0 æà .úåéøàðéì úå÷úòä U
S−→V

T−→W äðééäú :äðòè

,äçðää éôì .S(u) = v-ù êë u ∈ U ùé æà .v ∈ Im(S) éäé .T ◦ S = 0 çéðð :äçëåä

.Im(S) ⊆ Ker(T ) ïàëî .v ∈ Ker(T ) ïëì ,T (v) = T (S(u)) = (T ◦ S)(u) = 0(u) = 0

ïàëî .S(u) ∈ Ker(T ) ïëì .S(u) ∈ Im(S) æà .u ∈ U éäé .Im(S) ⊆ Ker(T ) çéðð ,êôéäì

.T ◦ S = 0 ïëì ,u ∈ U ìëì ïåëð äæ .(T ◦ S)(u) = 0 ,øîåìë ,T (S(u)) = 0

270



ãéçé V ìù W áçøî úú íéé÷ù çéðð .åìù áçøî úú U éäéå éôåñ ãîéî ìòá F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :2 ìéâøú

.U = {0} åà U = V :çëåä .U ∩W = {0}-å U +W = V -ù êë
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ãéçé V ìù W áçøî úú íéé÷ù çéðð .åìù áçøî úú U éäéå éôåñ ãîéî ìòá F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :2 ìéâøú

.U = {0} åà U = V :çëåä .U ∩W = {0}-å U +W = V -ù êë

,s = n − r ïîñð .0 < r < n æà .n = dimV -å r = dimU åéäé .U ̸= {0}, V -ù çéðð :ïåøúô

øéãâð .V ìù u1, . . . , ur, w1, . . . , ws ñéñáì åúåà íéìùðå U ìù ñéñá u1, . . . , ur éäé .0 < s < n æà

æà .W = Sp(w1, . . . , ws)

U +W = Sp(u1, . . . , ur) + Sp(w1, . . . , ws) = Sp(u1, . . . , ur, w1, . . . , ws) = V

ïëì ,dimU ∩W = dimU + dimW − dim(U +W ) = r + s − n = 0 ãîéîä èôùî éôì åìéàå

.U ∩W = {0}

ïëìå ,w′
1 ∈ W úøçà ,W ′ ̸= W æà .W ′ = Sp(w′

1, w2, . . . , ws) øéãâðå w′
1 = w1 + u1 ïîñð

.äøéúñ ,0 ̸= u1 ∈ U ∩W = {0} ïàëîå ,u1 = w′
1 − w1 ∈W

ïëì ,u1, . . . , ur, w2, . . . , ws ∈ U +W ′-ù øåøáå w1 = −u1 + w′
1 ∈ U +W ′ ìáà

U +W ′ ⊇ Sp(u1, . . . , ur, w1, w2, . . . , ws) = V

,úîãå÷ä ä÷ñôá åîë ,ïëì .V ìù ñéñá u1, . . . , ur, w
′
1, w1, . . . , ws ïëìå U + W ′ = V ,øîåìë

.W úåãéçéì äøéúñ éäåæ .U ∩W ′ = {0} ,U +W ′ = V

0
...............................................................................................................................................................................................................................................................................

U

.......................................................................................................................................................................................................................................................................

W
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

.............
.............

W ′
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çëåä .úåéøàðéì úå÷úòä U
S−→V

T−→W äðééäú :3 ìéâøú

.ImS ∩KerT = {0}-å úéëøò ãç ãç S íà ÷øå íà úéëøò ãç ãç T ◦ S (à)

.ImS +KerT = V -å ìò T íà ÷øå íà ìò T ◦ S (á)
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çëåä .úåéøàðéì úå÷úòä U
S−→V

T−→W äðééäú :3 ìéâøú

.ImS ∩KerT = {0}-å úéëøò ãç ãç S íà ÷øå íà úéëøò ãç ãç T ◦ S (à)

.Ker(T ◦ S) = {0} æà .úéëøò ãç ãç T ◦ S-ù çéðð (à) :ïåøúô

(T ◦ S)(u) = T (S(u)) = æà .u ∈ KerS éäé :úéëøò ãç ãç S ïëìå KerS = {0}-ù äàøð

.u = 0 ,øîåìë ,u ∈ Ker(T ◦ S) = {0} ïëì ,T (0) = 0

.S(u) = v-ù êë u ∈ U ùéå T (v) = 0 æà .v ∈ ImS∩KerT éäé .ImS∩KerT = {0}�ù äàøð

.v = S(u) = 0 ïàëî .u = 0 ïëìå ,u ∈ Ker(T ◦ S) ,øîåìë ,(T ◦ S)(u) = T (v) = 0 ïëì

ãç T ◦ S ïëìå Ker(T ◦ S) = {0}-ù äàøð .ImS ∩KerT = {0}-å úéëøò ãç ãç S-ù çéðð ,êôéäì

ïååéë .S(u) = 0 ïàëîå ,S(u) ∈ KerT ∩ ImS ïëì ,T (S(u)) = 0 æà .u ∈ Ker(T ◦ S) éäé :úéëøò ãç

.u = 0 ,úéëøò ãç ãç S-ù
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çëåä .úåéøàðéì úå÷úòä U
S−→V

T−→W äðééäú :3 ìéâøú

.ImS +KerT = V -å ìò T íà ÷øå íà ìò T ◦ S (á)

.ìò T ◦ S-ù çéðð (á)

ä÷éúòî T ,øîåìë ,(T ◦ S)(u) = w-ù êë u ∈ U ùé ,ìò T ◦ S-ù ïååéë .w ∈W éäé :ìò T -ù äàøð

.w ìò S(u) úà

.(T ◦S)(u) = T (v)-ù êë u ∈ U ùé ïëìå T (v) ∈W æà .v ∈ V éäé :ImS+KerT = V -ù äàøð

,v = S(u)+(v−S(u)) ,êë íà .v−S(u) ∈ KerT ,øîåìë ,T (v−S(u)) = T (v)−T (S(u)) = 0 æà

.v ∈ ImS ∩KerT ïëì .S(u) ∈ ImS-å v − S(u) ∈ KerT øùàá

êë v ∈ V ùé æà .w ∈ W éäé :ìò T ◦ S-ù äàøðå ImS + KerT = V -å ìò T -ù çéðð êôéäì

.S(u) = v1-ù êë u ∈ U ùé .v1 ∈ ImS-å v2 ∈ KerT øùàá ,v = v1 + v2 äçðää éôì .T (v) = w-ù

.(T ◦ S)(u) = T (S(u)) = T (v1) = T (v − v2) = T (v)− T (v2) = w − 0 = w æà
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.2n−1 -á ÷ìçúîù íìù øôñî àåä det(A)-ù çëåä .±1 íä äéáéëø ìëù A ∈ Mn(Q) éäú :4 ìéâøú
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.2n−1 -á ÷ìçúîù íìù øôñî àåä det(A)-ù çëåä .±1 íä äéáéëø ìëù A ∈ Mn(Q) éäú :4 ìéâøú

óéñåð ,åúåà áùçì éãë .íìù øôñî àåä det(A) úåøåîúä úøæòá äèððéîøèãä ìù áåùéçä úçñåð éôì :ïåøúô

.äèððéîøèãä úà úåðùî ïðéà äìà úåéøèðîìà úåìåòô ;äéúçúîù úåøåùä (n − 1)-ì äðåøçàä äøåùä úà

ïëì .2 ìù äîìù äìåôë àåä ,èøôá .±1 + ±1 ∈ {−2, 0,+2} äéäé 2, . . . , n úåøåùá áéëø ìë æà

éáéëø ìë æà .2-á äìàä úåøåùä ú÷åìç éãé ìò A-î úìá÷úîä äöéøèîä A′ øùàá ,det(A) = 2n−1 det(A′)

.íìù øôñî det(A′) ïëìå íéîìù íä A′
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àåä AX = 0 úéðâåîåää úëøòîä ìù úåðåøúôä áçøî ïøåáòù A ∈ M3(R) úåöéøèîä ìë úà àöî :5 ìéâøú

.Sp
(
(1, 2, 3)t

)
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àåä AX = 0 úéðâåîåää úëøòîä ìù úåðåøúôä áçøî ïøåáòù A ∈ M3(R) úåöéøèîä ìë úà àöî :5 ìéâøú

.Sp
(
(1, 2, 3)t

)
íà P = U æà .AX = 0 ìù úåðåøúôä áçøî P éäé .dimU = 1 æà ;U = Sp

(
(1, 2, 3)t

)
ïîñð :ïåøúô

.rkA = 2-å A

 1
2
3

 = 0 -ì ìå÷ù äæ .dimP = 1-å P ⊇ U æà íà ÷øå

.a = −2b−3c ,øîåìë ,1a+2b+3c = 0 úîéé÷îA ìù (a, b, c) äøåù ìëù êëì ìå÷ù ïåùàøä éàðúä

.rk(A) = 2 (á) íâå A =

−2b1 − 3c1 b1 c1
−2b2 − 3c2 b2 c2
−2b3 − 3c3 b3 c3

 (à) íà ÷øå íà P = U ïëì

äðéäù) äúâøã ïëì ,úåøçàä úåãåîòä éúù ìù éøàðéì óåøéö àéä äìù äðåùàøä äãåîòä æà (à)-á åîë A íà

íà ÷øå íà 2 àéä (úåãåîòä áçøî ìù ãîéîä

.úéøàðéì úåéåìú éúìá

 b1
b2
b3

 ,

 c1
c2
c3

 úåãåîòä ('á)
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ïîñð .úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :6 ìéâøú

T 2 = T ◦ T, T 3 = T ◦ T ◦ T, . . .

.T 0 = 1V , T
1 = T ïëå

:çëåä .T r(v) = 0-ù øúåéá ïè÷ä àåä r ≥ 0-ù çéðð .T r(v) = 0-ù êë r ≥ 0 ùéù çéððå v ∈ V éäé

.úéøàðéì íééåìú éúìá T 0(v) = v, T (v), T 2(v), . . . , T r−1(v)
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-ù êë r ≥ 0 ùéù çéððå v ∈ V éäé .úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :6 ìéâøú

T 0(v) = v, T (v), T 2(v), . . . , T r−1(v) :çëåä .T r(v) = 0-ù øúåéá ïè÷ä àåä r ≥ 0-ù çéðð .T r(v) = 0

.úéøàðéì íééåìú éúìá

íéé÷úîù êë a0, . . . , ar−1 ∈ F åéäé :ïåøúô

.a0v + a1T (v) + a2T
2(v) + · · ·+ ar−1T

r−1(v) = 0 (1)

:íéôâàä éðù ìò T r−1 ìéòôð

.a0T
r−1(v) + a1T

r(v) + a2T
r+1(v) + · · ·+ ar−1T

2r−2(v) = 0

,T r−1(v) ̸= 0-ù ïååéë .a0T
r−1(v) = 0 ìá÷ð ,T r(v) = T r+1(v) = T r+2(v) = · · · = 0-ù ììâá

:(1) ìò T r−2 ìéòôð úòë .a0 = 0 ìá÷ð

.a0T
r−2(v) + a1T

r−1(v) + a2T
r(v) + · · ·+ ar−1T

2r−3(v) = 0

.ñôà íä íéîã÷îä ìëù ìá÷ð ,äéö÷åãðéàá ,êë .a1 = 0 ,íãå÷ åîë ,ïëìå ,a1T
r−1(v) = 0 ìá÷ð
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:çëåä .k ≥ n éäé .úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå n éôåñ ãîéî ìòá F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :7 ìéâøú

.KerT k ∩ ImT k = {0}
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:çëåä .k ≥ n éäé .úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå n éôåñ ãîéî ìòá F äãù ìòî éøåè÷å áçøî V éäé :7 ìéâøú

.KerT k ∩ ImT k = {0}

T 2k(v) = íà ÷øå íà KerT k-á àåä .v ∈ V äæéà øåáò T k(v) äøåöäî àåä ImT k-á øáéà ìë :ïåøúô

íà :çéëåäì éã êë íùì .T k(v) = 0 æà T 2k(v) = 0-ù êë v ∈ V íà :çéëåäì êéøö ïëì .T k(T k(v)) = 0

.r ≤ n æà ,äæë øúåéá ïè÷ä àåä r-å (T 0 = 1V ïàë) T r(v) = 0-ù êë r ≥ 0 ùéå v ∈ V

.íéøáéà r úá úéøàðéì äééåìú éúìá äøãñ T 0(v) = v, T (v), T 2(v), . . . , T r−1(v) íãå÷ä ìéâøúä éôì

.r ≤ dimV = n ïëì
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úâøåãî äöéøèî úîéé÷ù çëåä .íéøáéà 116 ïá F 10 ìù áçøî úú U éäéå íéøáéàä 11 ïá äãùä F = Z11 éäé :8 ìéâøú

.AX = 0 úëøòîä ìù úåðåøúôä áçøî àåä U -ù êë A ∈ M7×10(F ) äãéçé úéðåð÷
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úâøåãî äöéøèî úîéé÷ù çëåä .íéøáéà 116 ïá F 10 ìù áçøî úú U éäéå íéøáéàä 11 ïá äãùä F = Z11 éäé :8 ìéâøú

.AX = 0 úëøòîä ìù úåðåøúôä áçøî àåä U -ù êë A ∈ M7×10(F ) äãéçé úéðåð÷

ïëìå |U | = 116 ìáà .|U | = |F d| = |F |d = 11d ïëìå ,F d-ì éôøåîåæéà U æà .d = dimU éäé :ïåøúô

.d = 6

A ∈ Mm×10(F ) ùé ïëì .äìù úåðåøúôä áçøî U -ù êë úåéðâåîåä úåéøàðéì úåàååùî úëøòî ùéù åðãîì

äúåà óéìçð úøçà ,úéðåð÷ úâøåãî A úåéììëä úìáâä éìá .AX = 0 úëøòîä ìù úåðåøúôä áçøî àåä U -ù êë

.äìù úéðåð÷ úâøåãîä äöéøèîá

úåøåù 4 ÷åéãá ùé A-á ,øîåìë ,rkA = 10 − d = 4 ïëì ,dimU = 10 − rkA ,ãîéîä èôùî éôì

.ñôàî úåðåù

.(íéñôà úåøåù 3 ÷åéãá A-á ùéå)m = 7 úåéììëä úìáâä éìá ïëìå ,íéñôà úåøåù èéîùäì åà óéñåäì ìëåð

àåä U æà ,A′X = 0 úëøòîä ìù úåðåøúôä áçøî àåä U -ù êë úéðåð÷ úâøåãî A′ ∈ M7×10(F ) íà

.R(A) = R(A′) èøôáå ,U ìù íéñôàîä íä R(A), R(A′) ëìå ,R(A), R(A′) ìù (éìàåãä áçøîá) ñôàîä

.A = A′ ïàëî
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.F 4 êåúá ùé 2 ãîéî éìòá íéáçøî úú äîë .íéøáéà q ïá éôåñ äãù F éäé :9 ìéâøú
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.F 4 êåúá ùé 2 ãîéî éìòá íéáçøî úú äîë .íéøáéà q ïá éôåñ äãù F éäé :9 ìéâøú

æà A äöéøèîìù úåøåùë íúåà íåùøð íà ;íéøáéà 2 ïá ñéñá åì ùé 2 ãîéî ìòá U áçøî úú ìë :à ïåøúô

ìù úéðåð÷ úâøåãîä äöéøèîä A′ øùàá ,R(A) = R(A′) ìáà .U = R(A)-å rkA = 2 ,A ∈ M2×4(F )

÷øå íà U = R(B) æà úéðåð÷ úâøåãî íâ B ∈ M2×4(F ) íà .úéðåð÷ úâøåãî A úåéììëä úìáâä éìá ïëì .A

.rkA = 2-ù êë A ∈ M2×4(F ) úéðåð÷ úåâøåãîä úåöéøèîä øôñî àåä ù÷åáîä øôñîä ïëì .B = A íà

:äæî äæ íéðåù íìåë ,íéàáä íéâåñäî ïä ïëì ,úåìéáåî úåãåîò éúù ùé äìàä úåöéøèîá(
1 0 ∗ ∗
0 1 ∗ ∗

)
,

(
1 ∗ 0 ∗
0 0 1 ∗

)
,

(
1 ∗ ∗ 0
0 0 0 1

)
,(

0 1 0 ∗
0 0 1 ∗

)
,

(
0 1 ∗ 0
0 0 0 1

)
,

(
0 0 1 0
0 0 0 1

)
.q4 + q3 + 2q2 + q + 1 àåä äìàä úåöéøèîä øôñî ïëì .F ìù íéøáéàä q ïéáî åäùìë øáéà ïîñî ∗ øùàë
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.F 4 êåúá ùé 2 ãîéî éìòá íéáçøî úú äîë .íéøáéà q ïá éôåñ äãù F éäé :9 ìéâøú

.íéøáéà éðù úá v1, v2 úéøàðéì äéåìú éúìá äøãñ ,øîåìë ,ñéñá éãé ìò øöåð 2 ãîéî ìòá áçøî úú ìë :á ïåøúô

.äìàä úåøãñä ìë äìéçú øåôñð

q4 ùé V -á ,úòë .v1 ìù äìåôë åðéà v2-å v1 ̸= 0 íà ÷øå íà úéøàðéì äéåìú éúìá àéä V -á v1, v2 äøãñ

íéøáéà q4 − q ùé ïëì ,V -á úåìåôë q ÷åéãá ùé äæë v1 ìëì ;ñôàî íéðåù v1 íéøáéà q4 − 1 åá ùé ïëì ,íéøáéà

.äìàë úåøãñ (q4 − 1)(q4 − q) ùéù ïàëî .v1 ìù äìåôë íðéàù v2

ïä íà åìéôà ,áçøî úú åúåà úåøöåé ,øîåìë ,åúåà úåøöåé 2 ãîéî ìòá áçøî úú åúåàá úåøãñ éúù ìë ìáà

.äìàë úåøãñ (q2 − 1)(q2 − q) ÷åéãá ùé 2 ãîéî ìòá áçøî úú ìëá ,úîãå÷ä ä÷ñôá áåùéçì äîåãá .úåðåù

àåä ù÷åáîä íéáçøî úúä øôñî ïëì

.
(q4 − 1)(q4 − q)

(q2 − 1)(q2 − q)
= (q2 + 1)

q3 − 1

q − 1
= (q2 + 1)(q2 + q + 1) = q4 + q3 + 2q2 + q + 1
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?

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 x x
x x 1 x
y x xy xy
1 x y 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0 íéé÷úî x,∈ R äæéà øåáò :10 ìéâøú
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?

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 x x
x x 1 x
y x xy xy
1 x y 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0 íéé÷úî x,∈ R äæéà øåáò :10 ìéâøú

ìá÷ð .úéùéìùäî íéîòô y äúåà øéñçðå ,úéòéáøäîå äééðùäî äðåùàøä äøåùä úà øéñçð :ïåøúô

ìá÷ð úéùéìùä äøåùä éôì çúôðå äéðùä äøåùäî x − 1 àéöåð .

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 x x

x− 1 x− 1 1− x 0
0 x− y 0 0
0 x− 1 y − x 1− x

∣∣∣∣∣∣∣
ìá÷ðå äéðùäî äðåùàøä äøåùä úà øéñçð åæ äèððéîøèãá .(x − 1)(y − x)

∣∣∣∣∣∣
1 x x
1 −1 −1
0 y − x 1− x

∣∣∣∣∣∣
äúåà çúôðå äéðùä äøåùäî x + 1 àéöåð åæ äèððéîøèãá .(x − 1)(y − x)

∣∣∣∣∣∣
1 x x
0 −1− x −1− x
0 y − x 1− x

∣∣∣∣∣∣
.(x−1)(y−x)(x+1)

∣∣∣∣ −1 −1
y − x 1− x

∣∣∣∣ = (x−1)(y−x)(x+1)(y−1) ìá÷ðå äðåùàøä äãåîòä éôì
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.n ≥ 2 øåáò

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x21 · · · xn−1

1

1 x2 x22 · · · xn−1
2

...
...

... · · ·
...

1 xn x2n · · · xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∏

i<j(xj − xi) :çëåä :11 ìéâøú
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.n ≥ 2 øåáò

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x21 · · · xn−2
1 xn−1

1

1 x2 x22 · · · xn−2
2 xn−1

2
...

...
... · · ·

...
...

1 xn−1 x2n−1 · · · xn−2
n−1 xn−1

n−1

1 xn x2n · · · xn−2
n xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∏

i<j(xj − xi) :çëåä :11 ìéâøú

.ìàîù óâàá äèððéîøèãá ïðåáúðå n− 1 øåáò úåðåëð çéðð .øåøá äæ n = 2 øåáò n ìò äéö÷åãðéàá :ïåøúô

êë øçà ,n-ä äãåîòì (n− 1)-ä äãåîòä ìù −xn-á äìåôëä úà óéñåð

øùà ãò ,äàìä ,ïëå ,(n− 1)-ä äãåîòì (n− 2)-ä äãåîòä ìù −xn-á äìåôëä úà óéñåð

ìá÷ð .úéùéìùäî íéîòô y äúåà øéñçðå

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 − xn x21 − xnx1 · · · xn−1
1 − xnx

n−2
1

1 x2 − xn x22 − xnx2 · · · xn−1
2 − xnx

n−2
2

...
...

... · · ·
...

1 xn−1 − xn x2n−1 − xnxn−1 · · · xn−1
n−1 − xnx

n−2
n−1

1 0 0 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ìá÷ð .äðåøçàä äãåîòä éôì äèððéîøèãä úà çúôð

(−1)n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 − xn x21 − xnx1 · · · xn−1

1 − xnx
n−2
1

x2 − xn x22 − xnx2 · · · xn−1
2 − xnx

n−2
2

...
... · · ·

...

xn−1 − xn x2n−1 − xnxn−1 · · · xn−1
n−1 − xnx

n−2
n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
éðôìä äøåùäî xn−1 − xn úàå ,. . . ,äéðùä äøåùäî x2 − xn ,äðåùàøä äøåùäî x1 − xn àéöåð

ìá÷ð .äðåøçàä äøåùä éôì çúôðå äðåøçà

(−1)n+1(x1 − xn) · · · (xn−1 − xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x21 · · · xn−2

1

1 x2 x22 · · · xn−2
2

...
...

... · · ·
...

1 xn−1 x2n−1 · · · xn−2
n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
àåä äéðôì ãîåòù äîå

∏
i<j<n(xj − xi) àéä äæ éåèéáá äèððéîøèãä äéö÷åãðéàä úçðä éôì

(−1)n+1
∏
i<n

(xi − xn) = (−1)n+1(−1)n−1
∏
i<n

(xn − xi) =
∏

i<j=n

(xj − xi)

.
∏

i<j(xj − xi) àåä éåèéáä ìë ïëì
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íà A ìù äöéøèî-úú àø÷éú B ∈ Md(F ) äöéøèî .1 ≤ d ≤ m,n éäé .A ∈ Mm×n(F ) éäú :12 ìéâøú

.A ìù úåãçà úåãåîòå úåøåù ú÷éçî éãé ìò A-î úøöåð àéä

.max{d| |B| ̸= 0-ù êëB ∈ Md(F ) äöéøèî-úú ùéA-ì} = rkA :çëåä
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.max{d| |B| ̸= 0-ù êëB ∈ Md(F ) äöéøèî-úú ùéA-ì} = rkA :çëåä .A ∈ Mm×n(F ) éäú :12 ìéâøú

.|B| ̸= 0-ù êë B ∈ Md(F ) äöéøèî-úú ùé A-ì íà ÷øå íà rk(A) ≥ d :çéëåäì éã :ïåøúô

ìù ñéñá) úéøàðéì úåéåìú éúìá úåãåîò r A-á ùé ïëìå dimC(A) = r æà .r := rk(A) ≥ d çéðð

,øîåìë ,A ìù úåãåîòä ìë äìà úåéììëä úìáâä éìá .úéøàðéì úåéåìú éúìá ïä ;úåãåîò d ïëåúî øçáð .(C(A)

.úåãåîòä øúé úà èéîùð úøçà ,n = d

úåéììëä úìáâä éìá .(R(A) ìù ñéñá) úéøàðéì úåéåìú éúìá úåøåù d A-á ùé ïëìå dimR(A) = d úòë

ïëì ,rkA = d-å A ∈ Md(F ) æà .úåøåùä øúé úà èéîùð úøçà ,m = d ,øîåìë ,A ìù úåøåùä ìë äìà

.B = A øéãâð .|A| ̸= 0

i1, . . . , id úåøåùî øöåð B-ù çéðð .|B| ̸= 0-ù êë B ∈ Md(F ) äöéøèî-úú ùé A-ìù çéðð ,êôéäì

úåãåîòä v′1, . . . , v
′
n ∈ F d äðééäúå A ìù úåãåîò ìë v1, . . . , vn ∈ Fm äðééäú .A ìù ij , . . . , jd úåãåîòå

ïååéë .B = (v′j1 , . . . , v
′
jd
) æà .úåøåùä øúé úèîùäå i1, . . . , id úåøåùä úçé÷ì éãé ìò ïäî úåìá÷úîù

úåéåìú éúìá .A ìù vj1 , . . . , vjd úåãåîòä íâù òáåð ïàëî .úéøàðéì úåéåìú éúìá B ìù úåãåîòä ,|B| ̸= 0-ù

.rk(A) = dimC(A) ≥ d ïëìå (äàáä ä÷ñôä äàø) úéøàðéì

v′j1 , . . . , v
′
jd

-ù ïååéë .
∑d

i=1 aiv
′
ji = 0 íâ æà

∑d
i=1 aivji = 0-ù êë a1, . . . , ad ∈ F åéäé ,ïëà

.a1 = · · · = ad = 0 íéé÷úî ,úéøàðéì úåéåìú éúìá
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éäúå 1 ≤ p ≤ n éäé .A = (C|D) ∈ Mn×(2n)(R) éäúå úåëéôä C,D ∈ Mn(R) äðééäú :13 ìéâøú

2p úåçôì ùé A′ -áù çëåä .äìù úåðåùàøä úåøåùä p úéç÷ì éãé ìò A-î úìá÷úîä äöéøèîä A′ ∈ Mp×(2n)(R)

.ñôàî úåðåù úåãåîò
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éäúå 1 ≤ p ≤ n éäé .A = (C|D) ∈ Mn×(2n)(R) éäúå úåëéôä C,D ∈ Mn(R) äðééäú :13 ìéâøú

2p úåçôì ùé A′ -áù çëåä .äìù úåðåùàøä úåøåùä p úéç÷ì éãé ìò A-î úìá÷úîä äöéøèîä A′ ∈ Mp×(2n)(R)

.ñôàî úåðåù úåãåîò

úåðåùàøä úåøåùä p úçé÷ì éãé ìò ,äîàúäá ,C,D-î úåìá÷úî C ′, D′ øùàá A′ = (C ′|D′) íéé÷úî :ïåøúô

C ′, D′ ìù úåøåùä íâ ïëìå ,úéøàðéì úåéåìú éúìá C,D ìù úåøåùä ïëì ,rk(C) = rk(D) = n íéé÷úî .ïäìù

èøôáå úéøàðéì úåéåìú éúìá C ′, D′ ìù úåãåîò p ïëì .rk(C ′) = rk(D′) = p ïàëîå ,úéøàðéì úåéåìú éúìá

.ñôàî úåðåù ïä
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úìá÷úîù A′ äöéøèîá :çëåä .A = (C|D) ∈ Mn×(2n)(R) éäúå úåëéôä C,D ∈ Mn(R) äðééäú :14 ìéâøú

. q2 ≤ àéä äâøãä A ìù ïäùìë úåãåîò q úçé÷ì éãé ìò
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úìá÷úîù A′ äöéøèîá :çëåä .A = (C|D) ∈ Mn×(2n)(R) éäúå úåëéôä C,D ∈ Mn(R) äðééäú :14 ìéâøú

. q2 ≤ àéä äâøãä A ìù ïäùìë úåãåîò q úçé÷ì éãé ìò

êåúî ïä ïäî 1
2q úåçôì æà .ïëåúî q øçáð .A ìù úåãåîòä v1, . . . , vn, w1, . . . , wn äðééäú :ïåøúô

úéøàðéì úåéåìú éúìá ïä äìà úåãåîò .w1, . . . , wn êåúî åà v1, . . . , vn
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.éðåùàø øôñî ìù ä÷æç àåä åá íéøáéàä øôñîù çëåä .éôåñ äãù F éäé :15 ìéâøú
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.éðåùàø øôñî ìù ä÷æç àåä åá íéøáéàä øôñîù çëåä .éôåñ äãù F éäé :15 ìéâøú

F ìù íéàáä íéøáéàä ïëì ,úéôåñ äöåá÷ F ,ïëà .p > 0 ,éôåñ F -ù ïååéë .p = charF éäé :ïåøúô

1F = 1, 2F = 1 + 1, 3F = 1 + 1 + 1, . . .

íéìîá .(ℓ− k)F = ℓF − kF = 0 ïàëîå kF = ℓF -ù êë k < ℓ ùé ïëì .äæî äæ íéðåù íìåë úåéäì íéìåëé àì

.charF > 0 ,èøôá .charF -ë øãâåî øúåéá ïè÷ äæë n ,øåëæë .nF = 0-ù êë n > 0 ùé ,úåøçà

.éðåùàø p æà ,p = charF > 0 íà

.|F0| = p íéé÷úî (Zp íò F0 úà úåäæì ïúéð) æà .F ìù éðåùàøä äãùä F0 = {kF | k ∈ Z} éäé

F æà .d = dimF0 F éäé ;úéôåñ øöåð F ,úéôåñ äöåá÷ F ù ïååéë .F0 ìòî éøåè÷å áçøî àåä F

.|F | = |F d
0 | = pd èøôáå F d

0 -ì éôøåîåæéà

.íéøáéà pd ïá p ïåéôà ìòá äãù íéé÷ p éðåùàø ìù pd ä÷æç ìëìù íéãîåì 2á äøáâìà ñøå÷á :äøòä
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çéðð .ñôàî úåðåù úåéøàðéì úå÷úòä éúù T, S: V → R äðééäú .R ìòî úéôåñ øöåð éøåè÷å áçøî V éäé :16 ìéâøú

.c > 0-å T = cS -ù êë c ∈ R ùé :çëåä .S(v) ≥ 0 æà T (v) ≥ 0 íà :íéé÷úî v ∈ V ìëìù
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çéðð .ñôàî úåðåù úåéøàðéì úå÷úòä éúù T, S: V → R äðééäú .R ìòî úéôåñ øöåð éøåè÷å áçøî V éäé :16 ìéâøú

.c > 0-å T = cS -ù êë c ∈ R ùé :çëåä .S(v) ≥ 0 æà T (v) ≥ 0 íà :íéé÷úî v ∈ V ìëìù

.c > 0 çøëäá æà T = cS-ù êë c ∈ R ùé íà :ïåøúô

.−v-á v úà óéìçð úøçà ,T (v) > 0 úåéììëä úìáâä éìá .T (v) ̸= 0-ù êë v ∈ V ùé ïëì ,T ̸= 0 ,ïëà

.c > 0 ïëì ,0 < T (v) = cS(v) ìáà .S(v) ≥ 0 äçðää éôì

ñéñáì ïúåà íéìùð .úéøàðéì úåéåìú éúìá S, T æà .T = cS-ù êë c ∈ R ïéàù äìéìùá çéðð

æà .V ìù ñéñá - åìù éìàåãä ñéñáä v1, v2, . . . , vn éäé .V ∗ ìù φ1 = S, φ2 = T, φ3, . . . , φn

.S(
n∑

i=1

aivi) = a1, T (
n∑

i=1

aivi) = a2

èøôá

,S(−v1 + v2) = −1, T (−v1 + v2) = 1

.äçðäì äøéúñ
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.T ◦ T = 0 úîéé÷îä úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå F äãù ìòî n ãîéî ìòá éøåè÷å áçøî V éäé :17 ìéâøú

.dimKer(T ) ≥ n
2 :åçéëåä
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.T ◦ T = 0 úîéé÷îä úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå F äãù ìòî n ãîéî ìòá éøåè÷å áçøî V éäé :17 ìéâøú

.dimKer(T ) ≥ n
2 :åçéëåä

.dimKer(T ) ≥ 1
2 dimKer(T ◦T ) ïëì ,dimKer(T ◦T ) ≤ 2 dimKer(T ) øèñáìéñ èôùî éôì :ïåøúô

.äðòèä ïàëî .dimKer(T ◦ T ) = n ïëì ,Ker(T ◦ T ) = V ìáà
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.úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå F äãù ìòî n ãîéî ìòá éøåè÷å áçøî V éäé :18 ìéâøú

.éâåæ n æà Ker(T ) = Im(T ) íà :åçéëåä (à)

Ker(T ) = Im(T ) äá ,n = 4 øåáò ,T -ì äîâåã åàöî (á)

.V = Ker(T )⊕ Im(T ) :åçéëåä .T ◦ T = T éë çéðð (â)

305



.úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäúå F äãù ìòî n ãîéî ìòá éøåè÷å áçøî V éäé :18 ìéâøú

.éâåæ n æà Ker(T ) = Im(T ) íà :åçéëåä (à)

Ker(T ) = Im(T ) äá ,n = 4 øåáò ,T -ì äîâåã åàöî (á)

.V = Ker(T )⊕ Im(T ) :åçéëåä .T ◦ T = T éë çéðð (â)

ïëì , r = n − r,ïåúðä éôì .dim Im(T ) = n − r ,ãîéîä èôùî éôì .r = dimKer(T ) éäé (à) :ïåøúô

.éâåæ n = 2r

éãé ìò (ãéçé ïôåàá) äðåúð T éäúå ,V = F 4 (á)

T (e1) = T (e2) = 0, T (e3) = e1, T (e4) = e2

.dimU = 2 æà .U = Sp(e1, e2) ïîñð

èøôáå ,U ⊆ Im(T )-å U ⊆ Ker(T )-ù øåøá

.2 = dimU ≤ dim Im(T )-å 2 = dimU ≤ dimKer(T )

ïëìå ÷æç ïåéååù éà äéä äì íéàúîä ïåéååù éàä æà ,ïåéååù äúéä àì äìàä úåìëääî úçà íà

.U = Im(T )-å U = Ker(T ) ïëì .äøéúñ ,2 + 2 < dim Im(T ) + dimKer(T ) = dimV = 4

êë u ∈ V ùé æà .v ∈ Ker(T ) ∩ Im(T ) éäé .Ker(T ) ∩ Im(T ) = {0} éë äìéçú çéëåð (â)

ïàëî .v = 0 ïëì .T (v) = T (T (u)) = (T ◦ T )(u) = T (u) = v ìáà .T (v) = 0-å v = T (u)-ù

.Ker(T ) ∩ Im(T ) = {0}

-å dimKer(T ) + dim Im(T ) = dimV ãîéîä éèôùî éôì

dim(Ker(T ) + Im(T )) = dimKer(T ) + dim Im(T )− dim(Ker(T ) ∩ Im(T )) = dimV

.V = Ker(T )⊕ Im(T ) ïúåð ,äðåùàøä ä÷ñôä íò ãçé ,äæ .Ker(T ) + Im(T ) = V ïëì
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úú V = {B ∈ Mn(F )| AB = BA} éäé .n ≥ 2 çéðð .äöéøèî A ∈ Mn(F ) éäúå äãù F éäé :19 ìéâøú

.dimV ≥ 2 :åçéëåä .Mn(F ) ìù áçøî
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úú V = {B ∈ Mn(F )| AB = BA} éäé .n ≥ 2 çéðð .äöéøèî A ∈ Mn(F ) éäúå äãù F éäé :19 ìéâøú

.dimV ≥ 2 :åçéëåä .Mn(F ) ìù áçøî

.dimV = n2 > 2 ïëìå V = Mn(F ) æà ,α ∈ F äæéà øåáò A = αIn íà :ïåøúô

.dimV ≥ 2 ïëì ,V -á ïäéúùå ,úéøàðéì úåéåìú éúìá In, A æà ,In ìù äìåôë äðéà A íà
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A íà ÷øå íà B ∈ Mn(F ) ìëì AB = BA :åçéëåä .äöéøèî A ∈ Mn(F ) éäúå äãù F éäé :20 ìéâøú

.α ∈ F äãéà øåáò A = αIn ,øîåìë ,úéøì÷ñ äöéøèî
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A íà ÷øå íà B ∈ Mn(F ) ìëì AB = BA :åçéëåä .äöéøèî A ∈ Mn(F ) éäúå äãù F éäé :20 ìéâøú

.α ∈ F äãéà øåáò A = αIn ,øîåìë ,úéøì÷ñ äöéøèî

.B ∈ Mn(F ) ìëì AB = BA æà ,α ∈ F äãéà øåáò A = αIn íà :ïåøúô

ìò úøãâåî Epq ∈ Mn(F ) éäú 1 ≤ p, q ≤ n ìëì .B ∈ Mn(F ) ìëì AB = BA éë çéðð ,êôéäì

íéé÷úî .(1 åðéäù (p, q) áéëøì èøô ,ñôà íä Epq ìù íéáéëøä ìë ,øîåìë) (Epq)ij = δpiδqj ãé

(AEpq)ij =

n∑
k=1

(A)ik(Epq)kj =

n∑
k=1

(A)ikδpkδqj = (A)ipδjq =

{
(A)ip j = q
0 úøçà

(EpqA)ij =
n∑

k=1

(Epq)ik(A)kj =
n∑

k=1

δpiδqk(A)kj = δpi(A)qj =

{
(A)qj i = p
0 úøçà

(A)ip =

{
(A)11 i = p
0 úøçà

æà ,q = j = 1 øçáð íà ïëì .p, q, i, j ìëì ,íéååù íééðîéä íéôâàá íééåèéáä éðù

A = αIn ïëì .(A)11-ì íéååù íéøáéàä ìë éùàøä ïåñëìàáå íñôà ÷ø ùé A-á éùàøä ïåñëìàì õåçîù øîåà äæ

.α = (A)11 øåáò

310


