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.úåòù 3.5 :ïçáîä êùî
.øæò éôã 3-ì èøô ,øæò øîåç ìëáå íéðåáùçîá ùîúùäì ïéà

.úåáåùúä ìò ãå÷éðä êñå 100 ïéá íåîéðéîä äéäé êðåéö ;úåãå÷ð 22 äðåëð äáåùú ìë êøò ;úåìàù 5 êéðôì
!úøáçîá àì - óøåöîä ñôåèá ÷ø úåáåùúä úà áåúëì ùé

äàáä úëøòîì a ∈ R äæéà øåáò :1 äìàù

−2X1 + X2 + X3 = −a
X1 + 2aX2 + X3 = 1
X1 + X2 + 2aX3 = 1

!å÷îð ?ïåøúô ïéà

ïåøúô

àéä úëøòîä ìù úáçøåîä äöéøèîä

−2 1 1 −a
1 2a 1 1
1 1 2a 1


äøåùäî äúåà øéñçðå äéðùä äøåùì íééîòô äúåà óéñåð ë"çà ,äéðôìù úåøåùä éúù íò äðåøçàä äøåùä úà óéìçð

:úéùéìù 1 1 2a 1
0 3 1 + 4a 2− a
0 2a− 1 1− 2a 0


éúùì úéùéìùä äøåùä ìù úåîéàúî úåìåôë óéñåð êë øçàå ,åá úéùéìù äøåùä úà ÷ìçðå 2a − 1 ̸= 0 çéðð

:úåðåøçàä úåøåùä éúù úà óéìçð óåñáìå äéðôì úåøåùä

 1 0 2a+ 1 1
0 1 −1 0
0 0 4 + 4a 2− a


äæ éåèéá íà .4+ 4a àéä úàæä úáçøåîä äöéøèîì äîéàúîä úëøòîä ìù úîöîåöîä äöéøèîä ìù äèððéîøèãä

äàååùîì äîéàúî äðåøçàä äøåùä æà ,a = −1 íà .(ãéçé) ïåøúô ùé úëøòîì æà ,a ̸= −1 íà ,øîåìë ,0 åðéà

.úëøòîì ïåøúô ïéà ïëìå ,0 = 3
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äøåùä úà ÷ìçð .

 1 1 1 1
0 3 3 3

2
0 0 0 0

 àéä äðåøçà éðôìä äöéøèîä æà .2a − 1 = 0 äø÷îä úà ÷åãáì øúåð

úååù úáçøåîäå úîöîåöîä äöéøèîä ìù äâøãä æà .

 1 0 0 1
2

0 1 1 1
2

0 0 0 0

 :äðåùàøäî äúåà øéñçðå 3 -á äéðù

.ïåøúô ùé ïëìå (2 -ì)

.a = −1 íà ÷øå íà ïåøúô ïéà :íåëéñì

ä÷úòää ìù äèððéîøèãä úà åàöî .n ≥äìòîî R ìòî íéîåðéìåôä áçøî V = Rn[X] éäé :2 äìàù

.f(X) ∈ V ìëì T
(
f(X)

)
= X · f ′(X) + f(1) éãé éìò äðåúðä T : V → V úéøàðéìä

ïåøúô

íéé÷úî .V ìù ñéñá åäùæéà éôì T ìù äöéøèîä ìù äèððéîøèãä àéä T ìù äèððéîøèãä ,äøãâää éôì

T (Xk) = X · kXk−1 + 1 = kXk + 1, k = 0, 1, . . . , n

àéä 1, X, . . . ,Xn éèøãðèñä ñéñáä éôì T ìù äöéøèîä ïëì



1 1 1 · · · 1 1
0 1 0 · · · 0 0
0 0 2 · · · 0 0

. . .
...

...

0 0 0 · · · n− 1 0
0 0 0 · · · 0 n


.n! ,øîåìë ,ïåñëìàá íéøáéàä úìôëî àéä äìù äèððéîøãèä .äðåéìò úéùìåùî äöéøèî éäåæ

:åçéëåä .úéøàðéì ä÷úòä T : V → V éäú .F äãù ìòî n ãîéîî éøåè÷å áçøî V éäé :3 äìàù

.Ker(T ) = Ker(T ◦ T ) íà ÷øå íà Im(T ) = Im(T ◦ T )

ïåøúô

,v ∈ V äæéà øåáò ,T (T (v)) äøåöäî àåä Im(T ◦ T ) ìù øáéà ìë éë ,Im(T ) ⊇ Im(T ◦ T ) íéé÷úî

.dim Im(T ) = dim Im(T ◦ T ) -ì ìå÷ù Im(T ) = Im(T ◦ T ) ïëì .T (v) ìù äðåîúä àåä ïëìå

T (T (v)) = T (0) = íâ ïëìå T (v) = 0 íéé÷î v ∈ Ker(T ) ìë éë ,Ker(T ) ⊆ Ker(T ◦T ) äîåã ïôåàá

.dimKer(T ) = dimKer(T ◦ T ) - ìå÷ù Ker(T ) = Ker(T ◦ T ) ïëì .v ∈ Ker(T ◦ T ) ,øîåìë ,0

ïåéååùì ,øîåìë ,n − dim Im(T ) = n − dim Im(T ◦ T ) -ì ìå÷ù ïåøçàä ïåéååùä ãîéîä èôùî éôì ìáà

.dim Im(T ) = dim Im(T ◦ T ) ìéòì
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:C2 -á íéøåè÷å äùåìù íéðåúð :4 äìàù

.u =

(
i

1− i

)
, v =

(
1
1

)
, w =

(
−3 + 2i
5 + i

)
.T (w) úà åàöî .T (u) = v úîéé÷î øùà C ìòî úéøàðéì ä÷úòä T : C2 → C2 éë òåãé

ïåøúô

.C2 ìù (B åúåà ïîñð) ñéñá íéååäî ïëì ,C ìòî úéøàðéì íééåìú éúìá u, v íéøåè÷åä

äìù úáçøåîä íéîã÷îä úöéøèîù úëøòîä ìù ïåøúô

(
x
y

)
,øîåìë ,xu+ yv = w æà .

(
x
y

)
= [w]B éäé

øîø÷ ììë éôì .

(
i 1 −3 + 2i

1− i 1 5 + i

)
àéä

x =

∣∣∣∣−3 + 2i 1
5 + i 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ i 1
1− i 1

∣∣∣∣ =
(−3 + 2i)− (5 + i)

(i− (1− i)
=

−8 + i

2i− 1
=

(−8 + i)(2i+ 1)

(2i− 1)(2i+ 1)
=

−10− 15i

−5
= 2 + 3i

y =

∣∣∣∣ i −3 + 2i
1− i 5 + i

∣∣∣∣∣∣∣∣ i 1
1− i 1

∣∣∣∣ =
i(5 + i)− (−3 + 2i)(1− i)

(i− (1− i)
=

5i− 1 + 3− 2i− 3i− 2

2i− 1
= 0

.T (w) = (2 + 3i)T (u) = (2 + 3i)v =

(
2 + 3i
2 + 3i

)
,úåéøàðéìä éôì .w = (2 + 3i)u ïëì

úåéùîî úåöéøèî éúù úåðåúð :5 äìàù

.A =

 1 2 3
2 4 6
3 6 9

 , A′ =

 1 2 3
2 4 5
3 6 9


!å÷îð ? [T ]CC = A′ -å [T ]BB = A -ù êë T : R3 → R3 úéøàðéì ä÷úòäå R3 ìù B, C íéñéñá íéîéé÷ íàä

ïåøúô

.àì

ìù úåìåôë ïä A ìù úåøåùä ìáà .rkA = dim Im(T ) = rk(A′) äéä æà ,äìàë íéñéñá íéîéé÷ åäéä åìéà

äøåùä ìù äìåôë äðéà A′ ìù ìù äéðùä äøåùä åìéàå ,rkA = 1 ïëì ,(íéñôàä úøåù äððéàù) äðåùàøä äøåùä

.äøéúñ .rkA′ = 2 ïëì ,äìù äìåôë ïë àéä úéùéìùäå ,äðåùàøä

!äçìöäá
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