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àåáî

,íéáëåøî úåðåøúô ùé ,a 6= 0 ,a, b, c ∈ Q øùàá ,X2 + bX + c = 0 äéðù äìòîî äàååùîì ,òåãéë

äçñåðä éãé ìò íéðúéð øùà

.x = ±
√
b2 − 4ac

2a

éðôì åìéôà éìåàå ,äøùò-ùîçä äàîä æàî ,4-å 3 äìòîî úåàååùî øåáò íâ úåîéé÷ ,øúåé úåëáåñî ,úåîåã úåàçñåð

. . ., 4
√

, 3
√

, 2
√

úåìåòôáå ïåáùçä úåìåòô òáøàá ÷ø ,äàååùîä ìù íéîã÷îî õåç ,úåùîúùî åìà úåàçñåð .ïë

.ìéòåä àìì êà ,úéùéîç äìòîî äàååùîì äçñåð íéà÷éèîúî åùôéç äìà úåàçñåð åòãåðù æàî

êà .äâåçîå ìâøñ úøæòá úåéøèîåàéâ úåéðá ìù äèéùä úà ä÷éúòä ïååé ìù íéãîåìî åçúéô ,àñéâ êãéàî

äéáå÷ äðåúð äéáå÷î úåðáì åà úååù úåéååæ ùåìùì äðåúð úéååæ ÷ìçì ìùîì ,åæ êøãá òöáì åçéìöä àì úåãçà úåéðá

.ìåôë çôð úìòá

äìåëé àìå ïéàù çéëåäì êøã (1811�1832) äàåì�â èñéøÈáµà øéòö éúôøö éà÷éèîúî àöî 1830 úðùá ÷ø

íåéä úàø÷ð ,çéðä àåä äéúåãåñé úàù úéììëä äèéùä .äìòîå 5 äìòîî äàååùî ìù ïøåúôì úéììë äçñåð úåéäì

.äâåçîå ìâøñ úøæòá úåùòì ïúéð úåéðá äæéà øéáñäì äìåëé íâ àéä .äàåìâ úøåú

éøåçàî ïåéòøä úà äøö÷á øéáñäì äñðð .äæ ñøå÷ ìù úøúåëä úìåâ íä ì"ðä íéùåîéùä éðùå äàåìâ úøåú

.åæ äøåú

,K-á íéîã÷î íò 5 äìòîî äðåúð äàååùî ìù íéùøåùä úà K-ì íéôøöî øùàë .äãù K ⊆ C éäé

ñçéá äøåâñ äéäú äöåá÷äù êë íéøáéà ãåò óéñåð íà .ïåáùçä úåìåòô òáøàì ñçéá äøåâñ äððéàù äöåá÷ íéìá÷î

úåáçøä ìù úåðåù úåðåëú ìò úåáø ñøå÷á ãîìð ,äæë äãù ïééôàì éãë .K úà ìéëîù L äãù ìá÷ð ,äìà úåìåòôì

.K ⊆ L úåãù ìù

úåìåòô òáøà úà ÷ø äìéëî øùà ,ìéòì äçñåðä åîë ,äàååùîä ïåøúôì äçñåð úîéé÷ íà ,äîåã ïôåàá

äãùì íâ .äçñåðá íééåèéáä éãé ìò øöåð ,K úà ìéëîùM øçà äãù äúøæòá øéãâäì øùôà ,ùøåù úàöåäå ïåáùçä

ä÷ñôäî M úåãù ìù úåðåëúä åì ùé úîãå÷ä ä÷ñôäî L äãù ìë àìù øøáúî ìáà .úåîéåñî úåðåëú ùé äæ

.ïåøúôì äçñåð ïéà ïäì úåàååùî ùé ïëì .úéçëåðä

íà .äìàë úåéðá íéðééôàîù M úåãùå äâåçîå ìâøñ úøæòá äéðá úåéòáì L úåãù ñçééì øùôà äîåã ïôåàá

.ïåøúô ïéà äéðáä úéòáì æà ,äìàë M úåãù ìù äçôùîì êééù åðéàù L äãù ùé

(úåãùä ìù íéîæéôøåîåèåà ìù) úåøåáç úåãùì íéëééùî ?äìàä úåãùä úà úåðééôàîä úåðåëúä ïäîå

.úçà ìâø ìò äàåìâ úøåú éäåæ .úåãùä úà úåðééôàî úåøåáçä ìù úåðåëúå
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úåãù ,íéâåç .1

.úåãù ,íéâåç .1

R-ù êë ,(ïîéñ éìá åà ·) ìôëå (+) øåáéç :úåéáéèàéöåñà úåéøðéá äìåòô éúù íò R äöåá÷ àåä âåç :1.1 äøãâä

:âåìéôä é÷åç íéîéé÷úîå øåáéçì ñçéá úéôåìç äøåáç àåä

,a, b ∈ R ìëì a(b+ c) = ab+ ac

.a, b ∈ R ìëì (b+ c)a = ba+ ca

.éôåìéç ìôëä íà éôåìéç àø÷ð âåç

1′ ∈ R íâ íà :ãéçé àåä äæë øáéà) .a ∈ R ìëì a1 = a = a1-ù êë 1 ∈ R ùé íà äãéçé íò âåç àø÷ð àåä

(.1′ = 1′ · 1 = 1 æà äãéçé

.äãéçé íò âåç àåä âåç äúòî

1 6= 0 çøëäá àì) 0 = {0} ñôàä âåç ,äãù F øùàá ,Mn(F ) ,Z[
√

5] ,R ,Q ,Z/nZ ,Z :1.2 úåàîâåã

.(ïìäì (à)1.3 äîì éôì ,R = 0 æà 1 = 0 íà êà ;âåçá

.a, b ∈ R åéäé ,âåç R éäé :1.3 äîì

.a0 = 0 = 0a (à)

.(−1)a = −a (á)

.ìôëì ñçéá äøåáç àéä R× = {a ∈ R| ∃s ∈ R, as = sa = 1} :1.4 ìéâøú

.a, b ∈ R ìëì ab 6= 0⇐ a 6= 0, b 6= 0 :íéé÷úî åá 0 6= 1 íò éôåìéç âåç àåä (úåîìù íåçú) íåçú

.êéôä 0 6= a ∈ F ìëå ,0 6= 1 äãéçé íò éôåìéç âåç F ,øîåìë .ìôëì ñçéá úéôåìç äøåáç F r{0} åá âåç àåä F äãù

íâå (ϕ(0) = 0 èøôá) ìôëå øåáéç úøîåù àéä íà íæéôøåîåîåä àéä íéâåç ìù ϕ: R→ S ä÷úòä :1.6 äøãâä

àéä R0 ⊆ R äöåá÷ .ìòå ò"çç íæéôøåîåîåä àåä íæéôøåîåæéà .ìòå ò íæéôøåîåîåä àåä íæéôøåîéôà .ϕ(1) = 1

.1 ∈ R0 -å ,R0 -á àöîð R0 -á øáéà ìë ìù éãâðä ,R-î úåøùåîä úåìåòôì ñçéá äøåâñ àéä íà R ìù âåç-úú

.R-î úåøùåîä úåìåòôì ñçéá ,åîöòá âåç àåä âåç ìù âåç-úú

:1.7 äîâåã

.íæéôøåîéôà àéä k 7→ [k] éãé ìò äðåúðä Z→ Z/nZ (à)

.S ìù âåç-úú àåä S0 = ϕ(R0) æà .íæéôøåîåîåä ϕ0: R0 → S éäé (à) :1.8 äøòä

âåç-úú àåä R0 -ù êë R âåç àåöîì øùôà æà .íæéôøåîåæéà ϕ0: R0 → S0 éäéå S âåç ìù-âåç úú S0 éäé (á)

.ϕ: R→ S íæéôøåîåæéàì ϕ0 úà áéçøäìå åìù
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úåãù ,íéâåç .1

:(éôåìéç çøëäá àì) R åäùìë âåç ìòî (ãçà äðúùîá) íéîåðéìåô âåç :1.9 äîâåã

R[X] = {a0X
0 + a1X

2 + a2X
2 + . . . | 0 íìåë èòîë ,a0, a1, a2, . . . ∈ R}(∑∞

i=0 aiX
i
)

+
(∑∞

i=0 biX
i
)

=
∑∞
i=0(ai + bi)X

i øåáéçä íò

.
(∑∞

i=0 aiX
i
)(∑∞

j=0 bjX
j
)

=
∑∞
k=0

(∑
i+j=k aibj

)
Xk ìôëäå

.âåç-úú R ⊆ R[X] æà ;aX0 íå÷îá a áåúëð .('åëå X = 1X1 -å) ,0 =
∑∞
i=0 0Xi ;âåç åäæ

.deg f = max{i| ai 6= 0} æà f 6= 0 íà ,deg 0 = −∞ :f =
∑
i aiX

i ∈ R[X] ìù äìòîä

.íåçú R íà ïåéååù ùéå ,deg(fg) ≤ deg f + deg g ,deg(f + g) ≤ max{deg f, deg g} íéé÷úî

øéãâð äìéçú :R åäùìë âåç ìòî íéðúùî ìù {Xi| i ∈ I} äçôùîá íéîåðéìåô íéøéãâî ,øúåé éììë ïôåàá

åæ äçôùîá íéîåðåîä úöåá÷ úà

M =
{∏
i∈I

Xni
i | ñôà íìåë èòîë ,íéîìù ni ≥ 0

}
øéãâð æàå .äéìò

∏
i∈I X

ni
i ·

∏
i∈I X

n′i
i =

∏
i∈I X

ni+n
′
i

i ìôëä íò

R[Xi| i ∈ I] =
{ ∑
M∈M

aMM | ñôà íìåë èòîë , aM ∈ R
}

,M ìò ìôëäî äøùåî ìôëäå
∑
M∈M aMM +

∑
M∈M bMM =

∑
M∈M(aM + bM )M øåáéçä íò

.âåìéôä ÷åç íéé÷úîù êë

ãéçéä) íæéôøåîåîåä àéä f 7→ f(a) éãé ìò R[X] → R äáöää .a ∈ R ,éôåìéç âåç R éäé :1.10 äîâåã

.(X 7→ a-å R ìò úåäæ åðéäù

øåáéçä úçú äøåâñ äðéä ,ä÷éø äðéà àéä íà ìàãéà úàø÷ð R ìù I äöåá÷-úú .âåç R éäé :1.11 äøãâä

(.éãâðä úçú øåâñå 0 úà ìéëî èøôáå äãéçé àìì âåç úú àåä ìàãéà ìë) .a ∈ R, x ∈ I ìëì ax, xa ∈ I -å

,éôåìéç R íà .0, R ⊆ R ;2Z ⊆ Z ;íéâåç ìù ϕ: R → S íæéôøåîåîåä ìù ïéòøâä :1.12 úåàîâåã

.x úà ìéëî øùà R ìù øúåéá ïè÷ä ìàãéàä åäæ .éùàø àø÷ðù ,ìàãéà (x) := {ax| a ∈ R} æà ,x ∈ R

,I1 + I2 = {x1 + x2| x1 ∈ I1, x2 ∈ I2} ,I1 ∩ I2 íâ æà c ∈ R-å íéìàãéà éðù I1, I2 ⊆ R íà

ìàãéà .(éôåìéç R øåáò ïåøçàä) íéìàãéà íä cI = {cx| x ∈ I} ,I1I2 = {
∑
xiyj | xi ∈ I1, yj ∈ I2}

.1 /∈ I -ù êëì íâå íéëéôä ìéëî åðéà I -ù êëì ìå÷ù äæ .I 6= R íà úÛà�ð àø÷ð R ìù I

.R ìù íéãéçéä íéìàãéàä íä 0, R-å R 6= 0 íà ÷øå íà äãù R æà .éôåìéç âåç R éäé :1.13 ìéâøú

,[a] + [b] = [a + b] :íéâöééîä éôì ,ìôëå øåáéç R/I äðîä úøåáç ìò øéãâð .R âåç ìù ìàãéà I éäé

,[b] = [b′] ,[a] = [a′] íà :áåè øãâåî ìôëä .(úåøåáçä úøåúá íéãîåìù éôë) áåè øãâåî øåáéçä .[a][b] = [ab]

.[ab] = [a′b′] ïëì ,ab− a′b′ = (a− a′)b+ a′(b− b′) ∈ I ïëì ,a− a′, b− b′ ∈ I æà
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úåãù ,íéâåç .1

.íéâåç ìù íæéôøåîåîåä àéä a 7→ [a] éãé ìò äðåúðä π: R→ R/I ä÷úòääå âåç àåä R/I :1.14 èôùî

íéé÷úî .úåøåáç ìù íæéôøåîåîåä π-å ,øåáéçì ñçéá úéôåìéç äøåáç àåä R/I ,úåøåáçä úøåú éôì :äçëåä

,R/I ìù äãéçéä øáéà àåä π(1) = [1] ,éáéèàéöåñà R/I-á ìôëäù ÷éñäì ì÷ ïàëî .π(ab) = π(a)π(b)

.íéâåç íæéôøåîåîåä π-å âåìéôä íéé÷úî

ãéçé íæéôøåîåîåä íéé÷ æà .R ìù ìàãéà I ⊆ Kerϕ éäé .íéâåç ìù íæéôøåîåîåä ϕ: R → S éäé :1.15 èôùî

.ìò ϕ íà ìò ϕ̄ ;I = Kerϕ íà ò"çç ϕ̄ ,êë ìò øúé .ϕ̄ ◦ π = ϕ-ù êë ϕ̄: R/I → S

.ϕ̄([1]) = 1-å ìôë íâ øîåù ϕ̄ éë çéëåäì øúåð ÷ø ïëì .úåøåáç øåáò úåøåáçä úøåúî òåãé äæ èôùî :äçëåä

,ïëàå

ϕ̄([a][b]) =ϕ̄(π(a)π(b)) = ϕ̄(π(ab)) = ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) =

= ϕ̄(π(a))ϕ̄(π(b)) = ϕ̄([a])ϕ̄([b])

.ϕ̄([1]) = ϕ̄(π(1)) = ϕ(1) = 1-å

íéìéëîù R ìù íéìàãéàä úöåá÷ ìò R/I ìù íéìàãéàä úöåá÷î ò"çç äîàúä àéä J 7→ π−1(J) :1.16 ìéâøú

.I úà

.åìù ìàãéà I éäéå éáéèèåîå÷ âåç R éäé äúòî

.R-ì I ïéá ìàãéà ïéàå I 6= R íà éÄaU°î I (à) :1.17 äøãâä

.b ∈ I åà a ∈ I⇐ ab ∈ I íéé÷úî a, b ∈ R ìëìå I 6= R íà éðåùàø I (á)

.äãù R/I íà ÷øå íà éáøî åðéä I ìàãéàä (à) :1.18 äîì

.íåçú R/I íà ÷øå íà éðåùàø åðéä I ìàãéàä (á)

.1.16 ,1.13 íéìéâøú (à) :äçëåä

.úåøãâääî (á)

.éðåùàø åðéä éáøî ìàãéà :1.19 äð÷ñî

.äðîä éâåç àìì ,úåøéùé úîãå÷ä äð÷ñîä úà çëåä :1.20 ìéâøú

:íåçú ìù úåðîä äãù

-å íåçú R æà .F äãù ìù é÷ìç âåç R éäé

K =
{a
b

∣∣∣ a, b ∈ R, b 6= 0
}

.R úà ìéëî øùà F ìù F ′ äãù-úú ìëá ìëåî åðéäå âåç-úúë R úà ìéëî øùà ,äãù åðéä

.R ⊆ K-ù êë K äãù àöîð .íåçú R éäé úòë

4



úåãù ,íéâåç .1

.ab′ = a′b íà ÷øå íà (a, b) ≡ (a′, b′) :R× (Rr{0}) ìò ñçé øãâä (1)

.[(a, b)] ä÷ìçîä øåáò a
b áåúë .äðîä úöåá÷ K éäú .úåìé÷ù ñçé àåä ≡ éë çëåä (2)

.K ìò ìôëå øåáéç øãâä (3)

.áèéä úåøãâåî äìàä úåìåòôäù çëåä (4)

.äìà úåìåòôì ñçéá äãù àåä K-ù çëåä (5)

.ò"çç íæéôøåîåîåä àåä a 7→ a
1 éãé ìò úøãâåîä R→ K-ù çëåä (6)

.K ìù âåç-úú íò R úåäæì éãë 1.8 äøòäá ùîúùä (7)

äãù
{ f(X)
g(X) | f, g ∈ R[X], g 6= 0

}
àåä åìù úåðîä äãù .íåçú R[X] æà .íåçú R éäé :1.21 äîâåã

.R ìù úåðî äãù ìòî úåéìðåéöøä úåéö÷ðåôä

.R[X,Y ] ∼= R[X][Y ] éë äàøä :1.22 ìéâøú
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íéîåçúá úå÷éøô .2

.íéîåçúá úå÷éøô .2

.íåçú R éäé äæ ÷øôá

.íåçú R[X]-ù äçéèáî deg(fg) = deg(f) + deg(g) äçñåðä

.a = b æà .pa = pb-å 0 6= p ∈ R-ù êë a, b, p ∈ R åéäé :(íåöîöä ììë) 2.1 äðòè

.a− b = 0 ïëì .p 6= 0 ,p(a− b) = pa− pb = 0 íéé÷úî :äçëåä

.éùàø R-á ìàãéà ìë íà (PID) éùàø àø÷ð R íåçú :2.2 äøãâä

.éùàø íåçú F [X] æà .äãù F éäé :2.3 èôùî

-ù êë íéãéçé r, q ∈ F [X] ùé æà .g 6= 0 ,f, g ∈ F [X] åéäé :úéøàù íò ÷åìéç – úøåëæú :äçëåä

.f = gq + r, deg r < deg g (1)

éôì .f ∈ I éäé .äëåôä äìëä äàøð .(g) ⊆ I æà .úéøòæî äìòîî 0 6= g ∈ I øçáð .F [X]-á ìàãéà 0 6= I éäé

.f = gq ∈ (g) ïëì .r = 0 äìòîä úåéøòæîî ïëì ,r = f − gq ∈ I ,(1)

.éùàø íåçú Z éë (äîåã ïôåàá) çëåä :2.4 ìéâøú

.a, b ∈ R åéäé :2.5 äøãâä

:èøôá .(íåöîöä ììë éôì ,ãéçé äæë u æà ,a 6= 0 íà) b = au-ù êë u ∈ R ùé íà a | b (à)

.a | 1 íà êéôä a (á)

.a | a1 åà a | a2 ⇐ a | a1a2-å êéôä åðéà a ,a 6= 0 íà éðåùàø a (â)

. êéôä a1 åà êéôä a2 ⇐ a = a1a2-å êéôä åðéà a ,a 6= 0 íà ÷éøô éà a (ã)

:ìå÷ù ïôåàá

.(b) ⊆ (a) íà ÷øå íà b ∈ (a) íà ÷øå íà a | b ('à)

.(a) = R íà ÷øå íà êéôä a ('á)

.éðåùàø ìàãéà 0 6= (a) íà ÷øå íà éðåùàø a ('â)

.{(b)| 0 6= (b) 6= R, b ∈ R} íéìàãéàä úçôùîá éáøî (a) íà ÷øå íà ÷éøô éà a ('ã)

(1) éôì) ⇔ a1 ∈ R× æà a2 /∈ R× ,a = a1a2 íàå ,(a) 6= R ,(a) 6= 0 ⇔ (ã) :('ã) ⇔ (ã)

.('ã)⇔ (a1) = R æà (a) $ (a1) íàå 0 6= (a) 6= R (äèî

.0 6= a, b ∈ R åéäé :2.6 äð÷ñî

.u ∈ R rR×, b = au⇔ (b) $ (a) èøôá .u ∈ R× øùàá ,b = au⇔ a | b, b | a⇔ (a) = (b) (1)

.íúåà íéé÷î a íà ÷øå íà ìéòì (ã)-(à) íéé÷î au æà u ∈ R× íà (2)

.÷éøô éà a æà éðåùàø a íà (3)
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íéîåçúá úå÷éøô .2

.éðåùàø (a) ⇔ éðåùàø a ⇔ ÷éøô éà a ⇔ éáøî (a) æà .éùàø íåçú R éäé (4)

.íé÷éøô éàä íéøáéàä ìò úåìé÷ù ñçé àåä (a) = (b) éãé ìò øãâåîù a ∼ b ñçéä (5)

:äçëåä

ïëì .a = bv ,b = au-ù êë u, v ∈ R ùé (à) éôì :u ∈ R× øùàá ,b = au ⇐ a | b, b | a éë äàøð (1)

.u ∈ R× ,øîåìë ,1 = uv ïàëî .a = a(uv)

øùàá ,a = a1u ,(1) éôì .a1 | a1a2 = a íâ ìáà .a | a1 ,ìùîì ,ïëì ,a | a1a2 æà .a = a1a2 çéðð (3)

.a2 = u ∈ R× íåöîöä ììë éôì .u ∈ R×

.1.19 äð÷ñîå (3)-î úòáåð úéòöîàä .('â) àéä äðåøçàä ;äðåùàøä úåìé÷ùä úà ïúåð ('ã) æà ,éùàø R íà (4)

æà ,äãù F øùàá ,R = F [X] íà ,ìùîì .{pi}i∈I íéâöééî úëøòî øåçáì øùôà ìéòì (5) éôì

.íéð÷åúîä íé÷éøô éàä íéîåðéìåôä úåéäì {pi}i∈I ç÷ðå ,R× = F× = F r{0}

.0 6= a ∈ R éäé .R-á íé÷éøô éà íéøáéà ìù íéâöééî úëøòî {pi}i∈I éäú :2.7 äøãâä

.0 íìåë èòîë ,íééìéìù éà íéîìù {mi}i∈I -å u ∈ R× äá ,a = u
∏
i∈I p

mi
i äâöä àéä a ìù ÷åøéô (à)

.ãéçéå ãçà ÷åøéô íé÷ 0 6= a ∈ R ìëì íà (UFD) úå÷éøô íåçú àåä R (á)

:2.8 ìéâøú

.{pi}i∈I íéâöééîä úøéçáá äéåìú äðéà úå÷éøô íåçú ìù äøãâää (à)

.éðåùàø a íà ÷øå íà ÷éøô éà a æà úå÷éøô íåçú R íà (á)

.úå÷éøô íåçú R æà .éùàø íåçú R éäé :2.9 èôùî

:äçëåä

.áåè 0 6= a ∈ R ìëù äàøð .òU åì àø÷ð úøçàå ,÷åøéô åì ùé íà áåè 0 6= a ∈ R-ì àø÷ð :÷åøéô íåé÷

.a ìù ÷åøéô åäæå ,a = up1
j

∏
i6=j p

0
i -ù êë u ∈ R×-å j ∈ I ùé :áåè àåä æà ÷éøô éà a íà

íäéðù a1, a
′
1-ù ïëúé àì .a0 = a1a

′
1-ù êë a1, a

′
1 ∈ RrR× ùé úîãå÷ä ä÷ñôä éôì .òø a0 éäé

íéé÷úî 2.6(1) äð÷ñî éôì .òø a1 úåéììëä úìáâä éìá .a0 ìù ÷åøéô úðúåð íäé÷åøéô úìôëî æà éë ,íéáåè

.(a0) $ (a1) $ (a2) $ · · ·-ù êë a0, a1, a2, . . . íéòø ìù úéôåñðéà äøãñ úîéé÷ äéö÷åãðéàá .(a0) $ (a1)

b ∈
⋃
j(aj) æà .

⋃
j(aj) = (b)-ù êë b ∈ R ùé ,éùàø R-ù ïååéë .R ìù ìàãéà àåä

⋃
j(aj)-ù ÷åãáì ì÷

.÷åøéô ùé 0 6= a ∈ R ìëì ïëì .äøéúñ ,(b) ⊆ (aj) $ (aj+1) $ · · · ⊆ (b) ïàëî .b ∈ (aj)-ù êë j ùé ïëì

.pj | a = u
∏
i∈I, mi≥1 p

mi
i çéðð ,ïëà .mj ≥ 1 íà ÷øå íà pj | a æà .÷åøéôa = u

∏
i∈I p

mi
i éäé :äðòè

ïëì ,pj /∈ R× éë pj | u àì éàãå .ïéîé óâàá òéôåîù íéîøåâä ãçà ÷ìçî pj ïëì .éðåùàø pj ,2.6(4) äð÷ñî éôì

.v ∈ R× ïëì ,pj /∈ R×,÷éøô éà pi ìáà .v ∈ R äæéà øåáò pi = pjv æà .pj | pi-å mi ≥ 1-ù êë i ∈ I ùé

.mj ≥ 1 ïàëî .I úøéçá éôì ,i = j ïàëîå ,pi ∼ pj ïëì
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íéîåçúá úå÷éøô .2

.ìàîù óâà úà ÷ìçî ïëì ,÷åøéô ìù ïéîé óâàá íøåâë òéôåî pj æà mj ≥ 1 íà ,êôéäì

çéðð :÷åøéô úåãéçé

u
∏
i∈I

pmii = a = v
∏
i∈I

pnii (3)

íà .mj ìò äéö÷åãðéàá mj = nj äàøðå j ∈ I òá÷ð .0 íìåë èòîë ,mi, ni ≥ 0, u, v ∈ R× øùàá

ïúåð pj -á (3) ÷åìéç æà ;nj ≥ 1 íâ äðòèä éôì ,mj ≥ 1 íà .nj = 0 íâ äðòèä éôì ,mj = 0

,u
∏
i∈I
i6=j

pmii p
mj−1
j = v

∏
i∈I
i6=j

pnii p
nj−1
j

.mj = nj ïëì .mj − 1 = nj − 1 äéö÷åãéàä úçðä éôìå

.u = v ïúåð äæ éåèéáá (3) ÷åìéç .
∏
i∈I p

mi
i =

∏
i∈I p

ni
i ,êë íà

.úå÷éøô éîåçú Z-å F [X] æà .äãù F éäé :2.10 äð÷ñî

íà ÷øå íà a | b æà .íé÷åøéô a = u
∏
i∈I p

mi
i ,b = v

∏
i∈I p

ni
i åéäé .úå÷éøô íåçú R éäé :2.11 ìéâøú

.i ∈ I ìëì mi ≤ ni

(a1, . . . , an) = (a1) + · · · + (an) = {
∑n
i=1 aibi| bi ∈ R} æà .a1, . . . , an ∈ R åéäé :2.12 äøòä

(.íúåà ìéëîù ìàãéà ìëá ìëåîå íúåà ìéëî ,.à.æ) .a1, . . . , an úà ìéëî øùà R ìù øúåéá ïè÷ä ìàãéàä àåä

(d ∈ gcd(a1, . . . , an) áåúëðå) a1, . . . , an ∈ R ìù øúåéá ìåãâ óúåùî ÷ìçî àåä d ∈ R øáéà :2.13 äøãâä

.d′ | d æà d′ | a1, . . . , an-ù êë d′ ∈ R íàå (2) ;d | a1, . . . , an (1) :íà

.(d) ⊆ (d′) æà a1, . . . , an ∈ (d′) íàå ,a1, . . . , an ∈ (d) :ìå÷ù çåñéð

.(a1, . . . , an) úà ìéëîù øúåéá ïè÷ä éùàøä ìàãéàä àåä ,íéé÷ àåä íà ,(d) :øîåìë

.d, d′, a1, . . . , an ∈ R åéäé :2.14 äîì

.gcd(0, . . . , 0) = {0}-å gcd(a1, . . . , ak, 0 . . . , 0) = gcd(a1, . . . , ak) æà k < n íà (à)

.(d) = (d′) íà ÷øå íà d′ ∈ gcd(a1, . . . , an) æà d ∈ gcd(a1, . . . , an) íà (á)

.gcd(a1, . . . , an) 6= ∅ æà ,úå÷éøô íåçú R íà (â)

.d =
∏
i∈I p

minj(nij)
i ∈ gcd(a1, . . . , an) æà ,aj = uj

∏
i∈I p

nij
i íà ,÷åéã øúéá

.gcd(ca1, . . . , can) = c gcd(a1, . . . , an) æà ,c ∈ R-å úå÷éøô íåçú R íà (ã)

.(d) = (a1, . . . , an) íà ÷øå íà d ∈ gcd(a1, . . . , an) æà éùàø íåçú R íà (ä)

.d =
∑
i aibi -ù êë b1, . . . , bn ∈ R ùé æà d ∈ gcd(a1, . . . , an)-å éùàø íåçú R íà (å)

.øåøá (à) :ççëåä
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íéîåçúá úå÷éøô .2

.j ìëì aj 6= 0 éë çéðäì øùôà (à) éôì ,íéôéòñä øúé úà çéëåäì éãë

.íéìàãéàä úøæòá çåñéðäî òáåð (á)

.2.11 ìéâøú éôì (â)

ìù ÷åøéôä caj = vuj
∏
i∈I p

mi+nij
i æà .c ìù ÷åøéôä c = v

∏
i∈I p

mi
i éäé (â) ìù íéðåîéñá (ã)

,(â) éôì ïëì .caj

.cd = v
∏
i∈I

p
mi+minj(nij)
i = v

∏
i∈I

p
minj(mi+nij)
i ∈ gcd(ca1, . . . , can)

.(d) = (a1, . . . , an) = (a1) + · · ·+ (an) = {
∑
j ajbj | bj ∈ R} (å),(ä)

.n = 2 äø÷îá bj íéîã÷îä úà ïúåð ñãéì÷åà ìù íúéøåâìàä :2.15 äøòä

.R[X] úà øå÷çð .åìù úåðîä äãù F éäé .úå÷éøô íåçúR éäé äúòî

éôì ,øîåìë .1 ∈ gcd(a0, a1, . . .) íà éáéèéîéøô àø÷ð f =
∑
i aiX

i ∈ R[X] íåðéìåô :2.16 äøãâä

(.éáéèéîéøô cf æà c ∈ R×-å éáéèéîéøô f íà) .p - ai-ù êë i ùé ÷éøô éà p ∈ R ìëì ,(â)2.14 äîì

.éáéèéîéøô íåðéìåô àéä íééáéèéîéøô íéîåðéìåô ìù äìôëî :2.17 äîì

p ∈ R éäé .fg =
∑
k ckX

k åéäéå ,íééáéèéîéøô f =
∑
i aiX

i, g =
∑
j bjX

j ∈ R[X] åéäé :ççëåä

p ,(á)2.8 ìéâøú éôì .øúåéá íéðè÷ä (i, j) íéñ÷ãéàä éìòá äìàë øçáð ;p - ai, bj -ù êë ai, bj ùé æà .÷éøô éà

úòë .p - aibj ïëìå ,éðåùàø

ci+j = (a0bi+j + · · ·+ ai−1bj+1) + aibj + (ai+1bj−1 + · · ·+ ai+jb0)

.p ìù úåìåôë íðéä íéøçàä éðùå p ìù äìåôë åðéà éòöîàä øáåçîä éë ,p-á ÷ìçúî åðéà

.0 6= f(X) =
∑
i aiX

i ∈ F [X] éäé :2.18 äîì

.f = cp-ù êë éáéèéîéøô p(X) ∈ R[X]-å c ∈ F× íéîéé÷ (à)

.c′/c ∈ R× æà éáéèéîéøô p′(X) ∈ R[X]-å c′ ∈ F× øùàá ,f = c′p′ íâ íà (á)

.c ∈ gcd(a0, a1, . . .) ,÷åéã øúéá .c ∈ R æà .(à)-á åîë c éäéå f ∈ R[X] éë çéðð (â)

éäé .f ∈ R[X] úåéììëä úìáâä éìá ïëì .a ∈ F× èøôá .af ∈ R[X]-ù êë 0 6= a ∈ R ùé (à) :ççëåä

p = a0
c + a1

c X + · · · ∈ R[X] ïëì ,1 ∈ gcd(a0c ,
a1
c , . . .) ,(ã)2.14 äîì éôì .c ∈ gcd(a0, a1, . . .)

.f = cp íéé÷úî .éáéèéîéøô

íéîã÷îä ìù gcd ç÷ð .c, c′ ∈ R úåéììëä úìáâä éìá . c
′

c ∈ R
× éë çéëåäì êéøö ,cp = c′p′ íà (á)

.(1)2.6 äð÷ñî éôì , c
′

c ∈ R
× ïëìå ,(c) = (c′) ìá÷ðå íéôâàä éðù ìù

úîéé÷î c′ úøçà äøéçá ,(á) éôì .c ∈ gcd(a0, a1, . . .) ⊆ R øåçáì øùôàù (à)-á åðçëåä (â)

.c′ ∈ gcd(a0, a1, . . .) ,èøôá .(c) = (c′) åìéôàå ,c′ = ( c
′

c )c ∈ R íâ ïëì , c
′

c ∈ R
×
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.f1, f2 ∈ R[X] æà .f1f2 ∈ R[X]-ù êë íéð÷åúî f1, f2 ∈ F [X] åéäé :(ñåàâ ìù äîìä) 2.19 äð÷ñî

ïåéìòä íã÷îä ci ,ï÷åúî fi-ù ïååéë .éáéèéîéøô pi ∈ R[X]-å ci ∈ F× øùàá ,fi = c−1
i pi áåúëð :ççëåä

,(â)2.18 äîì éôì ïëì ,éáéèéîéøô p1p2 ,2.17 äîì éôì .f1f2 = (c1c2)−1(p1p2) íéé÷úî .ci ∈ R ïëì .pi ìù

.f1, f2 ∈ R[X] ïëìå ,c1, c2 ∈ R× ïàëî .c1c2 ∈ R× ïëì .(c1c2)−1 ∈ R

.(R[X])× = R× (à) :2.20 äîì

.R-á ÷éøô éà a íà ÷øå íà R[X]-á ÷éøô éà a æà .0 6= a ∈ R éäé (á)

.F [X]-á ÷éøô éàå éáéèéîéøô f íà ÷øå íà R[X]-á ÷éøô éà f æà .1 ≤ äìòîî f ∈ R[X] éäé (â)

çéëåð íãå÷ :ççëåä

.f1, f2 ∈ Rr{0} æà .a = f1f2-ù êë f1, f2 ∈ R[X] ,0 6= a ∈ R åéäé :äðòè

.i = 1, 2 ,deg fi = 0 ïëì ,deg f1 + deg f2 = deg(a) = 0 ìáà .deg fi ≥ 0 ïëì fi 6= 0 ,ïëà

.äøåøá äëåôää äìëää .(R[X])× ⊆ R× ,a = 1 íò äðòèä éôì (à)

.fi ∈ R ,äðòèä éôì ,æà fi ∈ R[X] íà ,êôéäì .fi ∈ R[X] íâ æà fi ∈ R íà .a = f1f2 çéðð (á)

.äð÷ñîä ïàëî .fi ∈ (R[X])× ⇔ fi ∈ R× ,(à) éôì

.éáéèéîéøô p ∈ R[X] ,0 6= c ∈ R øùàá f = cp ,(â)2.18 äîì éôì .R[X]-á ÷éøô éà f éë çéðð (â)

.éáéèéîéøô f ïëì .c ∈ (R[X])× = R× ,øîåìë ,êéôä c çøëäá ,R[X]-á êéôä åðéà p-ù ïååéë

,éáéèéîéøô pi ∈ R[X] ,ci ∈ F× øùàá fi = cipi æà .f = f1f2-ù êë f1, f2 ∈ F [X] åéäé

f -ù ïååéë .(â)2.18 äîì éôì ,c1c2 ∈ R ïëì ,2.17 äîì éôì éáéèéîéøô p1p2-å ,f = c1c2p1p2 úòë .i = 1, 2

(p2 åà) p1 ïëì .äæë p1p2 íâ ,R[X]-á ÷éøô éà f -ù ïååéë .c1c2 ∈ R× ,deg(p1p2) ≥ 1-å R[X]-á ÷éøô éà

.F [X]-á êéôä f1 = c1p1-ù ïàëî .F [X]-á êéôä àåä èøôá .R[X]-á êéôä

,æà .f = f1f2-ù êë f1, f2 ∈ R[X] åéäé .F [X]-á ÷éøô éàå éáéèéîéøô f ∈ R[X] éë çéðð ,êôéäì

f êà .R-á f ìù íéîã÷îä úà ÷ìçî àåäå f1 ∈ R æà .deg f1 = 0 ,øîåìë ,F [X]-á êéôä f1 ,ìùîì

.R[X]-á ÷éøô éà f ïëì .f1 ∈ R× ïëì ,éáéèéîéøô

.úå÷éøô íåçú R[X] æà úå÷éøô íåçú R íà :2.21 èôùî

íé÷éøô éàä íéîåðéìåôä úöåá÷ {fj}j∈J éäúå R-á íé÷éøô éà íéøáéà ìù íéâöééî úëøòî {ri}i∈I éäú :ççëåä

.fj = cjpj -ù êë éáéèéîéøô pj ∈ R[X]-å cj ∈ F× ùé j ∈ J ìëì æà .1 ≤ äìòîî F [X]-á íéð÷åúîä

.íúåà òá÷ð

.R[X]-á íé÷éøô éà íéøáéà ìù íéâöééî úëøòî àéä Γ = {ri}i∈I ∪ {pj}j∈J :äðòè

.u ∈ (R[X])× = R× äæéà øåáò f = ug-ù êë ãéçé g ∈ Γ ùé ÷éøô éà f ∈ R[X] ìëìù çéëåäì êéøö

æà deg f > 0 íà .f ∈ R íà ,øîåìë ,deg f = 0 íà øåøá äæ

.u ∈ R× ìëìå i ∈ I ìëì f 6= uri (1)
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íéîåçúá úå÷éøô .2

.u = ccj ∈ F× øùàá ,f = upj æà .f = cfj -ù êë c ∈ F×-å j ∈ J ùé ïëì ,F [X]-á ÷éøô éà f (2)

,u ∈ R× øùàá ,f = upj íà :ãéçé àåä äæë j ,ïë ìò øúé .u ∈ R× ïëì ,íééáéèéîéøô pj íâå f íâ êà

.äæë ãéçé j ùéå ,uc−1
j ∈ F× øùàá ,f = uc−1

j fj æà ,j ∈ J

.äðòèä äçëåä êëá

íìåë èòîëå) ãéçé mj ≥ 0 ùé j ∈ J ìëì ,úå÷éøô íåçú àåä F [X]-ù ïååéë .0 6= f ∈ R[X] éäé

.c′ =
∏
j∈J c

mj
j c ∈ F× øùàá ,f = c′

∏
j∈J p

mj
j æà .f = c

∏
j∈J f

mj
j -ù êë ,c ∈ F×-å (ñôà

ni ≥ 0 ùé i ∈ I ìëì ïëì .c′ 6= 0 ,ïáåîë .c′ ∈ R ,(â).18 äîì éôì ïëì ,éáéèéîéøô
∏
j∈J p

mj
j ìáà

êë íéãéçé ni,mj ≥ 0 ùé ïëì .u ∈ R× äæéà øåáò c′ = u
∏
i∈I r

ni
i -ù êë (ñôà íìåë èòîëå) ãéçé

.u ∈ R× äæéà øåáò f = u
∏
i∈I r

ni
i

∏
j∈J p

mj
j -ù

.úå÷éøô íåçú R[X1, . . . , Xn] æà ,úå÷éøô íåçú R íà :2.22 äð÷ñî

.R[X1, . . . , Xn] ∼= R[X1, . . . , Xn−1][Xn] -ù ïååéë ,n ìò äéö÷åãðéàá :ççëåä

.éùàø âåç åðéà F [X1, X2] úå÷éøôä íåçúù äàøä .äãù F éäé :2.23 ìéâøú

f =
∑n
i=0 aiX

i ∈ R[X] éäé .åìù úåðîä äãù F éäéå úå÷éøô íåçú R éäé :(ïééèùðæéà ïçåá) 2.24 ìéâøú

.F [X]-á ÷éøô éà f æà .p2 - a0-å ,0 ≤ i < n øåáò ,p | ai ,p - an -ù êë p ∈ R éðåùàø ùéù çéððå n äìòîî
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íééøèîéñ íéîåðéìåô .3

íééøèîéñ íéîåðéìåô .3

.R = A[X1, . . . , Xn] éäéå äãéçé íò éôåìéç âåç A éäé

:àáä ïôåàá R ìò úìòåô Sn úéøèîéñä äøåáçä

.σ
( ∑
m=(m1,...,mn)

amX
m1
1 · · ·Xmn

n

)
=

∑
m=(m1,...,mn)

am Xm1

σ(1) · · ·X
mn
σ(n)

.1(f) = f -å σ
(
τ(f)

)
= (στ)(f) æà f ∈ R-å σ, τ ∈ Sn íà ,øîåìë

.σ ∈ Sn ìëì σ(f) = f íà éøèîéñ àø÷ð f ∈ R íåðéìåô :3.1 äøãâä

ùé éë ,íæéôøåîåèåà åìéôà àéä .R → R íæéôøåîåîåä àéä f 7→ σ(f) ä÷úòää .σ ∈ Sn éäé (à) :3.2 äøòä

.f 7→ σ−1(f) ,äëåôä ä÷úòä äì

.A úà ìéëî øùà R ìù âåç-úú àéä íééøèîéñä íéîåðéìåôä úöåá÷ (á)

.íééãåñéä íééøèîéñä íéîåðéìåôä íéàø÷ð ;íééøèîéñ íéàáä íéîåðéìåôä (à) :3.3 äîâåã

,s1 =
∑
i

Xi

,s2 =
∑
i<j

XiXj =
∑
{i,j}
|{i,j}|=2

XiXj

,s3 =
∑
i<j<k

XiXjXk =
∑
{i,j,k}
|{i,j,k}|=3

XiXjXk

. . .

.sn = X1X2 · · ·Xn

.íééøèîéñ íä
∏
i<j(Xi −Xj)

2 ,Xm
1 + · · ·+Xm

n íéîåðéìåôä (á)

éììë ïôåàá .éøèîéñ íåðéìåô àåä íééøèîéñ íéîåðéìåô ìù äìôëîå íåëñ .éøèîéñ àåä òåá÷ íåðéìåô (â)

.éøèîéñ íåðéìåô g(s1, . . . , sn) æà ,åäùìë g ∈ R éäé :øúåé

æà .α1, . . . , αn ∈ A åéäé :3.4 äøòä

.(X − α1)(X − α2) · · · (X − αn) =

Xn − s1(α1, . . . , αn)Xn−1 + s2(α1, . . . , αn)Xn−2 + · · ·+ (−1)nsn(α1, . . . , αn)

,0 6= a ∈ A íà :f ìù w(f) ì÷ùîå deg(f) äìòî øéãâð .f ∈ R éäé :3.5 äøãâä

deg(aXm1
1 Xm2

2 · · ·Xmn
n ) = m1 +m2 + · · ·+mn

w(aXm1
1 Xm2

2 · · ·Xmn
n ) = m1 + 2m2 + · · ·+ nmn
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íééøèîéñ íéîåðéìåô .3

íéðåù íéîåðåîä ìù (íéì÷ùîä) úåìòîä íåîéñ÷î àåä f ìù (w(f) ì÷ùîä) deg(f) äìòîä ,f 6= 0 íàå

.w(0) = deg(0) = −∞ ,óåñáì .f ìù 0-î

æà ,n ≤ N íà :n-á úåéåìú ïðéà äìà úåøãâä :3.6 äøòä

.n,N -á íééåìú íðéà w(f)-å deg(f) ìáà ;f ∈ R = A[X1, . . . , Xn] ⊆ A[X1, . . . , XN ]

.deg g(s1, . . . , sn) ≤ w(g) æà .g ∈ R éäé :3.7 äðòè

ìáà .m1 + 2m2 + · · ·+ nmn ≤ w(g) íéé÷î (am 6= 0 íò) g-á amX
m1
1 · · ·Xmn

n íåðåî ìë :äçëåä

àåä g(s1, . . . , sn)-å ,m1 + 2m2 + · · ·+ nmn ≤ w(g) äìòîî íéîåðåî ìù íåëñ àåä ams
m1
1 · · · smnn

.g ìù íéîåðåîä ìë ìò íéøáåò øùàë äìàä íéîåðåîä ìë ìù íåëñ

.f = g(s1, . . . , sn)-å w(g) ≤ d-ù êë g ∈ R ùé æà .d äìòîî éøèîéñ f ∈ R éäé :3.8 èôùî

.w(g) = deg g = d æà .s1 = X1 éë ,g = f ç÷ð n = 1 øåáò .n ìò äéö÷åãðéàá :äçëåä

f ∈ R ìëì .R0 = A[X1, . . . , Xn−1] ⊆ R ïîñð .íéðúùî n − 1 øåáò ïåëð èôùîä éë çéðð

æà f =
∑
m amX

m1
1 · · ·Xmn−1

n−1 Xmn
n íà ,øîåìë .(f)0 = f(X1, . . . , Xn−1, 0) ∈ R0 øéãâð

(!÷åãá) íéé÷úî .(f)0 =
∑

m
mn=0

amX
m1
1 · · ·Xmn−1

n−1

.R→ R0 íéâåç íæéôøåîåîåä àåä f 7→ (f)0 (à)

.(R0 éøáà ìò úìòåô Sn−1 äøåáçä) σ ∈ Sn−1 ⊆ Sn ìëì
(
σ(f)

)
0

= σ
(
(f)0

)
(á)

.éøèîéñ (f)0 ∈ R0 íâ æà éøèîéñ f ∈ R íà (â)

.(sn)0 = 0-å X1, . . . , Xn−1-á íééãåñéä íééøèîéñä íéîåðéìåôä íä (s1)0, (s2)0, . . . , (sn−1)0 (ã)

.d = deg f ìò äéö÷åãðéàá êéùîð

àì) n ìò äéö÷åãðéàá .d > äìòîî íéîåðéìåôì ïåëð èôùîäù çéðð .g = f ç÷ðå f ∈ A æà ,d ≤ 0 íà

(ìéòì (à) éôì éðîéä ïåéååùä) íéé÷úîù êë g0 ∈ R0 ùé (d

,
(
f
)

0
= g0

(
(s1)0, . . . , (sn−1)0

)
=
(
g0(s1, . . . , sn−1)

)
0

(1)

.w(g0) ≤ deg(f)0 ≤ deg f = d

ïëì .deg g0(s1, . . . , sn−1) ≤ w(g0) ≤ d ,3.7 äðòè éôì .éøèîéñ g0(s1, . . . , sn−1) ,(â)3.3 äîâåã éôì

f̂ := f − g0(s1, . . . , sn−1) ∈ R

íâ ,éøèîéñ f̂ -ù ïååéë .Xn | f̂ ïëì ,f̂(X1, . . . , Xn−1, 0) = (f̂)0 = 0 ,(1) éôì .d ≥ äìòîî ,éøèîéñ

éøèîéñ çøëäá åðéä øùà ,f1 ∈ R äæéà øåáò ,f̂ = snf1 ïëì .X1 · · ·Xn | f̂ ïëìå .X1, . . . , Xn−1 | f̂

íéé÷ d ìò äéö÷åãðéàá .d > d − n ≥ äìòîî ,(σ(f1) = f1 ïëìå ,snσ(f1) = snf1 æà σ ∈ Sn íà éë)

.w(g1) ≤ d− n-å ,f1 = g1(s1, . . . , sn)-ù êë g1 ∈ R
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íééøèîéñ íéîåðéìåô .3

ïëì

f = g0(s1, . . . , sn−1) + sng1(s1, . . . , sn) = (g0 +Xng1)(s1, . . . , sn)

w(g0 +Xng1) ≤ d-å

.g = 0 æà .g(s1, . . . , sn) = 0-ù êë g ∈ R éäé :3.9 èôùî

úòë .øåøá – deg g ≤ 0 íà .deg g ìò äéö÷åãðéàá êéùîð .øåøá – n = 1 øåáò .n ìò äéö÷åãðéàá :äçëåä

,0 =
(
g(s1, . . . , sn)

)
0

= g
(
(s1)0, . . . , (sn−1)0, 0

)
= (g)0

(
(s1)0, . . . , (sn−1)0

)
Xn-á íåðéìåôë g úà áåúëð íà ,ïëì .(g)0 = g(X1, . . . , Xn−1, 0) = 0 ,n ìò äéö÷åãðéàä úçðä éôì ïëì

ìáà .g1(s1, . . . , sn) = 0 ïëìå ,sng1(s1, . . . , sn) = 0 ïëì .g1 ∈ R äæéà øåáò g = Xng1 æà ,R0 ìòî

.g = Xng1 = 0 ïàëî .g1 = 0 ïëì ,deg g1 < deg g

.w(g) = d ,ïë ìò øúé .f = g(s1, . . . , sn)-ù êë ãéçé g ∈ R ùé æà .d äìòîî éøèîéñ f ∈ R éäé :3.10 èôùî

,3.7 äðòè éôì ,óåñáì .w(g) ≤ d ,3.8 èôùî éôì .ãéçé àåä 3.9 èôùî éôì .äæë g íéé÷ 3.8 èôùî éôì :äçëåä

.w(g) = d ïëìå .d = deg f = deg g(s1, . . . , sn) ≤ w(g) ≤ d
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úåéøáâìàå úåéôåñ úåáçøä .4

.äãù K éäé

1 úà äìéëîå ,éëôåääå ìôëä ,øåáéçä úçú äøåâñ àéä íà ,K ìù äãù-úú àéä K0 ⊆ K äöåá÷-úú :4.1 äøãâä

K æà .úåãù úáçøä K/K0-ù åà K0 ìù äáçøä K éë íâ æà øîàð .äãù K0 æà .−1 úàå (K ìù äãéçéä)

.(∞ åà éòáè øôñî) [K : K0] = dimK0
K àéä K/K0 ìù äìòîä .K0 ìòî éøåè÷å áçøî íâ àåä

åäæ ,ïëà .A úà ìéëîù K ìù øúåéá ïè÷ä (äãù-úúä) âåç-úúä íéé÷ æà .äöåá÷ A ⊆ K éäú :4.2 äøòä

.A úà íéìéëîù K ìù (úåãù-úú) íéâåç-úúä ìë ìù êåúéçä

.K ìù øúåéá ïè÷ä (äãù-úúä) âåç-úúä àåä K ìù éðåùàøä (äãù-úúä) âåç-úúä :4.3 äøãâä

éãé ìò ϕ: Z→ K øéãâð .éðåùàøä (äãù-úúä) âåç-úúä ìò :4.4 äøòä

ϕ(n) = n1K =


0K n = 0 íà

n︷ ︸︸ ︷
1K + · · ·+ 1K n > 0 íà

−n︷ ︸︸ ︷
(−1K) + · · ·+ (−1K) n < 0 íà

úåðîä äãùå K ìù éðåùàøä âåçä àåä ϕ(Z) ïëì .K ìù âåç úú ìëá ìëåî ϕ(Z)-å íæéôøåîåîåä ϕ-ù úåàøì ì÷

úåéììëä úìáâä éìá .Kerϕ = (p) = pZ-ù êë p ∈ Z ùé ,éùàø Z-ù ïååéë .åìù éðåùàøä äãù-úúä àåä F åìù

:íéø÷î éðù ïéá ìéãáð .K ìù char(K) ïåéôéàä àø÷ð p æà .p ≥ 0

.K ìù éðåùàøä (äãùä) âåçä àåä (Q) Z-ù øîàð .F ∼= Q ïëìå ,ϕ(Z) ∼= Z æà .p = 0 (à)

.F = ϕ(Z) ∼= Z/pZ = Fp æà .äãù Z/pZ ïëìå ,éðåùàø p ïëì ,íåçú ϕ(Z) ∼= Z/pZ æà .p > 0 (á)

.K ìù éðåùàøä äãùä íâå âåçä àåä Fp-ù øîàð

.éðåùàø åà ñôà àåä char(K) :4.5 äð÷ñî

θ: L1 → L2 íæéôøåîåæéà ùé íà (L1
∼=K L2) K ìòî úåéôøåîåæéà K ìù L1, L2 úåáçøä éúù :4.6 äøãâä

.a ∈ K ìëì θ(a) = a-ù êë

àåä K ìòî S éãé ìò øöåðä (äãùä) âåçä .äöåá÷ S ⊆ L éäúå úåãù úáçøä L/K éäú .ïåîéñ :4.7 äøòä

íéé÷úî .(K(S)) K[S] ïîåñé .S úàå K úà ìéëîù L ìù øúåéá ïè÷ä (äãù-úúä) âåç-úúä

,K[S] = {f(z1, . . . , zm)| f ∈ K[X1, . . . , Xm], m ∈ N, z1, . . . , zm ∈ S}

.K(S) =
{f(z1, . . . , zm)

g(z1, . . . , zm)

∣∣∣ f, g ∈ K[X1, . . . , Xm], m ∈ N, z1, . . . , zm ∈ S,

g(z1, . . . , zm) 6= 0
}
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úåéøáâìàå úåéôåñ úåáçøä .4

íéé÷úî .K(S) íå÷îá K(α1, . . . , αn)-å K[S] íå÷îá K[α1, . . . , αn] áåúëð ,S = {α1, . . . , αn} íà

.K(α) =
{ f(α)
g(α) | f, g ∈ K[X], g(α) 6= 0

}
,K[α] = {f(α)| f ∈ K[X]}

.L = K(α1, . . . , αn)-ù êë α1, . . . , αn ∈ L ùé íà úéôåñ úøöåð L/K-ù øîàð

.L = K(α)-ù êë α ∈ L ùé íà äèåùô L/K-ù øîàð

.C = R(
√
−1) éë , äèåùô C/R ,úéôåñ úøöåð Q(π, e)/Q :4.8 äîâåã

.÷éøô éà p ∈ K[X] éäé :4.9 èôùî

íéé÷úîå K úà ìéëîù äãù L æà .X ìù úåìé÷ùä ú÷ìçî x ∈ L éäúå L = K[X]/(p) éäé (à)

.p(x) = 0-å L = K[x] = K(x)

÷éúòîä θ: K(x)→ K(α) ãéçé K -íæéôøåîåîåä íéé÷ æà ,p(α) = 0-ù êë K ìù äèåùô äáçøä K(α) íà (á)

.íæéôøåîåæéà àåä ;α ìò x úà

úáëøä .äãù àåä L äðîä âåç ,(à)1.18 äîì éôì .éáøî ìàãéà (p) ,(4)2.6 äð÷ñî éôì (à) :äçëåä

øùà ,L 6= 0 âåç êåúì äãùî íæéôøåîåîåä ìë) íæéôøåîåðåî àéä K → K[X] → L íéîæéôøåîåîåää

úåäæì øùôà ïëì ,(0 àåä ïëìå 1 úà ìéëî åðéàù äãùä ìù ìàãéà àåä åðéòøâ éë ,ò"çç àåä 1 ìò 1 ÷éúòî

æà ,g =
∑
i aiX

i ∈ K[X] íà êà .K[x] ⊆ K(x) ⊆ L íéé÷úî .L ìù äãù-úú íò K úà åúøæòá

ïëìå ,g(x) =
∑
i aix

i =
∑
i ai(X + (p))i =

∑
i aiX

i + (p) = g + (p)

.L = {g + (p)| g ∈ K[X]} = {g(x)| g ∈ K[X]} = K[x]

.p(x) = p+ (p) = (p) = 0-å L = K[x] = K(x) ïàëî

g =
∑
i aiX

i ∈ ìëì æà ,ì"ðë θ íà .K[x] = {g(x)| g ∈ K[X]} ,4.7 äøòä éôì :úåãéçéä (á)

.úåãéçéä ïàëîå θ(g(x)) = θ(
∑
i aix

i) =
∑
i θ(ai)θ(x)i =

∑
i aiα

i = g(α) íéé÷úî K[X]

èøôá .ϕ(f) = f(α) éãé ìò ϕ: K[X] → K(α) K-íæéôøåîåîåä äøéãâî X 7→ α äáöää :íåé÷

äøùî ϕ ïåùàøä íæéôøåîåæéàä èôùî éôì .(p) ⊆ kerϕ ïëì ,ϕ(p) = p(α) = 0 íéé÷úî .ϕ(X) = α

àéä åúðåîú .ò"çç θ ,äãù L-ù ïååéë .α ìò x úà ÷éúòî øùà θ: L = K[X]/(p) → K(α) íæéôøåîåîåä

.íæéôøåîåæéà θ ïëì .K(α) àéä äðåîúä ïëì ,α úàå K úà ìéëîù äãù

êë 0 6= f ∈ K[X] ùé íà K ìòî éøáâìà àø÷ð α ∈ L øáéà .úåãù úáçøä L/K éäú :4.10 äøãâä

.K ìòî éøáâìà α ∈ L ìë íà úéøáâìà úàø÷ð L/K äáçøä .éèðãðöñðøè àø÷ð α úøçà ;f(α) = 0-ù

íà ÷øå íà éøáâìà α ïëì .íéâåç íæéôøåîåîåä àéä f 7→ f(α) éãé ìò äðåúðä ϕα: K[X]→ L äáöää

.Kerϕα 6= 0

.K ìòî éøáâìà α ∈ L éäéå úåãù úáçøä L/K éäú :(äèåùô úéøáâìà äáçøä) 4.11 èôùî

.irr(α,K) ïîåñéå α ìù ÷éøô éàä íåðéìåôä àø÷éé àåä .Kerϕα = (p)-ù êë ãéçé ï÷åúî p ∈ K[X] ùé (à)
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.÷éøô éà p (á)

.p | f íà ÷øå íà f(α) = 0 æà .f ∈ K[X] éäé (â)

.K(α) = K[α] (ã)

.n = deg p øùàá ,K(α) = {a0 + a1α+ · · ·+ an−1α
n−1| a0, a1, . . . , an−1 ∈ K} (ä)

.K ìòîK(α) ìù ñéñá àåä 1, α, . . . , αn−1 ,÷åéã øúéá .[K(α) : K] = n = deg p (å)

.β ìò α ÷éúòîä ρ: K(α)→ K(β) ãéçéK-íæéôøåîåæéà íéé÷ æà p(β) = 0-ù êëK ìù äáçøäK(β) íà (æ)

äð÷ñî éôì .Kerϕα = (p)-ù êë p ∈ K[X] ùé 2.3 èôùî éôì .ìàãéà 0 6= Kerϕα ⊆ K[X] (à) :äçëåä

.ãéçé àåä äæëå ï÷åúî p ë"äá ïëì .u ∈ (K[X])× = K× øùàá ,p′ = up íà ÷øå íà (p) = (p′) ,(1)2.6

.÷éøô éà p ,(4)2.6 äð÷ñî éôì .éðåùàø ìàãéà (p) ,1.18 äîì éôì ïëì .íåçú K[X]/(p) ∼= K[α] (á)

.p | f íà ÷øå íà f ∈ Kerϕα = (p) íà ÷øå íà f(α) = 0 (â)

x = X + (p) úà ÷éúòî øùà θ: K[X]/(p) → K(α) K-íæéôøåîåæéà ùé íãå÷ä èôùîä éôì (ã)

.K(α) = θ(K[X]/(p)) = θ({g(x)| g ∈ K[X]}) = {g(α)| g ∈ K[X]} = K[α] ìáà .α ìò

øùàá f = pq + r æà .f ∈ K[X] øùàá ,β = f(α) æà β ∈ K[α] íà ,êôéäì .øåøá ⊇ (ä)

.ïéîé óâàá β ïëì ,β = p(α)q(α) + r(α) = r(α) ïëì .deg r < n-å q, r ∈ K[X]

åéäé .úéøàðéì íééåìú éúìá íäù äàøð .K ìòî K(α) úà íéùøåô 1, α, . . . , αn−1 ,(ä) éôì (å)

f = a0 + a1X + · · · an−1X
n−1 æà ,a0 + a1α+ · · · an−1α

n−1 = 0-ù êë a0, a1, . . . , an−1 ∈ K

.a0 = a1 = · · · = an−1 = 0 ïàëî .f = 0 ïëì deg f < deg p ìáà .p | f ,(â) éôì .f(α) = 0 íéé÷î

,θ: K[X]/(p)→ K(α) ,ρ: K[X]/(p)→ K(β) íéãéçéK-éîæéôøåîåæéà ùé íãå÷ä èôùîä éôì (æ)

.äæë ãéçé àåäå ù÷åáîä íæéôøåîåæéàä ρ ◦ θ−1 æà .äîàúäá ,α, β ìò x = X + (p) úà íé÷éúòîù

.K ìòî éèðãðöñðøè α ∈ L éäéå úåãù úáçøä L/K éäú :(äèåùô úéèðãðöñðøè äáçøä) 4.12 èôùî

.f(X) 7→ f(α) éãé ìòK[X] ∼=K K[α] (à)

.
f(X)
g(X) 7→

f(α)
g(α) éãé ìòK(X) ∼=K K(α) (á)

.K ìòîK[α] ìù ñéñá 1, α, α2, . . . ,÷åéã øúéá .[K(α) : K] =∞ (â)

.K[α] $ K(α) (ã)

.{f(α)| f ∈ K[X]} = K[α] åúðåîú .ò"çç àåä ïëì ,0 åðéòøâ .íæéôøåîåîåä ϕα (à) :äçëåä

.íäìù úåðîä úåãù ìù íæéôøåîåæéàì äáçøäì ïúéð íéâåç ìù K[X]→ K[α] íæéôøåîåæéàä (á)

êë a0, a1, . . . , an ∈ K-å n ∈ N ùé íà .K ìòî K[α] íéùøåô 1, α, α2, . . .-ù øåøá (â)

.f = 0 ïëì .f(α) = 0 íéé÷î f = a0 + a1X + · · · anXn æà ,a0 + a1α+ · · ·+ an−1α
n = 0-ù

.K[X] $ K(X)-ù ïååéë ,(á)-å (à) éôì (ã)

.[K(α) : K] <∞ íà ÷øå íà K ìòî éøáâìà α æà .α ∈ L éäéå äáçøä L/K éäú :4.13 äð÷ñî
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úåéøáâìàå úåéôåñ úåáçøä .4

ìù ñéñá {xi}i∈I íà ,÷åéã øúéá .[M : K] = [M : L] · [L : K] æà .úåãù K ⊆ L ⊆M åéäé :4.14 èôùî

.K ìòî M ìù ñéñá {xiyj}(i,j)∈I×J æà L ìòî M ìù ñéñá {yj}j∈J -å K ìòî L

ùé j ∈ J ìëì .z =
∑
j∈J ajyj -ù êë ,0 íìåë èòîë ,aj ∈ L ùé æà .z ∈ M éäé :úùøåô äöåá÷ä :äçëåä

æà .i ìëì bij = 0 ë"äá ,aj = 0 íà ;aj =
∑
i∈I bijxi-ù êë ,0 íìåë èòîë ,bij ∈ K

.z =
∑
j∈J

∑
i∈I

bijxiyj

.i, j ìò èòîë øåáò bij = 0-å

,
∑
j∈J

∑
i∈I bijxiyj = 0 -ù êë ,0 íìåë èòîë ,bij ∈ K åéäé :K ìòî úéøàðéì äéåìú éúìá äöåá÷ä

,j ∈ J ìëì
∑
i∈I bijxi ∈ L-å L ìòî úéøàðéì íééåìú éúìá yj -ù ïååéë .

∑
j∈J(

∑
i∈I bijxi)yj = 0 øîåìë

.i ìëì bij = 0 íéé÷úî ,K ìòî úéøàðéì íééåìú éúìá xi-ù ïååéë .j òá÷ð .j ìëì
∑
i∈I bijxi = 0 íéé÷úî

.äáçøä L/K éäú :4.15 äð÷ñî

.K ìòî éøáâìà α ∈ L ìë æà [L : K] <∞ íà (à)

.L = K(α1, . . . , αn)-ù êë K ìòî íééøáâìà α1, . . . , αn ∈ L íéîéé÷ íà ÷øå íà [L : K] <∞ (á)

.[K(α) : K] ≤ [L : K] <∞ ïëì ,[L : K] = [L : K(α)]·[K(α) : K]-åK ⊆K(α)⊆L (à) :äçëåä

.K ìòî éøáâìà α ,4.13 äð÷ñî éôì

α1, . . . , αn ,(à) éôì .L = K(α1, . . . , αn) æà .K ìòî L ìù ñéñá α1, . . . , αn éäé :⇐ (á)

.K ìòî íééøáâìà

ìëì .K = L0 ⊆ L1 ⊆ · · · ⊆ Ln = L æà .Li = K(α1, . . . , αi) øéãâð 0 ≤ i ≤ n øåáò :⇒

úçñåð éôì .[Li : Li−1] <∞ ïëì ,Li−1 ìòî íâ ïëìå K ìòî éøáâìà αi-å ,Li = Li−1(αi) íéé÷úî i ≥ 1

.[L : K] <∞ ,äìôëîä

íééøáâìà α1 ± α2, α1α2,
α1

α2
æà .K ìòî íééøáâìà α1, α2 ∈ L åéäéå úåãù úáçøä L/K éäú :4.16 äð÷ñî

(.α2 6= 0 íà ÷ø úøãâåî äðîä) .K ìòî

(.ììëá äèåùô äðéà äøãâääî äøéùé äçëåäù òðëúùäì äñð) .ìéâøúë úøàùåî :äçëåä

ïè÷ä äãù-úúä àåä L êåúá L1, . . . , Lr ìù L1 · · ·Lr óåøéöä æà ,úåãù L1, . . . , Lr ⊆ L íà :4.17 äøãâä

.K(α1) · · ·K(αr) = K(α1, . . . , αr) ,ìùîì .L1, . . . , Lr úà ìéëîù L ìù øúåéá

.úåãù K ⊆ L,F ⊆M åéäé :4.18 èôùî

.úåéôåñ M/L ,L/K íà ÷øå íà úéôåñ M/K (à)

.úéôåñ LF/F æà ,úéôåñ L/K íà (á)
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úåéøáâìàå úåéôåñ úåáçøä .4

úéôåñ LF/K æà úåéôåñ F/K ,L/K íà (â)

.''éôåñ'' íå÷îá ''éøáâìà'' íò ì"ðë

.(á),(à) êåúî (íéø÷îä éðùá) éìîøåô ïôåàá òáåð (â) :äçëåä

:úåéôåñ úåáçøä

.[M : K] = [M : L] · [L : K] (à)

êë K ìòî íééøáâìà α1, . . . , αn ∈ L íéîéé÷ :(á)4.15 äð÷ñî ìù ïçåáá íééîòô ùîúùð (á)

ïëì ,F ìòî íâ íééøáâìà α1, . . . , αn ìáà .LF = F (α1, . . . , αn) æà .L = K(α1, . . . , αn)-ù

.[LF : F ] <∞

:úåéøáâìà úåáçøä

.øåøá :⇐ (à)

ìòî éøáâìà α æà .irr(α,L) ∈ L[X] ìù íéîã÷îä α1, . . . , αn ∈ L åéäé .α ∈ M éäé :⇒

ïëì .K ìòî íééøáâìà α1, . . . , αn-å ,K(α1, . . . , αn)

.[K(α, α1, . . . , αn) : K] = [K(α1, . . . , αn)(α) : K(α1, . . . , αn)] · [K(α1, . . . , αn) : K] <∞

.K ìòî éøáâìà α ,(à)4.15 äð÷ñî éôì ïëì

F ′ =
⋃

úéôåñ S⊆L F (S) ïëì .F (S), F (S′) ⊆ F (S∪S′) æà ,úåéôåñ úåöåá÷ S, S′ ⊆ L íà (á)

ìëì çéëåäì éã ïëì .F ′ = LF ïëì ,L ìù øáéà ìëå F úà ìéëî àåä .(!÷åãá) LF ìù äãù-úú

,irr(αi,K) ∈ K[X] ⊆ F [X] ìáà .F ìòî úéøáâìà F (S) éë úéôåñ S = {α1, . . . , αn} ⊆ L

éôì ïëì ,[F (S) : F ] < ∞ ,(á)4.15 äð÷ñî éôì .F ìòî íééøáâìà α1, . . . , αn ïëì ,1 ≤ i ≤ n ìëì

.F ìòî úéøáâìà F (S) ,(á)4.15 äð÷ñî

.L ìù íæéôøåîåèåà σ æà .K -íæéôøåîåîåä σ: L→ L éäéå úéøáâìà L/K éäú :4.19 ìéâøú

.úéôåñ L/K-ù íãå÷ çðä :äëøãä

.[LF : F ] ≤ [L : K] :çëåä .úéôåñ L/K ,úåãù K ⊆ L,F ⊆M åéäé :4.20 ìéâøú
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éøáâìàä øåâñä .5

éøáâìàä øåâñä .5

.äãù K éäé

.K[X]-á (X − α) | f íà ÷øå íà f(α) = 0 æà .f ∈ K[X] ,α ∈ K åéäé :5.1 äîì

æà .r ∈ K ,øîåìë ,deg r < 1 ,f = (X − α)q + r-ù êë q, r ∈ K[X] ùé .f(α) = 0 çéðð :äçëåä

.f = (X − α)q ïëì .0 = f(α) = r(α) = r

.f(α) = (α− α)g(α) = 0 æà f = (X − α)g íà

.K -á íéðåù íéùøåù deg f øúåéä ìëì ùé 0 6= f ∈ K[X] ìëì :5.2 äð÷ñî

.1 äìòîî íé÷éøô éà íéîøåâ deg f øúåéä ìëì ùé f -ì :äçëåä

.|E| ≤ κ := max(|K|,ℵ0) æà .úéøáâìà äáçøä E/K éäú :5.3 ìéâøú

íéð÷åúîä íéîåðéìåôä úöåá÷ ïëì .|K|n äîöåò úìòá àéäK ìòî n äìòîî íéð÷åúîä íéîåðéìåôä úöåá÷ :äçëåä

êà .úéôåñ R(f) æà .E-á åéùøåù úöåá÷ R(f) éäú ï÷åúî f ∈ K[X] ìëì .κ äîöåò úìòá àéä K ìòî

.|E| ≤ κ · ℵ0 = κ ïëì .E =
⋃
f R(f)

.L-á ùøåù ùé 1 ≤ äìòîî f ∈ L[X] ìëì íà úéøáâìà øeâñ L äãù (à) :5.4 äøãâä

.úéøáâìà äáçøä L/K-å úéøáâìà øeâñ àåä íà K ìù éøáâìà øÛâñ åðä L äãù (á)

.L 6= K ,L/K úéøáâìà äáçøä åì ïéà íà ÷øå íà úéøáâìà øeâñ K äãù :5.5 äîì

ùøåù åì ùé f = irr(β,K) ∈ K[X] æà .β ∈ L éäé .L = K-ù äàøð ;úéøáâìà L/K éäú :⇐ :äçëåä

.β = α ∈ K ïàëî .f = X − α ïëì ,÷éøô éà f ìáà .X − α | f ïëì ,α ∈ K

L/K ùé .1 ≤ äìòîî p ∈ K[X] ï÷åúî ÷éøô éà íøåâ åì ùé .1 ≤ äìòîî f ∈ K[X] éäé :⇒

.K-á ùøåù ùé f -ì ïëì ,L = K ìáà .f ìù ùøåù íâ åäæ .ùøåù p-ì ùé äá úéøáâìà

.K̃ éøáâìà øÛâñ ùé K -ì (à) :5.6 èôùî

.K̃ ∼=K K̃ ′ æà K ìù (óñåð) éøáâìà øÛâñ K̃ ′ íà (á)

.K̃ → C ïåëéùì äáçøäì ïúéð K → C úåãù ïåëéù ìë æà .úéøáâìà øeâñ äãù C éäéå úéøáâìà äáçøä K̃/K éäú (â)

.|K|,ℵ0 < |M |-ù êë ,K úà äìéëîù äöåá÷ M éäú (à) :äçëåä

àø÷ð) ,úåéøðéá úåìåòô éúù äøéãâî f : L× L→ L× L äéö÷ðåô ìë æà ,K ⊆ L ⊆M ,äöåá÷ L íà

éë øîàð ,åìù äãù-úú K-å äìà úåìåòôì ñçéá äãù L íà .(a + b, ab) = f(a, b) :L ìò (ìôëå øåáéç ïáì

.M êåúá äãù (L, f)

éë ,Λ 6= ∅ æà .K ìù úéøáâìà äáçøä (L, f) íøåáò M êåúá (L, f) úåãù ìù Λ äçôùîá ïðåáúð

L ⊆ L′ ,øîåìë) (L, f) ìù äáçøä (L′, f ′) íà (L, f) ≺ (L′, f ′) :Λ ìò é÷ìç øãñ ñçé øéãâð .K ∈ Λ
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éøáâìàä øåâñä .5

ìéòìî íñç äì ùé æà Λ êåúá úøùøù {(Li, fi)}i∈I íà .(é÷ìç øãñ ñçé ïëà åäæù ÷åãá ;f = f ′|L×L-å

.úéøáâìà øeâñ (K̃, f)-ù äàøð .(K̃, f) éáøî øáéà äì ùé ïøåö ìù äîìä éôì ïëì .(
⋃
i∈I Li,

⋃
i∈I fi)

,÷éøô éà p úåéììëä úìáâä éìá .K̃-á ùøåù åì ïéàù 1 ≤ äìòîî p(X) ∈ K̃[X] ùé úøçà ,ïëà

p-ì ùé äá L′ ∼=K̃ K̃[X]/(p) äáçøä K̃-ì ùé 4.9 èôùî éôì .åìù ÷éøô éà íøåâá åúåà óéìçð úøçà

,|K̃|, |L′| < |M | ,5.3 ìéâøú éôì .K ìù ïëìå ,K̃ ìù úéøáâìà äáçøä L′ æà .K̃ $ L′ èøôá ;ùøåù

,äîéàúî f ′ øåáò úòë .L′ ⊆ M úåéììëä úìáâä éìá ïëì .|L′r K̃| ≤ |L′| < |M | = |M r K̃| ïëì

.úåéáøîì äøéúñ ,(K̃, f) 6= (L′, f ′) ìáà ,(K̃, f) ≺ (L′, f ′) ,(L′, f ′) ∈ Λ

,úéøáâìà K̂/K æà .K̂ éøáâìà øåâñ K̃-ì ùé (à) éôì ,ïëà .K ìù éøáâìà øÛâñ K̃ úåéììëä úìáâä éìá (â)

.ù÷åáîë àåä θ|K̃ : K̃ → C æà θ: K̂ → C-ì K → C áéçøäì çéìöð íà .K ìù éøáâìà øÛâñ K̂ ïëì

úà áéçøîù ïåëéù θ: L → C-å íééðéá äãù K ⊆ L ⊆ K̃ øùàá ,(L, θ) úåâåæä úçôùî Λ′ éäú

åäæ ,áåù) .θ ìù äáçøä θ′-å L ìù äáçøä L′ íà (L, θ) ≺ (L′, θ′) :Λ′ ìò é÷ìç øãñ ñçé øéãâð .K → C

(.é÷ìç øãñ ñçé

ïøåö ìù äîìä éôì ïëì .(
⋃
i∈I Li,

⋃
i∈I θi) ìéòìî íñç äì ùé æà Λ′ êåúá úøùøù {(Li, θi})i∈I íà

éôì ïëìå ,úéøáâìà K̃/L íâ ,úéøáâìà K̃/K-å úåéä ,æà .úéøáâìà øeâñ L-ù äàøð .(L, θ) éáøî øáéà Λ′-á ùé

.(â) çëåé êëá .L = K̃ ,5.5 äîì

ïúéð θ: L→ θ(L) íæéôøåîåæéàä .L-á ùøåù åì ïéàù ÷éøô éà p(X) ∈ L[X] ùé ,(à) ÷ìçá åîë ,úøçà

θ̂ íæéôøåîåæéà äøùî ïëìå θ(p) ÷éøô éà íåðéìåô ìò p úà ÷éúòîù ,L[X]→ θ(L)[X] íæéôøåîåæéàì äáçøäì

(æ)4.11 èôùî éôì .C-á β ùøåù θ(p)-ìå K̃-á α ùøåù p-ì ùé ,úéøáâìà íéøåâñ K̃, C-ù ïååéë .äèîì íéùøúá

θ′: L(α) → C ïåëéù àéä íéùøúä ìù äðåéìòä äøåùá úå÷úòää úáëøä æà .íéùøúá ρ, λ íéîæéôøåîåæéà ùé

.úåéáøîì äøéúñ ,(L, θ) ≺ (L(α), θ′) ïëìå θ úà áéçøîù

L(α)
λ
// L[X]/(p)

θ̂

// θ(L)[X]/(θ(p))
ρ

// θ(L)(β)
äìëä

// C

L

OO

L
θ

//

OO

θ(L)

OO

θ(L)
äìëä

//

OO

C

øÛâñ íâ θ(K̃) ïëìå ,θ(K̃) ∼=K K̃ æà .θ: K̃ → K̃ ′ K-ïåëéù ùé (â) éôì .äìëää K → K̃ ′ éäé (á)

.5.5 äîì éôì ,K̃ ′ = θ(K̃) ïëì ,K̃ ′/θ(K̃) íâ ïëì ,úéøáâìà K̃ ′/K ìáà .K ìù éøáâìà

ïúéð σ æà .K -ïåëéù σ: L → K̃ éäéå ,äãù K ⊆ L ⊆ K̃ éäé ,K äãù ìù éøáâìà øÛâñ K̃ éäé :5.7 äð÷ñî

.K̃ ìù K -íæéôøåîåèåàì äáçøäì

.σ(K̃) = K̃ ,4.19 ìéâøú éôì .σ: K̃ → K̃ K-ïåëéùì äáçøäì ïúéð σ ,(â) éôì :äçëåä

21



éøáâìàä øåâñä .5

ùé æà úéøáâìà øeâñ F íà ;F êåúá ìëåî K ìù ãçà éøáâìà øÛâñ øúåéä ìëì ùé æà .úåãù úáçøä F/K éäú :5.8 äîì

.ãçà ÷åéãá

.K ìù úéøáâìà äáçøä L ïëì ,äãù åðéä L ,4.16 äð÷ñî éôì .L = {α ∈ F | K ìòî éøáâìà α} éäé :äçëåä

.L′ = L ,5.5 äîì éôì .L′ ⊆ L æà K ìù éøáâìà øÛâñ L′ ⊆ F íà

α ìáà .α ∈ F ùøåù åì ùé ïëì ,f ∈ F [X] æà .1 ≤ äìòîî f ∈ L[X] éäé ,úéøáâìà øåâñ F íà

.K ìù éøáâìà øåâñ àåä L-ù ïàëî .α ∈ L ïëìå K ìòî ïëì ,L ìòî éøáâìà

íéîøåâì ÷øôúî ,øîåìë ,L ìòî ìöôúî n ≥ 1 äìòîî f ∈ L[X] ìë æà ,úéøáâìà øeâñ äãù L íà (à) :5.9 ìéâøú

.α1, . . . , αn ∈ L ,c ∈ L× øùàá ,f = c(X − α1) · · · (X − αn) :L[X]-á íééøàðéì

.K ìù éøáâìà øÛâñ L æà ,L ìòî ìöôúî n ≥ 1 äìòîî f ∈ K[X] íåðéìåô ìëå úéøáâìà äáçøä L/K íà (á)
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ùøåù ìù éåáéø .6

.åìù éøáâìà øåâñ K̃ éäéå äãù K éäé

ïàë) .f ′ =
∑∞
i=0 iaiX

i−1 ∈ K[X] àéä f ìù úøæâðä .f =
∑∞
i=0 aiX

i ∈ K[X] éäé :6.1 äøãâä

(.i =

i︷ ︸︸ ︷
1 + · · ·+ 1 ∈ K

.c ∈ K ,f, g ∈ K[X] åéäé :(úøæâð ìù úåðåëú) 6.2 äîì

;(f + g)′ = f ′ + g′ (à)

;(cf)′ = cf ′ (á)

;c′ = 0 (â)

;(fg)′ = f ′g + fg′ (ã)

.((f ◦ g)(X) = f(g(X)) ïàë) (f ◦ g)′ = (f ′ ◦ g)g′ (ä)

.ìéâøúë íéøàùåî ,íéì÷ (â) ,(á) ,(à) :äçëåä

æà .i = 1, 2 øåáò (fig)′ = f ′ig + fig
′ øùàá f = f1 + f2 éë çéðð (ã)

(fg)′ = (f1g + f2g)′ = (f1g)′ + (f2g)′ = f ′1g + f1g
′ + f ′2g + f2g

′ =

(f ′1 + f ′2)g + (f1 + f2)g′ = f ′g + fg′

àåä (fg)′ æà .íåðåî g = dXj úåéììëä úìáâä éìá äîåã ïôåàá .íåðåî f = cXi úåéììëä úìáâä éìá ïëì

(cXidXj)′ = (cdXi+j)′ = (i+ j)cdXi+j−1 = icXi−1dXj + cXijdXj−1 = f ′g + fg′

æà .i = 1, 2 øåáò (fi ◦ g)′ = (f ′i ◦ g)g′ øùàá f = f1 + f2 éë çéðð (ä)

(f ◦ g)′ = (f1 ◦ g + f2 ◦ g)′ = (f1 ◦ g)′ + (f2 ◦ g)′ = (f ′1 ◦ g)g′ + (f ′2 ◦ g)g′ =

(f ′1 ◦ g + f ′2 ◦ g)g′ = (f1 + f2)′ ◦ g)g′ = (f ′ ◦ g)g′

.(gi)′ = igi−1g′ ,øîåìë ,(cgi)′ = icgi−1g′ éë çéëåäì êéøö æàå íåðåî f = cXi úåéììëä úìáâä éìá ïëì

æà .i− 1 øåáò úåðåëð çéðð .äøåøá äðòèä ,i = 1 åà i = 0 íà .i ìò äéö÷åãðéàá äðòèä úà çéëåð

.(gi)′ = (ggi−1)′ = g′(gi−1) + g(gi−1)′ = g′(gi−1) + g(i− 1)gi−2g′ = igi−1g′

,K-á i = 0 åà ai = 0 ⇔ i ìëì iai = 0 ⇔ f ′ = 0 æà .f =
∑∞
i=0 aiX

i ∈ K[X] éäé :6.3 äøòä

ïëì .i ìëì

.f ∈ K ,øîåìë ,òåá÷ f ⇔ i ≥ 1 ìëì ai = 0⇔ f ′ = 0 æà char(K) = 0 íà (à)
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f = g(Xp)⇔ f =
∑∞
i=0 apiX

pi ⇔ p - i ìëì ai = 0⇔ f ′ = 0 æà char(K) = p > 0 íà (á)

.g ∈ K[X] äæéà øåáò

ìáà K[X]-á (X − α)r | f åøåáò ãéçé r ≥ 0 íéé÷ æà .α ∈ K-å 0 6= f ∈ K[X] éäé

.r ≥ 1 íà ÷øå íà f ìù ùøåù α æà .K[X]-á (X − α)r+1 - f

ùøåù α ;r = 2 íà f ìù ìåôë ùøåù α ;r = 1 íà f ìù èåùô ùøåù α ;f -á α ìù éåáéøä àåä r :6.4 äøãâä

.r ≥ 2 íà f ìù äáåøî

.f ′(α) 6= 0 íà ÷øå íà èåùô ùøåù α æà .åùøåù α ∈ K éäéå f ∈ K[X] éäé :6.5 èôùî

ìáà .g(α) 6= 0 íà ÷øå íà èåùô α-å g ∈ K[X] øùàá f = (X − α)g äçðää éôì :äçëåä

.f ′(α) = g(α) ïëì ,f ′ = g + (X − α)g′

.1 ∈ gcd(f, f ′) íà ÷øå íà K̃ -á íéáåøî íéùøåù ïéà 0 6= f ∈ K[X]-ì :6.6 èôùî

æà .α ∈ K̃ éäéå d ∈ gcd(f, f ′) éäé :äçëåä

,d(α) = 0⇔ (X − α) | d⇔ (X − α) | f, f ′ ⇔ f(α) = f ′(α) = 0⇔ f ìù äáåøî ùøåù α

.d ∈ K̃× ⇔ K̃-á ùøåù ïéà d-ì ⇔ K̃-á äáåøî ùøåù ïéà f -ì :ïëì

ì÷å f ′ = nXn−1 6= 0 æà .p - n øùàá f(X) = Xn − 1 éäé .char(K) = p > 0 éë çéðð :6.7 äîâåã

.K̃-á íéðåù íéùøåù n ÷åéãá ùé f -ì ïëì .1 ∈ gcd(f, f ′)-ù úåàøì

ïëì .1 /∈ gcd(h, h′) èøôáå gcd(h, h′) = gcd(h) 3 h ïëì ,h′ = 0 æà .h(X) = Xp − 1 éäé

.p éåáéø ìòá ,1 ãéçé ùøåù åì ùé ïëì ,h(X) = (X − 1)p ,ïëàå .K̃-á íéáåøî íéùøåù ùé h(X)-ì

.f ′ = 0 íà ÷øå íà K̃ -á íéáåøî íéùøåù f -ì æà .÷éøô éà f ∈ K[X] éäé :6.8 èôùî

.d ∈ gcd(f, f ′) éäé ,f ′ 6= 0 íà .1 /∈ gcd(f) = gcd(f, f ′) æà f ′ = 0 íà .íãå÷ä èôùîä éôì :äçëåä

.d ∈ K× ïëì ,÷éøô éà f -å d | f êà .deg d ≤ deg f ′ < deg f ïëì d | f ′ æà

.÷éøô éà f ∈ K[X] éäé :6.9 äð÷ñî

.K̃ -á íéáåøî íéùøåù ïéà f -ì æà char(K) = 0 íà (à)

.g ∈ K[X] äæéà øåáò f(X) = g(Xp) íà ÷øå íà K̃ -á íéáåøî íéùøåù ùé f -ì æà char(K) = p > 0 íà (á)

.6.3 äøòäå íãå÷ä èôùîä éôì :äçëåä

÷éøô éà f(X) = Xp − t æà .Fp = Z/pZ ìòî úåéìðåéöøä úåéö÷ðåôä äãù ,K = Fp(t) éäé :6.10 äîâåã

(.÷éøô éà f ïééèùðæéà ïçåá éôì ;éðåùàø t ∈ R-å R = Fp[t] éùàø íåçú ìù úåðîä äãù àåä K ,ïëà) K ìòî

.f(X) = (X − α)p æà .åùøåù α ∈ K̃ éäé
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.K ìù éøáâìà øåâñ K̃ éäé .äãù K éäé

.(úéì÷éö) úéìâòî àéä K× äøåáçä ìù úéôåñ äøåáç-úú :7.1 èôùî

úøåáç ìù ìù äøùéä äìôëîä A =
∏
pAp ïëìå ,úéôåìéç A æà .úéôåñ äøåáç-úú A ≤ K× éäú :äçëåä

ïëì .úéìâòî Ap ìëù çéëåäì éã ,úéìâòî àéä íéøæ íéøãñî úåéìâòî úåøåáç ìù äøùé äìôëîù ïååéë .äìù p-áåìéñ

.p-úøåáç A úåéììëä úìáâä éìá

,pi øãñî åðéä α ∈ A ìë .pr ≥ |A| çéëåäì êéøöå pr ≤ |A| æà .pr = max(ord (α)| α ∈ A) éäé

pr øúåéä ìëì äæ íåðéìåôì ìáà .Xpr − 1 ìù ùøåù α ,øîåìë ,αp
r

=
(
(α)p

i)pr−i
= 1 ïëì ,i ≤ r øùàá

.|A| ≤ pr ïëì ,K-á íéðåù íéùøåù

.íéèåùô K̃-á åéùøåù ìë íà (éìéáøôñ) ãéøô àåä f ∈ K[X] íåðéìåô (à) :7.2 äøãâä

.ãéøô irr(α,K)-å K ìòî éøáâìà α íà K ìòî (éìéáøôñ) ãéøô α øáéà (á)

.K ìòî ãéøô α ∈ L ìëå úéøáâìà L/K íà (úéìéáøôñ) äãéøô L/K äáçøä (â)

ùé K ìòî ÷éøô éà íåðéìåô ìëì ,øîåìë ,äãéøô K ìù úéøáâìà äáçøä ìë íà (perfect) íìùåî åðéä K (ã)

.K̃-á íéèåùô íéùøåù

:úðúåð (à)6.9 äð÷ñî

.íìùåî K æà char(K) = 0 íà :7.3 èôùî

.(äáåøî) ãçà ùøåù åì ùé ,÷éøô éà f(X) = Xp − t :íìùåî åðéà Fp(t) :7.4 äîâåã

.L = K(α)-ù êë α ∈ L ùé æà .äãéøô úéôåñ äáçøä L/K éäú :(éáéèéîéøôä øáéàä èôùî) 7.5 èôùî

.úéôåñ äøåáç L× ïëì .éôåñ àåä íâ ïëìå éôåñ äãù ìòî éôåñ ãîéîî éøåè÷å áçøî L æà éôåñ äãùK íà :äçëåä

.L = K(α) æà .L× = {αi| i ∈ N}-ù êë α ∈ L× ùé 7.1 èôùî éôì

êéùîð .L = K(α1, . . . , αk)-ù êë α1, . . . , αk ∈ L ùé (á)4.15 äð÷ñî éôì .éôåñðéà äãù K éë çéðð

:çéëåð k = 2 øåáò .çéëåäì äî ïéà k = 1 øåáò .k ìò äéö÷åãðéàá

.K(a, b) = K(a− cb)-ù êë c ∈ K ùé æà .a, b ∈ L åéäé :äðòè

åéäé

,f = irr(a,K) = (X − a)(X − a1) · · · (X − am) ai ∈ K̃,

,g = irr(b,K) = (X − b)(X − b1) · · · (X − bn), bj ∈ K̃

.äæî äæ íéðåù b, b1, . . . , bn-å äæî äæ íéðåù a, a1, . . . , am øùàá
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øéãâð .c ∈ K rS íéé÷ ïëì .úéôåñ àéä S = {ai−abj−b | 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n} ∪ {0} äöåá÷ä

øîåìë ,i, j ìëì c(bj − b) 6= ai − a, 0 íéé÷úî ,c /∈ S-ù ïååéë .K(γ) ⊆ K(a, b) æà .γ = a− cb

.i, j ìëì γ + cbj 6= ai, a (1)

,h(bj) = f(γ+cbj) 6= 0-å ,h(b) = f(γ+cb) = f(a) = 0 æà .h(X) = f(γ+cX) ∈ K(γ)[X] éäé

êëá .a = γ + cb ∈ K(γ) íâ ïëì .b ∈ K(γ) ïàëîå ,X − b ∈ gcd(h, g) ∈ K(γ)[X] ïëì .(1) éôì

.äðòèä äçëåä

-ù êë α ùé äéö÷åãðéàä úçðä éôì .K(α1, α2) = K(β)-ù êë β ùé äðòèä éôì .k ≥ 2 éäé

.K(α1, . . . , αk) = K(α1, α2)(α3, . . . , αk) = K(β)(α3, . . . , αk) =

= K(β, α3 . . . , αk) = K(α)

éäé .Fp ìòî t, u íéðúùî éðùá úåéìðåéöøä úåéö÷ðåôä äãù ,L = Fp(t, u) éäé :7.6 äîâåã

.K = Fp(tp, up) =
{∑

ij

aijt
piupj/

∑
ij

bijt
piupj

∣∣aij , bij ∈ Fp
}
⊆ L

,[L : K] = p2 éë úåàøì øùôà .[L : K] ≤ p2 ïëì ,[K(t) : K], [K(u) : K] ≤ p-å L = K(t, u) æà

íà ,ïëà .α ∈ L ìëì L 6= K(α) ìáà (!÷åãá) .K ìòî úéøàðéì íééåìú éúìá (tiuj | 0 ≤ i, j < p) éë

,αp =
∑
ij a

p
ijt

piupj/
∑
ij b

p
ijt

piupj ∈ K æà ,aij , bij ∈ Fp øùàá ,α =
∑
ij aijt

iuj/
∑
ij bijt

iuj

.[K(α) : K] ≤ p ïëì

éäé ,úåáçøä éúù L1/K,L2/K íà :7.7 äøãâä

.IsmK(L1, L2) = {σ: L1 → L2| K-ïåëéù àåä σ}

åðéà äæ äæ ìãåâ .L/K ìù úåãéøôä úìòî [L : K]s = |IsmK(L, K̃)| ∈ N ∪ {∞} éäé ,úéøáâìà L/K íà

.L ⊆ K̃ úåéììëä úìáâä éìá ïëì .K̃ éøáâìà øåâñ ìù äøéçáá éåìú

p = (X − α1) · · · (X − αn) ,øîàð ,p = irr(α,K) éäé .α ∈ K̃ øùàá ,L = K(α) éäé :7.8 äîâåã

øåáò σ(α) = αi ïëì ,p ìù ùøåù σ(α) æà ,σ ∈ IsmK(L, K̃) íà .α1 = α øùàá ,K̃ ìòî

ïëì .σi(α) = αi-ù êë σi: L → K(αi) ⊆ K̃ ãéçé íæéôøåîåæéà ùé 1 ≤ i ≤ n ìëì ìáà .i äæéà

èøôá .α1, . . . , αn ïéáî íéðåùä íéùøåùä øôñî àåä [L : K]s-ù ïàëî .IsmK(L, K̃) = {σ1, . . . , σn}

;[L : K]s ≤ [L : K] (à)

.K ìòî ãéøô α íà ÷øå íà [L : K]s = [L : K] (á)
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.[M : K]s = [M : L]s · [L : K]s æà .úåéøáâìà úåáçøä K ⊆ L ⊆M äðééäú :7.9 èôùî

:çéëåäì êéøö .K,L,M ìù éøáâìà øÛâñ K̃ ïëì ,M ⊆ K̃ úåéììëä úìáâä éìá :äçëåä

ú÷úòä ρ: IsmK(M, K̃)→ IsmK(L, K̃) éäú .|IsmK(M, K̃)| = |IsmL(M, K̃)| · |IsmK(L, K̃)|

éë úåàøäì éã ïëì .ìò àéä ,(â)5.6 èôùî éôì .íåöîöä

,|ρ−1(λ)| = |IsmL(M, K̃)| íéé÷úî λ ∈ IsmK(L, K̃) ìëì •

ä÷úòä ùé .K̃ ìù λ̃ íæéôøåîåèåàì λ úà áéçøäì øùôà 5.7 äð÷ñî éôì ,ïëàå

IsmL(M, K̃) = {σ: M → K̃| σ|L = 1L} −→ {σ′: M → K̃| σ′|L = λ} = ρ−1(λ)

.äîöåò úååù úåöåá÷ä éúù ïëì .äìù éëôåää àéä σ′ 7→ λ̃−1 ◦ σ′ åìéàå σ 7→ λ̃ ◦ σ éãé ìò äðåúðä

æà .úéôåñ äáçøä L/K éäú :7.10 èôùî

;[L : K]s ≤ [L : K] (à)

.äãéøô L/K íà ÷øå íà [L : K]s = [L : K] (á)

æà .0 ≤ i ≤ n ìëì Li = K(α1, . . . , αi) øéãâð .L = K(α1, . . . , αn) ,(á)4.15 äð÷ñî éôì (à) :äçëåä

,7.8 äîâåã éôì .Li = Li−1(αi) íéé÷úîå K = L0 ⊆ L1 ⊆ · · · ⊆ Ln = L

äìôëîä úåçñåð éôì ïëì .i ìëì [Li : Li−1]s ≤ [Li : Li−1]

.[L : K]s =
n∏
i=1

[Li : Li−1]s ≤
n∏
i=1

[Li : Li−1] = [L : K]

íà .[L : K]s = [L : K] ,7.8 äîâåã éôì ,ïëì ,α ∈ L äæéà øåáò L = K(α) æà ,äãéøô L/K íà (á)

éôì .[K(α) : K]s < [K(α) : K] ,7.8 äîâåã éôì ïëì ,K ìòî ãéøô åðéàù α ∈ L ùé æà ,äãéøô äðéà L/K

.[L : K]s < [L : K] äìôëîä úåçñåð éôì ïëì ,[L : K(α)]s ≤ [L : K(α)] ,(à)

.äãéøô K(α)/K íà ÷øå íà K ìòî ãéøô α øáéà :7.11 äð÷ñî

.äãéøô K(α)/K íà ÷øå íà [K(α) : K]s = [K(α) : K] íà ÷øå íà K ìòî ãéøô α :äçëåä

.L ìòî ãéøô àåä æà K ìòî ãéøô α íà .α ∈M éäé .úåãù K ⊆ L ⊆M åéäé :7.12 ìéâøú

æà .p = irr(α,L) ∈ L[X] ,f = irr(α,K) ∈ K[X] åéäé .K̃ ⊆ L̃ ⊆ M̃ úåéììëä úìáâä éìá :äçëåä

íéáåøî íéùøåù ïéà p-ì íâ ïëì ,L̃[X]-á ïëìå L[X]-á p | f ìáà .L̃-á àì íâ ïëìå K̃-á íéáåøî íéùøåù ïéà f -ì

.L ìòî ãéøô α ïëì .L̃-á

.úåãù K ⊆ L,F ⊆M åéäé :7.13 èôùî

.úåãéøô M/L ,L/K íà ÷øå íà äãéøô M/K (à)
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.äãéøô LF/F æà ,äãéøô L/K íà (á)

äãéøô LF/K æà úåãéøô F/K ,L/K íà (â)

.(á) ,(à) êåúî éìîøåô ïôåàá òáåð (â) :äçëåä

,äãéøô L/K æà .äãéøô M/K éë çéðð :éììëä äø÷îá .äìôëîä úåçñåðî òáåð äæ ,úéôåñ M/K íà (à)

.7.12 ìéâøú éôì äãéøô M/L-å ,L ⊆M éë

éäé .p = irr(α,L) =
∑
i aiX

i ∈ L[X] éäéå α ∈ M éäé .úåãéøô M/L ,L/K éë çéðð ,êôéäì

α ïëì ,ãéøô p äçðää éôì .p = irr(α,E) ∈ E[X]-å [E : K] < ∞ æà .E = K(a0, a1, . . .) ⊆ L

ïëì .K ⊆ E ⊆ L éë ,äãéøô E/K úîãå÷ä ä÷ñôä éôì .[E(α) : E]s = [E(α) : E] ïëìå ,E ìòî ãéøô

.K ìòî ãéøô α ïëì .[E(α) : K]s = [E(α) : K] äìôëîä úçñåð éôì .[E : K]s = [E : K]

äáçøä F (S)/F éë çéëåäì éã ïëì .LF =
⋃

úéôåñ S⊆L F (S) ,4.18 èôùî ìù (á) úçëåäá åîë (á)

ãéøô α úòë .F (S) = F (α) ïëì ,K(S) = K(α)-ù êë α ∈ L ùé 7.5 èôùî éôì .úéôåñ S ⊆ L ìëì äãéøô

F ìòî äãéøô F (S) = F (α) ïëì .F ìòî ãéøô àåä 7.12 ìéâøú éôì ïëì ,K ìòî

.K ìòî ãéøô α ∈ S ìë íà ÷øå íà äãéøô L/K æà .L = K(S) ⊆ K̃ çéðð :7.14 äðòè

.((â)7.2 äøãâä) K ìòî ãéøô α ∈ L ìë æà äãéøô L/K íà :äçëåä

S íà ïëì .7.11 äð÷ñî éôì ,α ∈ S ìëì äãéøô K(α)/K æà .K ìòî ãéøô α ∈ S ìë éë çéðð ,êôéäì

.S éøáà øôñî ìò äéö÷åãðéàá ,(â)7.13 èôùî éôì äãéøô L/K æà úéôåñ

S′, S′′ ⊆ S ìëìK(S′)∪K(S′′) ⊆ K(S′∪S′′) éë) äãù àåä
⋃

úéôåñ S′⊆S K(S′) éììëä äø÷îá

L/K ïëì ,íéãéøô íä åéøáà ìë úîãå÷ä ä÷ñôä éôì .L àåä äæ äãù ïëì ,S úà ìéëîå K(S)-á ìëåîù (úåéôåñ

.äãéøô
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.K ìù éøáâìà øåâñ K̃ éäé .äãù K éäé

c ∈ K× øùàá ,f = c(X − α1) · · · (X − αn) íà K ìòî ìöôúî 0 6= f ∈ K[X] (à) :8.1 äøãâä

.α1, . . . , αn ∈ K-å

ìë íà K ìòî F ìù ìåöéô äãù àéä L/K äáçøä .1 ≤ äìòîî íéîåðéìåô ìù äöåá÷ F ⊆ K[X] éäú (á)

.L-á F éøáà ìù íéùøåùä éãé ìò øöåð L-å L ìòî ìöôúî f ∈ F

äãù àåä F éøáà ìë ìù K̃-á íéùøåùä ìë éãé ìò K ìòî øöåðù K̃ ìù L äãù-úúä .úåãéçéå íåé÷ :8.2 äøòä

.åéìòî ìöôúî f ∈ F ìëå K úà ìéëîù K̃-á øúåéá ïè÷ä äãùä åäæ .K̃ êåúá K ìòî F ìù ãéçéä ìåöéôä

.L ìòî ìöôúî ,L-á ùøåù åì ùéù ,÷éøô éà p ∈ K[X] ìë íà úéìîøåð àéä L/K úéøáâìà äáçøä :8.3 äøãâä

:íéìå÷ù íéàáä íéàðúä .K ⊆ L ⊆ K̃ ,äãù L éäé :8.4 èôùî

.úéìîøåð L/K (à)

.K̃ -á äìù ìåöéôä äãù àåä L-ù êë F ⊆ K[X] äçôùî ùé (á)

.L ìù íæéôøåîåèåà àåä σ: L→ K̃ K -íæéôøåîåîåä ìë (â)

.L ìò L úà ÷éúòî K̃ ìù K -íæéôøåîåèåà ìë (ã)

éôì .L = L′ äàøð .K̃ êåúá F ìù ìåöéôä äãù L′ éäéå F = {irr(α,K)| α ∈ L} éäú :(á)⇐ (à) :äçëåä

ïàëî ;α ∈ L′ ïëì ,f ∈ F äæéà ìù ùøåù àåä α ∈ L ìë ,êôéäì .L′ ⊆ L ïëì ,L ìòî ìöôúî f ∈ F ìë (à)

.L ⊆ L′

ìòî F ìù ìåöéôä äãù àåä σ(L) íâ ïëì .L→ σ(L) K-íæéôøåîåæéà àåä ,ò"çç σ-ù ïååéë :(â)⇐ (á)

.σ(L) = L ,úåãéçéäî .K̃ êåúá K

.øåøá :(ã)⇐ (â)

éë úåàøäì êéøö .åìù øçà ùøåù α′ ∈ K̃ éäå ,åùøåù α ∈ L éäé ,÷éøô éà p ∈ K[X] éäé :(à)⇐ (ã)

áéçøäì øùôà 5.7 äð÷ñî éôì .σ0: K(α)→ K(α′) ⊆ K̃ K-íæéôøåîåæéà íéé÷ (æ)4.11 èôùî éôì .α′ ∈ L

.α′ ∈ σ(L) = L ïëì .K̃ ìù σ K-íæéôøåîåèåàì σ0 úà

.úéìîøåð àéä ([L : K] = 2 ,åðééäã) L/K úéòåáéø äáçøä ìë (à) :8.5 úåàîâåã

êà .q ∈ L[X] øùàá ,p = (X − α)q æà .α ∈ L ùøåù åì ùéù ÷éøô éà p ∈ K[X] éäé ,ïëà

,q = c(X − β) åà q = c ∈ L× ïàëî .deg p = [K(α) : K] ≤ [L : K] = 2 ïëì ,K ⊆ K(α) ⊆ L

.L ìòî ìöôúî p íéø÷îä éðùá .c ∈ L× ,β ∈ L øùàá

.úéìîøåð äðéà Q( 4
√

2)/Q ìáà .úåéìîøåð ïëìå úåéòåáéø úåáçøä Q( 4
√

2)/Q(
√

2) ,Q(
√

2)/Q (á)

åéùøåù .irr( 4
√

2,Q) = X4− 2 ïëì ,(ïééèùðæéà) Q ìòî ÷éøô éà åðéäùX4− 2 ∈ Q[X] ìù ùøåù 4
√

2 ,ïëà
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.Q( 4
√

2) ⊆ R-å ,±i 4
√

2 /∈ R éë ,±i 4
√

2 /∈ Q( 4
√

2) êà .± 4
√

2,±i 4
√

2 íä C-á

,Q ìòî X4 − 2 ìù ìåöéôä äãù Q(± 4
√

2,±i 4
√

2) = Q( 4
√

2, i) êà .úéìîøåð äðéà Q( 4
√

2)/Q (â)

.úéìîøåð Q( 4
√

2, i)/Q ïëì

.úåãù K ⊆ L,F ⊆M åéäé :8.6 èôùî

.úéìîøåð M/L æà úéìîøåð M/K íà (à)

.úéìîøåð LF/F æà ,úéìîøåð L/K íà (á)

.úåéìîøåð L ∩ F/K ,LF/K æà úåéìîøåð F/K ,L/K íà (â)

.L ìòî F ⊆ L[X] ìù ìåöéôä äãùM æà .K ìòî F ìù ìåöéôä äãùM -ù êë F ⊆ K[X] ùé (à) :äçëåä

.F ìòî F ⊆ F [X] ìù ìåöéôä äãù LF æà .K ìòî F ìù ìåöéôä äãù L-ù êë F ⊆ K[X] ùé (á)

σ éäé .K̃ åðîñð .K ìù éøáâìà øåâñ àåä LF ìù éøáâìà øåâñ ïëì .úéøáâìà LF/K ,4.18 èôùî éôì (â)

.σ(LF ) = σ(L)σ(F ) = LF -å σ(L∩F ) = L∩F ïëì .σ(L) = L ,σ(F ) = F æà .K̃ ìù K-'îåèåà

.L ⊆M ⊆ K̃ -ù êëM/K øúåéá äðè÷ úéìîøåð úáçøä úîéé÷ æà .L ⊆ K̃ ,úéøáâìà äáçøäL/K éäú :8.7 èôùî

.K̃ -á {irr(α,K)| α ∈ S} ìù ìåöéôä äãù M æà L = K(S) íà .úéôåñ M/K íâ ,úéôåñ L/K íà

äãù M éäé .F = {irr(α,K)| α ∈ S} éäú .(S = L ,ìùîì) L = K(S)-ù êë S ⊆ L éäú :äçëåä

M ′/K-å L ⊆ M ′ ⊆ K̃ íà .L = K(S) ⊆ M ïëì ,S ⊆ M ,úéìîøåð M/K æà .K̃-á F ìù ìåöéôä

.M ⊆M ′ ïëì .M ′ ìòî ìöôúî f ïëìå ,L ⊆M ′-á ùøåù ùé f ∈ F ìëì æà ,úéìîøåð

éãé ìò K ìòî øöåð M ïëìå ,úéôåñ F æà .L = K(S)-ù êë úéôåñ S ùé æà .úéôåñ L/K éë çéðð

.úéôåñ M/K ,(á)4.15 äð÷ñî éôì .(F éùøåù ìë) úéôåñ äöåá÷

.L/K ìù éìîøåðä øÛâñä àø÷ú úàæë M äáçøä :8.8 äøãâä

.äãéøô M/K æà .äãéøô L/K ìù éìîøåðä øåâñä M ⊆ K̃ éäé :8.9 äðòè

øùàá ,M = K(S) ,øîåìë .F = {irr(α,K)| α ∈ L} ìù ìåöéôä äãù àåä M ,8.7 èôùî éôì :äçëåä

,7.14 äðòè éôì .íéãéøô íä S éøáà ìë ïëì ,íéãéøô íä F éøáà ìë .K̃-á F éøáà ìù íéùøåùä ìë úöåá÷ S

.K ìòî äãéøô M = K(S)

.[L : K] ≤ n! æà .K ìòî åìù ìåöéôä äãù L éäé .n ≥ 1 äìòîî f ∈ K[X] éäé :8.10 ìéâøú

.[L : Q] = 3 æà .Q ìòî åìù ìåöéôä äãù L éäé .f(X) = X3 − 3X − 1 éäé :äîâåã

:úåðòè úøãñ ìò úññåáî äçëåää

:Z-á ùøåù ïéà f -ì (à)

÷ìçî àåä æàå ,k úà ÷ìçîù p éðåùàø ùé k ∈ Z øçà øôñî ìë .f ìù íéùøåù íðéà ±1-ù äàøî äøéùé ä÷éãá

.f ìù ùøåù åðéà k ,øîåìë ,k3 − 3k 6= 1 ïëì ,1 úà ÷ìçî åðéà p ,êãéàî .k3 − 3k úà
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:Z ìòî ÷éøô éà f (á)

ìù íéîøåâä ìù íéðåéìòä íéîã÷îä úìôëî éë ,ï÷åúî åðéä äæ íøåâ .Z ìòî äðåùàø äìòîî íøåâ ùé f -ì úøçà

,f ìù ùøåù k æà ìáà .k ∈ Z øùàá ,X − k äøåöäî àåä äæ íøåâ ïëì .1 åðéäù ,f ìù ïåéìòä íã÷îä àåä f

.(à)ì äøéúñá

.Q ìòî ÷éøô éà f ,ñåàâ ìù äîìä éôì (â)

(â) éôì .L = Q(α) éäéå Q ìù éøáâìàä øåâñá f ìù ùøåù α éäé

[L : Q] = 3 (ã)

éë ÷åãáì (êùîäá äàø � òâééî úö÷ éë íà) äù÷ àì óåñáì

β =α2 − α− 2

γ =− α2 + 2

ïååéë .Q ìù éøáâìàä øåâñá f ìù íéùøåùä úùåìù íä ,äæî äæ íéðåù íä α, β, γ-ù ïååéë ,æà .f ìù íéùøåù íä

.Q ìòî f ìù ìåöéôä äãù àåä äæä äãùä ,L-á íäù

íéé÷úî ,α3 − 3α− 1 = f(α) = 0 íéé÷î α-ù ïååéë :íéáåùéçä

α3 =3α+ 1

α4 =3α2 + α

α5 =3α3 + α2 = 3(3α+ 1) + α2 = α2 + 9α+ 3

α6 =α3 + 9α2 + 3α = 3α+ 1 + 9α2 + 3α = 9α2 + 6α+ 1

:ïàëî

β =α2 − α− 2

β2 =(α2 − α− 2)2 = α4 + α2 + 4− 2α3 − 4α2 + 4α =

=3α2 + α+ α2 + 4− 6α− 2− 4α2 + 4α = −α+ 2

β3 =(α2 − α− 2)(−α+ 2) = −α3 + α2 + 2α+ 2α2 − 2α− 4 = −3α− 1 + 3α2 − 4 =

=3(α2 − α− 2) + 1 = 3β + 1

.f(β) = 0 ïëìå

àåä f ìù éùéìùä ùøåùä ïëìå ,0 øîåìë ,f -á X2 ìù íã÷îä ìù éãâðä àåä f ìù íéùøåùä íåëñ

.0− α− β = −α− (α2 − α− 2) = α2 + 2 = γ
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íééôåñ úåãù ìù úåáçøä .9

.K ìù éøáâìà øåâñ K̃ éäé .|K| = q <∞ ,éôåñ äãù K éäé

.char(K) > 0 (à) :9.1 èôùî

.K× ∼= Z/(q − 1)Z (á)

.α ∈ K ìëì αq = α (â)

.|L| = qn æà n <∞ äìòîî äáçøä L/K íà (ã)

.k = [K : Fp]-å p = char(K) øùàá ,q = pk (ä)

.éôåñ àåä íâ ïëì ,K-á ìëåî K ìù éðåùàøä äãùä (à) :äçëåä

.úéìâòî äøåáç K× ,7.1 èôùî éôìå |K×| = |K| − 1 = q − 1 (á)

.αq−1 = 1 ïëì ,äøåáçä ìù øãñä úà ÷ìçî äøåáçá øáéà ìù øãñä .α ∈ K× éäé .øåøá ,α = 0 íà (â)

.α-á úàæ ìéôëð

.(K ìòî íééøåè÷å íéáçøî ìù íæéôøåîåæéà) L ∼= Kn (ã)

.L/K íå÷îá K/Fp äáçøää øåáò ,(ã) éôì (ä)

.K ìù n äìòîî äáçøä àåäå ,äãù àåä Kn = {α ∈ K̃| αqn = α} æà .n ∈ N éäé :9.2 èôùî

.p = char(K) ïîñð :äçëåä

íà ,α/β ∈ Kn äîåã ïôåàá .αβ ∈ Kn ïëì ,(αβ)q
n

= αq
n

βq
n

= αβ æà .α, β ∈ Kn åéäé

.qn íâ ïëì ,p ìù ä÷æç q íãå÷ä èôùîä éôì .m ≥ 0 ìëì (α+ β)p
m

= αp
m

+ βp
m

,äéö÷åãðéàá .β 6= 0

1 = −1 æà ,p = 2 íà) .α− β ∈ Kn äîåã ïôåàá .α+ β ∈ Kn ïàëî .(α+ β)q
n

= αq
n

+ βq
n

ïàëî

.K ⊆ Kn ,(â)9.1 èôùî éôì .äãù Kn ïëì (.K-á

f ′ = qnXqn−1− 1 = éë ,íéáåøî íéùøåù ïéà f -ì .K̃-á f = Xqn −X ìù íéùøåùä íäKn éøáà

.[Kn : K] = n ,(ã)9.1 èôùî éôì .|Kn| = deg f = qn ïëì .f -ì øæ −1

æà .n ∈ N éäé :9.3 èôùî

K ìù éðåùàøä äãùä Fp øùàá ,K = (Fp)k ,èøôá .K̃ êåúá n äìòîî K ìù äãéçéä äáçøää Kn (à)

.k = [K : Fp]-å

.K̃ êåúá K ìòî f = Xqn −X ìù ìåöéôä äãù àåä Kn :úéìîøåð Kn/K (á)

.äãéøô Kn/K (â)

.L ⊆ Kn çéëåäì éã ïëì ,|L| = qn = |Kn| æà .K ìù n äìòîî äáçøä L ⊆ K̃ éäú (à) :äçëåä

ïëì ,L× äøåáçä øãñ úà ÷ìçî åìù øãñä æà ,α ∈ L× íà .α ∈ Kn æà α = 0 íà .α ∈ L éäé ,ïëàå

.αq
n

= α ïëì .α ∈ L× ìëì αq
n−1 = 1
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.øåøá (á)

ïëì (f ′ = −1 éë) íéáåøî íéùøåù ïéà f -ì ìáà .irr(α,K) | f ïëì ,f(α) = 0 æà .α ∈ Kn éäé (â)

.íéáåøî íéùøåù ïéà irr(α,K)-ì íâ

äìòîî Fp ìù äãéçéä äáçøää Fpn = (Fp)n éäú n ∈ N ìëì .åìù éøáâìà øåâñ F̃p éäéå éðåùàø p éäé :9.4 ìéâøú

.m | n íà ÷øå íà Fpm ⊆ Fpn :çëåä .F̃p êåúá n
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äàåìâ úøåú ìù íééãåñéä íéèôùîä .10

.K ìù éøáâìà øåâñ K̃ éäé .äãù K éäé

ñçéá) äøåáç éäåæ .L ìù K-éîæéôøåîåèåà úöåá÷ úà ïîñé Aut(L/K) ,úåãù úáçøä L/K íà

.(äáëøäì

.äãéøôå úéìîøåð ,úéøáâìà àéä íà (Galois) äàåìâ úáçøä úàø÷ð L/K äáçøä :10.1 äøãâä

íéùøåù åì ïéàù f ∈ K[X] íåðéìåô ìù L ìåöéô äãù ;0 ïåéôà ìòá äãù ìù úéòåáéø äáçøä ìë :10.2 äîâåã

.íìùåî K íà ,K̃/K éøáâìàä øåâñä úáçøä ;íéáåøî

ñçéá) Gal(L/K) äøåáç àéä L ìù K-éîæéôøåîåèåà ìë úöåá÷ .äàåìâ úáçøä L/K éäú :10.4 äøãâä

.L/K ìù äàåìâ úøåáç úàø÷ðù ,(äáëøäì

:ïëì .Gal(L/K) = IsmK(L, K̃) æà .L ⊆ K̃-ù êë K ìù éøáâìà øåâñ K̃ éäé

.|Gal(L/K)| = [L : K] æà .úéôåñ äàåìâ úáçøä L/K éäú :10.5 èôùî

,ε(a+ b
√

2) = a− b
√

2 øîåìë ,ε(
√

2) = −
√

2 øùàá ,Gal(Q(
√

2)/Q) = {1 = 1L, ε} :10.6 äîâåã

øçà ùøåùì f ìù ùøåù ÷éúòî çøëäá σ ∈ Gal(Q(
√

2/Q) ìë .Q ìòî ÷éøô éà f = X2 − 2 ,ïëà

åà) σ(
√

2) =
√

2 åøåáò σ: Q(
√

2) → Q(
√

2) ãéçé Q-íæéôøåîåîåä ùé êà .σ(
√

2) = ±
√

2 ïëì ,åìù

.(σ(
√

2) = −
√

2

èøôá) .[L : K] ≤ n æà .α ∈ L ìëì [K(α) : K] ≤ n -ù êë n ∈ N éäéå äãéøô L/K éäú :10.7 ìéâøú

(.úéôåñ L/K

.K ìòî úéøàðéì íééåìú éúìá α1, . . . , αn+1 ∈ L ùé æà .[L : K] > n éë äìéìùá çéðð :äçëåä

[K(α) : K] = æà .K(α) = K(α1, . . . , αn+1)-ù êë α ∈ L ùé éáéèéîéøôä øáéàä èôùî éôì

.äøéúñ ,dimK K(α1, . . . , αn+1) > n

ïîñð .H ≤ Aut(L) øîåìë ,(íìåë çøëäá àì) åìù íéîæéôøåîåèåà ìù äøåáçH éäúå äãù L éäé :10.8 äøãâä

íéùð .L-á H ìù úÆá¶ùä äãù àø÷ðù L ìù äãù-úú àåä LH æà .LH = {α ∈ L| σ ∈ H ìëì σ(α) = α}

.H ⊆ Aut(L/LH)-ù áì

äöåá÷ä α ∈ L ìëìù êë L ìù íéîæéôøåîåèåà ìù äøåáç H éäúå äãù L éäé :(ïéèøà ìù äîìä) 10.9 èôùî

.H = Gal(L/E)-å úéôåñL/E æà úéôåñH íà .äàåìâ úáçøäL/E æà .E = LH éäé .úéôåñ {σ(α)| σ ∈ H}

ìù íéðåùä íéøáéàä ìë íä σ1(α), . . . , σr(α)-ù êë σ1, . . . , σr ∈ H øçáð .α ∈ L éäé :äçëåä

æà τ ∈ H íà .σ1 = 1L úåéììëä úìáâä éìá .{σ(α)| σ ∈ H}

τσ1(α), . . . , τσr(α) ∈ {τσ(α)| σ ∈ H} = {σ(α)| σ ∈ H}
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äàåìâ úøåú ìù íééãåñéä íéèôùîä .10

ïëì ,äæî äæ íéðåù

.{τσ1(α), . . . , τσr(α)} = {σ1(α), . . . , σr(α)}

ìá÷úîä L[X]-á íåðéìåôä úà τf -á ïîñð L ìù τ íæéôøåîåèåà ìëì .f =
∏r
i=1

(
X − σi(α)

)
∈ L[X] éäé

æà ,τ ∈ H íà .f ìù íéîã÷î ìò τ úìòôä éãé ìò f -î

τf =
r∏
i=1

(
X − τσi(α)

)
=

r∏
i=1

(
X − σi(α)

)
= f

:íéé÷úîå f(α) = 0 ,úòë .f ∈ E[X] ïëì

.E ìòî ãéøô α ïëì ,íéáåøî íéùøåù ïéà (irr(α,E)-ì íâ ïëìå) f -ì (à)

.L ìòî ìöôúî (irr(α,E) íâ ïëìå) f (á)

.[E(α) : E] = deg irr(α,E) ≤ deg f = r ≤ |H| (â)

.[L : E] ≤ |H| ,10.7 ìéâøúå (â) éôì .úéôåñH-ù çéðð .äàåìâ àéä ïëì .úéìîøåð àéä (á) éôì .äãéøôL/E ,(à) éôì

.H = Gal(L/E) ïëì ,H ⊆ Gal(L/E)-å |Gal(L/E)| = [L : E] íéé÷úî .úéôåñ L/E ïëì

úéôåñ L/E æà úéôåñ H íà .äàåìâ úáçøä L/E æà .E = LH éäé .úéôåñ {σ(α)| σ ∈ H}

.H = Gal(L/E)-å

{σ(α)| σ ∈ H} äöåá÷ä α ∈ L ìëìù êë L ìù íéîæéôøåîåèåà ìù äøåáç H éäúå äãù L éäé :10.10 ìéâøú

.σ(α) = τ(α)-ù êë τ ∈ H ùé æà ,α ∈ L-å σ ∈ Gal(L/E) íà .E = LH éäé .(ïéèøà ìù äîìá åîë) úéôåñ

ìù ùøåù σ(α) ïëì ,f ìù ùøåù α ,úòë .σf = f ïëìå f ∈ E[X] æà .äîìä ìù äçëåäá åîë f éäé :äçëåä

.τ = σi ∈ H ç÷éð .σ(α) = σi(α)-ù êë 1 ≤ i ≤ r ùé ïëì .σf = f

.Aut(L) ìù äøåáç úú H éäúå äãù L éäé :10.11 äøãâä

.H̄ = {σ ∈ Aut(L)| σ(α) = τα(α) -ù êë τα ∈ H íéé÷ α ∈ L ìëì } àåä H ìù øÛâñä (à)

.H̄ = H íà äøeâñ úàø÷ð H (á)

:ìéâøú

.Aut(L) ìù äøåáç úú H̄ (à)

.H ⊆ H̄ (á)

.H̄ ⊆ Ḡ æà H ≤ G ≤ Aut(L) íà (â)

.äãù L éäé :10.12 äîì

.äøåâñ Aut(L/E) æà .L ìù äãù úú E éäé (à)

.äøåâñ äðéä Aut(L) ìù H úéôåñ äøåáç úú (á)
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äàåìâ L/E æà ,H ≤ Aut(L/K) ìù úáùä äãù E = LH -å K ìù úéøáâìà äáçøä L íà (â)

.Gal(L/E) = H̄ -å

èøôá .σ(α) = τα(α)-ù êë τα ∈ Aut(L/E) ùé α ∈ L ìëì æà .Aut(L/E) ìù øåâñá σ éäé (à) :äçëåä

.σ ∈ Aut(L/E) ïëì ,σ(α) = τα(α) = α íéé÷úî α ∈ E ìëì

.äøåâñH ,(à) éôì ïëì .E ⊆ L äæéà øåáò ,H = Gal(L/E) = Aut(L/E) ,ïéèøà ìù äîìä éôì (á)

àéä ïëìå ,irr(α,K) ìù íéùøåùä úöåá÷á úìëåî {σ(α)| σ ∈ H} æà α ∈ L íàù íéùð äìéçú (â)

.äàåìâ L/E ,ïéèøà ìù äîìä éôì .úéôåñ

.10.10 ìéâøú éôì :Gal(L/E) ⊆ H̄

Gal(L/E) = ,(à) éôì ;H̄ ⊆ Gal(L/E) ïëì ,H ⊆ Gal(L/E) íéé÷úî :H̄ ⊆ Gal(L/E)

.Gal(L/E)

æà .G = Gal(L/K) ïîñð .äàåìâ úáçøä L/K éäú :(äàåìâ úøåú ìù éãåñéä èôùîä) 10.13 èôùî

úåàáä úåöåá÷ä éúù ïéá úéëøò ãç ãç äîàúä àéä E 7→ Gal(L/E)

.{E| äãù E, K ⊆ E ⊆ L} −→ {H| G ìù äøåâñ äøåáç-úúH}

.LH ←pH éãé ìò äðåúð äëåôää ä÷úòää

.(äøåâñ äøåáç-úú)H ≤ G ìëì Gal(L/LH) = H -å ,K ⊆ E ⊆ L ìëì LGal(L/E) = E ,úåøçà íéìîá

Gal(L/E) ≤ Gal(L/K) = G-å ,äàåìâL/E æà ,K ⊆ E ⊆ L íà :áèéä úåøãâåî úå÷úòää éúù :äçëåä

:çéëåäì øúåð .Gal(L/LH) = H ,(â)10.12 äîìä éôì ,äøåâñ H íà .K ⊆ LH ⊆ L æà ,H ≤ G íà .äøåâñ

.LGal(L/E) = E æà .äàåìâ L/E éäú :äðòè

.α ∈ LGal(L/E) éäé ,êôéäì .LGal(L/E) = {α ∈ L| σ ∈ Gal(L/E) ìëì σ(α) = α} ⊇ E ,ïëà

äáçøäì ïúéð σ0 ∈ IsmE(E(α), Ẽ) E-íæéôøåîåîåä ìë .E ⊆ L ⊆ Ẽ-ù êë E ìù éøáâìà øåâñ Ẽ éäé

ïëì .úåäæä σ0 ïëì ,σ0(α) = α ïëì ,σ(α) = α ,äçðää éôì .σ ∈ IsmE(L, Ẽ) = Gal(L/E)-ì

.α ∈ E ,øîåìë ,[E(α) : E] = 1 ïëì ,äãéøô E(α)/E ìáà .[E(α) : E]s = 1

.(K ⊆ E ⊆ L-ù êë E úåãù ,øîåìë) íééðéá úåãù ìù éôåñ øôñî ÷ø ùé L/K úéôåñ äãéøô äáçøäì :10.14 äð÷ñî

øôñî äì ùé ïëìå úéôåñ Gal(M/K) ïëì .úéôåñ äàåìâ M/K æà .L/K ìù éìîøåðä øåâñä M éäé :äçëåä

øôñî ùé ïëì .M/K ìù íééðéáä úåãù úöåá÷ íò ò"çç äîàúäá úåãîåò ïä ,èôùîä éôì .úåøåáç-úú ìù éôåñ

.L/K ìù íééðéá úåãù ìù éôåñ øôñî èøôáå ,M/K ìù íééðéá úåãù ìù éôåñ

æà .K ⊆ E1, E2 ⊆ L åéäéå äàåìâ úáçøä L/K éäú :10.15 èôùî

.E2 ⊆ E1 ⇔ Gal(L/E1) ≤ Gal(L/E2) (à)
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.Gal(L/E1 ∩ E2) = 〈Gal(L/E1),Gal(L/E2)〉 (á)

.úéôåñ L/K íà ,Gal(L/E1 ∩ E2) = 〈Gal(L/E1),Gal(L/E2)〉 ('á)

.Gal(L/E1E2) = Gal(L/E1) ∩Gal(L/E2) (â)

øåáò Ei = LGi ,10.13 èôùî éôì .i = 1, 2 øåáò Gi = Gal(L/Ei) ,G = Gal(L/K) ïîñð :äçëåä

.i = 1, 2

.úåøãâää éôì :⇒ (à)

.úåøãâääî òáåð äæ .LG2 ⊆ LG1 ⇐ G1 ≤ G2 :çéëåäì êéøö :⇐

Gal(L/E1 ∩ ïëì ,i = 1, 2 øåáò ,Gal(L/E1 ∩ E2) ⊇ Gal(L/Ei) (à) éôì :"⊇" (á)

ìù øåâñä úà äìéëî àéä ïëì ,äøåâñ Gal(L/E1 ∩ E2) ìáà .E2) ⊇ 〈Gal(L/E1),Gal(L/E2)〉

.〈Gal(L/E1),Gal(L/E2)〉

,øîåìë ,LH ⊆ E1, E2 ïëì ,G1, G2 ≤ H æà .H = 〈Gal(L/E1),Gal(L/E2)〉 ïîñð :"⊆"

.Gal(L/E1 ∩ E2) ≤ Gal(L/LH) = H ïàëîå ,LH ⊆ E1 ∩ E2

.〈Gal(L/E1),Gal(L/E2)〉 = 〈Gal(L/E1),Gal(L/E2)〉 æà ,úéôåñ L/K íà ('á)

ïëì .Gal(L/E1E2) ⊆ Gal(L/E1),Gal(L/E2) ,(à) éôì ïëì ,E1E2 ⊇ E1, E2 :"⊆" (â)

.Gal(L/E1E2) ⊆ Gal(L/E1) ∩Gal(L/E2)

ïååéë .α ∈ E1 ∪ E2 ìëì σ(α) = α æà .σ ∈ Gal(L/E1) ∩ Gal(L/E2) éäé ,êôéäì

.σ ∈ Gal(L/E1E2) ïëì .E1E2 éøáà ìë úéáùî σ-ù øåøá ,E1E2 = K(α| α ∈ E1 ∪ E2)-ù

K ⊆ σ(E) ⊆ L æà .σ ∈ Gal(L/K)-å ,äãù K ⊆ E ⊆ L ,äàåìâ úáçøä L/K éäú :10.16 äîì

.Gal(L/σ(E)) = σGal(L/E)σ−1 -å

ïë åîë .K = σ(K) ⊆ σ(E) ⊆ σ(L) = L :äçëåä

Gal(L/σ(E)) ={τ ∈ Aut(L)| α ∈ E ìëì τ
(
σ(α)

)
= σ(α)} =

{τ ∈ Aut(L)| α ∈ E ìëì σ−1τσ(α) = α} =

{στ ′σ−1 ∈ Aut(L)| α ∈ E ìëì τ ′(α) = α} = σGal(L/E)σ−1

.(τ ′ = σ−1τσ :äðúùî éåðéù åðéùò ìéòì áåùéçá)

æà .äãù K ⊆ E ⊆ L ,äàåìâ úáçøä L/K éäú :10.17 èôùî

.Gal(L/E) /Gal(L/K) íà ÷øå íà (äàåìâ ,øîåìë) úéìîøåð E/K (à)

.Gal(L/E) åðéòøâå Gal(L/K)→ Gal(E/K) íæéôøåîéôà àåä σ 7→ σ|E íåöîöä æà ,äàåìâ E/K íà (á)

.Gal(E/K) ∼= Gal(L/K)/Gal(L/E) ïëì

.K ⊆ E ⊆ L ⊆ K̃ úåéììëä úìáâä éìá :äçëåä
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⇔ úéìîøåð E/K (à)

(úåéìîøåðä úøãâä) σ0 ∈ IsmK(E, K̃) ìëì σ0(E) = E ⇔

(σ ∈ IsmK(L, K̃) = Gal(L/K)-ì äáçøäì ïúéð σ0) σ ∈ Gal(L/K) ìëì σ(E) = E ⇔

(10.15 èôùî åà éãåñéä èôùîä) σ ∈ Gal(L/K) ìëì Gal(L/σ(E)) = Gal(L/E) ⇔

(íãå÷ä èôùîä) σ ∈ Gal(L/K) ìëì σGal(L/E)σ−1 = Gal(L/E) ⇔

.Gal(L/E) /Gal(L/K) ⇔

;K̃ ìù íæéôøåîåèåàì äáçøäì ïúéð σ0 ∈ Gal(E/K) = IsmK(E, K̃) ìë ,5.7 äð÷ñî éôì (á)

àåäù øåøá .ìò íåöîöä ïëì .σ|E = σ0-ù êë σ ∈ Gal(L/K) = IsmK(L, K̃) øáéà àåä L-ì åîåöîö

.Ker(σ 7→ σ|E) = {σ ∈ Gal(L/K)| σ|E = 1E} = Gal(L/E) óåñáì .úåøåáç ìù íæéôøåîåîåä

úáçøä L/Q æà .Q ìòî (ïééèùðæéà ïåéøèéø÷ éôì ÷éøô éà) f = X3 − 2 ìù ìåöéôä äãù L éäé :10.18 äîâåã

,1 ìù éùéìù äãéçé ùøåù ω = e
2πi
3 øùàá ,f = (X − 3

√
2)(X − 3

√
2ω)(X − 3

√
2ω2) íéé÷úî .äàåìâ

ïëì .irr(ω,Q) = X2 +X + 1 ïëìå ,X3 − 1 = (X − 1)(X2 +X + 1) ìù ùøåù ω ,øîåìë

.L = Q(
3
√

2,
3
√

2ω,
3
√

2ω2) = Q(
3
√

2, ω)

åà Gal(L/Q) ∼= Z/6Z ïëì .[L : Q] = 6 ïëì ,[Q(ω) : Q] = 2 ,[Q( 3
√

2) : Q] = 3 ,úòë

.Gal(L/Q) ∼= S3

,(Q ìòî f ìù ìåöéôä äãù äéä Q( 3
√

2) úøçà) úéìîøåð äðéà Q( 3
√

2)/Q-å ,Q ⊆ Q( 3
√

2) ⊆ L ìáà

.Gal(L/Q) ∼= S3 ïëìå ,úéôåìéç äðéà Gal(L/Q) èøôá ,Gal(L/Q( 3
√

2)) 6 Gal(L/Q) ïëì

äøåáç-úú Gal(L/Q(ω)) / Gal(L/Q) ïëìå ,úéìîøåð Q(ω)/Q ïëì ,[Q(ω) : Q] = 2 ,êëì óñåðá

.Gal(L/Q) ∼= S3 íæéôøåîåæéàä úçú A3-ì äîéàúî Gal(L/Q(ω)) ïëì .3 øãñî

æà .óúåùî äãùá íéìëåî L,F -ù êë ,éäùìë äáçøä F/K éäúå ,äàåìâ úáçøä L/K éäú :10.19 èôùî

;äàåìâ úáçøä LF/F (à)

.Gal(LF/F )→ Gal(L/F ∩ L) íæéôøåîåæéà àåä σ 7→ σ|L (á)

.(á)7.13 èôùîå (á)8.6 èôùî (à) :äçëåä

K̃ = {α ∈ C| K ìòî éøáâìà α} úåéììëä úìáâä éìá .F,L ⊆ C æà ;LF ìù éøáâìà øåâñ C éäé (á)

.L ⊆ K̃ æà .C êåúá K ìù éøáâìàä øåâñä

σ(L) ⊆ σ(LF ) = LF ⊆ C ïë åîë .σ|L∩F = 1 ïëì ,σ|F = 1 æà .σ ∈ Gal(LF/F ) éäé

.σ|L ∈ Gal(L/L ∩ F ) ïëì .σ(L) = L ,úéìîøåð L/K-ù ïååéë .σ(L) ⊆ K̃ ïëì ,K ìòî éøáâìà σ(L)-å

.(F ∩ L-á K óéìçð úøçà) L ∩ F = K úåéììëä úìáâä éìá
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íà éë ,éëøò ãç ãç àåä .íæéôøåîåîåä àåä Gal(LF/F ) → Gal(L/K) íåöîöäù úåàøì ì÷

-ù äàøð .åúðåîú H éäú .σ = 1 ,øîåìë ,σ|LF = 1 æà σ|L = 1 íéé÷î σ ∈ Gal(LF/F )

.H = Gal(L/K)

.σ ∈ Gal(LF/F ) ìëì ïëìå ,σ ∈ H ìëì σ(α) = α æà .α ∈ LH éäé .úéôåñ L/K-ù íãå÷ çéðð

äàåìâ úøåú ìù éãåñéä èôùîä éôì åà ïéèøà ìù äîìä éôì ïëì .LH = K ïàëî .α ∈ L ∩ F = K ïëì

.íæéôøåîåæéà èøôáå ìò äðéä íåöîöä ú÷úòä ,äæ äø÷îá ,ïëì .H = Gal(L/K)

úéôåñ äàåìâ úáçøä E/K-ù êë K ⊆ E ⊆ L íééðéá äãù ìëì .τ ∈ Gal(L/K) éäé éììëä äø÷îá

ãéçé σEF ∈ Gal(EF/F ) íéé÷ úîãå÷ä ä÷ñôä éôì .τ |E ∈ Gal(E/K)-å F ⊆ EF ⊆ LF íéé÷úî

êë (K(α)/K ìù äàåìâ øåâñ ,ìùîì) úéôåñ äàåìâ úáçøä E/K ùé α ∈ L ìëì .(σEF )|E = τ |E -ù êë

äàåìâ úåáçøä éúù E1, E2 íàù áì íéùð .LF =
⋃
E EF ïàëîå ,L =

⋃
E E ïëì .K(α) ⊆ E ⊆ L-ù

.E1, E2 ⊆ E-ù êë L-á úìëåî K ìù E úéôåñ äàåìâ úáçøä ùé æà ,L-á úåìëåî K ìù úåéôåñ

:äáåè äøãâää .E ìëì ,σ|EF = σEF éãé ìò σ: LF → LF øéãâð

éãé ìò ÷éñð (σEF )|E = τ |E êåúî æà ,L-á úåìëåî K ìù úåéôåñ äàåìâ úåáçøä éúù E′ ⊆ E íà

.(σEF )|E′F = σE′F úåãéçéä éôìå ,((σEF )|E′F )|E′ = τ |E′ éë íåöîö

.τ àåä L-ì åîåöîöå F ìò øîåùù LF ìù íæéôøåîåèåà àåä σ-ù øåøá

æà .úåøåáç ìù íéîæéôøåîåîåä π1: G1 → G0, π2: G2 → G0 åéäé :10.20 ìéâøú

G1 ×G0 G2 := {(σ1, σ2) ∈ G1 ×G2| π1(σ1) = π2(σ2)}

.G1 ×G0
G2 = G1 ×G2 æà G0 = 1 íà .G1 ×G2 ìù äøåáç-úú

æà .K ìù äàåìâ úåáçøä L1, L2 ⊆ K̃ äðééäú :10.21 èôùî

.äàåìâ úáçøä L1L2/K (à)

.äàåìâ úáçøä L1 ∩ L2/K (á)

.σ 7→ (σ|L1
, σ|L2

) éãé ìò Gal(L1L2/K) ∼= Gal(L1/K)×Gal(L1∩L2/K) Gal(L2/K) (â)

.Gal(L1L2/K) ∼= Gal(L1/K)×Gal(L2/K) æà L1 ∩ L2 = K íà ,èøôá (ã)

.(â)8.6 èôùî éôì úéìîøåðå (â)7.13 èôùî éôì äãéøô L1L2/K (à) :äçëåä

.(â)8.6 èôùî éôì úéìîøåðå (à)7.13 èôùî éôì äãéøô L1 ∩ L2/K (á)

êåúì Gal(L/K)-î íæéôøåîåîåä àåä σ 7→ (σ|L1 , σ|L2)-ù øåøá .L = L1L2 ïîñð (â)

åðéòøâ .Gal(L1/K)×Gal(L2/K)

.Gal(L/L1) ∩Gal(L/L2) = Gal(L/L1L2) = Gal(L/L) = 1

.åæ äøåáç ìò àåäù äàøð .Gal(L1/K)×Gal(L1∩L2/K) Gal(L2/K) êåúá åúðåîúå
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σ1 úà áéçøð .σ1|L1∩L2 = σ2|L1∩L2 -ù êë σ1 ∈ Gal(L1/K), σ2 ∈ Gal(L2/K) åéäé

øáéàì (σ̃|L2)−1σ2 ∈ Gal(L2/L1 ∩ L2) úà áéçøäì øùôà (á)10.19 èôùî éôì .σ̃ ∈ Gal(L/K)-ì

æà .σ = σ̃τ ∈ Gal(L/K) éäé .τ ∈ Gal(L/L1) ≤ Gal(L/K)

σ|L1
= σ̃|L1

τ |L1
= σ11 = σ1 íâå σ|L2

= σ̃|L2
τ |L2

= σ̃|L2
(σ̃|L2

)−1σ2 = σ2
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úåàîâåã .11

.úéøáâìà øåâñ C äãùä :11.1 èôùî

ìù ùøåù i2 = −1 øùàá ,C = R(i) ,åðøåáò .C øéãâäì íãå÷ êéøö ,äæ èôùî çéëåäì éãë

:R ìù úåàáä úåðåëúá ùîúùðå ,X2 + 1 ∈ R[X]

ìù øæ ãåçéà àåä R-å ,R-á ìôëå øåáéç úçú äøåâñ ,(íééáåéç íéøáéà) P úé÷ìç äöåá÷ åá ùé :øåãñ äãù R (à)

(.char(R) = 0-å i /∈ R :ïàëî .éáåéç øáéà àåä 0-î íéðåù íéòåáéø ìù íåëñ èøôá) .P,−P, {0}

.R-á òåáéø àåä éáåéç øáéà ìë (á)

.R-á ùøåù ùé úéâåæ éà äìòîî f ∈ R[X] ìëì (â)

êë c, d ∈ R àåöîì êéøö .a, b ∈ R øùàá ,z = a + bi éäé ,ïëà .C-á òåáéø àåä z ∈ C ìë :1 äðòè

æà .C = a+
√
a2+b2

2 , D = −a+
√
a2+b2

2 øéãâð .c2 − d2 = a, 2cd = b ,øîåìë ,(c + di)2 = a + bi-ù

ïåùàøä äø÷îá .−C,−D ∈ P ∪ {0} åà C,D ∈ P ∪ {0} ïëì ,4CD = b2 ∈ P ∪ {0}-å C −D = a
√
a2 + b2 úà óéìçð éðùä äø÷îá .2cd = b-ù êë øçáéé d ìù ïîéñä øùàë ,c =

√
C ,d = ±

√
D øéãâð

.P ∪ {0}-á íä ïëìå ,"íéðùéä" −D,−C íä "íéùãçä" C,D æà ;åìù éãâðá

ìù ùøåù α øùàá ,F = C(α) æà ,[F : C] = 2 íà ,ïëà .úéòåáéø äáçøä ïéà C-ì :2 äðòè

ïëì ,0 = α2 + bα+ c = (α+ b
2 )2 − ( b2 )2 + c æà ìáà .f = X2 + bX + c ∈ C[X]

.
(
α+

b

2

)2

=
( b

2

)2

− c

.äøéúñ ,α ∈ C ïàëî .α+ b
2 ∈ C ïëì ,C-á òåáéø ( b2 )2 − c ,1 äðòè éôì

L/R ,ïëà .äàåìâ L/R ,úåéììëä úìáâä éìá .L = C æà ,úéôåñ L/C íàù úåàøäì êéøö :èôùîä úçëåä

çéðäì éãë M -á L óéìçð .R ìù úéôåñ äáçøä àåä M äìù äàåìâ øåâñ ïëì ,(char(R) = 0 éë) äãéøô ,úéôåñ

.äàåìâ L/R-ù

,[L : LH ] = |H|-å [L : R] = |G| æà .äìù 2-áåìéñ úøåáç H ≤ G éäúå G = Gal(L/R) éäú

éäé .LH = R(α)-ù êë α ∈ LH ùé éáéèéîéøôä øáéàä èôùî éôì .éâåæ éà øôñî [LH : R] = [G : H] ïëì

ïàëî .1 äìòîî ïëì ,÷éøô éà àåä ìáà ,R-á ùøåù åì ùé ïëì ,úéâåæ éà äìòîî f æà .f = irr(α,R)] ∈ R[X]

.2-úøåáç G ïëì .LH = R ïëìå ,α ∈ R

ñ÷ãðéà úìòá G2 äøåáç-úú äì ùé ,úéìàéååéøè äðéà àéä íà .2-úøåáç G1 = Gal(L/C) ≤ G íâ æà

.2 äðòèì äøéúñá ,C ìù úéòåáéø äáçøä àåä L-á G2 ìù úáùä äãù .2
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íéîåðéìåôä âåç ìò úìòåô Sn úéøèîéñä äøåáçä æà .åéìòî íéðúùî t1, . . . , tn åéäéå äãù K éäé :11.2 äîâåã

:àáä ïôåàá K[t1, . . . , tn]

.σ
( ∑
m=(m1,...,mn)

amt
m1
1 · · · tmnn

)
=

∑
m=(m1,...,mn)

am tm1

σ(1) · · · t
mn
σ(n)

äîìä éôì .E = LSn éäé .Sn ≤ Aut(L) ïëì .L = K(t1, . . . , tn) úåðîä äãùì äáçøäì úðúéð åæ äìåòô

?E åäî .Gal(L/E) = Sn-å äàåìâ úáçøä L/E ,ïéèøà ìù

ïëì .E úáùä äãùá íéàöîð éàãå t1, . . . , tn íéðúùîá s1, . . . , sn íééãåñéä íééøèîéñä íéîåðéìåôä

ìù ìåöéôä äãù àåä L = E0(t1, . . . , tn) ìáà .E0 := K(s1, . . . , sn) ⊆ E ⊆ L

f(X) := (X + t1) · · · (X + tn) = Xn + s1X
n−1 + s2X

n−2 + . . .+ sn ∈ E0[X]

,øîåìë ,E = E0 ïëì .[L : E] = |Sn| = n! ,éðù ãöî .[L : E0] ≤ n! ,8.10 ìéâøú éôì ïëì ,E0 ìòî

.LSn = K(s1, . . . , sn)

àåä .ti 7→ si éãé ìò K[t1, . . . , tn] → K[s1, . . . , sn] íéâåç ìù íæéôøåîåîåä íéé÷ ,ïë ìò øúé

K[t1, . . . , tn] ∼=K ïëì .3.9 èôùî éôì ,
{
g ∈ K[t1, . . . , tn]

∣∣g(s1, . . . , sn) = 0
}

= {0} åðéòøâå ,ìò

ïëì .K(t1, . . . , tn) ∼=K K(s1, . . . , sn) úåãù íæéôøåîåæéàì äáçøäì ïúéð äæ íæéôøåîåæéà .K[s1, . . . , sn]

f = Xn+t1X
n−1 + . . .+tn ìù ìåöéôä äãù L éäé .åéìòî íéðúùî t1, . . . , tn åéäéå äãùK éäé :11.3 äð÷ñî

.Gal(L/E) = Sn æà .E = K(t1, . . . , tn) ìòî

.äàåìâ úøåáçì úéôøåîåæéà G úéôåñ äøåáç ìë :11.4 äð÷ñî

äøåáç-úúì úéôøåîåæéà G úîãå÷ä äð÷ñîä éôì .Sn ìù äøåáç-úúì úéôøåîåæéà G æà .n = |G| éäé :äçëåä

.Gal(L/LH) = H ∼= G-å äàåìâ L/LH æà .H ,øîàð ,Gal(L/E) ìù

.åìù éøáâìà øåâñ K̃ éäéå ,|K| = q ,éôåñ äãù K éäé :11.5 èôùî

.Frobenius ìù íæéôøåîåèåàä àø÷ð ;K̃ ìùK -íæéôøåîåèà àéä x 7→ xq éãé ìò äðåúðä ϕq: K̃ → K̃ ä÷úòää (à)

.úéìâòî Gal(Kn/K) = 〈ϕq|Kn〉-å äàåìâ Kn/K æà .K̃ êåúá n äìòîî K ìù äãéçéä äáçøää Kn éäú (á)

,ïáåîë ;(x + y)q = xq + yq ,((ä)9.1 èôùî) p = char(K) ìù ä÷æç àåä q-ù ïååéë (à) :äçëåä

éôì .ϕq|K = 1 ,(9.2 èôùî) xq = x íéîéé÷î K éøáàù ïååéë .íæéôøåîåîåä ϕq ïëì .(xy)q = xqyq

.íæéôøåîåèåà ϕq ,4.19 ìéâøú

.ϕq|Kn ∈ Gal(Kn/K) øîåìë ,Kn ìù íæéôøåîåèåà ϕq|Kn ïëì .äàåìâ Kn/K ,9.3 èôùî éôì (á)

,(ϕq|Kn)m = 1 ,ïëàå .m := ordϕq|Kn ≥ n-ù çéëåäì éã ,|Gal(Kn/K)| = [Kn : K] = n-ù ïååéë

.m ≥ n ïëìå Kn ⊆ Km ïàëî .x ∈ Kn ìëì ,xq
m

= x ïëì ,øîåìë ,ϕmq (x) = x ïëì
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.ϕpn = (ϕp)
n :11.6 äøòä

ìù ñåéðáåøô ìù íæéôøåîåèåàä ϕ = ϕq ∈ Gal(K̃/K) éäé .K = Kq íà ,Gal(K̃/K) éäî :11.7 äøòä

.K

.σ|Kn = (ϕ|Kn)an = (ϕan)|Kn -ù êë ãéçé an ∈ Z/nZ ùé n ∈ N ìëì æà .σ ∈ Gal(K̃/K) éäé

,am ìù úåãéçéä ììâáå (ϕ|Km)am = (ϕ|Km)an ,øîåìë ,(σKn)|Km = σ|Km -åKm ⊆ Kn æà ,m|n íà

äöåá÷ä êåúá (ak)∞k=1 ïëì .am ≡ an (mod m) íéé÷úî{
(ak)∞k=1 ∈ Ẑ = {(ak)∞k=1 ∈

∞∏
k=1

Z/kZ
∣∣∣ m|n⇒ am ≡ an (mod m)

}
.n ìëì σ|Kn = (ϕ|Kn)an = (ϕan)|Kn éãé ìò σ: K̃ → K̃ ä÷úòä øéãâð (ak)∞k=1 ∈ Ẑ ìëì ,êôéäì

.(σKn)|Km = σ|Km -å Km ⊆ Kn æà m|n íà .äáåè äøãâää :äðòè

,α ∈ Km1
∩Km2

-å m1,m2 ∈ N íà

.σ|Km1
(α) = σ|Kn(α) = σ|Km2

(α) úîãå÷ä ä÷ñôä éôìå m1,m2-á ÷ìçúî n = m1m2

.åæì åæ úåëåôä úå÷úòää éúùù øåøá

.úåøåáç íæéôøåîåæéà àéä Ẑ→ Gal(K̃/K) äîàúääå
∏∞
k=1 Z/kZ ìù äøåáç úú àéä Ẑ ,ïë ìò øúé

.äéðî úá äððéà Gal(K̃/K)-ù ,äàáä äðòèä éôì ,òáåð ïàëî

.|Ẑ| = ℵ :11.8 äðòè

ïëì ,Ẑ ≤
∏∞
k=1 Z/kZ ,ïëà :äçëåä

|Ẑ| ≤ |
∞∏
k=1

Z/kZ| ≤ (2ℵ0)ℵ0 = 2ℵ0·ℵ0 = 2ℵ0 = ℵ

íéøáéà n
m ùé am ∈ Z/mZ ìëì ïëì ,ìò Z/nZ → Z/mZ íæéôøåîåîåää æà ,m|n íà ,êôéäì

.am ≡ an (mod m)-ù êë an ∈ Z/nZ

;a1! ≡ a2! (mod 1!)-ù êë a2! ∈ Z/2!Z íéøáéà 2 ùé (!ãçà ÷ø ùé) a1! ∈ Z/1!Z ìëì ïëì

;a2! ≡ a3! (mod 2!)-ù êë a3! ∈ Z/3!Z íéøáéà 3 ùé äæë a2! ∈ Z/2!Z ìëì

.äàìä ïëå ;a3! ≡ a4! (mod 3!)-ù êë a4! ∈ Z/4!Z íéøáéà 4 ùé äæë a3! ∈ Z/3!Z ìëì

.äìàë (an!)
∞
n=1 úåðåù úåøãñ 2ℵ0 = ℵ úåçôì ùé ïëì

äøãâää .ak ≡ an! (mod k) øéãâð ,k|n! íà :êë (ak)∞k=1 ∈ Ẑ äøãñì íéìùð úàæë äøãñ ìë

am! (mod k) ≡ an! ïëìå am! ≡ an! (mod m!) æà ,m ≤ n ìùîìå ,k|m! íâå k|n! íà éë ,äáåè

.(mod k)
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.|Ẑ| ≥ ℵ ïëì
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íåðéìåô ìù äàåìâ úøåáç .12

ìåöéô äãù L éäé .K ìù éøáâìà øåâñá íéèåùô íéùøåù ìòá ï÷åúî íåðéìåô f ∈ K[X] éäéå äãù K éäé

.L = K(α1, . . . , αn)-å ,äæî äæ íéðåù α1, . . . , αn ∈ L øùàá ,f = (X − α1) · · · (X − αn) æà .f ìù

.A = {α1, . . . , αn} ïîñð

ùøåù σ(α) íâ æà ,σ ∈ Gal(L/K)-å f ìù ùøåù α íà .úéôåñ äàåìâ úáçøä L/K ,åðøîà øáëù éôë

ãç ãç àåä .Gal(L/K) → S(A) íæéôøåîåîåä àåä σ 7→ σ|A ä÷úòää .A ìù äøåîú àéä σ|A ïëì .f ìù

úàø÷ð S(A)-á äæ íæéôøåîåîåä ìù åúðåîú .σ = 1 ïëìå ,1 ≤ i ≤ n ìëì σ(αi) = αi æà σ|A = 1 íà :éëøò

.íæéôøåîåæéà Gal(L/K)→ Gal(f,K) æà .Gal(f,K) ïîåñúå f ìù äàåìâ úøåáç

éåäéæá éåìú äæ éåäéæ êà ,Sn íò S(A) úà ääæð ììë êøãá .A ìò úåøåîú úøåáç àéä Gal(f,K) äøåáçä

:Sn-á äãîöää éãë ãò Gal(f,K) úà òáå÷ äæ éåäéæ .{1, . . . , n} íò A ìù

.ìòå ò"çç λ: A→ B éäúå úåöåá÷ éúù A,B äðééäú :12.1 ìéâøú

.λ∗(σ) = λ−1 ◦ σ ◦ λ éãé ìò ïåúðä λ∗: S(B)→ S(A) íæéôøåîåæéà ùé (à)

ìò äãîöää ú÷úòä àéä [ρ] ïàë) µ∗ = [ρ] ◦ λ∗ -å ìòå ò"çç µ := λ ◦ ρ: A → B æà ρ ∈ S(A) íà (á)

.([ρ](σ) = ρ−1σρ éãé ìò äðåúðä S(A)

.µ∗ = [ρ] ◦ λ∗ íéé÷úîå ρ := λ−1 ◦ µ ∈ S(A) æà ,ìòå ò"çç µ: A→ B íâ íà (â)

.n! úà ÷ìçî |Gal(f,K)| ïëì ,Gal(L/K) ∼= Gal(f,K) ≤ S(A) ∼= Sn :12.2 äð÷ñî

íà α ∼G α′ :A ìò úåìé÷ù ñçé äøéãâî (G ≤ S(A) ,øîåìë) A äöåá÷ ìù G úåøåîú úøåáç :12.3 äøòä

G-ìåìñî àéä Ak øùàá ,A =
⋃
· k Ak ïëì .G-ìåìñî úàø÷ð úåìé÷ù ú÷ìçî .τ(α) = α′-ù êë τ ∈ G ùé

.τ(α) = α′-ù êë τ ∈ G ùé α, α′ ∈ A ìëì ,øîåìë ,ãéçé G-ìåìñî àéä A íà úáéèéæðøè úàø÷ð G .k ìëì

.fk =
∏
α∈Ak(X−α) íåðéìåô íéàúð Ak ìëì .äìù íéùøåùä úöåá÷ A éäúå G = Gal(f,K) éäú

.f =
∏
k fk æà

.úéáéèéæðøè Gal(f,K) íà ÷øå íà ÷éøô éà f ,èøôá .k ìëì ,÷éøô éà àåäå fk ∈ K[X] :12.4 äîì

íéé÷úî σ ∈ G ìëì .íéîåðéìåôä éîã÷î ìò äìåòô éãé ìò L[X] ìò úìòåô G = Gal(L/K) äøåáçä :äçëåä

.fk ∈ LG[X] = K[X] ïàëîå σ(fk) = fk ïëì ,σ(Ak) = Ak

σ ∈ G ùé α′ ∈ Ak ìëì .α ∈ Ak æà .g ìù ùøåù α éäé .fk ìù ï÷åúî ÷éøô éà íøåâ g ∈ K[X] éäé

.÷éøô éà fk èøôáå fk = g ïàëî .g ìù ùøåù íâ α′ ïëì ,α′ = σ(α)-ù êë

.K = K0(t1, . . . , tn) éäé .åéìòî íéðúùî t1, . . . , tn åéäéå äãùK0 éäé .n äìòîî éììëä íåðéìåôä :12.5 äîâåã

åðéàø .n äìòîî éììëä íåðéìåôä àø÷ð f(X) = Xn + t1X
n−1 + t2X

n−2 + · · · + tn ∈ K[X] æà

.Gal(f,K) = Sn éë 11.2 äîâåãá
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:äçëåä àìì ïééöð

ùé æà .ï÷åúî g(t1, . . . , tn, X) ∈ Q[t1, . . . , tn][X] éäé :(èøáìéä ìù úå÷éøô éàä èôùî) 12.6 èôùî

.Gal
(
g,Q(t1, . . . , tn)

) ∼= Gal
(
g(a1, . . . , an, X),Q

)
-ù êë a1, . . . , an ∈ Q

.Gal(L/Q) ∼= Sn -ù êë äàåìâ L/Q ùé n ìëì :12.7 äð÷ñî

.Sn íå÷îá An øåáò äîåã äð÷ñî çéëåä íâ èøáìéä

:äçåúô äàáä äéòáä éììë ïôåàá êà

?Gal(L/Q) ∼= G-ù êë äàåìâ L/Q ùé íàä .úéôåñ äøåáçG éäú :(äëåôää äàåìâ úéòá) 12.8 äéòá

:àéä äæ ïååéëá äáåùç äàöåú

.äøéúô äøåáçG íà ,ïë :(1954 ,'õéáøôù) 12.9 èôùî

.3 äìòîî íåðéìåô ìù äàåìâ úøåáç

ìòî ÷åøéôä f = (X−α1)(X−α2)(X−α3) éäé .ãéøô f = X3 +aX2 +bX+c ∈ K[X] éäé

,K ⊆ K(α1) ⊆ L æà ,åìù ìåöéô äãù L íà .Gal(f,K) ≤ S3 æà .äæî äæ íéðåù α1, α2, α3 ;éøáâìà øåâñ

æà ,÷éøô éà f íà ,ïëì

.3 = [K(α1) : K]
∣∣ [L : K] = |Gal(f,K)|

∣∣ |S3| = 6

:úåéåøùôà éúù ùéù ïàëî

åà ;Gal(f,K) = A3 æàå K(α1) = L (à)

.Gal(f,K) = S3 æàå K(α1) $ L (á)

?Gal(f,K) ≤ A3 éúî ,÷éøô éà f -ù çéðð àì íà ,åà ?íéø÷îä éðù ïéá ïéçáäì ïúéð ãöéë

íééøèîéñä íéîåðéìåôä s1, s2, s3 åéäé .D = (X1 − X2)2(X2 − X3)2(X3 − X1)2 éäé :12.10 ìéâøú

.g(s1, s2, s3) = D -ù êë 6 ≥ ì÷ùîî g ∈ Z[S1, S2, S3] àöî .X1, X2, X3 -á íééãåñéä

íéîåðåîä ìë ,øîåìë ,éðâåîåä àåä ,ïë ìò øúé .6 äìòîîX1, X2, X3-á éøèîéñ íåðéìåô àåäD-ù áì íéùð :ïåøúô

íéùð .6 ≥ ì÷ùîî àåäå g(s1, s2, s3) = D-ù êë ãéçé g ∈ Z[S1, S2, S3] ùé ,3.10 èôùî éôì .6 äìòîî åìù

g-á 6 ì÷ùîî íéîåðåî ïëì .X1, X2, X3-á d äìòîî éðâåîåä íåðéìåô àåä s1, s2, s3-á d ì÷ùîî íåðåî ìëù áì

úåãéçéäî .0 íéðúåð g-á 6 > ì÷ùîî íéîåðåî åìéà D ìù íéîåðåîä ìë úà (s1, s2, s3 ìù äáöää éøçà) íéðúåð

ïëì .6 ì÷ùîî íéîåðåî ÷ø åì ùéù òáåð g ìù

(X1−X2)2(X2−X3)2(X3−X1)2 = ks6
1+`s4

1s2+ms3
1s3+ns2

1s
2
2+ps1s2s3+qs3

2+rs2
3 (1)
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C éøáéà X1, X2, X3 íå÷îá (1)-á áéöäì àéä äèéùä .íúåà àåöîì åðéìò .k, `,m, n, p, q, r ∈ Z øùàá

.äúåà øåúôì æàå íéîìòð 7-á úåéøàðéì úåàååùî ìù úëøòî ìá÷ì êëáå ìéòì äàååùîá íéðåù

,åðééäã ,X3− 1 ìù íéùøåùä úà X1, X2, X3 íå÷îá áéöð ,øîåìë ,s1 = 0, s2 = 0, s3 = 1 ç÷ð (à)

àåä (1) ìù ìàîù óâà æà .ω2 + ω + 1 = 0-ù øåëæð .ω = e
2πi
3 øùàá ,1, ω, ω2

(1− ω)2(ω − ω2)2(ω2 − 1)2 =
(
(1− ω)(1− ω)(1− ω)

)2
=
(
(1− ω)2

)3
=

(1− 2ω + ω2)3 = (−3ω)3 = −27

.r = −27 ïëì ,r àåä ïéîé óâà åìéàå

,X3 + X ìù íéùøåùä úà X1, X2, X3 íå÷îá áéöð ,øîåìë ,s1 = 0, s2 = 1, s3 = 0 ç÷ð (á)

ïëì ,(0 − i)2(i + i)2(−i − 0)2 = i2(2i)2i2 = 4i6 = −4 àåä (1) ìù ìàîù óâà æà .0, i,−i ,åðééäã

.q = −4

,X3 − X2 ìù íéùøåùä úà X1, X2, X3 íå÷îá áéöð ,øîåìë ,s1 = 1, s2 = 0, s3 = 0 ç÷ð (â)

.k = 0 ïëì ,íéååù íéùøåù éðù éë ,0 àåä (1) ìù ìàîù óâà æà .0, 0, 1 ,åðééäã

àåä (1) ìù ìàîù óâà áåù .s1 = 2, s2 = 1, s3 = 0 æà .0, 1, 1 úà X1, X2, X3 íå÷îá áéöð (ã)

ïëì .16` + 4n − 4 = 0 (k, q ìù äáöää éøçà) øîåìë ,k26 + `24 + n22 + q àåä ïéîé óâà åìéàå ,0

.4`+ n = 1

(1) ìù ìàîù óâà æà .s1 = −1, s2 = −2, s3 = 0 æà .0, 1,−2 úà X1, X2, X3 íå÷îá áéöð (ä)

ïàëîå 36 = −2`+ 4n+ 32 ïëì ,k + `(−2) + n4 + q(−8) àåä ïéîé óâà åìéàå ,(1 · 3 · 2)2 = 36 àåä

.−`+ 2n = 2

.` = 0, n = 1 ,(ä) ,(ã) éôì (å)

àåä (1) ìù ìàîù óâà æà .s1 = 3, s2 = 0, s3 = −4 æà .2, 2,−1 úà X1, X2, X3 íå÷îá áéöð (æ)

.m = −4 ïëì .m · 33(−4)− 27(−4)2 àåä ïéîé óâà åìéàå 0 áåù

ìù íéùøåùä úà X1, X2, X3 íå÷îá áéöð ,øîåìë ,s1 = −1, s2 = 1, s3 = −1 ç÷ð óåñáì (ç)

(−1− i)2(−1 + àåä (1) ìù ìàîù óâà æà .−1, i,−i ,åðééäã ,X3 +X2 +X+ 1 = (X+ 1)(X2 + 1)

(−4)(−1)3(−1) + n · 1 · àåä ïéîé óâà åìéàå i)2(2i)2 =
(
(−1)2 − i2)

)2
(2i)2 = 22(−4) = −16

.p = 18 ïàëîå −16 = −34 + p ïëì 1 + p · 1 + q + r(−1)2

ïëìå ,D = −4s3
1s3 + s2

1s
2
2 + 18s1s2s3 − 4s3

2 − 27s2
3 àåä ïåøúôä ,êë íà

.g(S1, S2, S3) = −4S3
1S3 + S2

1S
2
2 + 18S1S2S3 − 4S3

2 − 27S2
3

ïîñð (.÷éøô éà f -ù íéçéðî åððéà) .åððåéãì øåæçð

.δ = (α1 − α2)(α2 − α3)(α1 − α3) =
∏
i<j

(αi − αj)
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ìéâøúä éôì .f ìù äèððéîéø÷ñéãä àø÷ð ∆ = δ2 æà

.∆ = g(−a, b,−c) = −4a3c+ a2b2 + 18abc− 4b3 − 27c2

:σ ∈ Gal(L/K) ìëì .K ìù éðåùàøä äãùä ìòî f ìù a, b, c íéîã÷îá íåðéìåô åäæ

.(12.10 ìéâøúî òáåð íâ äæ ,ïáåîë) ∆ ∈ K ïàëî .σ(∆) = ∆ ïëì ;σ(δ) = ±δ (1)

ïëì .σ(δ) = −δ æà σ|A /∈ A3 íà ;σ(δ) = δ æà σ|A ∈ A3 íà (2)

.σ|A ∈ A3 ⇔ σ(δ) = δ æà ,char(K) 6= 2 íà (3)

,char(K) 6= 2 íà ïëì

.K-á òåáéø ∆⇔ δ ∈ K ⇔ σ ∈ Gal(L,K) ìëì σ(δ) = δ ⇔ Gal(f,K) ≤ A3

L éäé .f ′ = 3X2 − 3 = 3(X − 1)(X + 1) æà .f(X) = X3 − 3X + 1 ∈ K[X] éäé :12.11 äîâåã

.K ìòî f ìù ìåöéô äãù

.L = K æà .ùìåùî ùøåù ìòá f = X3 + 1 = (X + 1)3 æà ,char(K) = 3 íà (à)

äæ äø÷îá .(íéøæ f, f ′ ïëìå ,f ìù ùøåù åðéà ±1 éë) íéáåøî íéùøåù ïéà f -ì æà ,char(K) 6= 3 íà

:ïëì .∆ = −4(−3)3 − 27 = 33(4− 1) = 34 ∈ K2

åà ([L : K] = 3 æàå) Gal(f,K) = A3 ,øîåìë .Gal(f,K) ≤ A3 æà ,char(K) 6= 2, 3 íà (á)

:ïëì .([L : K] = 1 æàå) Gal(f,K) = 1

.Gal(f,K) = A3 æà ÷éøô éà f íà (1á)

ïëì .2 äìòîî g ∈ K[X]-å α ∈ K øùàá f = (X − α)g ,ïëà .Gal(f,K) = 1 æà ÷éøô f íà (2á)

.[L : K] = 1 ïàëî .[L : K] ≤ 2! = 2 ïëìå g ìù ìåöéôä äãù àåä L

÷éøô éà àåäå ,f ∈ F2[X] ,ïëà .úåøçà úåáéñî ,char(K) = 2 íà íâ ïåëð (á) ÷ìçù ïééöð úåîìùä ïòîì (â)

àéäå F23 çøëäá àéä åæ äáçøä .F2 ìù 3 äìòîî äáçøä øöåé åìù ùøåù ïëì .f(0), f(1) 6= 0 éë ,F2 ìòî

Gal(L/K) ïëìå L = F23K-ù àöåé .F2 ìòî f ìù ìåöéôä äãù àåä F23 ïëì .9.3 èôùî éôì ,úéìîøåð

.3 åà 1 øãñî àéä ïëì .Gal(F23/F2) ìù äøåáç-úúì úéôøåîåæéà

.íåðéìåô ìù äàåìâ úøåáç ìù áåùéç

.úåãù ìòî íéîåðéìåô ìù ÷åøéô ìò ññåáî àáä íúéøåâìàä

:øö÷ð .Z ìòî íééåìú éúìá íéðúùî t1, . . . , tn, u1, . . . , un, X, Y1, . . . , Yn åéäé :12.12 äøãâä

.t = (t1, . . . , tn) ,u = (u1, . . . , un) ,Y = (Y1, . . . , Yn)

íåðéìåô øéãâð n ∈ N ìëì

.Gn =
∏
π∈Sn

(
X − tπ(1)u1 − · · · − tπ(n)un

)
∈ Z[u, X][t] (1)
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æà .σ ∈ Sn éäé .t1, . . . , tn ìò úåøåîúä úøåáçë Z[u, X][t] ìò úìòåô Sn-ù øåëæð

σ(Gn) = Gn
(
tσ(1), . . . , tσ(n)

)
=
∏
π∈Sn

(
X − tσπ(1)u1 − · · · − tσπ(n)un

)
= Gn

-ù êë ãéçé Pn(Y1, . . . , Yn) ∈ Z[u, X][Y] ùé ïëì .éøèîéñ Gn ,øîåìë

.Gn = Pn
(
s1(t), . . . , sn(t)

)
(2)

,äîâåãì .é-n-ä øM�ðÛø÷ íåðéìåô Pn-ì àø÷ð

G2 = (X − t1u1 − t2u2)(X − t2u1 − t1u2) =

= X2 − (t1 + t2)(u1 + u2)X + t1t2(u2
1 + u2

2) + (t21 + t22)u1u2

= X2 − s1(t)(u1 + u2)X + s2(t)(u2
1 + u2

2) +
(
s2

1(t)− 2s2(t)
)
u1u2

.P2 = X2 − Y1(u1 + u2)X + Y2(u2
1 + u2

2) + (Y 2
1 − 2Y2)u1u2 ïëì

ïëìå (u, X,Y íéðúùîá éðùä ,u, X, t íéðúùîá ïåùàøä) Z ìòî íéîåðéìåôë Pn, Gn úà úåàøì øùôà

.K ìù éðåùàøä äãùá íéøáéàë íéàåø íéîã÷îä úà øùàë ,K äãù ìë ìòî íéîåðéìåôë íúåà úåàøì øùôà

f(X) = Xn + a1X
n−1 + · · · + an ∈ R[X] éäéå K úåðî äãù ìòá úå÷éøô íåçú R éäé :12.13 èôùî

.ãéøô íåðéìåô

.g(u, X) = Pn(−a1, . . . , (−1)nan) ∈ R[u, X] øéãâð (à)

ñåàâ ìù äîìä éôì .g1(u, X), . . . , gr(u, X) ∈ K(u)[X] íéð÷åúî íé÷éøô éà íéîøåâì g(u, X) ÷øôð (á)

.åìù úåðîä äãù K(u)-å úå÷éøô íåçú R[u] éë ,gj(u, X) ∈ R[u, X] = R[u][X]

1 ≤ j ≤ r ìëìå ,äæî äæ íéðåù g1(u, X), . . . , gr(u, X) æà

.gj(uω(1), . . . , uω(n), X) = gi(u, X)-ù êë 1 ≤ i ≤ r ùé ω ∈ Sn ìëì (â)

äøåáçì Sn -á äãåîö Gal(f,K) äøåáçä (ã)

.{ω ∈ Sn| gj(uω(1), . . . , uω(n), X) = gj(u, X)}

ìåöéôä äãù L = K(α1, . . . , αn) éäé .(äæî äæ íéðåù íä) f ìù íéùøåùä α1, . . . , αn ∈ K̃ åéäé :äçëåä

.1 ≤ i ≤ n ìëì ai = (−1)isi(α1, . . . , αn) ,3.4 äøòä éôì .úéôåñ äàåìâ úáçøä L/K æà .K ìòî f ìù

res: Gal
(
L(u)/K(u)

)
→ íåöîöä ú÷úòäå úéôåñ äàåìâ úáçøä L(u)/K(u) ,10.19 èôùî éôì

σ ∈ Gal(L/K) ìë ìáà .L(u) = K(u)L éë ,Gal(L/K) ìù äøåáç úú ìò íæéôøåîåæéà àåä Gal(L/K)

(íå÷îá u1, . . . , un úøîåùå íéîåðéìåôä ìù íéîã÷îä ìò úìòåô àéä) L[u] ìù íæéôøåîåèåàì äáçøäì ïúéð

ìù øáéàì äáçøäì ïúéð σ ,øîåìë ,K(u) éøáéà ìò øîåùù L(u) åìù úåðîä äãù ìù íæéôøåîåèåàì ïàëîå

.Gal(L/K) ìò res ïëìå ,Gal
(
L(u)/K(u)

)
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ïîñð π ∈ Sn ìëì

π(θ) = απ(1)u1 + · · ·+ απ(n)un ∈ L[u]

æà .π = π′ íà ÷øå íà π(θ) = π′(θ)-ù áì íéùðå

g(u, X) = Pn
(
− a1, . . . , (−1)nan

)
= Pn

(
s1(α1, . . . , αn), . . . , sn(α1, . . . , αn)

)
=

= Gn(α1, . . . , αn) =
∏
π∈Sn

(
X − π(θ)

)
ïëì ,L[u][X] âåçá íéîøåâì ÷åøéô àåä ïéîé óâàå

gj(u, X) =
∏
π∈Vj

(
X − π(θ)

)
íéîåðéìåôë) g1, . . . , gr-ìù òáåð ïàëî .(øæ ãåçéà) Sn =

⋃
· rj=1 Vj -ù êë ,∅ 6= Vj ⊆ Sn äöåá÷ äæéà øåáò

.gj = irr
(
ρj(θ),K(u)

)
æà .ρj ∈ Vj òá÷ðå øçáð j ìëì .äæî äæ íéðåù íä ïëìå íéðåù íéùøåù ùé (X-á

.(Sn ìù úåöåá÷-úú ïåéååù) Vj = Gal(f,K)ρj :äðòè

⇔ π ∈ Vj æà .π ∈ Sn éäé ,ïëà

gj = irr
(
ρj(θ),K(u)

)
ìù ùøåù π(θ)⇔

øîåìë ,σ
(
ρj(θ)

)
= π(θ) -ù êë σ ∈ Gal

(
L(u)/K(u)

)
ùé⇔

σ(αρj(1))u1 + · · ·+σ(αρj(n))un = απ(1)u1 + · · ·+απ(n)un

i ìëì σ(αρj(i)) = απ(i) -ù êë σ ∈ Gal
(
L(u)/K(u)

)
ùé⇔

i ìëì σ(αi) = απρ−1
j (i) -ù êë σ ∈ Gal

(
L(u)/K(u)

)
ùé⇔

i ìëì σ(αi) = απρ−1
j (i) -ù êë σ ∈ Gal(L/K) ùé⇔

πρ−1
j ∈ Gal(f,K)⇔

.π ∈ Gal(f,K)ρj ⇔

.äðòèä äçëåä êëá

æà .G = Gal(f,K) ≤ Sn ïîñð

gj(u, X) =
∏
π∈Vj

(
X − π(θ)

)
=

∏
π∈Gρj

(
X − απ(1)u1 − · · · − απ(n)un

)
æà .ω ∈ Sn éäé úòë

gj(uω(1), . . . , uω(n), X) =
∏

π∈Gρj

(X − απ(1)uω(1) − · · · − απ(n)uω(n)) =

=
∏

π∈Gρj

(X − απω−1(1)u1 − · · · − απω−1(n)un) =
∏

π∈Gρj

(
X − πω−1(θ)

)
=

=
∏

π∈Gρjω−1

(
X − π(θ)

)
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.(â) úà çéëåî äæ .Sn-á G ìù èñå÷ àåä Gρjω
−1 éë ,i äæéà øåáò gi(u, X) àåä ïéîé óâàå

,ïë åîë

⇔ ρjωρ
−1
j ∈ G ⇔ Gρj = Gρjω

−1 ⇔ gj(u1, . . . , un, X) = gj(uω(1), . . . , uω(n), X)

.(ã) úà çéëåî äæ .ω ∈ ρ−1
j Gρj

ìù åúðåîú úà h̄-á ïîñð Z-á íéîã÷î íò h íåðéìåô øåáòå p éðåùàø òá÷ð .K = Q-å R = Z åéäé úòë

.(Fp = Z/pZ-á íéîã÷î íò íåðéìåô) p åìåãåî h

éäé .ãéøô f̄ ∈ Fp[X]-ù êë f(X) = Xn + a1X
n−1 + · · ·+ an ∈ Z[X] éäé

Pn
(
u, X,−a1, . . . , (−1)nan

)
= g(u, X) = g1(u, X) · · · gr(u, X)

àåä f̄ ∈ Fp[X]-ì íéàúîä íåðéìåôä æà .ìéòì åîë

Pn
(
u, X,−ā1, . . . , (−1)nān

)
= ḡ(u, X) = ḡ1(u, X) · · · ḡr(u, X)

,íé÷éøô éà íéîøåâì íúåà ÷øôð .Fp(u) ìòî íé÷éøô éà çøëäá íðéà ḡ1(u, X), . . . , ḡr(u, X) íéîøåâä êà

.ḡ1(u, X) = ḡ11(u, X) · · · ḡ1s(u, X) ,øîàð

1 ≤ i ≤ r ùé (â)12.13 èôùî éôì .ḡ11(uω(1), . . . , uω(n), X) = ḡ11(u, X) -ù êë ω ∈ Sn éäé

ïëì .ḡ1(uω(1), . . . , uω(n), X) = ḡi(u, X) ïàëîå ,g1(uω(1), . . . , uω(n), X) = gi(u, X) -ù êë

.ḡ11(u, X) | ḡ1(u, X), ḡi(u, X)

ïëì .(ḡ ìù ÷åøéôá íééîòô òéôåî äéä ḡ11 úøçà) i = 1 ïàëîå

g1(uω(1), . . . , uω(n), X) = g1(u, X)⇐ ḡ11(uω(1), . . . , uω(n), X) = ḡ11(u, X)

:êë íà ,åðìáé÷ .Gal(f̄ ,Fp) ≤ Gal(f,Q) (íéàúî ïôåàá f̄ ìùå f ìù íéùøåùä úà øãñð íà) ïëìå

úåøåáç ìù (íæéôøåîåðåî) ïåëéù íéé÷ æà .ãéøô f̄ ∈ Fp[X]-ù êë ï÷åúîå ãéøô f ∈ Z[X] éäé :12.14 èôùî

íéùøåùä úà øãñì øùôà ,f ìù íéùøåù α1, . . . , αn ∈ Q̃ íà ,øîåìë .Gal(f̄ ,Fp) → Gal(f,Q) úåøåîú

.Sn ìù úåøåáç-úúë Gal(f̄ ,Fp) ≤ Gal(f,Q)-ù êë f̄ ìù ᾱ1, . . . , ᾱn ∈ F̃p

éôì .f̄ ìù íéùøåùä úöåá÷ A éäú .ï÷åúîå ãéøô f̄ ∈ Fp[X] éäé .Gal(f̄ ,Fp) ìù áåùéç :12.15 äøòä

øáéàë) σ úà àåöîì êéøö .A-ì ñåéðáåøôä ìù íåöîö σ = ϕ|A øùàá úéìâòî Gal(f̄ ,Fp) = 〈σ〉 ,11.5 èôùî

.(Sn ìù

,12.3 äøòä éôì .Fp ìòî íéð÷åúî íé÷éøô éà íéîøåâì f̄ ìù ÷åøéôä f̄ = f̄1 · · · f̄k éäé

Ai = ïëì .Gal(f̄ ,Fp)-ìåìñî àåä Ai ìëå f̄i ìù íéùøåùä úöåá÷ Ai øùàá A =
⋃
· ki=1Ai

-åì÷éö) íé÷åùéç k ìù äìôëî àåä σ-ù ïàëî .αi ∈ Ai äæéà øåáò {αi, ϕ(αi), . . . , ϕ
deg f̄i−1(αi)}

.deg f̄1, . . . ,deg f̄k êøåà éìòá íéøæ (íéñ
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.Fp[X]-á åúðåîú úà (f̄ íå÷îá) fp-á ïîñð .f = X5 −X − 1 éäé :12.16 äîâåã

,úåéììëä úìáâä éìá ,ïëì ,F2 ìòî íé÷éøô éà íéîøåâì ÷åøéô f2 = (X2 + X + 1)(X3 + X2 + 1) (à)

.π = (1 2)(3 4 5) ∈ Gal(f2,F2)

.5 êøåàî ÷åùéç éãé ìò úøöåð Gal(f5,F5) ïëì F5 ìòî ÷éøô éà f5 (á)

æàå äîéàúî ä÷æçá ρ úà óéìçð .5 êøåàî ρ ÷åùéçå π3 = (1 2) úà äìéëî Gal(f,Q) ïëì

ïëì .〈(1 2), (1 2 3 4 5)〉 = S5 ,òåãéë .ρ = (1 2 3 4 5) úåéììëä úìáâä éìá ïëì ,ρ = (1 2 . . .)

.Gal(f,Q) = S5
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.(ìôëì ñçéá) äøåáç K× æà .åìù éøáâìà øåâñ K̃ éäéå äãù K éäé

àåä ζ ∈ K× øáéà :13.1 äøãâä

.µn(K) ïîåñú K-á íéé-n äãéçé éùøåù úöåá÷ .ord ζ | n ,øîåìë ,ζn = 1 íà ,é-n äãéçé ùøåù (à)

.ord ζ = n ,øîåìë ,1 ≤ k < n ìëì ζk 6= 1-å ζn = 1 íà ,éáéèéîéøô é-n äãéçé ùøåù (á)

ïîåñú K-á äãéçé éùøåù úöåá÷ .ord ζ < ∞ ,øîåìë ,n ∈ N äæéà øåáò ζn = 1 íà ,äãéçé ùøåù (â)

.µ(K)

.|µn(K)| ≤ n ïëì .K-á Xn − 1 ìù íéùøåùä úöåá÷ àéä µn(K) (à) :13.2 äøòä

.char(K) - n ,øîåìë ,K-á n 6= 0 ,øîåìë ,ãéøô Xn − 1 íà ÷øå íà |µn(K̃)| = n (á)

.úéìâòî àéä 7.1 èôùî éôì .K× ìù úéôåñ äøåáç-úú àéä µn(K) (â)

.|µn(K)| = n-å 〈ζ〉 = µn(K) æà éáéèéîéøô é-n äãéçé ùøåù ζ ∈ K íà (ã)

.char(K) - n íà ÷øå íà éáéèéîéøô é-n äãéçé ùøåù K̃-á ùé (ä)

.n-ì øæ i íà ÷øå íà 'îéøô é-n ζi æà ,'îéøô én ζ íà :ïëì ,ord ζi = n
gcd(n,i) æà ord ζ = n íà (å)

äàåìâ úáçøä K(ζ) = K(W ) æà .éáéèéîéøô é-n äãéçé ùøåù ζ ∈ W éäé .W = µn(K̃) ïîñð :13.3 äîì

.ζi(σ) = σ(ζ) éãé ìò ïåúðä i: Gal(K(ζ)/K)→ (Z/nZ)× ïåëéù ùéå K ìù úéôåñ

íéé÷úî ,ζ ìù úå÷æç íä W éøáàù ïååéë .K(ζ) ⊆ K(W ) íéé÷úî ,ζ ∈ W -ù ïååéë :äçëåä

éôì .Xn − 1 ìù ìåöéô äãù àåä K(W ) ,(à)13.2 äøòä éôì .K(ζ) = K(W ) ïëì .K(W ) ⊆ K(ζ)

.úéôåñ äàåìâ K(W )/K ïëì .ãéøô Xn − 1 ,(á),(ã)13.2 äøòä

êë i ∈ Z ùé ïëì .σ(ζ) ∈ W ïëì
(
σ(ζ)

)n
= σ(ζn) = 1 æà .σ ∈ Gal(K(W )/K) éäé

úøãâåî Z/nZ-á i ìù äðåîúä ïëì .n | i− j ⇔ ζi−j = 1⇔ ζi = ζj ìáà ,ãéçé åðéà àåä .σ(ζ) = ζi-ù

.ζi(σ) = σ(ζ) úîéé÷îù i: Gal(K(ζ)/K)→ Z/nZ ä÷úòä åðøãâä êëá .i(σ) äúåà ïîñð ;áèéä

æà σ, τ ∈ Gal(K(W )/K) íà .i(1) = 1-ù øåøá

,ζi(στ) = στ(ζ) = σ(τ(ζ)) = σ
(
ζi(τ)

)
=
(
σ(ζ)

)i(τ)
= ζi(σ)i(τ)

íà .íæéôøåîåîåä àåä i-å ,i(σ) ∈ (Z/nZ)× ïëì ,i(σ)i(σ−1) = i(1) = 1 èøôá .i(στ) = i(σ)i(τ) ïëì

.úéëøò ãç ãç i ïëì .σ = 1 ïëì ,σ(ζ) = ζ1 = ζ æà ,σ ∈ Ker i

.(Z/nZ)× = {k + nZ| 0 ≤ k < n, íéøæ k, n} (à) :13.4 äøòä

km+ `n = 1-ù êë `,m ∈ Z ùé⇔ km ≡ 1 mod n-ù êëm ∈ Z ùé⇔ Z/nZ-á êéôä k ∈ Z ,ïëà)

.|(Z/nZ)×| = ϕ(n) := |{k| 0 ≤ k < n, íéøæ k, n}| ïëì .(íéøæ k, n⇔
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æà íéøæ m,n íà :éðéñä úåéøàùä èôùî (á)

ïëì ;a+mnZ 7→ (a+mZ, a+ nZ) éãé ìò Z/mnZ ∼= Z/mZ× Z/nZ

ïàëî ;(Z/mnZ)× ∼= (Z/mZ)× × (Z/nZ)×

.ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n)

æà ,íéðåù íééðåùàø p1, . . . , pr íà ,èøôá

.(Z/p1
m1 · · · prmrZ)× ∼= (Z/p1

m1Z)× × · · · × (Z/prmrZ)×

,÷åéã øúéá ,ϕ(pm) = pm − pm−1 = pm−1(p− 1) æà .éðåùàø p éäé (â)

íàå ,(Z/pmZ)× ∼= Z/(p − 1)Z × Z/pm−1Z ∼= Z/pm−1(p − 1)Z æà ,m ≥ 1-å p 6= 2 íà

.(Z/2mZ)× ∼= Z/2Z× Z/2m−2Z æà m > 1-å p = 2

.úéìáà Gal
(
K(ζ)/K

)
-å [K(ζ) : K] ≤ ϕ(n) æà .éáéèéîéøô é-n äãéçé ùøåù ζ ∈ K̃ éäé :13.5 äð÷ñî

.irr(ζ,K) ìù ùøåù àåä ,n-ì øæ k øùàá ,ζk ìë íà ÷øå íà [K(ζ) : K] = ϕ(n) íéé÷úî

æà .éáéèéîéøô é-n äãéçé ùøåù ζ ∈ Q̃ éäé :13.6 èôùî

;[Q(ζ) : Q] = ϕ(n) (à)

.Gal
(
Q(ζ)/Q

) ∼= (Z/nZ)× (á)

.(à)-î òáåð (á) ,13.3 äîì éôì :äçëåä

:úåàøäì éã ,deg f ≥ ϕ(n) çéëåäì éãëå deg f ≤ ϕ(n) ,13.5 äð÷ñî éôì .f = irr(ζ,Q) éäé (à)

.n-ì øæ k ìëì f(ξk) = 0 æà f(ξ) = 0 íà

:úåàøäì éã r ìò äéö÷åãðéàá ïëì .íééðåùàø p1, p2, . . . , pr øùàá ,k = p1p2 · · · pr ìáà

.éðåùàø p - n ìëì f(ξp) = 0 æà f(ξ) = 0 íà :äðòè

.f, h ∈ Z[X] ,ñåàâ ìù äîìä éôì .ï÷åúî h ∈ Q[X] äæéà øåáòXn−1 = fh ïëì ,f | Xn−1 ,ïëà

ùøåù ξ ïëì .h(ξp) = 0 æà .f(ξp) 6= 0 éë äìéìùá çéðð .fh ìù ùøåù ξp ,øîåìë ,(ξp)n = (ξn)p = 1 ,úòë

.g ∈ Z[X] ,ñåàâ ìù äîìä éôì .h(Xp) = fg-ù êë ï÷åúî g ∈ Q[X] ùé æà .f | h(Xp) ïëìå ,h(Xp) ìù

ïîñð q =
∑
i biX

i ∈ Z[X] øåáò ;Fp = Z/pZ-á a ìù äðåîú úà a-á ïîñð a ∈ Z øåáò

æà h =
∑
i aiX

i ∈ Z[X] íà .q =
∑
i biX

i ∈ Fp[X]

,f g = fg = h(Xp) =
∑
i

ai(X
p)i =

∑
i

ai
pXip =

(∑
i

aiX
i
)p

= h
p

(F̃p-á) íéáåøî íéùøåù ùéXn− 1 íåðéìåôì ïëì ,Xn− 1 = f h ìáà .h ìù ùøåù íâ àåä f ìù ùøåù ìë ïëì

.(p - n éë) äøéúñ
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äãéçéä éùøåù .13

íåðéìåôä àåä (K ìòî) é-n-ä éîåèåì÷éöä íåðéìåôä .char K - n ,äãù K éäé :13.7 äøãâä

,Φn,K(X) =
∏

äãéçé ùøåù ζ∈K̃

éáéèéîéøô é-n

(X − ζ) =
∏

ζ∈K̃×, ord ζ=n

(X − ζ) =
∏

0≤k<n
íéøæ k,n

(X − ζkn)

.Φn = Φn,Q ïîñð .éáéèéîéøô é-n äãéçé ùøåù ζn øùàá

.Φn = irr(ζn,Q) (à) :13.8 äðòè

.Φn ∈ Z[X] (á)

.Φn,K(X) = Xn−1∏
d|n, d<n Φd,K(X)

;Φ1,K(X) = X − 1 (â)

.Z[X]→ K[X] íæéôøåîåîåää úçú Φn ìù äðåîúä àåä Φn,K :äãùá éåìú åðéà éîåèåì÷éöä íåðéìåôä (ã)

.13.6 èôùîå 13.5 äð÷ñî éôì (à) :äçëåä

,ñåàâ ìù äîìä éôì .Q[X]-á íâ ïëì ,Q̃[X]-á Φn|Xn − 1 íéé÷úî .ï÷åúî Φn ∈ Q[X] ,(à) éôì (á)

.Φn ∈ Z[X]

.äð÷ñîä ïàëîå ,Xn − 1 =
∏
ζ∈K̃×
ord ζ|n

(X − ζ) =
∏
d|n

∏
ζ∈K̃×
ord ζ=d

(X − ζ) =
∏
d|n

Φd,K (â)

.(â) éôì ,n ìò äéö÷åãðéàá (ã)

,ìùîì .n ìò äéö÷åãðéàá ,Φn úà áùçì øùôà (ã)13.8 äðòè éôì

,Φp(X) =
(Xp − 1)

(X − 1)
= Xp−1 + · · ·+X + 1 (éðåùàø p)

.Φ6(X) =
X6 − 1

Φ1Φ2Φ3
=

X6 − 1

(X − 1)(X + 1)(X2 +X + 1)
=

X6 − 1

X4 +X3 −X − 1
=

= X2 −X + 1

:æà íéøæ m,n íà :13.9 äð÷ñî

.Q(ζmn) = Q(ζm)Q(ζn) (à)

.Q(ζm) ∩Q(ζn) = Q (á)

äãéçé ùøåù àåä ζmζn ïëì .ord (ζmζn) = mn ïëì ,ord (ζm) = m ,ord (ζn) = n :"⊆" (à) :äçëåä

.ζmn ∈ Q(ζm)Q(ζn) ïàëî .åìù ä÷æç àåä ζmn ïëìå ,éáéèéîéøô é-mn

ζm ïëì .éáéèéîéøô é-n äãéçé ùøåù àåä ζmmn ,øîåìë ,ord (ζmmn) = n ïëì ,ord (ζmn) = mn :"⊇"

.Q(ζn) ⊆ Q(ζmn) äîåã ïôåàá .Q(ζm) ⊆ Q(ζmn) ïëìå ,ζm ∈ Q(ζmn) ïàëî .åìù ä÷æç àåä
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(10.19 èôùîî òáåð ïéåòîä ìù úåéãâðä úåòìöá úåìòîä ïåéååù) úåìòî ïåéö íò ,úåãù ìù íéùøú íéé÷ (á)

Q(ζm)Q(ζn) = Q(ζmn)

Q(ζm)

b

mmmmmmmmmmmmm
Q(ζn)

a

QQQQQQQQQQQQQ

Q(ζm) ∩Q(ζn)

a

QQQQQQQQQQQQQ b

mmmmmmmmmmmmm

Q

c

,øîåìë ,ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n)-ù ïååéë .ac = ϕ(m), bc = ϕ(n), abc = ϕ(mn) ,13.6 èôùî éôì

.c = 1 àöåé ,abc = (ac)(bc)

:íéøôñîä úøåúî àáä èôùîá ùîúùð

.p ≡ a (mod n)-ù êë p íééðåùàø óåñðéà ùé æà .íéøæ a, n ∈ N åéäé :(Dirichlet) 13.10 èôùî

.Gal(L/Q) ∼= A-ù êë úéôåñ äàåìâ L/Q ùé æà .úéôåñ úéìáà äøåáç A éäú :13.11 èôùî

íééðåùàø ùé äìëéøéã èôùî éôì .n1, . . . , nr äæéà øåáò A ∼= Z/n1Z × · · · × Z/nrZ ,òåãéë :äçëåä

æà .i ìëì Gi = Gal
(
Q(ζpi/Q)

)
ïîñð .i ìëì pi ≡ 1 (mod ni)-ù êë p1, . . . , pr (!)íéðåù

úáùä äãù Li ⊆ Q(ζpi) éäé .ni ñ÷ðãéà úìòá Hi ≤ Gi ùé ïëì ,Gi ∼= (Z/piZ)× ∼= Z/(pi − 1)Z

:çéëåäì éã ïëì .Gal(Li/Q) ∼= Gi/Hi
∼= Z/niZ æà ;äìù

æà .Li ⊆ Q(ζpi) éäé 1 ≤ i ≤ r ìëì .íéðåù íééðåùàø p1, . . . , pr åéäé :äðòè

. Gal(L1 · · ·Lr/Q) ∼= Gal(L1/Q)× · · · ×Gal(Lr/Q)

.äøåøá äðòèä r = 1 øåáò :r ìò äéö÷åãðéàá òáåð äæ ,ïëà

æà .Gal(L1 · · ·Lr−1/Q) ∼= Gal(L1/Q)× · · · ×Gal(Lr−1/Q) çéðð

,(L1 · · ·Lr−1 ∩ Lr) ⊆
(
Q(ζp1) · · ·Q(ζpr−1

)
)
∩Q(ζpr ) ⊆ Q(ζp1···pr−1

) ∩Q(ζpr ) ⊆ Q

,(ã)10.21 èôùî ðôì ïàëî .(L1 · · ·Lr−1) ∩ Lr = Q ïëì

Gal(L1 · · ·Lr−1Lr/Q) ∼= Gal(L1 · · ·Lr−1/Q)×Gal(Lr/Q) ∼=(
Gal(L1/Q)× · · · ×Gal(Lr−1/Q)

)
×Gal(Lr/Q) ∼= Gal(L1/Q)× · · · ×Gal(Lr/Q)
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.(åðçëåä àì åúåà) 'õéáøôù èôùî ìù éèøô äø÷î àåä íãå÷ä èôùîä (à) :13.12 äøòä

áééç çøëäá äæù øîåà Kronecker-Weber èôùî .n äæéà øåáò L ⊆ Q(ζn)-ù úàæë àéä åðìù äéðáä (á)

.êë úåéäì

,äì÷ äçëåä ùé äæ äø÷îáå ,a = 1 øåáò ÷ø äæ èôùîá åðùîúùä êà .äì÷ äðéà äìëéøéã èôùî ìù äçëåä (â)

:äæ ÷øôá åðãîìù øîåçá úùîúùîù

.úéôåñðéà Pf = {éðåùàø p| (∃x ∈ Z) p|f(x) 6= 0} äöåá÷ä æà .n ≥ 1 äìòîî f ∈ Z[X] éäé :13.13 äîì

-ù êë n äìòîî h ∈ Z[X] ùé æà .b := f(a) 6= 0-ù êë a ∈ Z ùé ,deg f ≥ 1-ù ïååéë :äçëåä

øùàá ,f(a+ bX) =
∑n
i=0 cib

iXi ïúåð a áéáñ øåìééè çåúéô ,ïëà) .h(0) = 1-å f(a+ bX) = bh(X)

.Ph ⊆ Pf -ù áì íéùð (.h(X) = (
∑n
i=0 cib

iXi)/b øéãâð ;i ìëì ci ∈ Z-å c0 = f(a) = b

æà .c := h(p1 · · · pkx) 6= 0,±1-ù êë x ∈ Z ùé .Pf = {p1, . . . , pk} ,úéôåñ Pf -ù äìéìùá çéðð

æà p|c íà ìáà .i ìëì p 6= pi êà p|c-ù êë éðåùàø p ùé ïëì .pi - c èøôáå i ìëì c ≡ h(0) = 1 mod pi

.äøéúñ ,p ∈ Ph ⊆ Pf

p > n íééðåùàø óåñðéà ùé 13.13 äîì éôì .f = Φn ∈ Z[X] éäé :a = 1 øåáò äìëéøéã èôùî ìù äçëåä

.p ≡ 1 (mod n) ,øîåìë ,n|p− 1 äæë p ìë øåáòù äàøð .p|f(x)-ù êë x ∈ Z ùé íøåáò (p - n èøôáå)

.f̄(x̄) = 0 íéé÷úî ,p|f(x)-ù ïååéë .p åìåãåî x, f ìù úåéö÷åãøä úà x̄ ∈ Fp, f̄ ∈ Fp[X]-á ïîñð

ïëì .x̄p−1 = 1 íéé÷úî ,x̄ ∈ F×p -ù ïååéë .ord x̄ = n-å x̄ ∈ F×p ïëì .f̄ = Φn,Fp ,(ã)13.8 äðòè éôì

.n = ord x̄|p− 1
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íéøè÷ø÷ ìù úéøàðéì úåìú éà .14

íéøè÷ø÷ ìù úéøàðéì úåìú éà .14

.äãù K øùàá ,χ: G→ K× úåøåáç íæéôøåîåîåä àåä G äøåáç ìù øè÷ø÷ :14.1 äøãâä

G-î úåéö÷ðåôä ìù éøåè÷åä áçøîá íéøáéàë) íä χ1, . . . , χn: G→ K× íéðåù íéøè÷ø÷ :(Artin) 14.2 èôùî

-å a1, . . . , an ∈ K íà ,øîåìë ,K ìòî úéøàðéì íééåìú éúìá (K êåúì

a1χ1 + · · ·+ anχn = 0 (= ñôàä úéö÷ðåô) (1)

.a1 = · · · = an = 0 æà

íéøè÷ø÷ n− 1 øåáò äðåëð äðòèäù çéðð .i ìëì χi 6= 0 éë ,øåøá äæ n = 1 øåáò .n ìò äéö÷åãðéàá :äçëåä

:χn(g0)-á (1) úà ìéôëð .χ1(g0) 6= χn(g0)-ù êë g0 ∈ G ùé ,χ1 6= χn-ù ïååéë .(1) íéé÷úîùå

.a1χn(g0)χ1 + · · ·+ an−1χn(g0)χn−1 + anχn(g0)χn = 0 (2)

ïëì ,a1χ1(g0g) + · · ·+ anχn(g0g) = 0 íéé÷úî ,g ∈ G ìëì ,éðù ãöî

ïàëî .a1χ1(g0)χ1(g) + · · ·+ anχn(g0)χn(g) = 0

a1χ1(g0)χ1 + · · ·+ an−1χn−1(g0)χn−1 + anχn(g0)χn = 0 (3)

:(3)-î (2) úà øéñçð

a1

(
χ1(g0)− χn(g0)

)
χ1 + · · ·+ an−1

(
χn−1(g0)− χn(g0)

)
χn−1 = 0

,äéö÷åãðéàä úçðä éôì .(1)-á úàæ áéöð .a1 = 0 ïëìå ,a1

(
χ1(g0) − χn(g0)

)
= 0 ,äéö÷åãðéàä úçðä éôì

.a2 = · · · = an = 0

σ1, . . . , σn åéäéå K ìòî L ìù ñéñá α1, . . . , αn ∈ L éäé .n äìòîî äãéøô äáçøä L/K éäú :14.3 äð÷ñî

.det
(
σi(αj)

)
6= 0 æà .IsmK(L, K̃) ìù íéðåùä íéøáéàä ìë

i-ä äøåùä .K̃ ìòî úéøàðéì úåéåìú éúìá
(
σi(αj)

)
∈ Mn(K̃) äöéøèîä ìù úåøåùäù çéëåäì éã :äçëåä∑

i aiσi(αj) = 0 æà .
∑
i aiξi = 0-ù êë a1, . . . , an ∈ K̃ åéäé .ξi =

(
σi(α1), . . . , σi(αn)

)
àéä

øùàá ,α =
∑n
j=1 bjαj æà .α ∈ L éäé ,ïëà .L ìò ñôàä äéö÷ðåô àéä

∑
i aiσi-ù òáåð ïàëî .j ìëì

ïëìå ,b1, . . . , bn ∈ K

.

n∑
i=1

aiσi(α) =

n∑
i=1

aiσi
( n∑
j=1

bjαj
)

=

n∑
i=1

ai

n∑
j=1

bjσi(αj) =

n∑
j=1

bj

n∑
i=1

aiσi(αj) = 0

.a1 = · · · = an = 0 èôùîä éôì ïëì ,íéðåù íéøè÷ø÷ íä σ1, . . . , σn: L× → K̃× ìáà
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úåéìâòî úåáçøä .15

:úå÷úòä éúù øéãâð .úéôåñ äàåìâ äáçøä L/K éäú :15.1 äøãâä

.K êåúì L-î äá÷òä úàø÷ð TL/K(α) =
∑
σ∈Gal(L/K) σ(α) éãé ìò äðåúðä TL/K : L→ K (à)

.K êåúì L-î äîøåðä úàø÷ð NL/K(α) =
∏
σ∈Gal(L/K) σ(α) éãé ìò äðåúðä NL/K : L→ K (á)

ïôåàá ,L/K úéôåñ äáçøä ìëì úåøãâåî äîøåðäå äá÷òä :øúåé úéììë äøãâä ìù éèøô äø÷î ÷ø åäæ :15.2 äøòä

úøãâåî NL/K(α)-å TL/K(α) .K ìòî (ïëìå L ìòî) úéøàðéì ä÷úòä àéä x 7→ αx æà α ∈ L íà :àáä

.äîàúäá ,åæ ä÷úòä ìù äèððéîøèãäå äá÷òë

.TL/K(β) = 1-ù êë β ∈ Lùéå ñôàä ú÷úòä äðéà TL/K æà .úéôåñ äàåìâ úáçøä L/K éäú :15.3 äîì

TL/K =
∑
σ∈Gal(L/K) 1σ ,14.2 èôùî éôì .L× → L× íéøè÷ø÷ë Gal(L/K) éøáàá ïðåáúð :äçëåä

.TL/K(α/c) = c/c = 1 æà .c := TL/K(α) 6= 0-ù êë α ∈ L øçáð .ñôàä ú÷úòä äðéà

éäé .G ìù øöåé σ éäéåG äàåìâ úøåáç úìòá úéôåñ úéìâòî äáçøä L/K éäú :(èøáìéä ìù 90 èôùî) 15.4 èôùî

.β = α
σ(α) -ù êë α ∈ L× ùé íà ÷øå íàNL/K(β) = 1 æà .β ∈ L×

æà .β = α
σ(α) çéðð :äçëåä

.NL/K(β) =
∏
τ∈G

τ
( α

σ(α)

)
=
∏
τ∈G

τ(α)

τσ(α)
=

∏
τ∈G τ(α)∏
τ∈G τσ(α)

= 1

ïëì ,íéðåù íä 1, σ, . . . , σn−1: L× → L× íéøè÷ø÷ä .n = |G| éäé .NL/K(β) = 1 çéðð ,êôéäì

ïëì .1 · 1L + βσ+ βσ(β)σ2 + . . .+ βσ(β) · · ·σn−2(β)σn−1 6= 0 ïëì ,L ìòî ì"úá ïéèøà èôùî éôì

-ù êë z ∈ L ùé

.α := z + βσ(z) + βσ(β)σ2(z) + . . .+ βσ(β) · · ·σn−2(β)σn−1(z) 6= 0

íéé÷úî

.βσ(α) =

βσ(z) + βσ(β)σ2(z) + . . .+ βσ(β) · · ·σn−2(β)σn−1(z) + βσ(β) · · ·σn−1(β)σn(z) =

βσ(z) + βσ(β)σ2(z) + . . .+ βσ(β) · · ·σn−2(β)σn−1(z) + z = α

.β = α
σ(α) ïëì .σn = 1L-å βσ(β) · · ·σn−1(β) = NL/K(β) = 1 éë
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.ζn ∈ K-ù çéðð .char(K) - n-ù êë n ∈ N ,äãùK éäé :(Kummer) 15.5 èôùî

ìù ùøåù α ,øîåìë) αn ∈ K-å L = K(α)-ù êë α ∈ L× ùé æà .n äìòîî úéìâòî äáçøä L/K éäú (à)

.(Xn − a ∈ K[X]

.αd ∈ K-å d | n øùàá ,d äìòîî úéìâòîK(α)/K æà .Xn − a ìù ùøåù α ∈ K̃ éäéå a ∈ K× éäé (á)

éôì ïëì ,NL/K(ζ−1
n ) =

∏n−1
i=0 σ

i(ζ−1
n ) = (ζ−1

n )n = 1 íéé÷úî .Gal(L/K) ìù øöåé σ éäé (à) :äçëåä

σi(α) = ζinα äéö÷åãðéàá .σ(α) = ζnα ,øîåìë ,ζ−1
n = α/σ(α)-ù êë α ∈ L× ùé èøáìéä ìù 90 èôùî

ïëì ,äæî äæ íéðåù íä .irr(α,K) ìù íéùøåù α, ζnα, . . . , ζ
n−1
n α ∈ L ïëì ,i = 0, . . . , n − 1 ìëì

ïëì ,σi(αn) =
(
σi(α)

)n
= (ζinα)n = ζinn α

n = αn ,ïë åîë .L = K(α) ïëìå ,[K(α) : K] ≥ n

.αn ∈ LGal(L/K) = K

ìë íä ïëì ,äæî äæ íéðåù ,Xn − a ìù íéùøåù íä α, ζnα, . . . , ζ
n−1
n α ∈ K(α) íéøáéàä (á)

äàåìâ úáçøä àåä ,K ìòî Xn − a ìù ìåöéôä äãù ,L := K(ζn, α) = K(α) æà .Xn − a ìù íéùøåùä

.K ìù

ùøåù
σ(α)
α øîåìë ,

(σ(α)
α

)n
= σ(α)n

αn = 1 ïëì ,Xn−a ìù ùøåù σ(α) íâ æà ,σ ∈ Gal(L/K) íà

æà σ, τ ∈ Gal(L/K) íà .σ(α) = ω(σ)α-ù êë ω(σ) ∈ 〈ζn〉 = µn(K̃) ∼= Z/nZ ùé ïëì .é-n äãéçé

,ω(στ)α = (στ)(α) = σ
(
τ(α)

)
= σ

(
ω(τ)α

)
= ω(τ)σ(α) = ω(τ)ω(σ)α = ω(σ)ω(τ)α

ω ïëì ,{σ| σ(α) = α} = {1} àåä åðéòøâ .úåøåáç íæéôøåîåîåä àåä ω êë éôì .ω(στ) = ω(σ)ω(τ) ïëì

.d | n øùàá ,d øãñî úéìâòî àéä Gal(L/K)-ù òáåð ïàëî .ïåëéù

ïëì ,ordω(σ) = ordσ | d æà ,σ ∈ Gal(L/K) íà

.σ(αd) =
(
σ(α)

)d
=
(
ω(σ)α

)d
=
(
ω(σ)

)d
αd = αd

.αd ∈ K ïëì

.p ïåéôéà ìòá äãù ìòî p úéðåùàø äìòîî úåéìâòî úåáçøäá ïåãð úòë

σ éäéåG äàåìâ úøåáç úìòá úéôåñ úéìâòî äáçøä L/K éäú :(úéøåáéç äñøâ ,èøáìéä ìù 90 èôùî) 15.6 èôùî

.β = α− σ(α)-ù êë α ∈ L ùé íà ÷øå íà TL/K(β) = 0 æà .β ∈ L éäé .G ìù øöåé

æà .β = α− σ(α) çéðð :äçëåä

.TL/K(β) =
∑
τ∈G

τ
(
α− σ(α)

)
=
∑
τ∈G

τ(α)− τσ(α) =
∑
τ∈G

τ(α)−
∑
τ∈G

τσ(α) = 0

éäé .TL/K(z) = 1 -ù êë z ∈ L ùé 15.3 äîì éôì .n = |G| éäé .TL/K(β) = 0 çéðð ,êôéäì

.α = βσ(z) +
(
β + σ(β)

)
σ2(z) + · · ·+

(
β + σ(β) + · · ·+ σn−2(β)

)
σn−1(z)
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æà

σ(α) =

σ(β)σ2(z) +
(
σ(β) + σ2(β)

)
σ3(z) + · · ·+

(
σ(β) + σ2(β) + · · ·+ σn−2(β)

)
σn−1(z)+

· · ·+
(
σ(β) + σ2(β) + · · ·+ σn−1(β)

)
σn(z)

ïëì .
(
TL/K(β)− β

)
z = −βz àåä (äðåøçàä äøåùä) ïåøçàä øáåçîäå

.α− σ(α) = βσ(z) + βσ2(z) + · · ·+ βσn−1(z) + βz = β TL/K(z) = β

.char(K) = p > 0 ,äãùK éäé :(Artin-Schreier) 15.7 èôùî

Xp −X − a ∈ K[X] ìù ùøåù α-å L = K(α)-ù êë α ∈ L ùé æà .p äìòîî úéìâòî äáçøä L/K éäú (à)

.a ∈ K äæéà øåáò

ïåùàøä äø÷îá .p åà 1 äìòîî úéìâòîK(α)/K æà .f = Xp −X − a ìù ùøåù α ∈ K̃ éäéå a ∈ K éäé (á)

.÷éøô éà f éðùä äø÷îáå ,K-á f éùøåù ìë

éôì ïëì ,TL/K(−1) =
∑p−1
i=0 σ

i(−1) = p(−1) = 0 íéé÷úî .Gal(L/K) ìù øöåé σ éäé (à) :äçëåä

ìëì σi(α) = α+i äéö÷åãðéàá .σ(α) = α+1 ,øîåìë ,−1 = α−σ(α)-ù êëα ∈ Lùé èøáìéä ìù 90 èôùî

,[K(α) : K] ≥ p ïëì ,äæî äæ íéðåù íä .irr(α,K) ìù íéùøåù α, α+1, . . . , α+(p−1) ∈ L ïëì ,i ≥ 0

ïëì σi(αp − α) = σi(αp) − σi(α) = (α + i)p − (α + i) = αp − α ,ïë åîë .L = K(α) ïëìå

.a := αp − α ∈ LGal(L/K) = K

,ïëà .f ìù íéùøåù íä α, α+ 1, . . . , α+ (p− 1) ∈ K(α) íéøáéàä (á)

(α+ i)p − (α+ i)− a = αp − α− a+ ip − i = 0

,K ìòî ãéøô åðéäù ,f ìù ìåöéôä äãù ,K(α) æà .f ìù íéùøåùä ìë íä ïëì ,äæî äæ íéðåù íä .i ∈ Fp ìëì

.K ìù äàåìâ úáçøä àåä

-ù êë ω(σ) ∈ Fp ∼= Z/pZ ùé ïëì ,f ìù ùøåù σ(α) íâ æà ,σ ∈ Gal
(
K(α)/K

)
íà

.σ(α) = α+ ω(σ)

æà ,σ, τ ∈ Gal
(
K(α)/K

)
íà

,α+ ω(στ) = (στ)(α) = σ
(
τ(α)

)
= σ

(
α+ ω(τ)

)
= σ(α) + ω(τ) = α+ ω(σ) + ω(τ)

,{σ| σ(α) = α} = {1} àåä åðéòøâ .úåøåáç íæéôøåîåîåä àåä ω êë éôì .ω(στ) = ω(σ) + ω(τ) ïëì

.d = p åà d = 1 ,øîåìë ,d | p øùàá ,d øãñî úéìâòî àéä Gal
(
K(α)/K

)
-ù òáåð ïàëî .ïåëéù ω ïëì

éðùä äø÷îá .K-á àåä íâ ,i ∈ K øùàá ,α + i äøåöäî f ìù ùøåù ìëù ïååéë ;α ∈ K ïåùàøä äø÷îá

.÷éøô éà f ïëì ,deg f = p = [K(α) : K]

:p ïåéôà éìòá úåãù ìòî åäùìë n øåáò pn øãñî úåéìâòî úåáçøä ìù äéðá øùôàî íãå÷ä èôùîä
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úåéìâòî úåáçøä .15

úéìâòî äáçøä ùé æà .pn > 1 äìòîî úéìâòî äáçøä L/K éäú .char(K) = p > 0 ,äãù K éäé :15.8 èôùî

.K ⊆ L ⊆ L′ -ù êë pn+1 äìòîî L′/K

α øùàá ,L′ = L(α) øéãâð .G ìù øöåé σ éäéå G = Gal(L/K) éäú .äá÷òä T = TL/K éäú :äçëåä

.íéàúî a ∈ L øåáò ,f = Xp −X − a ìù ùøåù

.T (β) = 1-ù êë β ∈ L ùé 15.3 äîì éôì .a úàéöî :à áìù

ïëì .T (βp) =
∑
τ∈G τ(βp) =

∑
τ∈G

(
τ(β)

)p
=
(∑

τ∈G τ(β)
)p

=
(
T (β)

)p
= 1 íéé÷úî

-ù êë a ∈ L ùé 15.6 èôùî éôì .T (βp − β) = T (βp)− T (β) = 1− 1 = 0

.σ(a)− a = βp − β (1)

.α ∈ L ,(á)15.7 èôùî éôì .f ìù ùøåù α ∈ L̃ éäé .àìù çéðð .L ìòî ÷éøô éà f = Xp −X − a :á áìù

éë ,åìù ùøåù ,σ(α)− α ,(1) éôì .g(X) = Xp −X − (βp − β) ∈ L[X] éäé

.
(
σ(α)− α

)p − (σ(α)− α
)
− (βp − β) =

(
σ(αp)− αp

)
−
(
σ(α)− α

)
−
(
σ(a)− a

)
=

σ(αp − α− a)− (αp − α− a) = σ(0)− 0 = 0

,p äìòîî íåðéìåô ìù íéðåù íéùøåù p äìà .0 ≤ i < p ìëì ,β + i íâ ïëìå ,åìù ùøåù β íâ ìáà

ìáà .T
(
σ(α) − α

)
= T (β + i) ïàëî .σ(α) − α = β + i-ù êë i ùé ïëì .åéùøåù ìë íä ïëì

,T (β+i) = T (β)+pni = 1+0 = 1 åìéàå T
(
σ(α)−α

)
= T

(
σ(α)

)
−T (α) = T (α)−T (α) = 0

.÷éøô éà f ïëì .äøéúñ

.L′ = L(α) øéãâð (.úéìîøåð L′/K-ù íéòãåé åððéà ïééãò äæ áìùáù áì íéùì ùé) .úéìâòî L′/K :â áìù

(1) éôì .äãéøô L′/K ,äàåìâ L/K ,L′/L-ù ïååéë .[L′ : K] = pn+1 ïëì ,[L′ : L] = p æà

,(α+ β)p − (α+ β) = αp − α+ βp − β = a+ βp − β = σ(a)

L′ ìù σ′ íæéôøåîåèåàì σ úà áéçøäì ïúéð ïëì .σ(f) = Xp −X − σ(a) ∈ L[X] ìù ùøåù α + β ïëì

.σ′(α) = α+ β-ù êë

æà .L′′ åäùìë äãù øåáò ,σ: L′ → L′′ úåãù íæéôøåîåæéàì σ úà áéçøð íãå÷ :èåøéô øúéá)

íéé÷ (á)4.9 èôùî éôì .σ(f) ìù ùøåù σ(α) ,f ìù ùøåù α-ù ïååéë .L′′ = σ
(
L(α)

)
= L

(
σ(α)

)
äéö÷åãðéàá (.σ′ = σ2 ◦ σ øéãâð .σ2

(
σ(α)

)
= α+ β-ù êë σ2: L′′ → L′ íæéôøåîåæéà

.(σ′)j(α) = α+ β + σ(β) + · · ·+ σj−1(β)

ïëì ,(σ′)p
n |L = σp

n

= 1 ìáà .(σ′)p
n 6= 1 ïëìå ,(σ′)p

n

(α) = α + T (β) = α + 1 6= α èøôá

ïëì ;ordσ′ - pn êà ,ordσ′|pn+1 ,øîåìë .(σ′)p
n+1

=
(
(σ′)p

n)p
= 1 ïàëî .(σ′)p

n ∈ Gal(L′/L)

.ordσ′ = pn+1

úéìâòî Gal(L′/E) = 〈σ′〉-å äàåìâ L′/E ,10.9 èôùî éôì .〈σ′〉 ìù úáùä äãù K ⊆ E ⊆ L′ éäé

.E = K ïëì ,[L′ : E] = |〈σ′〉| = pn+1 = [L′ : K] èøôá .pn+1 øãñî
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úåøéúô úåáçøä .16

úåøéúô úåáçøä .16

úåøåáç ìù íæéôøåîåæéà úå÷ìçî ìù äöåá÷ C ,÷åéã øúéá .úåéôåñ úåøåáç ìù äçôùî C éäú äæ ÷øôá

.C-á úàöîð G ìù íæéôøåîåæéàä ú÷ìçî íà G ∈ C áåúëð êà ,úåéôåñ

úåáçøäå ,úåøùé úåìôëî ,äðî úåøåáç ,úåøåáç-úú úçú äøåâñ àéä íà äàìî úàø÷ð C äçôùîä :16.1 äøãâä

.(G ∈ C íâ æà N,G/N ∈ C-å N / G íà ,øîåìë)

úåøéúô úåøåáç ;íéåñî éðåùàø p øåáò ,p-úåøåáç ;úåéôåñä úåøåáçä ìë :úåàìî úåçôùî (à) :16.2 äîâåã

.(íééôåìéç áëøä éîøåâ úåìòá=)

.(úåáçøä úçú äøåâñ äðéà) úåéìáà úåøåáç :úåàìî àì úåçôùî (á)

.äàìî äçôùî C éäú äúòî

Gal(L′/K) ∈ C-ù êë L′/K äàåìâ úáçøä ùé íà C-úáçøä úàø÷ð L/K úéôåñ äáçøä :16.3 äøãâä

.(K ìòî L ìù äàåìâ øåâñ àåä L̂ ïàë) Gal(L̂/K) ∈ C-å äãéøô L/K ,ìå÷ù ïôåàá .L ⊆ L′-å

.(éðåùàø p øåáò) p-úáçøäå äøéúô äáçøä :íééèøô íéø÷î

æà .úåãù K ⊆ L,F ⊆M åéäé :16.4 èôùî

.C -úåáçøä M/L ,L/K íà ÷øå íà C -úáçøä M/K (à)

.C -úáçøä FL/F æà C -úáçøä L/K íà (á)

.C -úáçøä LF/K æà C -úåáçøä F/K ,L/K íà (â)

.úåéììëä úìáâä éìá ,M ìù M̃ éøáâìàä øåâñá íéìëåî ïìäìù úåãùä ìë :äçëåä

-å ,FL ⊆ FL′ ,äàåìâ FL′/F æà .Gal(L′/K) ∈ C-å L ⊆ L′-ù êë äàåìâ L′/K éäú (á)

.C-úáçøä FL/F ïëì ,Gal(FL′/F ) ∼= Gal(L′/F ∩ L′) ≤ Gal(L′/K)

úáçøä L′F ′/K ,10.21 èôùî éôì .LF ⊆ L′F ′ æà .äîàúäá ,K ìòî L,F ìù äàåìâ éøåâñ L′, F ′ åéäé (â)

.C-á àéä ïëìå ,Gal(L′/K)×Gal(F ′/K) ìù äøåáç-úúì úéôøåîåæéà äìù äàåìâ úøåáçå äàåìâ

åîë .C-úáçøä L/K ïëì ,L ⊆ M ′ æà .Gal(M ′/K) ∈ C-å M ⊆ M ′-ù êë äàåìâ M ′/K éäú :⇐ (à)

.C-úáçøä M/L ïëìå ,Gal(M ′/L) ∈ C ïëì ,Gal(M ′/L) ≤ Gal(M ′/K) ∈ C ïë

:L′M -áM úàåK ìòî L ìù L′ äàåìâ øåâñá L úà óéìçð úøçà ,äàåìâ L/K úåéììëä úìáâä éìá :⇒

.C-úáçøä M/K íâ "⇐" éôì æà C-úáçøä L′M/K-ù äàøð íàå ,C-úáçøä L′M/L′ ,(á) éôì

M/L-ù ïååéë .M̂ = σ1(M) · · ·σm(M) ïîñðå IsmK(M,M̃) éøáà ìë 1 = σ1, σ2, . . . , σm åéäé

.C-úáçøä M̂/L ,m ìò äéö÷åãðéàá ,(â) éôì .i ìëì ,C-úáçøä σi(M)/L íâ íâ ,σi(L) = L-å C-úáçøä
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úåøéúô úåáçøä .16

æà .M = K(α)-ù êë α ∈ M ùé ïëì .úéôåñ äãéøô M/K íâ ,úåéôåñ úåãéøô M/L ,L/K-ù ïååéë

ïëì .M̃ -á irr(α,K) ìù íéùøåùä ìë íä {σi(α)}mi=1

M̂ = σ1(M) · · ·σm(M) = K
(
σ1(α)

)
· · ·K

(
σm(α)

)
= K

(
σ1(α), . . . , σm(α)

)
.äàåìâ M̂/K ïëì ,K ìòî irr(α,K) ìù ìåöéôä äãù àåä

ìáà .Gal(M̂/K) ∈ C íâ ,úåáçøä úçú äøåâñ C-å Gal(M̂/L),Gal(L/K) ∈ C-ù ïååéë

.C-úáçøä M/K ïëì ,M = σ1(M) ⊆ M̂

.0 ïåéôà éìòá úåãùä ìë åéäé ÷øôä óåñ ãò äúòî

.αn ∈ K-å L = K(α)-ù êë n ∈ N-å α ∈ L ùé íà úéùøåù úàø÷ð L/K äáçøä :16.5 äøãâä

.äøéúô L/K æà .úéùøåù äáçøä L/K éäú :16.6 äîì

éë çéëåäì éã íãå÷ä èôùîä éôì .äøéúô K(ζn, α)/K-ù çéëåäì éã ïëì ,K ⊆ L ⊆ K(ζn, α) :äçëåä

.úéìâòî K(ζn, α)/K(ζn)-å úéìáà K(ζn)/K ,ïëàå .úåøéúô K(ζn, α)/K(ζn)-å K(ζn)/K

êåúî f ìù α ∈ K̃ ùøåù "àèáì" øùôà íà äøéúô f(X) = 0 äàååùîä .÷éøô éà f ∈ K[X] éäé

,ìùîì .n ∈ N ìëì n
√

ùøåù úàöåä úøæòáå +,−, ·,−1 úåìåòôä úøæòá K ìù íéøáéà

,α =

n

√
( m
√
a+
√
b)

k
√
c

:÷åéã øúéá .a, b, c ∈ K øùàá

:íéàáä íéàðúä éðù íéîéé÷úî íà äøéúô f(X) = 0 äàååùîä .÷éøô éà f ∈ K[X] éäé :16.7 äøãâä

;i ìëì úéùøåù Ki/Ki−1-ù êë K = K0 ⊆ K1 ⊆ · · · ⊆ Kk = L úåãù ìù (ìãâî) äøãñ úîéé÷ (à)

.L-á ùøåù ùé f -ì (á)

.äøéúô äáçøä K(α)/K íà ÷øå íà äøéúô f(X) = 0 æà .f ìù ùøåù α ∈ K̃ éäé :16.8 èôùî

.äøéúô K(α)/K-ù ïàëîå äøéúô L/K ïëì .i ìëì äøéúô Ki/Ki−1 ,16.6 äîì éôì :⇐ :äçëåä

,øîåìë ,äøéúô äøåáç G = Gal(F/K)-å α ∈ F -ù êë úéôåñ äàåìâ F/K ùé äçðää éôì :⇒

æà .i ìëì Fi = FGi éäéå n = [F : K] éäé .i ìëì úéìâòî Gi−1/Gi-å G = G0 . G1 . · · · . Gk = 1

.n ≥ øãñî úéìâòîGi−1/Gi äøåáç íò äàåìâ úáçøä Fi/Fi−1 øùàá ,K = F0 ⊆ F1 ⊆ · · · ⊆ Fk = F

æà .E = K(ζ1, . . . , ζn) éäé

K = K(ζ1) ⊆ K(ζ1, ζ2) ⊆ · · · ⊆K(ζ1, ζ2, . . . , ζn) = E =

= EF0 ⊆ EF1 ⊆ · · · ⊆ EFk = EF
(1)
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úåøéúô úåáçøä .16

ìù äøåáç-úúì úéôøåîåæéà äìù äøåáçäå äàåìâ úáçøä àéä EFi/EFi−1 äáçøää 1 ≤ i ≤ k ìëì

íéé÷úî ,ζni ∈ E ⊆ EFi−1-ù ïååéë .n ≥ ni øãñî ,úéìâòî àéä ïëìå Gal(Fi/Fi−1) ∼= Gi−1/Gi

ìëì úéùøåù K(ζ1, . . . , ζi−1)/K(ζ1, . . . , ζi) ,ïáåîë .αnii ∈ EFi−1 øùàá ,EFi = EFi−1(αi)

ïëì .α ∈ F ⊆ EF ùøåù ùé f -ì ,ïë åîë .16.7 äøãâä ìù (à) éàðú (1) ìãâî íéé÷î êëá .1 ≤ i ≤ n

.äøéúô f(X) = 0

.äøéúô äøåáç Gal(f,K) íà ÷øå íà äøéúô f(X) = 0 äàååùîä .÷éøô éà f ∈ K[X] éäé :16.9 äð÷ñî

ìù äàåìâ øåâñ åðéäù ,K ìòî f ìù ìåöéôä äãù L øùàá ,Gal(f,K) = Gal(L/K) ,ïëà :äçëåä

.f ìù ùøåù α øùàá ,K(α)/K

äðéà f(X) = 0 æà ,n ≥ 5 øåáò ,Gal(f,K) ∼= An åà Gal(f,K) ∼= Sn íà :(äàåìâ) 16.10 äð÷ñî

Xn + t1X
n−1 + · · ·+ tn−1X + tn = 0 æà ,K0 äãù ìòî íééåìú éúìá íéðúùî t1, . . . , tn íà ,èøôá .äøéúô

.K = K0(t1, . . . , tn) ìòî äøéúô äðéà
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äâåçîå ìâøñ úøæòá äééðá .17

.÷éåãî ïôåàá âùåî úà çñðð êë øçàå äîâåã íãå÷ ïúéð .äéøèîåàéâá úåéòá ïä äâåçîå ìâøñ úøæòá äéðá úåéòá

æà ,øåùéîá úåðåù úåãå÷ð éúù ïä A,B íà :17.1 ïåîéñ

.A,B êøã øùéä úà ïîñé `(A,B) •

.B êøã øáåòùå A-á åæëøîù ìâòîä úà ïîñé c(A,B) •

.ABCD òåáéøì åúåà íéìùäì åðéìò .øåùéîá AB òè÷ ïåúð åæ äéòáá .äðåúð òìö ìòá òåáéø ä�ðÀa :17.2 äîâåã

(.íéèøôá ÷îòúäì êøåö ïéà .äèîì íéîéùøúä úà äàø .äùçîä íùì) :ïåøúô

.`1 = `(A,B) øùé øééöð ìâøñ úøæòá (1)

.E ïîñð äúåà , úôñåð äãå÷ðáå B äãå÷ðá `1 úà úà êúåç àåä ;c1 = c(A,B) ìâòî øééöð äâåçî úøæòá (2)

.F ,ïäî úçà øçáð .êåúéç úåãå÷ð éúùá íéëúçð íä .c(B,E)-å c(E,B) íéìâòî øééöð (3)

.(!÷åãá ;`1⊥`2 æà) `2 = `(F,A) øùé øééöð (4)

.(|AD| = |AB| æà) D ïîåñú (F -ì A ïéá úàöîðù) `2-å c1 ïéá êåúéçä úãå÷ð (5)

.|BC| = |AB|-ù êë C äãå÷ð åéìò äðáðå B êøã `1-ì áöéð `3 øùé äðáð (B-ì A ïéá óéìçð) éøèîéñ ïôåàá (6)

.`(C,D) øùé øééöð (7)
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'á ÷ìç ,òåáéø úééðá 'à ÷ìç ,òåáéø úééðá

:éììëä äø÷îä ìà éèøôä äø÷îäî úòëå

äçéúô éðåúð íéðåúð ãòö ìë éðôì .íéãòö ìù éôåñ øôñîî áëøåîù êéìäú åäæ .äâåçîå ìâøñ úøæòá äéðá :17.3 äøãâä

.àáä ãòöì äçéúô éðåúð íéùîùî íéùãçä íéðåúðä .íéôñåð íéðåúð åîöò ãòöá íéôéñåî íäéìò ,íééøèîåàéâ
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íéøùéå íéìâòî ìù äöåá÷ äøéãâî àéä .øåùéîá úåãå÷ð ìù P äöåá÷ íä äçéúô éðåúð ,÷åéã øúéá

.C(P) = {`(A,B)| A,B ∈ P} ∪ {c(A,B)| A,B ∈ P}

äöåá÷ íâ øéãâú úåãå÷ð ìù P ′ äùãçä äöåá÷ä .C(P) éøáà ìù êåúéçä úåãå÷ð ìë úà P-ì óéñåð åîöò ãòöá

.íéìâòîå íéøùé ìù C(P ′) äùãç

.åúøæòá íé÷çøî ãåãîì øùôà éà ;÷�ì¨ç àåä ìâøñä (à) :äøãâäá ïåéã

äáåùúá åà äéðáä êùîäá íéöåçð íìåë àì - íéøúåéî íéøùé åà íéìâòî ,úåãå÷ð ãòö ìëá íéðåá åæ äéðááå ïëúé (á)

.úàæ äøãâä åðöîéà ïëì .ïàë åðì äáåùç äðéà úåìéòéä êà .úéôåñä

úà óéñåð íà êà .íäìù íé÷ìç åà íéìâòîå íéøùé ,úåãå÷ð àìà úåãå÷ð úöåá÷ àì íä äçéúô éðåúð íéîòôì (â)

.íéøçàä úåãåñéä úà øæçùì øùôà äðîî ,úåãå÷ð úöåá÷ ìá÷ð ,äçéúôä éðåúðì íäìù êåúéçä úåãå÷ð

,éøäù ,(úåúù÷å íéòè÷ - íäìù íé÷ìç åà) íéìâòîå íéøùé ,úåãå÷ð øåçáì óåñá êéøö äéðá úéòá ïåøúôá (ã)

.úàæ úåùòì íéòãåé åðàù çéðð .íéøúåéî íéìâòîå íéøùé ,úåãå÷ð åðéðá ,øåîàë

äâåçîä úà íéîéøî ,c(A,B) ìâòî åðøééöù éøçà :àáä øáãä úà úåùòì ïúéð àì äéðáä ìù íéììëä éôì (ä)

äáéáñ íéøééöîå D ∈ P úøçà äãå÷ðá äìù ãåçä úà íéò÷åú ,äéúåòåøæ ïéá äçéúôä úéååæ úà úåðùì éìáî

(ïìäì (â)17.4 ìéâøú äàø) úåàøì äù÷ àì êà .(øééðäî ãåçä úà íéîéøîù òâøá "úìô÷úî" äâåçîä) .ìâòî

.c(D,C) ù÷åáîä ìâòîä úà ïëî øçàìå ABCD úéìéá÷î úåðáì øùôà åðòá÷ù äéðáä éììë úøæòáù

àöåé .äéøáà ìù êåúéç úåãå÷ð ìù éôåñ øôñî ùé ïëìå ,úéôåñ C(P) íâ æà .íééôåñ P äçéúôä éðåúðù çéðð (å)

úåìá÷úîù úåùãçä úåãå÷ðä ìù P̂ äöåá÷ä ïëì .úåãå÷ð ìù éôåñ øôñî íéôéñåî äéðáá ãòö ìëá äæ äø÷îáù

ïá åðéà éùîîä øåùéîä êà .øúåéä ìëì äéðî úá àéä P íééôåñ äçéúôä éðåúð êåúî úåéøùôàä úåéðáä ìëá

.äéðáá ìá÷ì ìëåð àìù úåãå÷ð ùé äæ äø÷îáù øåøá ïàëî .äéðî

:(úåèåùô úåéðá) 17.4 ìéâøú

(.`(A,D)⊥`(A,B)-ù êëD äãå÷ð äðá ,øîåìë) .A êøã `(A,B)-ì êðà ä�ðÀa .úåðåùA,B úåãå÷ð úåðåúð (à)

êë `(A,B) ìò A′ äãå÷ð äðá ,øîåìë) .D êøã `(A,B)-ì êðà ä�ðÀa .øùé åúåà ìò àì A,B,D úåãå÷ð úåðåúð (á)

(.`(D,A′)⊥`(A,B)-ù

.úéìéá÷îABCD-ù êë C äãå÷ð ä�ðÀa .øùé åúåà ìò àìA,B,D úåãå÷ð úåðåúð (â)

úðúéð A æà .øåùéîá äãå÷ð A = (a1, a2) éäú .øåùéîä ìù íé-y-ä øéö úàå íéx-ä øéö úà äìéëî C(P)-ù çéðð (ã)

.P -î äéðáì úåðúéð (a2 = (a2, 0)-å a1 = (a1, 0) úåãå÷ðä ,øîåìë) äìù úåèðéãøåàå÷ä íà ÷øå íà P êåúî äéðáì

úåéòá ìù úåàîâåã äúò øàúð .äâåçîå ìâøñ úøæòá úåéðáá úåáø å÷ñòúä ä÷éúòä ïååé ìù íéà÷éèîúî

:åçéìöä àì êà - åæ äéðá úåòöîàá ïåøúô íéðååéä åùôéç ïäì ,úåéøèîåàéâ

(.17.2 äîâåã ìù äììëä) .AB äðåúð òìö ìòáå úåòìö n ïá ììëåùî òìåöî ä�ðÀa .n ∈ N éäé :17.5 äîâåã
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òè÷ ïúðéäá :àåä ÷éåãîä çåñéðä .÷éåãî àì úö÷ çåñéð åäæ .2 éô ìåãâ çôð úìòá äéáå÷ ä�ðÀa .äéáå÷ äðåúð :17.6 äîâåã

.|CD|3 = 2|AB|3-ù êë C,D úåãå÷ð äðá ,øåùéîá AB

òåáéø äðá ,c(E,F ) ìâòî ïúðéäá :àåä ÷éåãîä çåñéðä .äéòáì øöå÷î çåñéð åäæ ,áåù .ìâòî òÅaU :17.7 äîâåã

,1 ñåéãø ìòá ïåúðä ìâòîä íà ,úåøçà íéìîá .(ìâòîä ìù íéðÀôä=) ïåúðä ìåâéòä åîë çèùä åúåà ìòá ABCD

.
√
π êøåà ìòá òè÷ úåðáì êéøö ,π åçèù ïëìå

úçà øçá ,øåùéîá `(A,B), `(A,C) íéøùé éðù ïúðäá ,øîåìë .úååù úåéååæ ùåìùì äðåúð úéååæ ÷ì§ç :17.8 äîâåã

.äðåùàø úéååæäî ùéìù àéä `(A,B)-å `(AD) ïéá úåéååæä úçàù êë `(A,D) øùé äðáå íäéðéá úåéæä ïéáî

äæéàáå äéðáä úà úåùòì ïúéð íéø÷î äæéàá úøîåà àéä :àáä ïáåîá äìà úåéòáì äðòî úðúåð äàåìâ úøåú

(.äæá ÷îòúð àì êà ,äúåà úåùòì øùôàù äø÷îá ,äéðáì íúéøåâìà úðúåð íâ àéä äùòîì) .àì íéø÷î

:C íò øåùéîä úà ääæð ïúøæòáå A,B ∈ P úåðåù úåãå÷ð éúù øçáð .äéðá úéòá ìù äéöæéàøáâìà :17.9 ïåîéñ

P̂-á ïîñð .z = α+ iβ ∈ C íò ääåæî øåùéîá (α, β) ìë æà .A = 0, B = 1-ù êë íéøéöä úëøòî úà øçáð

.P êåúî äéðáì íéðúéðù z ∈ C íéøôñîä úöåá÷ úà

æà .x, y ∈ P̂ åéäé :17.10 ìéâøú

;x+ y ∈ P̂ (à)

;x− y ∈ P̂ (á)

;xy ∈ P̂ (â)

.y 6= 0 íà , xy ∈ P̂ (ã)

.P éãé ìò Q ìòî øöåðù äãùä ,Q(P) úà ìéëî øùà C ìù äãù-úú àåä P̂ -ù ÷ñä (ä)

.z ∈ P̂ :çëåä .[K(z) : K] ≤ 2-ù êë z ∈ C éäé .K = Q(P) ïîñð (à) :17.11 ìéâøú

z ∈ C éäú .Q(P)(i) ⊆ K ⊆ C-ù êë äãù K éäé .(úáëåøîä äãîöää úçú øåâñ P ,øîåìë) P = P çéðð (á)

.[K(z) : K] ≤ 2 :çëåä .(17.3 äøãâä äàø) C(P) éøáà éðù ìù êåúéç úãå÷ð

:æà .z ∈ C éäú .K = Q(P) ïîñðå P = P çéðð :17.12 èôùî

.2-úáçøä K(z)/K íà ÷øå íà P êåúî äéðáì úðúéð z ∈ C

úåãù ìù ìãâî ùéù äìéçú äàøð :⇐ :äçëåä

Q(P) = K0 ⊆ K1 = K0(i) ⊆ K2 ⊆ · · · ⊆ Kk ⊆ C (1)

.z ìù äéðáá íéáìùä øôñî ìò äéö÷åãðéàá úàæ äùòð .z ∈ Kk-å j ìëì [Kj : Kj−1] ≤ 2-ù êë

.z /∈ P çéðð .K1 = K0(i)-å k = 1 ç÷éð ,z ∈ P íà

R = {z2, . . . , zn} úéôåñ äöåá÷ ùé ïëì .úåãå÷ð ìù éôåñ øôñîá ÷ø íéùîúùî äééðáä áìù ìëá

.ïåùàøä áìùä éøçà ,íéàáä íéáìùá P ′ := P ∪ R-á ÷ø íéùîúùîù êë C(P) éøáà ìù íéëåúéç ìù
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,(á)17.11 ìéâøú éôì .P ′ = P ′ ïëìå ,(íäéãåîö úà R éøáéàì óéñåð úøçà) R = R úåéììëä úìáâä éìá

,Kj = Kj−1(zj) æà .2 ≤ j ≤ n ìëì Kj = K1(z2, . . . , zj) ïîñð .zj ∈ R ìëì [K1(zj) : K1] ≤ 2

.Kn = K1(R) = Q(P)(i)(R) = Q(P ′)(i) ïë åîë .[Kj : Kj−1] ≤ 2 íâ ïëì

úà êéùîäì øùôà äéö÷åãðéàä úçðä éôì ïëì .úåçô ãçà áìù éãé éìò P ′ êåúî z úà úåðáì øùôà úòë

.z ∈ Kk-å j ìëì [Kj : Kj−1] ≤ 2-ù êë ,n ≤ k äá ,(1) äøãñì K0 ⊆ K1 ⊆ · · · ⊆ Kn äøãñä

ïååéë .2-úáçøä Kk/K ,(k ìò äéö÷åãðéàá) (à)16.4 èôùî éôì ïëì .j ìëì 2-úáçøä Kj/Kj−1 æà

.2-úáçøä K(z)/K íâ ,K ⊆ K(z) ⊆ Kk-ù

äøãñ ùé ïëì .2-úøåáç G = Gal(L/K)-å z ∈ L-ù êë L/K úéôåñ äàåìâ úáçøä ùé :⇒

Kj = LGj éäé .j ìëì (Gj−1 : Gj) ≤ 2-å G1 = Gal(L/K(i))-ù êë G = G0 . G1 . · · · . Gk = 1

,(à)17.11 ìéâøú éôì .2 ≥ øãñî Gj−1/Gj äøåáç íò äàåìâ úáçøä Kj/Kj−1 øùàá ,(1) íéé÷úî æà .j ìëì

.P êåúî äéðáì úðúéð z ∈ L = Kk èøôá .P êåúî äéðáì ïúéð Kj -á øáéà ìë ,j ìò äéö÷åãðéàá

äçéúô éðåúð êåúî äéðáì úðúéð z ∈ C äãå÷ðù êëì éçøëä éàðú æà .K = Q(P) éäéå P = P çéðð :17.13 äð÷ñî

.2 ìù ä÷æç àåä [K(z) : K]-ù àåä P

éôì .K ⊆ K(z) ⊆ L-å 2 ìù ä÷æç [L : K]-ù êë äàåìâ L/K ùé æà P êåúî äéðáì úðúéð z íà :äçëåä

.2 ìù ä÷æç [K(z) : K] ïëì ,[K(z) : K] | [L : K] ,(4.13 èôùî) úåáçøää úåìòî ìù úåéìôëä

.P ∪ P-á P úôìçä éãé ìò âéùäì øùôà P = P éàðúä úà ,z̄ ∈ P̂ íéé÷úî z ∈ P ìëìå úåéä :17.14 äøòä

:äðëúéú àì úåîéåñî úåéðáù ÷éñäì øùôà 17.13 äð÷ñî êåúî øáë

äâåçîå ìâøñ úøæòá ïúéð àì :17.15 äð÷ñî

;(17.6 äîâåã äàø) ìåôë çôð úìòá äéáå÷ úåðáì (à)

;(17.7 äîâåã äàø) ìâòî òáøì (á)

.(17.8 äîâåã äàø) úååù úåéååæ ùåìùì π/3 úéååæ ÷ìçì (â)

.úéøùôà äéðáäù äìéìùá çéðð :äçëåä

3
√

2 äãå÷ðä úàù úåàøì ì÷ ïàëî . 3
√

2 éô ìåãâ êøåà ìòá CD òè÷ úåðáì øùôà AB òè÷ êåúî (à)

,[Q( 3
√

2) : Q] = 3 ìáà .2 ìù ä÷æç [Q( 3
√

2) : Q] ïëìå Q(P) = Q æà .P = {0, 1} êåúî úåðáì øùôà

.äøéúñ

.äøéúñ ,Q ìù úéèðãðöñðøè äáçøä àåä Q(π) ìáà .2 ìù ä÷æç [Q(
√
π) : Q] ,(à)-ì äîåãá (á)

(.äàåìâ éøçà äðù 50-ë ,1882 úðùî ïîãðéì èôùî àåä π ìù úåéèðãðöñðøèä)

úåðáì ìëåð æà .B = ei
2π
6 = ζ6-å A = 1 ,úéùàøä O øùàá AOB àéä úéååæä úåéììëä úìáâä éìá (â)

ïëì .Q(P) = Q(ζ6) ïëì ,ζ̄6 = ζ−1
6 -ù áì íéùð .P = {O,A,B, B̄} êåúî ei

2π
18 = ζ18 äãå÷ðä úà
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-å Q(ζ6, ζ18) = Q(ζ18) ìáà .2 ìù ä÷æç [Q(ζ6, ζ18) : Q(ζ6)]

,[Q(ζ6) : Q] = ϕ(6) = ϕ(3) = 2 , [Q(ζ18) : Q] = ϕ(18) = 2 · 3

.äøéúñ ,[Q(ζ18) : Q(ζ6)] = 3 ïëì

.n ≥ 3 éäé êùîäá

.2 ìù ä÷æç ϕ(n) íà ÷øå íà (17.5 äîâåã) úåòìö n ïá ììëåùî òìåöî äâåçîå ìâøñ úøæòá úåðáì ïúéð :17.16 äð÷ñî

íà òìåöî úà úåðáì øùôàù úåàøì ì÷ . 2πn àéä AOB úéååæ æà ,åæëøî O-å òìåöîä òìö AB íà :äçëåä

éôì ìáà .2-úáçøä Q(ζn)/Q-ù êëì ìå÷ù äæ 17.12 èôùî éôì .e
2π
n = ζn äãå÷ðä úà úåðáì øùôà íà ÷øå

.2 ìù ä÷æç ϕ(n) íà ÷øå íà 2-úáçøä àéä ïëì ,ϕ(n) äìòîî äàåìâ úáçøä éäåæ 13.6 èôùî

íééðåùàø ìù úå÷æç ìù äìôëîì n ìù ÷åøéôä n = pm1
1 · · · pmrr éäé .?2 ìù ä÷æç àåä ϕ(n) éúî :17.17 äøòä

.j ìëì 2 ìù ä÷æç ϕ(p
mj
j ) íà ÷øå íà 2 ìù ä÷æç ϕ(n) ïëì .ϕ(n) = ϕ(pm1

1 ) · · ·ϕ(pmrr ) æà .íéðåù

.m ∈ N-å éðåùàø p øùàá ,n = pm øåáò äìàùä úà ïåçáì éã ïëì

.2 ìù ä÷æç ϕ(2m) = 2m−1 æà p = 2 íà •

.2 ìù ä÷æç åðéà ϕ(pm) = (p− 1)pm−1 æà m > 1-å éâåæ éà p íà •

êà .K äæéà øåáò p = 2K+1 íà ÷øå íà 2 ìù ä÷æç àåäϕ(pm) = ϕ(p) = p−1 æàm = 1-å éâåæ éà p íà •

2K+1 = (2`+1)
(∑q−1

j=0(−1)j(2`)j
)
æàå ;éâåæ éà q-å `, q > 1 øùàá ,K = `q æà ,2 ìù ä÷æç åðéàK íà

.k äæéà øåáò p = 22k + 1 æà éðåùàø p íà ïëì .éðåùàø åðéà

ä¸îøÆô éøôñî ìùå 2 ìù ä÷æç ìù äìôëî àåä n íà ÷øå íà úåòìö n ïá ììëåùî òìåöî úåðáì ïúéð ïëì

.íéðåù íééðåùàø (k ≥ 0 øùàá ,Fk = 22k + 1 äøåöäî ,åðééäã)

:íééðåùàø äîøô éøôñî 5 ÷ø íéòåãé íåéä ãò

.F0 = 3, F1 = 5, F2 = 17, F3 = 257, F4 = 65537

.(øìééåà) F5 = 4294967297 = 641× 6700417 ,ìùîì .5 ≤ k ≤ 32 øåáò éðåùàø åðéà Fk-ù íâ òåãé

,n = 2m ·3m0 ·5m1 ·17m2 ·257m3 ·65537m4 íà úéøùôà úåòìö n ïá ììëåùî òìåöî úéðá êëì éà

.íéôñåð íé-n øåáò úéøùôà àéä íàä íéòãåé åððéàå ,m0, . . . ,m4 ∈ {0, 1}-å m ≥ 0 øùàá

íà ÷øå íà úéøùôà úåòìö n ïá ììëåùî òìåöî úéðá æà 3 ≤ n ≤ 100 íà

n ∈ {3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 17, 20, 24, 30, 32, 34, 40, 48, 51, 60, 64, 68, 80, 85, 96}
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úåøåäè úåãéøô éà úåáçøä .18

.K ìù éøáâìà øåâñ K̃ éäé .äãù K éäé

.L êåúáK ìù ãéøôä øÛâñä àø÷ð F = {α ∈ L| K ìòî ãéøô α} æà .äáçøä L/K éäú :18.1 äøãâä

ìù øúåéá äìåãâä äãéøôä äáçøää éäåæ .äãù àåä L êåúá K ìù F ãéøôä øåâñä æà .äáçøä L/K éäú :18.2 èôùî

.úéìîøåð F/K íâ æà úéìîøåð L/K íà .L-á úìëåîù K

íâå ,α + β, α − β, αβ ∈ F ïëì .K(α, β) ⊆ F ïëì ,úåãéøô K(α),K(β) æà ,α, β ∈ F íà :äçëåä

.äãù F ïëì .β 6= 0 íà ,α/β ∈ F

íà K ìòî ãéøô α :æà α ∈ L íà ;σ(L) = L ,úéìîøåð L/K-ù ïååéë .K̃ ìù K-íæéôøåîåèåà σ éäé

.úéìîøåð F/K ïëì .σ(F ) = F ïëì .K ìòî ãéøô σ(α) íà ÷øå

:äæì äæ íéìå÷ù íéàáä éàðúä .úéøáâìà äáçøä L/K éäú .p = char(K) > 0 çéðð :18.3 èôùî

.[L : K]s = 1 (à)

.a ∈ K ,n ≥ 0 øùàá ,irr(α,K) = Xpn − a ,α ∈ L ìëì (á)

.αp
n ∈ K -ù êë íìù n ≥ 0 ùé α ∈ L ìëì (â)

.αp
ni

i ∈ K -ù êë ni ≥ 0 ùé i ∈ I ìëì øùàá ,L = K(αi| i ∈ I) (ã)

.K -á àåä K ìòî ãéøô α ∈ L ìë (ä)

.L ⊆ K̃ úåéììëä úìáâä éìá :äçëåä

K-íæéôøåîåîåä ùé (æ)4.11 èôùî éôì æà ,f ìù ùøåù α′ íà .f = irr(α,K) éäé :(á)⇐ (à)

,σ ∈ IsmK(L, K̃)-ì åúåà áéçøäì ïúéð (â)5.6 èôùî éôì .σ(α) = α′-ù êë σ: K(α) → K(α′) ⊆ K̃

øæ r øùàá ,m = pnr áåúëð .m ∈ N äæéà øåáò f = (X − α)m ,øîåìë ,α′ = α ïëì .(à) éôì σ = 1L ïëì

æà .a = αp
n ∈ L éäéå p-ì

f = (X − α)p
nr =

(
(X − α)p

n)r
= (Xpn − a)r = Xpnr − raXpn(r−1) + · · · ∈ K[X]

,Xpn − a = (X − α)p
n

ìù ùøåù α ,úòë .a ∈ K ïàëîå ,r ∈ K× ïëì ,K-á r 6= 0 ìáà .ra ∈ K ïëì

.Xpn − a = f ïëì ,f úà ÷ìçî øùà

.øåøá :(ã)⇐ (â)⇐ (á)

úåéìðåéöø úåéö÷ðåô íä L éøáàù ïååéë .σ = 1L-ù çéëåäì êéøö .σ ∈ IsmK(L, K̃) éäé :(à)⇐ (ã)

,(X − αi)p
ni

= Xpni − αp
ni

i ∈ K[X] ìù ùøåù αi êà .i ∈ I ìëì σ(αi) = αi-ù úåàøäì éã ,αi-á

.σ(αi) = αi ïëì ,K̃-á ãçà ùøåù ÷ø åì ùéù

.α = a ∈ K æàå ,n = 0 íà ÷øå íà f ′ 6= 0 æà .f = irr(α,K) = Xpn − a éäé :(ä)⇐ (á)
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ïéà åøåáò íåðéìåô g ∈ K[X]-å n ≥ 0 øùàá ,irr(α,K) = g(Xpn) áåúëì øùôà :(â)⇐ (ä)

éðùì irr(α,K) ìù ÷åøéô ïúåð íéîøåâ éðùì åìù ÷åøéô) ÷éøô éà g æà .g(X) = h(Xp) íéé÷îù h ∈ K[X]

.αp
n ∈ K ïëì ,åùøåù αp

n

,((á)6.9 äð÷ñî) K̃-á íéáåøî íéùøåù åì ïéà ,(íéîøåâ

åà èôùîä ìù íéìå÷ùä íéàðúä úà úîéé÷î àéä íà äøåäè äãéøô éà àéä L/K úéøáâìà äáçøä :18.4 äøãâä

.K ìòî øåäè ãéøô éà α ∈ L ìë æà .L = K-å charK = 0 íà

Fp(t, u) = Fp(tp, up)(t, u) éë ,äøåäè äãéøô éà àéä Fp(t, u)/Fp(tp, up) úéøáâìà äáçøä :18.5 äîâåã

.Fp(tp, up) ìòî íéøåäè íéãéøô éà t, u-å

.äøåäè äãéøô éà L/F æà .L êåúá K ìù ãéøôä øåâñä F éäéå úéøáâìà äáçøä L/K éäú :18.6 èôùî

.α ∈ F ïëìå K ìòî ãéøô α ,äãéøô F/K-ù ïååéë .F ìòî ãéøô α ∈ L éäé :(ä)18.3 èôùî éôì :äçëåä

.L = K æà .äøåäè äãéøô éà íâå äãéøô íâ ,úéøáâìà äáçøä L/K éäú :18.7 äîì

.α ∈ K ,(ä)18.3 èôùî éôì .K ìòî ãéøô α æà .α ∈ L éäé :äçëåä

.úåãù K ⊆ L,F ⊆M åéäé :18.8 èôùî

.úåøåäè úåãéøô éà M/L ,L/K íà ÷øå íà äøåäè äãéøô éà M/K (à)

.äøåäè äãéøô éà LF/F æà ,äøåäè äãéøô éà L/K íà (á)

äøåäè äãéøô éà LF/K æà úåãéøô F/K ,L/K íà (â)

.(á),(à) êåúî éìîøåô ïôåàá òáåð (â) :äçëåä

.[M : K]s = [M : L]s · [L : K]s ,7.9 èôùî éôì (à)

,LF = F (αi| i ∈ I) æà ,i ìëì αp
ni

i ∈ K øùàá ,L = K(αi| i ∈ I) íà :(ã)18.3 èôùî éôì (á)

.i ìëì αp
ni

i ∈ F øùàá

.úéôåñ äáçøä L/K éäú .p = char(K) > 0 çéðð :18.9 äîì

.p ìù ä÷æç àåä [L : K] æà äøåäè äãéøô éà L/K íà (à)

.p ìù ä÷æç àåä [L : K]/[L : K]s ∈ N (á)

.i ìëì äèåùô Li/Li−1-ù êë K = L0 ⊆ L1 ⊆ · · · ⊆ Lr = L ìãâî ùé (á)4.15 äð÷ñî éôì (à) :äçëåä

äæéà øåáò irr(α,K) = Xpn − a æà .L = K(α) ,äèåùô L/K éë çéðäì øùôà (à)18.8 èôùî éôì ïëì

.[L : K] = pn ïàëî .n ≥ 0

äãéøô éà L/F ,18.6 èôùî éôì ;äãéøô F/K ,18.2 èôùî éôì .L êåúá K ìù ãéøôä øåâñä F éäé (á)

,[L : K]/[L : K]s = [L : F ] íéñ÷ãðéàä úåéìôë éôì .[L : F ]s = 1 ,[F : K]s = [F : K] ïëì .äøåäè

.(à) éôì p ìù ä÷æçå íìù åðéäù
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ìù úåãéøô-éàä úìòî àø÷ð [L : K]i = [L : K]/[L : K]s æà .úéôåñ äáçøä L/K éäú :18.10 äøãâä

.L/K

.[L : K]i = 1 íà ÷øå íà äãéøô àéä L/K úéôåñ äáçøä :18.11 äð÷ñî

.[M : K]i = [M : L]i[L : K]i æà úåéôåñ úåáçøä K ⊆ L ⊆M íà :18.12 äð÷ñî

êåôäì øùôà éà ë"ãá .äéìòî äøåäè äãéøô éàå äãéøô äáçøäì úéøáâìà äáçøä ìù ÷åøéô ïúåð 18.6 èôùî

:úéìîøåð äáçøää íà éøùôà äæ êà .øãñä úà

íéîæéôøåîåèåàä úøåáç H éäú .L êåúá K ìù ãéøôä øåâñä F éäéå úéìîøåð äáçøä L/K éäú :18.13 èôùî

L = FE ,ïë ìò øúé .äàåìâ L/E -å äøåäè äãéøô éà E/K æà .äìù úáùä äãù E = LH éäéå K ìòî L ìù

.E ∩ F = K -å

.L ⊆ K̃ úåéììëä úìáâä éìá :äçëåä

L/K-ù ïååéë .σ′: L → K̃-ì åúåà áéçøäì ïúéð 5.7 äð÷ñî éôì .K-íæéôøåîåîåä σ: E → K̃ éäé

.äøåäè äãéøô éà E/K ,(à)18.3 èôùî éôì .σ = 1 ,øîåìë ,E = LH ìò úåäæä àåä σ′ ïëì .σ′ ∈ H ,úéìîøåð

{σ(α)| σ ∈ H} ïëì .irr(α,K) ìù ùøåù íâ σ(α) æà σ ∈ H íà .K ìòî éøáâìà α æà .α ∈ L éäé

.äàåìâ úáçøä àéä L/E (10.9 èôùî) ïéèøà ìù äîìä éôì .úéôåñ

.E ∩ F = K ïëì .äøåäè äãéøô éà íâå äãéøô íâ àéä E ∩ F/K äáçøää

.L = EF ïëì .äøåäè äãéøô éà íâå äãéøô íâ àéä L/EF äáçøää

àåä K ′ -ù çëåä .K ′ -á ùøåù ùé 1 ≤ äìòîî f ∈ K[X] ìëìù çéððå úéøáâìà äáçøä K ′/K éäú :18.14 ìéâøú

.K ìù éøáâìà øåâñ

;äøãâääî òáåð äéä äæ ,K ′-á ùøåù ùé f ∈ K ′[X] ìëìù åðòãé åìéà) .úéøáâìà øåâñ K ′-ù çéëåäì éã :äçëåä

øåâñ íâ ïëì ,K ìòî éøáâìà àåä ;K ′ ìù éøáâìà øåâñ K̃ éäé (.K ìòî íéîåðéìåô øåáò ÷ø úàæ íéòãåé åðà êà

éë úåàøäì éã ,γ ∈ K ′-ù úåàøäì éãë .K ìòî K(γ) ìù éìîøåðä øåâñä L éäé .γ ∈ K̃ éäé .K ìù éøáâìà

.úéôåñ L/K ,8.7 èôùî éôì .L ⊆ K ′

äøåäè äãéøô éà E/K-ù êë K ⊆ E ⊆ L ùé íãå÷ä èôùîä éôì .L-á K ìù ãéøôä øåâñä F éäé

.E,F ⊆ K ′ çéëåäì éã ,L ⊆ K ′ éë çéëåäì éãë .L = EF -å

.E ⊆ K ′ ïàëî .α ∈ K ′ äçðää éôì ïëì ,α àåä ,K̃-á ãéçé ùøåù irr(α,K)-ì æà .α ∈ E éäé

f -ì ,äçðää éôì .f = irr(β,K) éäé .F = K(β)-ù êë β ∈ F ùé ,úéôåñå äãéøô F/K-ù ïååéë

,(18.2 èôùî) úéìîøåð F/K-ù ïååéë .σ(β) = β′-ù êë K̃ ìù σ K-íæéôøåîåèåà ùé .β′ ∈ K ′ ùøåù ùé

ïëì .σ(F ) = F

.F = σ(F ) = σ
(
K(β)

)
= K(β′) ⊆ K ′

73



úåéèðãðöñðøè úåáçøä .19

úåéèðãðöñðøè úåáçøä .19

.úåãù úáçøä L/K éäú

ìëìå äæî äæ íéðåù t1, . . . , tn ∈ T ìëì íà K ìòî úéøáâìà äéåìú éúìá úàø÷ð T ⊆ L äöåá÷ :19.1 äøãâä

.f(t1, . . . , tn) 6= 0 íéé÷úî 0 6= f ∈ K[X1, . . . , Xn]

.äìà íéðúùîá íéîåðéìåôä âåç K[X] éäéå íéðúùî ìù äöåá÷ X éäú :19.2 äøòä

àåä ;λ′: K[X] → L (äáöä) íéâåç ìù K-íæéôøåîåîåäì ãéçé ïôåàá áéçøäì ïúéð λ: X → L ä÷úòä (à)

äæî äæ íéðåù X1, . . . , Xn ∈ X øùàá ,f
(
X1, . . . , Xn

)
7→ f

(
λ(X1), . . . , λ(Xn)

)
éãé ìò ïåúð

.f ∈ K[X1, . . . , Xn]-å

.K ìòî úéøáâìà äéåìú éúìá T íà ÷øå íà úéëøò ãç ãç λ′ æà .T = λ(X) éäúå úéëøò ãç ãç λ-ù çéðð (á)

.íéðúùî ìù äöåá÷ë T ìò áåùçì øùôà ïëìå K[X] ∼= K[T ] äæ äø÷îá

.K ìòî úéøáâìà äéåìú éúìá T éäú :19.3 ìéâøú

.K ìòî úéøáâìà äéåìú éúìá S æà S ⊆ T íà (à)

.K ìòî éèðãðöñðøè t æà t ∈ T íà (á)

íà ÷øå íà K(T ) ìòî úéøáâìà äéåìú éúìá S æà .S ⊆ L éäúå K ìòî úéøáâìà äéåìú éúìá T éäú :19.4 äîì

.K ìòî úéøáâìà äéåìú éúìá T ∪ S -å T ∩ S = ∅

s1, . . . , sm ∈ S-å t1, . . . , tn ∈ T åéäé .T ∩ S = ∅ ïëìå K(T )-á íðéà S éøáà (á) éôì ":⇐" :äçëåä

éäéå ,X = (X1, . . . , Xn) ,Y = (Y1, . . . , Ym) ,t = (t1, . . . , tn) ,s = (s1, . . . , sm) ïîñð ;íéðåù

i = (i1, . . . , in) øùàá) f =
∑
i

∑
j aijX

iY j ∈ K[X,Y ] æà .f(t, s) = 0-ù êë f ∈ K[X,Y ]

.f(t, s) =
∑
i

∑
j aijt

isj = 0 ,øîåìë .0 íìåë èòîë aij ∈ K-å (íéñ÷ãðéà-éèìåî j = (j1, . . . , jm)

T -ù ïååéë .j ìëì
∑
i aijt

i = 0 ,K(T ) ìòî úéøáâìà äéåìú éúìá S-ù ïååéë .
∑
j(
∑
i aijt

i)sj = 0 ïàëî

.f = 0 ïëì .i ìëì aij = 0 ,K ìòî úéøáâìà äéåìú éúìá

éäé .Y = (Y1, . . . , Ym) ,s = (s1, . . . , sm) ïîñð ;íéðåù s1, . . . , sm ∈ S åéäé ":⇒"

ùé ,øîåìë .g ∈ K[T ][Y ] úåéììëä úìáâä éìá .g = 0 çéëåäì êéøö .g(s) = 0-ù êë g ∈ K(T )[Y ]

íéðåù íéøáéà t = (t1, . . . , tn) ùéå ,X = (X1, . . . , Xn) øùàá ,f =
∑
i

∑
j aijX

iY j ∈ K[X,Y ]

.g = 0 ïàëî .f = 0 ïëì ,f(t, s) = g(s) = 0 æà .g = f(t, Y )-ù êë ,T -á

.α ∈ K æà .K ìòî éøáâìà α ∈ K(T ) éäé .K ìòî úéøáâìà äéåìú éúìá T éäú :19.5 ìéâøú

.h(t) 6= 0-ù êë T -á íéðåù íéøáà ìù äé-n t-å ,g, h ∈ K[X1, . . . , Xn] ,n ∈ N øùàá ,α = g(t)
h(t) :äçëåä

g, h-ù çéðäì øùôà ,(2.22 äð÷ñî) úå÷éøô íåçú K[X1, . . . , Xn]-ù ïååéë .g(t) 6= 0 íâ úåéììëä úìáâä éìá

.íéôúåùî íé÷éøô éà íéîøåâá íäéðù úà ÷ìçð úøçà ,íéøæ
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úåéììëä úìáâä éìá .
∑d
i=0 aiα

i = 0-ù êë ,ñôà íìåë àì ,a0, a1, . . . , ad ∈ K ùé äçðää éôì

,K ìòî úéøáâìà äéåìú éúìá T -ù ïååéë .
∑d
i=0 aig(t)ih(t)d−i = 0 :h(t)d-á ìéôëð .a0, ad 6= 0

êà .éðùä ìù ÷éøô éà íøåâ íâ àåä g, h ïéáî ãçà ìù ÷éøô éà íøåâ ìëù úåàøì ì÷ ïàëî .
∑d
i=0 aig

ihd−i = 0

.α ∈ K ïëìå g, h ∈ K-ù ïàëî .íé÷éøô éà íéîøåâ íäì ïéà ïëì ,íéøæ g, h

:íéìå÷ù íéàáä íéàðúä éðù .T ⊆ L éäú :19.6 äîì

.K ìòî úéáøî úéøáâìà äéåìú éúìá T (à)

úéøáâìà L/K(T )-å K ìòî úéøáâìà äéåìú éúìá T (á)

æà .K ìòî úéøáâìà äéåìú éúìá T éäú :äçëåä

úéøáâìà äðéà L/K(T )

K(T ) ìòî éøáâìà åðéàù α ∈ L ùé ⇔

K(T ) ìòî úéøáâìà äéåìú éúìá {α}-ù êë α ∈ L ùé ⇔

(19.4 äîì) K ìòî úéøáâìà äéåìú éúìá T ∪ {α}-å α /∈ T -ù êë α ∈ L ùé ⇔

.K ìòî úéáøî úéøáâìà äéåìú éúìá äðéà T ⇔

íéìå÷ùä íéàðúä úà úîéé÷î àéä íà K ìòî L ìù úåéèðãðöñðøè ñéñá úàø÷ð T ⊆ L äöåá÷ :19.7 äøãâä

.19.6 äîì ìù

.äîöåò éååù íä L/K ìù úåéèðãðöñðøè éñéñá éðù ìë :19.8 èôùî

:íéø÷î éðù ïéá ìéãáð .|S| ≤ |T | éë úåàøäì éã .L/K ìù úåéèðãðöñðøè éñéñá éðù S, T åéäé :äçëåä

:çéëåäì éã äæ äø÷îá .éôåñ S :à äø÷î

s1, . . . , sn ∈ S åéäé .K(T ) ìòî úéøáâìà L-å K ìòî úéøáâìà äéåìú éúìá S -ù êë S, T ⊆ L åéäé :äðòè

øùàá ,K(Tn) ìòî úéøáâìà L-ù êë äæî äæ íéðåù t1, . . . , tn ∈ T ùé æà .n ≥ 0 ,äæî äæ íéðåù

.Tn := {s1, . . . , sn} ∪ (T r{t1, . . . , tn})

(.|S| ≤ |T | ïëì ,íéðåù íéøáéà n úåçôì T -á ùéù äðòèäî òáåð n = |S| øåáò ,ïëà)

.Tn = T éë ,äøåøá äðòèä n = 0 øåáò .n ìò äéö÷åãðéàá :äðòèä úçëåä

,L-á sn+1-å úåéä .s = (s1, . . . , sn) ïîñð .s1, . . . , sn-î äðåù sn+1 ∈ S éäéå n øåáò úåðåëð çéðð

,s1, . . . , sn-î íéðåù ,Tn éøáà ìù t = (tn+1, . . . , tn+m) úéôåñ äøãñ ùé ïëì .K(Tn) ìòî éøáâìà àåä

-å ,gd(t, s) 6= 0 ,i ìëì hi(t, s) 6= 0-ù êë ,0 ≤ i ≤ d øåáò ,gi, hi ∈ K[X1, . . . , Xm, Y1, . . . , Yn] ùéå

.
∏
i hi(t, s)-á åæ äàååùî ìéôëð úøçà ,i ìëì hi = 1 úåéììëä úìáâä éìá .

∑d
i=0 gi(t, s)/hi(t, s)s

i
n+1 = 0

-å 0 6= f ∈ K[X1, . . . , Xm, Y1, . . . , Yn, Z] æà .f =
∑d
i=0 gi(X1, . . . , Xm, Y1, . . . , Yn)Zi éäé

ìòî úéøáâìà íééåìú s1, . . . , sn, sn+1 úøçà) f -á òéôåî X1, . . . , Xm íéðúùîä ãçà .f(t, s, sn+1) = 0
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ìòî èøôáå ,K(sn+1, tn+2, . . . tn+m, s) ìòî éøáâìà tn+1 ïëì .X1 åäæ úåéììëä úìáâä éìá ;(äøéúñ ,K

K(Tn+1∪{tn+1}) èøôá .Tn+1 := {s1, . . . , sn, sn+1}∪(T r{t1, . . . , tn, tn+1}) øùàá ,K(Tn+1)

L ïëì .K(Tn+1 ∪ {tn+1}) ìòî úéøáâìà L ïëì ,Tn ⊆ Tn+1 ∪ {tn+1} ìáà .K(Tn+1) ìòî úéøáâìà

.äðòèä äçëåä êëá .K(Tn+1) ìòî úéøáâìà

.úéôåñ St ⊆ S äæéà øåáò K(St) ìòî éøáâìà ïëì ,K(S) ìòî éøáâìà t ∈ T ìë .éôåñðéà S :á äø÷î

.
⋃
t∈T St = S-ù äìéçú äàøð

t ∈ T ìë .K(T ) ìòî éøáâìà α æà .α ∈ SrS′ éäé .S′ ⊆ S æà .S′-á ìàîù óâà úà ïîñð

,K(S′)(T ) ìòî éøáâìà α-ù ïååéë .K(S′) ìòî úéøáâìà K(S′)(T ) ïëì ,K(St) ⊆ K(S′) ìòî éøáâìà

.S′ = S ïëì .äøéúñ ,K(S′) ìòî úéøáâìà äéåìú éúìá {α} ,19.4 äîì éôì ìáà .K(S′) ìòî éøáâìà àåä

.|S| ≤ |T | · ℵ0 = |T | ïëìå ,úéôåñðéà T -ù òáåð S =
⋃
t∈T St êåúî

ùé L/K -ì ,èøôá .L/K ìù úåéèðãðöñðøè ñéñáì äîìùäì úðúéð L-á úéøáâìà äéåìú éúìá äöåá÷ ìë :19.9 èôùî

.úåéèðãðöñðøè ñéñá

.L-á úéáøî úéøáâìà äéåìú éúìá äöåá÷ì äöåá÷ä úà íéìùäì øùôà ïøåö ìù äîìä éôì :äçëåä

.äìù úåéèðãðöñðøè ñéñá úîöåò àéä L/K äáçøä ìù tr.deg(L/K) úåéèðãðöñðøèä úìòî :19.10 äøãâä

.tr.deg(L/K) ≤ tr.deg(M/K) æà .úåãù K ⊆ L ⊆M åéäé :19.11 äð÷ñî

.M/K ìù úåéèðãðöñðøè ñéñáì L/K ìù úåéèðãðöñðøè ñéñá íìùä :äçëåä

æà .|L| = |L′| > ℵ0 -å char(L) = char(L′)-ù êë úéøáâìà íéøåâñ úåãù éðù L,L′ åéäé :19.12 ìéâøú

.L ∼= L′

ïëì .λ1: K → K ′ íæéôøåîåæéà ùé äçðää éôì .L,L′ ìù íééðåùàøä úåãùä K,K ′ åéäé :äçëåä

íéøÛâñ íä L,L′ æà .äîàúäá ,L/K,L′/K ′ ìù úåéèðãðöñðøè éñéñá T, T ′ åéäé ,char(L) = char(L′)

.|T | = |T ′|-ù äàøð .äîàúäá ,K(T ),K ′(T ′) ìù íééøáâìà

,|L| = ℵ0 ,5.3 ìéâøú éôìå ,|K(T )| ≤ ℵ0 ïëì ,|K[T ]| ≤ ℵ0 æà ,úéôåñ T íà .|K| ≤ ℵ0 ,ïëà

,|K(T )| = |T | ïëì ,|K[T ]| = |T | ïëì ,|T | àéä T -á íéîåðåîä úöåá÷ úîöåò æà ,úéôåñðéà T íà .äøéúñ

.|T | = |T ′| ïàëî .|L| = |T | ,5.3 ìéâøú éôìå

ãéçé íæéôøåîåîåäì äáçøäì úåðúéð λ1, λ2 úå÷úòää .λ2: T → T ′ ìòå úéëøò ãç ãç ä÷úòä ùé

úåàøì ì÷ .K ′[T ′]→ K[T ] ãéçé íæéôøåîåîåäì äáçøäì íéðúéð λ1, λ2 ìù íééëôåää íâ .λ: K[T ]→ K ′[T ′]

äæå ,K ′(T ′)→ K(T ) úåðîä úåãù ìù íæéôøåîåæéàì äáçøäì ïúéð àåä .íæéôøåîåæéà λ ïëì .λ ìù éëôåää åäæù

.L→ L′ íäìù íééøáâìàä íéøåâñä ìù íæéôøåîåæéàì äáçøäì ïúéð
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.÷éøô éà Xn − a ∈ K[X] íåðéìåô éúî ÷åãáð äæ ÷øôá .äãù K éäé

.n ∈ N éäéå a ∈ K éäé :20.1 ìéâøú

.÷éøô Xn − a ∈ K[X] æà a ∈ Kp -å éðåùàø p|n íà (à)

.÷éøô Xn − a ∈ K[X] æà a ∈ −4K4 -å 4|n íà (á)

æà .a = bp-ù êë b ∈ K ùéå n = pm-ù çéðð (à) :äçëåä

.Xn − a = (Xm)p − bp = (Xm − b)(Xm(p−1) + bXm(p−2) + . . .+ bp−2Xm + bp−1)

æà .a = −4b4-ù êë b ∈ K ùéå n = 4m-ù çéðð (á)

.Xn − a = X4m + 4b4 = (X2m + 2bXm + 2b2)(X2m − 2bXm + 2b2)

íà .a ∈ K éäéå n ∈ N éäé :20.2 èôùî

;éðåùàø p|n ìëì a /∈ Kp (à)

a /∈ −4K4 íâ æà 4|n íà (á)

.÷éøô éà f = Xn − a ∈ K[X] æà

:äðëä éøáã èôùîä úçëåäì íéã÷ð

,N(α) = detSα :êë N = NL/K -å T = TL/K øéãâð .úéôåñ äáçøä L/K éäú :20.3 äøãâä

.Sα(x) = αx éãé ìò äðåúðä K-úéøàðéìä ä÷úòää Sα: L→ L øùàá ,T (α) = trSα

.d = [L : K] ïîñð :20.4 äîì

.úåøåáç ìù íæéôøåîåîåä àåä N : L× → K× (à)

.N(α) = (−1)da
d
n
0 æà .f = irr(α,K) = Xn + an−1X

n−1 + . . .+ a0 éäéå α ∈ L éäé (á)

.N(a) = ad æà .a ∈ K éäé (â)

.(15.1 äøãâä) äîøåðä àéä N æà äàåìâ àéä L/K íà (ã)

,Sαβ = Sα ◦ Sβ æà .α, β ∈ L åéäé .detSα 6= 0 ïëìå L ìù íæéôøåîåèåà Sα æà α 6= 0 íà (à) :äçëåä

.detSαβ = detSα detSβ ïëì

,K(α) ìòî L ìù ñéñá x1, . . . , xm éäé .K ìòî K(α) ìù ñéñá àåä 1, α, . . . , αn−1 ,òåãéë (á)

4.14 èôùî éôì .m = d
n øùàá

x1, αx1, . . . , α
n−1x1, x2, αx2, . . . , α

n−1x2, , . . . , xm, αxm, . . . , α
n−1xm
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øùàá ,

C 0
. . .

0 C

 íéäæ íéùåâ m ìù äöéøèî àéä åéôì Sα ìù äöéøèîä .K ìòî L ìù ñéñá àåä

.C =



0 0 0 · · · 0 −a0

1 0 0 · · · 0 −a1

0 1 0

· ·
. . .

. . . ·
...

1 0 −an−2

0 0 0 · · · 1 −an−1

 ∈ Mn(K)

àéä äìù äèððéîøèãäå

.(detC)m =
(
(−1)n+1(−a0)

)m
=
(
(−1)na0

)m
= (−1)dam0

.N(α) = (−1)d(−a)d = ad (á) éôì ïëì ,irr(a,K) = X − a (â)

.êùîäá äæ ÷ìçá ùîúùð àì .àøå÷ì øàùåî (ã)

.÷éøô éà f = Xp − a ∈ K[X] æà .a /∈ Kp -ù êë a ∈ K éäéå éðåùàø p éäé :20.5 äîì

.d = [K(α) : K] = deg irr(α,K) ïîñðå f ìù ùøåù α ∈ K̃ éäé :äçëåä

ïëì ,
(
N(α)

)p
= N(αp) = N(a) = ad ïëì ,αp = a íéé÷úî .N = NK(α)/K éäú

ïëìå 1 = kd + `p-ù êë k, ` ∈ Z ùé) a ∈ Kp ïàëî .p - d ïëìå d < p æà ÷éøô f íà .ad ∈ Kp

.äøéúñ ,(a = (ad)k(a`)p ∈ Kp

øùàá ,n = mq çéðð :20.6 äîì

åà ;éâåæ éà éðåùàø q (1)

.2 ìù ä÷æç m ≥ 2-å q = 2 (2)

éë çéðð .L = K(α) éäéå ,Xq − a ìù ùøåù α ∈ K̃ éäé .20.2 èôùî ìù (á) ,(à) íéàðúä úà íéé÷îù a ∈ K éäé

æà .[L : K] = q

;éðåùàø p|m ìëì α /∈ Lp ('à)

.−α /∈ 4L4 æà 4|m íà ('á)

.NL/K äîøåðä N éäú :äçëåä

æà .β ∈ L øùàá ,α = βp éë äìéìùá çéðð .p|n èøôá .p|m ,éðåùàø p éäé ('à)

.(−1)q+1a = (−1)q(−a) = N(α) = N(β)p ∈ Kp

.(à) éàðúì äøéúñ éäåæ ,éâåæ éà q íà
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ïëì .b, c ∈ K øùàá ,β = b+ cα æà .4|n-å p = 2 æà 2 ìù ä÷æç m ≥ 2-å q = 2 íà

.α = β2 = (b+ cα)2 = (b2 + ac2) + 2bcα

.(á) éàðúì äøéúñ ,a = − b
2

c2 = −b2(2b)2 = −4b4 ïëì (.c 6= 1 èøôá) .2bc = 1 ,b2 + ac2 = 0 ïàëî

æà .β ∈ L øùàá ,α = −4β4 éë äìéìùá çéððå (4|n ïëìå) 4|m çéðð ('á)

,(−1)q+1a = (−1)q(−a) = N(α) = (−4)qN(β)4

,øîåìë

.− a = 4qN(β)4

.(á) éàðúì äøéúñ éäåæå ,−a = 4(2
q−1
2 )4N(β)4 ∈ 4K4 æà éâåæ éà q íà

ïëì .i2 = a
42N(β)4 = −1 æà .i = α

4N(β)2 ∈ L éäé ,2 ìù ä÷æç m ≥ 2-å q = 2 íà

.(2|m éë) íãå÷ åðçëåäù ('à) éàðúì äøéúñ éäåæå ,α = −4β4 = (2iβ2)2 ∈ L2

çéðð .20.5 äîìî úòáåð àéä éðåùàø n øåáò .äøåøá äðòèä n = 1 øåáò .n ìò äéö÷åãðéàá :20.2 èôùî úçëåä

.n-î ïè÷ n ìù ÷ìçî ìëì äðåëð äðòèäå éðåùàø åðéà n-ù

.m > 1 æà .m = n/q éäé .n ìù éâåæ éà éðåùàø ÷ìçî q éäé úøçà .q = 2 éäé ,2 ìù ä÷æç àåä n íà

.L = K(α) éäéå Xq − a ìù ùøåù α ∈ K̃ éäé .q,m øåáò ïåëð èôùîä äéö÷åãðéàä úçðä éôì

ìù ùøåù γ ∈ K̃ éäé .÷éøô éà Xm − α ∈ L[X] ,äéö÷åãðéàä úçðäå 20.6 äîì éôì .[L : K] = q æà

,α = γm ∈ K(γ) ìáà .[L(γ) : K] = qm = n ïëì .[L(γ) : L] = m æà ,Xm − α ∈ L[X]

íåðéìåôä ,γn = (γm)q = αq = a-ù ïååéë .[K(γ) : K] = n ïëìå ,L(γ) = K(α)(γ) = K(γ) ïëì

.÷éøô éà Xn − a ∈ K[X]

Xpr −a ∈ K[X] æà ,
√
−1 ∈ K -å p = 2 åà p 6= 2 íà .a /∈ Kp ,a ∈ K éäéå éðåùàø p éäé :20.7 äð÷ñî

.r ≥ 1 ìëì ÷éøô éà

.äøéúñ ,a ∈ (2iK2)2 ⊆ K2 æà a ∈ −4K4 íà .i :=
√
−1 ∈ K-å p = 2 çéðð :äçëåä

.äàåìâ K̃/K ïë åîë .i2 = 1 øùàá ,K̃ = K(i) æà [K̃ : K] <∞ íà :20.8 äð÷ñî

äãéøô éà E/K-å äàåìâ K̃/E -ù êëK ⊆ E ⊆ K̃ ùé 18.13 èôùî éôì .úéìîøåð àéä K̃/K äáçøää :äçëåä

,[K̃ : K] = ∞ ,20.7 äð÷ñî éôì .a /∈ Kp-ù êë a ∈ K ùéå charK = p > 0 æà E 6= K íà .äøåäè

.K(i)-á K úà óéìçð úøçà ,i ∈ K úåéììëä úìáâä éìá .äàåìâ àéä K̃/K-å E = K ïëì .äøéúñ

éäé .p øãñî H ≤ G ùé æàå |G| úà ÷ìçîù p éðåùàø ùé ,G 6= 1 íà .G = Gal(K̃/K) éäú

.äøéúñ ,p2 øãñî äáçøä F -ì ùé 15.8 èôùî éôì æà p = charK íà .p øãñî úéìâòî K̃/F æà .F = K̃H
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éàðúä) .a ∈ F äæéà øåáò ,Xp − a ìù ùøåù α øùàá K̃ = F (α) øîå÷ èôùî éôì æà ,p 6= charK íà

èøôá (.1 àåä ïëìå ,[K̃ : F ] = p úà íâå ϕ(p) úà ÷ìçî [F (ζp) : F ] éë ,íéé÷úî øîå÷ èôùîá ζp ∈ F

.[K̃ : F ] = p-ì äøéúñ ,r ìëì ÷éøô éà Xpr − a ∈ F [X] ,20.7 äð÷ñî éôì ïëì .a /∈ F p
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.äìà úåøåáçá äìåòôì éøåáéç áéúëá ùîúùð .úåéìáà úåøåáçá ïåãð äæ ÷øôá

.m øãñî úéìâòî äøåáç Z ∼= Z/mZ éäúå m ∈ N éäé

.a ∈ A ìëì ma = 0 íà m êéøòî úìòá àéä A úéìáà äøåáç :21.1 äøãâä

ïîñð .úéìáà äøåáç A éäú :21.2 äøãâä

A∗ = Hom(A,Z) = {ϕ: A→ Z| íæéôøåîåîåä ϕ}

:m êéøòî úìòá (ϕ1 + ϕ2)(a) = ϕ1(a) + ϕ2(a) øåáéçä äìåòôì ñçéá ,úéìáà äøåáç éäåæ

.(mϕ)(a) = mϕ(a) = 0, ϕ ∈ A∗, a ∈ A

éãé ìò f∗: B∗ → A∗ úéìàåã ä÷úòä äøùî f : A→ B úåéìáà úåøåáç ìù íæéôøåîåîåä

:íæéôøåîåîåä åäæ .f∗(ψ) = ψ ◦ f

.f∗(ψ1 + ψ2) = (ψ1 + ψ2) ◦ f = ψ1 ◦ f + ψ2 ◦ f = f∗(ψ) + f∗(ψ)

,úåéìàåãä úå÷úòää C∗
g∗−→B∗

f∗−→A∗-å ,úåéìáà úåøåáç ìù íéîæéôøåîåîåä A
f−→B

g−→C íà

.id∗ = id ïë åîë .(g ◦ f)∗ = f∗ ◦ g∗ æà

æà .úåéìáà úåøåáç A,B äðééäú :21.3 èôùî

.(A⊕B)∗ ∼= A∗ ⊕B∗ (à)

.A∗ ∼= A æà ,m êéøòî úìòáå úéôåñ A íà (á)

íéîæéôøåîåîåä úåøéãâî ïä .úåèðéãøåàå÷ä úåìèä pA: A⊕B → A, pB : A⊕B → B äðééäú (à) :äçëåä

ìò H: A∗ ⊕ B∗ → (A⊕ B)∗ ä÷úòä íéøéãâî äìàå ,p∗A: A∗ → (A⊕ B)∗, p∗B : B∗ → (A⊕ B)∗

éãé

H(ϕ,ψ) = p∗A(ϕ) + p∗B(ψ) = ϕ ◦ pA + ψ ◦ pB

:íæéôøåîåîåä àéä åæ ä÷úòä

H
(
(ϕ,ψ) + (ϕ′, ψ′)

)
= H

(
ϕ+ ϕ′, ψ + ψ′)

)
= (ϕ+ ϕ′) ◦ pA + (ψ + ψ′) ◦ pB =

= ϕ ◦ pA + ϕ′ ◦ pA + ψ ◦ pB + ψ′ ◦ pB = (ϕ ◦ pA + ψ ◦ pB) + (ϕ′ ◦ pA + ψ′ ◦ pB) =

= H(ϕ,ψ) +H(ϕ′, ψ′)

æà ,(a, b) ∈ A ⊕ B ìëì (ϕ ◦ pA + ψ ◦ pB)(a, b) = 0 ,øîåìë ,H(ϕ,ψ) = 0 íà :úéëøò ãç ãç àéäå

b ∈ B ìëì ψ(b) = 0 æà ,a = 0 åà b = 0 ç÷éð íà ,èøôáå ,(a, b) ∈ A ⊕ B ìëì ϕ(a) + ψ(b) = 0

.(ϕ,ψ) = 0 ,øîåìë ,ϕ = 0, ψ = 0 ïëì .a ∈ A ìëì ϕ(a) = 0,
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ψ: B → Z øéãâð .íæéôøåîåîåä Φ: A ⊕ B → Z ,øîåìë ,Φ ∈ (A ⊕ B)∗ éäé :ìò àéä ,óåñáì

íéé÷úîå ϕ ∈ A∗, ψ ∈ B∗ æà .ϕ(a) = Φ(a, 0), ψ(b) = Φ(0, b) íéîåöîöä éãé ìò ϕ: A→ Z ,

Φ(a, b) = Φ(a, 0) + Φ(0, b) = ϕ(a) + ψ(b) = ϕ ◦ pA(a, b) + ψ ◦ pB(a, b) =
(
H(ϕ,ψ)

)
(a, b)

.Φ = H(ϕ,ψ) ïëì a ∈ A, b ∈ B ìëì

íâ æà m êéøòî úìòá àéä íà .úåéôåñ úåéìâòî úåøåáç ìù øùé íåëñ àéä úéôåñ úéìáà äøåáç ìë (á)

.A = 〈x〉 ,úéôåñ úéìâòî àéä A-ù çéðäì éã ,(à) éôì ,ïëì .m êéøòî éìòá äìù íéøùéä íéøáåçîä

,d øãñî Z ′ äãéçé äøåáç úú ùé m øãñî úéìâòî äðéäù ,Z-á .ordx = d|m æà .A ìù øãñä d éäé

.Z ′-á àöîð d úà ÷ìçî åøãñù Z-á øáéà ìëå

àéä c 7→ ϕc ä÷úòääù äàøð .ϕc(kx) = kc éãé ìò ϕc ∈ A∗ íæéôøåîåîåä øéãâî c ∈ Z ′ ìë

.Z ′ → A∗ íæéôøåîåæéà

ïëì ,ϕc1+c2(x) = c1 + c2 = ϕc1(x) + ϕc2(x) = (ϕc1 + ϕc2)(x) æà ,c1, c2 ∈ Z ′ íà ,ïëà

.ϕc1+c2 = ϕc1 + ϕc2

.úéëøò ãç ãç c 7→ ϕc ïëìå c = ϕc(x) = 0 æà ,ϕc = 0 íà

ïëì .ϕ = ϕc-ù øåøá .c ∈ Z ′ ïëìå d úà ÷ìçîù øãñî c := ϕ(x) æà ,íæéôøåîåîåä ϕ: A → Z íà

.ìò c 7→ ϕc

.A∗ ∼= Z ′ = Z/dZ ∼= A ïëì

ïîåñúù ,ä÷úòä àéä A × B → Z âååéæ åà íæéôøåîåîåä-éá .úåéìáà úåøåáç éúù A,B äðééäú :21.4 äøãâä

:úîéé÷îù ,(a, b) 7→ 〈a, b〉

.λb: A→ Z íæéôøåîåîåä àéä ,a 7→ 〈a, b〉 ä÷úòää b ∈ B ìëì (à)

.ρa: B → Z íæéôøåîåîåä àéä ,b 7→ 〈a, b〉 ä÷úòää a ∈ A ìëì (á)

.âååéæ 〈, 〉 éäé

A′ =
⋂
b∈B Ker(λb) = {a ∈ A| (∀b ∈ B)〈a, b〉 = 0} ≤ A àåä åìù ìàîùî ïéòøâ (â)

B′ =
⋂
a∈A Ker(ρa) = {b ∈ B| (∀a ∈ A)〈a, b〉 = 0} ≤ B àåä åìù ïéîéî ïéòøâ (ã)

äøùî âååéæä æà .ìàîùîå ïéîéî íéðéòøâä A′, B′ ïéäé .(a, b) 7→ 〈a, b〉 âååéæ A × B → Z éäé :21.5 äøòä

.ìàîùîå ïéîéî íééìàéáéøè íéðéòøâ ìòá A/A′ ×B/B′ → Z âååéæ

æà .åìù ìàîùîå ïéîéî íéðéòøâä A′ ≤ A , B′ ≤ B åéäé .úåéìáà úåøåáç ìù âååéæ A×B → Z éäé :21.6 èôùî

.âååéæä ìù ìàîùî ïéòøâä àåä åðéòøâù η: A→ B∗ íæéôøåîåîåä àåä a 7→ ρa (à)

.η̄: A/A′ → (B/B′)∗ éëøò ãç ãç íæéôøåîåîåä äøùî η (á)

.íæéôøåîåæéà àåä η̄ äæ äø÷îá ;m êéøòî úìòá úéôåñ B/B′ íà ÷øå íà m êéøòî úìòá úéôåñ A/A′ (â)

.ρa1+a2(b) = 〈a1 + a2, b〉 = 〈a1, b〉+ 〈a2, b〉 = ρa1(b) + ρa2(b) = (ρa1 + ρa2)(b) (à) :äçëåä
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.a ∈ A′ ⇔ b ∈ B ìëì 〈a, b〉 = 0⇔ b ∈ B ìëì ρa(b) = 0⇔ ρa = 0 ,ïë åîë

,(à) éôì .éìàéáéøè àåä ìàîùî åðéòøâù ,A/A′ × B/B′ → Z äøùåîä âååéæä ìò (à) úà ìéòôð (á)

.éëøò ãç ãç àåä η̄ íæéôøåîåîåää

A/A′ íâ ,(á) éôì .(B/B′)∗ ∼= B/B′ ,(á)21.3 èôùî éôì æà ,m êéøòî úìòá úéôåñ B/B′ íà (â)

B/B′ íâ æà ,m êéøòî úìòá úéôåñ A/A′ íà ,éøèîéñ ïôåàá .|A/A′| ≤ |B/B′|-å ,m êéøòî úìòá úéôåñ

ïäéúù æà ,m êéøòî úìòá úéôåñ äìàä úåøåáçä éúù úçà íà ïëì .|B/B′| ≤ |A/A′|-åm êéøòî úìòá úéôåñ

.íæéôøåîåæéà àåä η̄ ïëì .øãñä åúåà úåìòá
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.ïåúð êéøòî úåìòá (ïåúð éøáâìà øåâñ êåúá) äãù ìù úåéìáà (äàåìâ) úåáçøä ìë ïééôàì àéä äæä óéòñä úøèî

.ïåéôàì äååùå éðåùàø àåäù åà ïåéôàì øæ êéøòîä åá äø÷îá ÷ø ïåãð

.m ∈ N éäéå ,åìù éøáâìà øåâñ K̃ éäé ,äãù K éäé

.σ ∈ Gal(L/K) ìëì σm = 1 íà m êéøòî úìòá àéä L/K äàåìâ äáçøä :22.1 äøãâä

.øîå÷ úøåú

µ := {1, ζm, . . . , ζm−1
m } æà .ζm éáéèéîéøô é-m äãéçé ùøåù ìéëî K-å char(K)-ì øæ m éë çéðð

.K× ìù äøåáç úú éäåæ .íéé-m-ä äãéçéä éùøåù ìë úöåá÷

L ⊆ K̃ íà .KerM = µ ,íæéôøåîåîåä åäæ .M(x) = xm éãé ìòM: K̃× → K̃× ä÷úòä øéãâð

.L× êåúì L× úà ÷éúòîM æà ,äãù úú

.K× ìù äøåáç úú éäåæ .K×m = {am| a ∈ K×} =M(K×) (à) :22.2 ïåîéñ

.µ = KerM ìù èñå÷ åäæ .a
1
m = {α ∈ K̃| αm = a} =M−1(a) ïîñð .a ∈ K éäé (á)

.KB = K(B
1
m ) = K(a

1
m | a ∈ B)-å B

1
m = {β ∈ K̃| βm ∈ B} ïîñð .äöåá÷ B ⊆ K éäú (â)

.K(a
1
m ) = K(α) ïëì .a

1
m = {α, αζm, . . . , αζm−1

m } æà ,α ∈ a 1
m íà (à) :22.3 äøòä

.B éøáéà ìë ìò øáåò a øùàá ,K(a
1
m ) úåãùä óåøéö àåä KB (á)

.B ⊆ K×m íà íà ÷øå íà KB = K (â)

B ⊆ K× éäú .K -ì êééù áéèéîéøô é-m äãéçé ùøåùù çéððå ,char(K)-ì øæm ∈ N éäé ,äãùK éäé :22.4 èôùî

æà .KB = K(B
1
m ) éäéå äöåá÷

.m êéøòî úìòá úéìáà äàåìâ úáçøä KB/K (à)

êë α ∈ K̃× øùàá ,σ(α) = α〈σ, a〉-ù êë ãéçé 〈σ, a〉 ∈ µ íéé÷ a ∈ B ìëìå σ ∈ Gal(KB/K) ìëì (á)

.αm = a-ù

æà .K×m úà äìéëîù K× ìù äøåáç úú B -ù çéðð

.Gal(KB/K)×B → µ ∼= Z/mZ úåøåáç ìù âååéæ àéä (σ, a) 7→ 〈σ, a〉 ä÷úòää (â)

.0 àåä {σ ∈ Gal(KB/K)| (∀a ∈ B)〈σ, a〉 = 0} ìàîùî ïéòøâä (ã)

.K×m àåä {a ∈ B| (∀σ ∈ Gal(KB/K))〈σ, a〉 = 1} ïéîéî ïéòøâä (ä)

.[KB : K] = (B : K×m) äæ äø÷îá .úéôåñ äøåáç B/K×m íà ÷øå íà úéôåñ äáçøä KB/K (å)

.αm = a-ù êë α ∈ K̃× øùàá ,KB = K(a
1
m ) = K(α) ,øîåìë ,B = {a} éë äìéçú çéðð (à) :äçëåä

α-å ,m êéøòî úìòá àéä èøôá .m úà ú÷ìçîù äìòîî úéìâòî KB/K (15.5 èôùî) øîå÷ èôùî éôì

.K ìòî ãéøô
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ìù óåøéö àéä .äãéøô ïëìå (B éøáéà ìù íéé-m íéùøåù) íéãéøô íéøáéà éãé ìò úøöåð KB éììëä äø÷îá

ìëì ,åîöò ìò K(a
1
m ) ìë ÷éúòî àåä ,K̃ ìù K-íæéôøåîåèåà σ íà :úéìîøåð ïëìå ,K(a

1
m ) úåéìîøåð úåáçøä

.åîöò ìò KB ïäìù óåøéöä úà ïëì ,a ∈ B

:íéé÷úî σ, τ ∈ Gal(KB/K) ìëì éë ,m êéøòî úìòá úéìáà àéä .äàåìâ úáçøä KB/K ïëì

.σm = 1 ,στ = τσ ïëì ,a ∈ B ìëì ,σm|
K(a

1
m )

= 1 ,(στ)|
K(a

1
m )

= (τσ)|
K(a

1
m )

ìëù Xm − a =
∏
ω∈µ(X − ωα) ìù ùøåù α æà .αm = a-ù êë α ∈ K̃× éäéå a ∈ B éäé (á)

.ãéçé ω ∈ µ øåáò σ(α) = αω æà σ ∈ Gal(KB/K) íà ïëìå ,äæî äæ íéðåù åéùøåù

ïëì .ζ ∈ µ øùàá ,αζ äøåöäî àåä a ìù ùøåù ìë :a ìù α ùøåù úøéçáá äéåìú ððéà ω ìù åæ äøãâä

.σ(αζ) = σ(α)ζ = αωζ = (αζ)ω

.〈σ, a〉 = ω ïîñð

(Kummer èôùîá åðçëåäù éôë) æà σ, τ ∈ Gal(KB/K) íà (â)

,α〈στ, a〉 = (στ)(α) = σ
(
τ(α)

)
= σ

(
α〈τ, a〉

)
= σ(α)〈τ, a〉 = α〈σ, a〉〈τ, a〉

.〈στ, a〉 = 〈σ, a〉〈τ, a〉 ïëì

ïëì .(αβ)m = ab æà .αm = a ,βm = b-ù êë α, β ∈ KB åéäéå a, b ∈ B éäé

αβ〈σ, ab〉 = σ(αβ) = σ(α)σ(β) =
(
α〈σ, a〉

)(
β〈σb〉

)
= αβ〈σ, a〉〈σ, b〉

.〈σ, ab〉 = 〈σ, a〉〈σ, b〉 ïëì

êë α ∈ KB ìëì σ(α) = α æà .a ∈ B ìëì 〈σ, a〉 = 1 çéðð .σ ∈ Gal(KB/K) éäé (ã)

.σ = 1 ,äìàë α íéøáéà éãé ìò øöåð KB-ù ïååéë .αm = a ∈ B-ù

æà .αm = a ∈ B-ù êë α ∈ KB øçáð .a ∈ B éäé (ä)

.a ∈ K×m ⇔ α ∈ K ⇔ σ ∈ Gal(KB/K) ìëì σ(α) = α⇔ σ ∈ Gal(KB/K) ìëì 〈σ, a〉 = 1

íéðéòøâäù Gal(KB/K) × B/K×m → µ ∼= Z/mZ âååéæ äøùî (â) ìù âååéæä ,(ä) ,(ã) éôì (å)

.m êéøòî úìòá B/K×m-ù øåøá ;m êéøòî úìòá Gal(KB/K) ,(à) éôì .íééìàéáéøè ìàîùîå ïéîéî åìù

åúåà úåìòá èøôáå ,úåéôøåîåæéà ïä æàå ,úéôåñ äééðùä íà ÷øå íà úéôåñ àéä úåøåáçä úçà ,21.6 èôùî éôì ïëì

.[KB : K] = |Gal(KB/K)| = |B/K×m| øãñ

ìù úåøåáç úúä úöåá÷î äìëä úøîåùå úéëøò ãç ãç äîàúä àéä B 7→ KB ä÷úòää :(øîå÷ úøåú) 22.5 èôùî

.K̃ êåúáK ìùm êéøòî úåìòá úåéìáàä úåáçøää úöåá÷ ìòK×m úåìéëîäK×

.KB1
= K(B

1
m
1 ) ⊆ K(B

1
m
2 ) = KB2

ïëìå ,B
1
m
1 ⊆ B

1
m
2 æà B1 ⊆ B2 íà :äçëåä
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ïàëî .K(b
1
m ) ⊆ KB1 ⊆ KB2 æà .b ∈ B1 éäé .B1 ⊆ B2 éë äàøðå KB1 ⊆ KB2 -ù çéðð ,êôéäì

øùàá ,K(b
1
m ) ⊆ K(b

1
m
1 , . . . , b

1
m
n ) ,øîåìë ,KB2 -á úìëåîùK ìù úéôåñ úøöåð äáçøäá úìëåîK(b

1
m )-ù

ìëù ïååéë .úéôåñ úøöåð úéìáà äøåáç B2/K
×m-ù çéðäì éã ,b ∈ B2-ù çéëåäì éãë ,ïëì .b1, . . . , bn ∈ B2

,úéôåñ B/K×m íâ æà ,B = 〈B2, b〉 éäú .úéôåñ úéìáà äøåáç éäåæ ,(m úà ÷ìçî) éôåñ øãñî äá øáéà

,(å)22.4 èôùî éôì ,ïëìå ,KB = KB2

(B : K×m) = [KB : K] = [KB2 : K] = (B2 : K×m)

.b ∈ B2 ïëìå ,B = B2 ïàëî

.ìò àéäù äàøð .úéëøò ãç ãç àéä B 7→ KB ä÷úòääù åðçëåä êëá

úú éäåæ .B = L×m ∩K× = {βm ∈ K| β ∈ L×} éäú .m êéøòî úìòá úéìáà äáçøä L/K éäú

éäé .α ∈ L× éäé ,êôéäì .KB ⊆ L ïëì ,β ∈ L æà ,b = βm ∈ B íà .K×m úà äìéëîù K× ìù äøåáç

.L0 ⊆ KB-ù úåàøäì éã .úéôåñ äàåìâ úáçøä L0/K-å L0 ⊆ L æà ,K ìòî K(α) ìù äàåìâ øåâñ L0

äøåáç àéä Gal(L0/K) äìù úéôåñä äðîä íâ ,m êéøòî úìòá úéìáà äøåáç Gal(L/K)-ù ïååéë

ïëì .úåéìâòî úåøåáç ìù äøùé äìôëî àéä úéôåñ úéìáà äøåáç ,òåãéë .m êéøòî úìòá úéìáà

,Gal(L0/K) = Gal(L1/K)× · · · ×Gal(Ln/K)

(úåéìàéáéøè àì úåéììëä úìáâä éìá) ,K ìù úåéôåñ úåéìâòî úåáçøä K ⊆ L1, . . . , Ln ⊆ L0 ⊆ L øùàá

ìù äðî àéä Gal(Li/K) ìë .1 ≤ i ≤ n ìëì Li ⊆ KB-ù úåàøäì éã ïëì .L1 · · ·Ln = L0-å

.m úà ÷ìçî (d 6= 1) d äøåáçä ìù øãñä èøôá .m êéøòî úìòá ïëìå ,Gal(L0/K)

ïëì ,β 6= 0 íéé÷úî ,Li 6= K-ù ïååéë .βm ∈ K ïëìå ,βd ∈ K øùàá ,Li = K(β) øîå÷ èôùî éôì

.Li ⊆ KB èøôá .β ∈ KB ïëìå b = βm ∈ B ïàëî .βm ∈ K×-å β ∈ L×
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.øééøù-ïéèøà úøåú

íæéôøåîåîåä åäæ .P(x) = xp − x éãé ìò P: K̃ → K̃ ä÷úòä øéãâð m = p = char(K) éë çéðð

éðåùàøä äãùä àåä KerP ;åîöò êåúì (K úà èøôáå) K̃ ìù äãù úú ìë ÷éúòîù K̃ ìù úéøåáéçä äøåáçä ìù

.K ìù Fp

.(K ìù úéøåáéçä äøåáçä) K ìù äøåáç úú éäåæ .P(K) = {P(a)| a ∈ K} (à) :22.6 ïåîéñ

.Fp ìù èñå÷ åäæ .P−1(a) = {α ∈ K̃| P(α) = a} ïîñð .a ∈ K éäé (á)

P−1(B) = {β ∈ K̃| P(β) ∈ B} ïîñð .äöåá÷ B ⊆ K éäú (â)

.KB = K(P−1(B)) = K(P−1(a)| a ∈ B)-å

.K(P−1(a)) = K(α) ïëì .P−1(a) = {α, α+1, . . . , α+p−1} æà ,α ∈ P−1(a) íà (à) :22.7 äøòä

.B éøáéà ìë ìò øáåò a øùàá ,K(P−1(a)) úåãùä óåøéö àåä KB (á)

.B ⊆ P(K) íà íà ÷øå íà KB = K (â)

æà .KB = K(P−1(B)) éäéå ,äöåá÷ B ⊆ K éäú ,p = char(K) > 0 ,äãù K éäé :22.8 èôùî

.p êéøòî úìòá úéìáà äàåìâ úáçøä KB/K (à)

øùàá ,σ(α) = α + 〈σ, a〉-ù êë ãéçé 〈σ, a〉 ∈ Fp íéé÷ a ∈ B ìëìå σ ∈ Gal(KB/K) ìëì (á)

.α ∈ P−1(a)

æà .P(K) úà äìéëîù K ìù äøåáç úú B -ù çéðð

êë α ∈ KB øùàá Gal(KB/K)×B → Fp ∼= Z/pZ úåøåáç ìù âååéæ àéä (σ, a) 7→ 〈σ, a〉 ä÷úòää (â)

.P(α) = a-ù

.1 àåä {σ ∈ Gal(KB/K)| (∀a ∈ B)〈σ, a〉 = 0} ìàîùî ïéòøâä (ã)

.P(K) àåä {a ∈ B| (∀σ ∈ Gal(KB/K))〈σ, a〉 = 0} ïéîéî ïéòøâä (ä)

.[KB : K] = (B : P(K)) äæ äø÷îá .úéôåñ äøåáç B/P(K) íà ÷øå íà úéôåñ äáçøä KB/K (å)

êë α ∈ K̃ øùàá ,KB = K(P−1(a)) = K(α) ,øîåìë ,B = {a} éë äìéçú çéðð (à) :äçëåä

.K ìòî ãéøô α-å p åà 1 äìòîî úéìâòî KB/K (15.7 èôùî) øééøù-ïéèøà èôùî éôì .P(α) = a-ù

ìù óåøéö àéä .äãéøô ïëìå (P(α) ∈ B-ù êë α ∈ K̃) íéãéøô íéøáéà éãé ìò úøöåð KB éììëä äø÷îá

ìò K(P−1(a)) ìë ÷éúòî àåä ,K̃ ìù K-íæéôøåîåèåà σ íà :úéìîøåð ïëìå ,K(P−1(a)) úåéìîøåð úåáçøä

.åîöò ìò KB ïäìù óåøéöä úà ïëì ,a ∈ B ìëì ,åîöò

:íéé÷úî σ, τ ∈ Gal(KB/K) ìëì éë ,p êéøòî úìòá úéìáà àéä .äàåìâ úáçøä KB/K ïëì

.σp = 1 ,στ = τσ ïëì ,a ∈ B ìëì ,σp|K(P−1(a)) = 1 ,(στ)|K(P−1(a)) = (τσ)|K(P−1(a))

Xp −X − a =
∏p−1
i=1 (X −α− i) ìù ùøåù α æà .P(α) = a-ù êë α ∈ K̃ éäéå a ∈ B éäé (á)

.ãéçé 0 ≤ i < p øåáò σ(α) = α+ i æà σ ∈ Gal(KB/K) íà ïëìå ,äæî äæ íéðåù åéùøåù ìëù
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øùàá ,α′ = α + j äøåöäî àåä a ìù ùøåù ìë :a ìù α ùøåù úøéçáá äéåìú ððéà i ìù åæ äøãâä

.σ(α′) = σ(α+ j) = σ(α) + j = α+ i+ j = (α+ j) + i = α′ + i ïëì .0 ≤ j ≤ n− 1

.〈σ, a〉 = i ïîñð

(Artin-Schreier èôùîá åðçëåäù éôë) æà σ, τ ∈ Gal(KB/K) íà (â)

,α+ 〈στ, a〉 = (στ)(α) = σ
(
τ(α)

)
= σ

(
α+ 〈τ, a〉

)
= σ(α) + 〈τ, a〉 =

= α+ 〈σ, a〉+ 〈τ, a〉

.〈στ, a〉 = 〈σ, a〉+ 〈τ, a〉 ïëì

ïëì .P(α+ β) = a+ b æà .P(α) = a ,P(β) = b-ù êë α, β ∈ KB åéäéå a, b ∈ B éäé

(α+ β) + 〈σ, a+ b〉 = σ(α+ β) = σ(α) + σ(β) =
(
α+ 〈σ, a〉

)
+
(
β + 〈σb〉

)
=

= (α+ β) + 〈σ, a〉+ 〈σ, b〉

.〈σ, a+ b〉 = 〈σ, a〉+ 〈σ, b〉 ïëì

êë α ∈ KB ìëì σ(α) = α æà .a ∈ B ìëì 〈σ, a〉 = 0 çéðð .σ ∈ Gal(KB/K) éäé (ã)

.σ = 1 ,äìàë α íéøáéà éãé ìò øöåð KB-ù ïååéë .P(α) = a ∈ B-ù

æà .P(α) = a ∈ B-ù êë α ∈ KB øçáð .a ∈ B éäé (ä)

.a ∈ P(K)⇔ α ∈ K ⇔ σ ∈ Gal(KB/K) ìëì σ(α) = α⇔ σ ∈ Gal(KB/K) ìëì 〈σ, a〉 = 0

íéðéòøâäù Gal(KB/K) × B/P(K) → Fp ∼= Z/pZ âååéæ äøùî (â) ìù âååéæä ,(ä) ,(ã) éôì (å)

ìù B/P(K) → Hom(Gal(KB/K),Z) íæéôøåîåæéà äøùî âååéæä ïëì .íééìàéáéøè ìàîùîå ïéîéî åìù

Gal(KB/K) íà ÷øå íà úéôåñ B/P(K) ,èøôá ,ïëì .p êéøòî úåìòá ïä úåøåáçä éúù .úåéìáà úåøåáç

.[KB : K] = |Gal(KB/K)| = |B/P(K)| æà ïëì .úåéôøåîåæéà úåøåáç ïä ,äøå÷ äæ íàå úéôåñ

úåøåáç úúä úöåá÷î äìëä úøîåùå úéëøò ãç ãç äîàúä àéäB 7→ KB ä÷úòää :(øééøù-ïéèøà úøåú) 22.9 èôùî

.K̃ êåúáK ìù p êéøòî úåìòá úåéìáàä úåáçøää úöåá÷ ìò P(K) úà úåìéëîäK ìù úéøåáéçä äøåáçä ìù

ïëìå ,P−1(B1) ⊆ P−1(B2) æà B1 ⊆ B2 íà :äçëåä

.KB1 = K(P−1(B1)) ⊆ K(P−1(B2)) = KB2

.K(P−1(b)) ⊆ KB1
⊆ KB2

æà .b ∈ B1 éäé .B1 ⊆ B2 éë äàøðå KB1
⊆ KB2

-ù çéðð ,êôéäì

,øîåìë ,KB2
-á úìëåîù K ìù úéôåñ úøöåð äáçøäá úìëåî K(P−1(b))-ù ïàëî

éã ,b ∈ B2-ù çéëåäì éãë ,ïëì .b1, . . . , bn ∈ B2 øùàá ,K(P−1(b)) ⊆ K(P−1(b1), . . . ,P−1(bn))

úéìáà äøåáç éäåæ ,(p úà ÷ìçî) éôåñ øãñî äá øáéà ìëù ïååéë .úéôåñ úøöåð úéìáà äøåáç B/P(K)-ù çéðäì

,21.6 èôùî éôì ,ïëìå ,KB = KB2
,úéôåñ B/P(K) íâ æà ,B = 〈B2, b〉 éäú .úéôåñ

(B : P(K)) = [KB : K] = [KB2
: K] = (B2 : P(K))
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.b ∈ B2 ïëìå ,B = B2 ïàëî

.ìò àéäù äàøð .úéëøò ãç ãç àéä B 7→ KB ä÷úòääù åðçëåä êëá

úú éäåæ .B = P(L) ∩K = {P(β) ∈ K| β ∈ L} éäú .p êéøòî úìòá úéìáà äáçøä L/K éäú

L0 éäé .α ∈ L éäé ,êôéäì .KB ⊆ L ïëì ,β ∈ L æà ,b = P(β) ∈ B íà .P(K) úà äìéëîù K ìù äøåáç

.L0 ⊆ KB-ù úåàøäì éã .úéôåñ äàåìâ úáçøä L0/K-å L0 ⊆ L æà ,K ìòî K(α) ìù äàåìâ øåâñ

úéìáà äøåáç àéä Gal(L0/K) äìù úéôåñä äðîä íâ ,p êéøòî úìòá úéìáà äøåáç Gal(L/K)-ù ïååéë

ïëì .úåéìâòî úåøåáç ìù äøùé äìôëî àéä úéôåñ úéìáà äøåáç ,òåãéë .p êéøòî úìòá

úåáçøä K ⊆ L1, . . . , Ln ⊆ L0 ⊆ L øùàá ,Gal(L0/K) = Gal(L1/K) × · · · × Gal(Ln/K)

Li ⊆ KB-ù úåàøäì éã ïëì .L1 · · ·Ln = L0-å (úåéìàéáéøè àì úåéììëä úìáâä éìá) ,K ìù úåéôåñ úåéìâòî

.1 ≤ i ≤ n ìëì

èôùî éôì .p øãñî àéä ïëì .p êéøòî úìòá ïëìå ,Gal(L0/K) ìù äðî àéä Gal(Li/K) ìë

.Li ⊆ KB èøôá .β ∈ KB ïëìå b ∈ B ïàëî .b := P(β) ∈ K øùàá ,Li = K(β) øééøù-ïéèøà

.a, b ∈ K× åéäé .éáéèéîéøô é-m äãéçé ùøåù ìéëîK -ù çéðð .charK -ì øæm ∈ N éäéå äãùK éäé :22.10 ìéâøú

.a = bjcm -ù êë 0 ≤ j < m-å c ∈ K× íéé÷ íà ÷øå íà K(a
1
m ) ⊆ K(b

1
m ) æà

úùçøúî äìëää .äîàúäá ,K×m〈a〉,K×m〈b〉 úåøåáç úúì úåîéàúî K(a
1
m ),K(b

1
m ) úåáçøää :äçëåä

êë b′ ∈ 〈b〉-å c ∈ K× íéé÷ ,øîåìë ,a ∈ K×m〈b〉-ì ìå÷ù äæ .K×m〈a〉 ≤ K×m〈b〉 íà ÷øå íà

.ìéâøúá éàðúì ìå÷ù äæ .a = b′cm-ù
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.úåöåá÷ä úøåúî íéãçà íéâùåî :çôñð .23

øîàð .(y-ì äååù åà ïè÷ x åà) x-ì äååù åà ìåãâ y éë íéøîåà ,x ≤ y íà .äéìò ≤ é÷ìç øãñ ñçé éò äöåá÷ X éäú

.x 6= y ,x ≤ y íà (y-î ïè÷ x åà) x-î ìåãâ y éë

àø÷ð x ∈ X øáéà :23.1 äøãâä

.x = y æà x ≤ y íà :íéé÷î y ∈ X ìë íà ,øîåìë ,åðîî ìåãâ X-á øáéà ïéà íà (éìîéñ÷î) éáøî (à)

.y = x æà y ≤ x íà :íéé÷î y ∈ X ìë íà ,øîåìë ,åðîî ïè÷ X-á øáéà ïéà íà (éìîéîéðéî) éøòæî (á)

.y ≤ x íéé÷î y ∈ X ìë íà ,øîåìë ,X éøáà ìëî äååù åà ìåãâ àåä íà øúåéá ìåãâä (â)

.x ≤ y íéé÷î y ∈ X ìë íà ,øîåìë ,X éøáà ìëî äååù åà ïè÷ àåä íà øúåéá ïè÷ä (ã)

.çèáåî åðéà äìàë íéøáéà ìù íîåé÷

íâå x′ ≤ x èøôá ,æà ,øúåéá íéìåãâ x, x′ ∈ X íà ,ïëà .X-á ãçà øúåéá ìåãâ øáéà øúåéä ìëì ùé

.X-á ãçà øúåéá ïè÷ øáéà øúåéä ìëì ùé äîåã ïôåàá (."ìåãâä"á äòéãéä 'ä ïëì) .x = x′ ïëì ,x ≤ x′

.êôéäì àì ,éììë ïôåàá ,êà (éøòæî èøôá àåä øúåéá ïè÷ øáéàå) éáøî èøôá àåä øúåéá ìåãâ øáéà

.⊆ äìëää ñçé àåä ≤ æà .úîééåñî äöåá÷ ìù úåöåá÷-úú ìù äçôùî àéä X úåáåø÷ íéúòì
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.úåòù 3 :ïçáîä êùî

.åäùìë øæò øîåçá ùîúùäì ïéà

.úåàáä úåìàùä ùù êåúî (ãáìá) òáøà ìò äðò

íéé÷ù çëåä .éøèîéñ íåðéìåô f ∈ A[X1, . . . , Xn] éäé .äãéçé íò éôåìéç âåç A éäé :1 äìàù

íééãåñéä íééøèîéñä íéîåðéìåôä íä s1, . . . , sn øùàá ,f = g(s1, . . . , sn) -ù êë g ∈ A[Y1, . . . , Yn]

.X1, . . . , Xn íéðúùîá

H ìù úáùä äãù E = LH éäé .L ìù íéîæéôøåîåèåà ìù úéôåñ äøåáç H éäúå äãù L éäé :2 äìàù

.H = Gal(L/E) -å úéôåñ äàåìâ úáçøä L/E :çëåä .L -á

:êøôä åà çëåä .úåãù ìù íæéôøåîåæéà ïîñî ∼= åæ äìàùá :3 äìàù

Q(
√

2) ∼= Q(
√

3) (à)

Q(
√

2) ∼= Q(−
√

2) (á)

Q[X]/(X2 + 1) ∼= Q[X]/(X2 − 1) (â)

.Q ìòî 2 äìòîî åðéä Q ìòî X2 − 2 ìù ìåöéôä äãù (ã)

.Q ìòî 3 äìòîî åðéä Q ìòî X3 − 2 ìù ìåöéôä äãù (ä)

.K(α) = K(α6) -ù äàøä . [K(α) : K] = 2011 -ù êë α ∈ L éäéå úéôåñ äáçøä L/K éäú :4 äìàù

äáçøä K(x)/K(α) -ù äàøä .α ∈ K(x) r K éäéå K äãù ìòî éèðãðöñðøè øáéà x éäé :5 äìàù

.K ìòî éèðãðöñðøè α -å úéøáâìà

.
√
−1 ∈ L :êøôä åà çëåä .Q ìòî X3 − 5 ìù ìåöéôä äãù L éäé :6 äìàù

!äçìöäá


