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Axiomatica y algebra estructural en la obra de
David Hilbert

Leo Corry

Resumen

El presente articulo discute las coniribuciones de David Hilbert a
la teoria de invariantes algebraicos, a la teoria de los cuerpos de
numeros algebraicos, y la investigaciéon de los fundamentos de la
geomeirfa, Esta discusion muestra que, aunque Hilbert avanzd mu-
chos de los elementos que irian a constituir la base del nuevo enfoque
estructural del dlgebra, ¢l mismo nunca adopté tal enfoque. ni sugirié
que serfa conveniente adoptarlo.

Abstract

The present article discusses David Hilbert’s contributions to the theory
of algebraic invariants, to the theory of algebraic number fields, and
to the study of the foundations of geometry. The discussion shows that,
although Hilbert advanced many of the central elements that would even-
tually form the basis of the new, structural approach to algebra, he him-
self never adopted such an approach, nor suggested that it would be
convenient to adopt it in algebraic research.

En 1930, el matematico holandés Bartel Leendert van der Waerden (1903-)
publicé su hoy en dia famoso libro de texto, Moderne Algebra. Esta pu-
blicacién marcd el comienzo de una nueva era en la investigacion algebraica,
caracterizada por el dominio del concepto de ‘estructura algebraica’ como
foco de esta disciplina. Van der Waerden basé su libro en las lecciones
de Emmy Noether (1882-1935) y de Emil Artin (1898-1962), a las cuales
habia asistido durante los afios anteriores en Goéttingen y Hamburgo res-
pectivamente [Véase: van der Waerden 1975]. El desarrollo de la nocidn
de estructura algebraica y del concomitante enfoque estructural del dlgebra
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fue un proceso complejo cuyos origenes puede sen trazados por lo me-
nos hasta la mitad del siglo pasado, y que culmind precisamente en
la nueva concepcidn disciplinaria del dlgebra representada por el libro
de van der Waerden.' La esencia de este proceso puede comprenderse
al examinar el tipo de cambios producidos en la teoria de los ideales
desde su creacion por Richard Dedekind (1831-1916), a partir de 1871,
y hasta su reformulacién a manos de Emmy Noether en 1921. La teoria
de los ideales de Dedekind era una teoria matematica clésica del siglo
diecinueve, cuyo tema de interés era uno de los objetos ‘concretos’
de la matematica: el sistema de los niimeros algebraicos y el problema
de su factorizacién tnica en factores primos.” La teorfa de Noether,
por el contrario, era una teoria abstracta, que definia las propiedades
de descomposicion de anillos generales, y que sirvié para unificar varias
teorfas previamente existentes, especialmente la teoria algebraica de los
numeros y la teoria de los polinomios.

El desarrollo del enfoque estructural en algebra implicé no sdélo un
crecimiento impresionante en la cantidad de los teoremas demostrados,
de los ejemplos conocidos en detalle, y de los nuevos conceptos in-
troducidos para estudiar los dominios matematicos investigados. Tam-
bién implico, por encima de todo, un cambio profundo en la concepcién
misma del alcance y de los fines de la investigacion algebraica. Este
tipo de cambio es lo que, en lo que sigue, llamaremos cambio en las
imégenes de las matematicas (en oposicion al simple crecimiento del cuer-
po del conocimiento mateméatico).’ Para poder entender adecuadamente
el desarrollo del enfoque estructural del dlgebra es necesario enfatizar, junto
con el crecimiento del cuerpo del conocimiento relevante, el cambio en
las imagenes de las matemdticas que contribuyd a él.

Pocos relatos del desarrollo de cualquier disciplina matematica desde
fines del siglo pasado pueden considerarse completos si no analizan
el papel que la obra de David Hilbert jugé en ellos. El desarrollo del
enfoque estructural del dlgebra no es una excepcion a esta regla.’ David
Hilbert (1862-1943) fue el matemético mas importante de su momento,
y el instituto matematico de Géttingen —primero bajo la direccion de
Felix Klein (1849-1925) y luego con Hilbert— se convirti6 en el gran
centro mundial de las matematicas hasta el ascenso del nazismo al poder

Este proceso es descrito en considerable detalle en la primera parte de Corry 1996.

2. La génesis de la teoria de los ideales de Dedekind es descrita en Edwards 1980.

Para una discusion mas detallada del rol de la interaccidn entre el cuerpo y las image-
nes del conocimiento en matematicas, véase Corry 1989,

4. Evaluaciones generales del papel de Hilbert en el desarrollo del 4lgebra moderna apa-
recen en Hasse 1932; van der Waerden 1966, 161-163; Weyl 1944, 635.
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en Alemania.’ En Gottingen se habia desarrollado también la primera
parte de la carrera cientifica de Dedekind, afios antes de la llegada
de Hilbert. Posteriormente, Emmy Noether —quien habia sido invitada
a Gottingen por Hilbert en 1915— desarrollé alli su propia obra de
investigacion algebraica.

Dado el gran nimero de dominios matematicos que la obra de Hil-
bert cubre, una apreciacion justa de su influencia sobre el pensamiento
algebraico moderno deberia realizarse como parte de su influencia ge-
neral sobre las matematicas del siglo veinte. Para los fines del presente
articulo, sin embargo, nos limitaremos a mencionar dos campos que
pueden ser considerados como mas propiamente algebraicos dentro de
su trabajo: la teoria de invariantes y la teoria algebraica de los niimeros.
Luego discutiremos el enfoque axiomdtico de Hilbert, concentrandonos
especialmente en sus imagenes de las matematicas, tal y como se ma-
nifiestan en estos trabajos. Veremos de esta manera que, aunque muchos
de los ingredienies importantes del enfoque estructural del algebra pue-
den reconocerse retrospectivamente en estos trabajos de Hilbert, su pro-
pia concepcion de esta disciplina permanecié esencialmente igual a la
que la caracterizo durante todo el siglo diecinueve: la nocién de es-
tructura algebraica es ajena a los trabajos del mismo Hilbert.

Hilbert como estudiante y como docente

Para poder entender adecuadamente la obra matematica de Hilbert, es
necesario discutir el tipo de atmosfera matematica dentro la cual sus ideas
se desarrollaron. Los estudios de Hilbert y toda la primera parte de su
carrera investigativa transcurrieron en su ciudad natal de Konigsberg ex-
cepto por un breve periodo de viaje, tal como se acostumbraba en la época,
en el cual Hilbert visitara a Klein en Leipzig y a Charles Hermite (1822-
1901) en Paris. La tradicion de andlisis y fisica matemdtica que se
habfa desarrollado en Kénigsberg bajo el liderazgo de Carl Gustay Ja-
cobi (1804-1851), Franz Neumann (1798-1895) y, algo posteriormente,
Friedrich Richelot (1808-1875), fue una de las principales fuerzas que
conllevaron al gradual dominio de la escena matemdtica por Alemania
hacia finales del siglo.’

En K&nigsberg, uno de los més influyentes maestros de Hilbert fue

5. Sobre Gottingen como centro mundial de la matematica, y sobre el rol de Klein y de
Hilbert en promover esta centralidad, véanse Reid 1970; Rowe 1989; Parshal & Rowe
1994, 150-154.

6. Sobre la escucla matemdtica de Ktnigsberg, véase Klein 1926-27, 112-115 & 216-
221,
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Heirich Weber (1842-1913). Los variados intereses mateméticos de We-
ber cubrian campos tan diversos como la teoria de polinomios, las fun-
ciones elipticas y la fisica matematica. En este tiltimo dominio Weber
realizé investigaciones en la teorfa del calor, electricidad, y el movi-
miento de cuerpos rigidos en liquidos. En 1882 Weber publico en co-
laboracién con Richard Dedekind un importantisimo trabajo sobre los
fundamentos de Ia teoria de las funciones algebraicas [Dedekind y We-
ber 1882]. En este trabajo, Weber y Dedekind desarrollaron la teoria
de una manera novedosa, que consistié en sacar a la luz las simila-
ridades conceptuales entre este dominio y el dominio de los niimeros
algebraicos. Weber y Dedekind usaron con gran efectividad el concepto
de ideal, que Dedekind habia creado para tratar el problema de la fac-
torizacién en los cuerpos de niimeros algebraicos.” Mientras Weber es-
cribia este trabajo, Hilbert asistia a sus lecciones en Kénigsberg, y éstas
causaron en €l una profunda y duradera impresion. La exploracion de
este tipo de analogias subyacentes a dos dominios mateméticos apa-
rentemente alejados —como la teoria de funciones y la teoria de los
nimeros algebraicos— se convertiria también en un principio funda-
mental de la practica del mismo Hilbert.

La tesis doctoral de Hilbert fue dirigida por Ferdinand Lindemann
(1852-1939). Lindemann, quien habia sido alumno de Klein, es recordado
hoy en dia més que todo por su prueba de la trascendentalidad de 7. La tesis
de Hilbert consideré un problema de la teoria de invariantes algébricos.
Este seria también el campo en el que toda la primera fase de la carrera
investigativa de Hilbert se iba a concentrar.

Pero la influencia mas decisiva sobre la formacion del horizonte ma-
temdtico de Hilbert en sus afios de Kdnigsberg, provino de su entrafiable
amistad con dos jévenes compaiieros: Adolf Hurwitz (1859-1919),
quien en un principio fue maestro de Hilbert y luego su colega, y Her-
mann Minkowski (1864-1909). Antes de aceptar una cétedra especial-
mente establecida para ¢l en 1894 en Konigsberg, Hurwitz habia
estudiado con Klein en Leipzig y luego habia recibido su habilitacién
en Gottingen. De este modo, Hurwitz llegd a conocer a fondo el tipo
de intereses matemadticos y el tipo de técnicas que dominaban la in-
vestigacion contempordnea de esos dos importantes centros. Hurwitz
se desempefié ocho afios en Konigsberg antes de seguir hacia Zurich.
Su influencia fue decisiva en lo que respecta a la creacion de una muy
amplia gama de intereses cientificos en el estudiante, y luego en el
joven profesor, Hilbert.

7. Véase Corry 1996, § 2.2.4,

11 (1995)




Axiomdtica y dlgebra 295

——————————————————————————————————————

Las obras publicadas por Hilbert entre 1885 y 1893 tocan un umico
campo de investigacion: la teorfa de los invariantes algebraicos. Sin em-
bargo, la lista de sus publicaciones descubre tan sélo un limitado panorama
del tipo de intereses que Hilbert, siguiendo la rica tradicién dentro de
la cual fue educado, cultivé en estos afios. Estos intereses se manifiestan
mas claramente al examinar la lista de las muchas materias que ensefié en
los afios de profesorado en su Alma Mater, afios en que se destacd como
profesor laborioso y dedicado, En efecto, una apreciacion balanceada del
mundo mateméatico de Hilbert y de su influencia no es posible, si no se
toman en cuenta sus labores docentes, primero en Konigsberg y sobre
todo en Géttingen desde 1895.

Hilbert supervisé no menos de sesenta y ocho estudiantes doctorales
entre 1898 v 1914, Como es bien sabido, en el famoso instituto matematico
creado en Géttingen por Felix Klein, Hilbert se convirtié en el lider de
un centro cientifico (inico en su género, que reunio una galeria de figuras
de la primera categoria. Serfa dificil exagerar la influencia del pensamiento
de Hilbert sobre toda la produccion cientifica que salié de dicho centro
en los afios de su direccion. Afortunadamente es posible documentar
con bastante precisién el contenido de los cursos dictados por Hilbert
en Géttingen. Estos cursos nos dan una idea clara de la evolucién de
sus ideas en varios contextos. En general, sus cursos en Gottingen no
se basaban en una presentacion estructurada de los resultados de teorias
ya establecidas y claramente fundamentadas. Por el contrario, Hilbert
aprovechaba la oportunidad de estos cursos para explorar nuevas ideas
y para pensar en voz alta sobre los problemas que en dicho momento
ocupaban su mente. Por lo menos desde 1902, Hilbert acostumbraba
escoger uno de sus estudiantes para tomar apuntes durante las lecciones.
Estos apuntes eran luego reelaborados de manera coherente, que Hilbert
mismo revisaba y comentaba, para ser colocados en la sala de lectura
del instituto, el famoso Lesezimmer que constitufa el verdadero corazon
mateméatico de la universidad. Los estudiantes podian consultar estas
notas, que les servian como texto del curso.® Hoy en dia esas mismas
notas sirven de documento invaluable para el historiador que intenta
reconstruir la épcca.

La importancia acordada a las lecciones como oportunidad inigua-
lable para la libre exploracion de nuevas ideas fue destacada por el
mismo Hilbert muchos afios después con las siguientes palabras:

8. Max Born [1978, 81-85] describid esto como parte de sus experiencias de estudiante
en los cursos de Hilbert.
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La conexién mis intima que puede concebirse entre investigacion y ense-
nanza se convirtié en uno de los factores decisivos de mi actividad mate-
matica. El intercambio de ideas cientificas, la comunicaci6n de lo que yo
mismo habia descubierto y la elaboracion de lo que habia escuchado, fue-
ron desde mis afios iniciales en Kénigsherg una piedra angular de mi tra-
bajo cientifico ... Mis cursos, y sobre todo mis seminarios, estaban
guiados por la idea de no presentar el material de manera estandard y lo
mas pulida posible —esa manera de ensefiar que les permite a los estu-
diantes llevar cuadernos limpios y ordenados. Antes que todo, siempre
trat¢ de iluminar los problemas y las dificultades, v de ofrecer un puente
conduciente a los problemas actualmente no resueltos. Era comin que en
el curso de un semestre, yo cambiase totalmente el programa de un curso
avanzado, al querer discutir un problema que me encontraba investigando
en aquel momento y que estaba lejos de haber alcanzado su formulacion
definitiva, [Hilbert 197 la, 79]

Esta descripcion, que queda absolutamente confirmada al revisar el
contenido de las ya mencionadas notas de sus cursos, debe recordarse
al intentar reconstruir el desarrollo de las ideas de Hilbert. En particular,
ella nos lleva a reconsiderar ciertas opiniones aceptadas concernientes
a la periodizacion de su trabajo. En un frecuentemente citado pasaje.
Hermann Weyl [1944, 619], uno de los estudiantes mas cercanos a
Hilbert y su sucesor en Gottingen desde 1930, declard que la obra
de Hilbert se habia desarrollado en cinco diferentes periodos, clara-
mente discernibles: (1) Teorfa de invariantes (1885-1893); (2) Teoria
de cuerpos de nimeros algébricos (1893-1898); (3) Fundamentos, (a)
de geometria (1898-1902), (b) de matemdticas en general (1922-1930);
(4) Ecuaciones integrales (1902-1912); (5) Fisica (1910-1922). Esta pe-
riodizacion refleja sin duda la division temporal de las obras publicadas
por Hilbert. Pero ella dice mucho menos sobre la evolucién de su pen-
samiento, y sobre los esfuerzos dedicados simultaneamente al estudio
y la comprension de otros dominios matemdticos. La imagen que revela
la lista de sus cursos dictados en Géttingen resulta ser mucho mas
compleja e interesante que la sugerida por Weyl en su obituiario de
Hilbert. Para los propdsitos especificos del presente articulo, nos re-
feriremos a los cursos de la época temprana de Hilvert para discutir
los origenes de su concepcion axiomatica y la aplicacion de esta tltima
en sus trabajos en el campo del dlgebra.

Teoria de los Invariantes Algebraicos

La primera fase de la carrera investigativa de Hilbert —de 1885 a
1893— estuvo claramente dominada por una sola disciplina: la teoria
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de los invariantes algebraicos. Esta teoria, que constiutyo uno de los
campos mas activos de investigacion matemdtica en la segunda mitad
del siglo pasado, habia sido desarrollada originalmente en Inglaterra
desde 1845, a manos de Alfred Cayley (1821-1895) y James Joseph
Sylvester (1814-1897). Posteriormente, €l centro de gravedad se tras-
ladd a Alemania, donde Rudolf Alfred Clebsch (1833-1872) creé una
poderosa escuela.’

Paul Gordan (1837-1912) se convirtio rapidamente en el gran maes-
tro de esta disciplina, siendo uno de sus mayores logros la demostracién
del teorema de finitud. Dado un sistema binario de grado arbitrario,
Gordan mostré en 1868 —a través de célculos enormemente largos
y complicados, como era tradicional en la escuela de Clebsch— cémo
construir un subsistema finito que genere el sistema dado [Gordan
1868]. Su demostracion fue mejorada y generalizada en ciertos aspectos
en los afios subsiguientes, pero la completa generalizacién del resultado
a formas de grado arbitrario y para cualquier nimero de variables quedo
no resuelta hasta 1888, afio en que Hilbert hizo su triunfal entrada
en la escena matematica.'

Hilbert demostré en 1888 la existencia de una base finita en el caso
general, de manera breve, muy elegante y sucinta, por medio de una
reduccion al absurdo. Una demostracién de existencia de este tipo cons-
tituyo una innovacion absoluta, y las reacciones negativas no se hicieron
esperar. La reaccion inicial del mismo Gordan ha entrado a la mitologia
matemética, siendo repetidamente citado como quien exclamé: ““Esto
no es matematica; esto es teologia.”"' Sin embargo, al cabo de un tiem-
po la demostracion de Hilbert fue aceptada como cosa normal, inclusive
por el mismo Gordan, quien hasta sugirié como mejorarla técnicamente.

La contribucién de Hilbert a la teoria de invariantes consiste ante
todo en haber introducido métodos aritméticos a este dominio, De esta
manera, Hilbert estaba siguiendo el camino que su maestro Weber habia
tomado en su trabajo conjunto con Dedekind en teoria de funciones.
En 1893 Hilbert resumid sus logros en este campo, indicando que éstos
habian transformado la teoria en una rama subsidiaria de la teoria de
los cuerpos de funciones, de manera similar a como la teoria de los

9. Sobre la teoria de invariantes., véanse Fisher 1966, 141-156; Kline 1972, 924-932;
Parshall 1989, 170-176; 1990, 12-13. Sobre las diferencias entre las escuelas inglesa y
alemana de invariantes, véase Parshall 1989, 176-180.

10. La demostracion original de Hilbert aparecio en Hilbert 1888-89. Una version mejora-
da aparecié en Hilbert 1890,

11. Cf. Blumenthal 1935, 194 Klein 1926-27, Vol. 1, 330.
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cuerpos ciclotomicos habia sido transformada en una dependencia de
la teoria de los cuerpos de ntimeros algebraicos [Hilbert 1893, 287].

Hilbert mismo fue el primero en formular una evaluacion histérica
del significado de su trabajo en invariantes. En un articulo leido en
1893 en su nombre en el Congreso Internacional de Matematicos en
Chicago, Hilbert mantuvo que toda teoria matematica atraviesa tres eta-
pas en su desarrollo: la ingenua, la formal y la critica. En esta teorfa,
en particular, los trabajos de Cayley y Sylvester constituian la primera,
mientras que los de Clebsch y Gordan formaban parte de la segunda.
Hilbert se declaraba a si mismo como representante tinico de la tercera.
Mis atin, Hilbert consideraba haber resuelto el problema central de la
disciplina y con ello haber culminado toda investigacion importante
en ella [Hilbert 1896, 383]. En efecto, Hilbert mismo abandond después
de esta fecha la investigacion de los invariantes [Blumenthal 19335,
395]. Este juicio de Hilbert sobre la muerte de la teorfa ha sido repetido
innumerables veces y, mas ain, la supuesta defuncion de este campo
de investigacion algebraico ha sido vista como la apertura definitiva
del camino al ascenso de la nueva dlgebra [Kline 1972, 931; Reid 1970,
38; van der Waerden 1933, 401].

Sin embargo, la realidad histérica fue un tanto diferente. Aunque
el nimero de matematicos activos en este campo de investigacion se
redujo considerablemente a fin de siglo, €l sigui6 vivo y en estado
de produccién.” Atn en 1933 vemos la publicacién de libros de texto
que siguen usando los métodos computacionales de Clebsch y Gordan
[Study 1933]. De hecho, en la famosa lista de problemas que Hilbert
presenté en 1900 (y de la cual diremos algo mas en lo que sigue),
el problema catorce se refiere a una prueba de finitud de cierto tipo
de invariantes. En realidad, relativamente pocos esfuerzos fueron de-
dicados a éste problema hasta los afios cincuenta del presente siglo."

El tipo de analogia conceptual que Hilbert indicé, entre los pro-
blemas basicos de la teorfa de los nimeros y la de los invariantes,
y la forma en que uso herramientas desarrolladas en el primero para
resolver un problema central del segundo, indicaron una direccion que
serfa significantemente desarrollada como parte del enfoque estructural
del dlgebra. Sin embargo, hay que tener muy claro que Hilbert mismo
siempre concibi6 su labor en la teoria de invariantes dentro de la imagen
clasica de esta disciplina. Las propiedades de las formas polinomiales

12. Para una evaluacion critica de este juicio de Hilbert véase Parshall 1990, 11
13. Sobre el problema catorce de Hilbert y los acontecimientos posteriores relacionados
con su solucidn, véase Mumford 1976.

11 (1995)




Axiomdtica y dlgebra 299

con las que trabajo, las considerd invariablemente como derivadas de
aquéllas del cuerpo de los numeros complejos. Su jerarquia conceptual
estaba claramente establecida y nunca cambid: los niimeros reales y com-
plejos son entes matematicos concretos, de cuyas propiedades fundamen-
tales se derivan las de los otros tipos de constructos mateméticos. En este
sentido, el concepto de estructura algebraica como base de la inves-
tigacion en esta disciplina es claramente ajeno a esta etapa de la in-
vestigacion de Hilbert.

Cuerpos de Niumeros Algebraicos

Entre 1892 y 1899 el principal campo de investigacion de Hilbert fue
la teoria de los cuerpos de niimeros algebraicos. Aunque Hilbert abandono
después de 1893 la investigacion de los invariantes, el nuevo dominio
que abord6 no implicé en modo alguno una ruptura total con su pasado.
En efecto, Hilbert ya habia dictado cursos en Ko6nigsberg sobre la teoria
algebraica de los nimeros y, mas atn, al trabajar los invariantes, como
ya se dijo, él habia utilizado técnicas que fueron originalmente introducidas
en el estudio de este segundo dominio de trabajo.

El estudio sistematico de la factorizacion de los nimeros algebraicos
empezo a principios del siglo diecinueve con el trabajo de Gauss (1777-
1855) en los asi llamados enteros gaussianos. Una importante contri-
buci6n a esta disciplina provino de Edwrad Ernst Kummer (1810-1893),
quien en 1847 comenzé a desarrollar su teoria de los niimeros primos
ideales. Estos le permitieron generalizar el teorema de factorizacién tnica
al dominio de los enteros ciclotomicos. Dedekind y Leopold Kronecker
(1823-1891) produjeron de forma independiente generalizaciones de la teo-
ria de Kummer que probaron ser validas en dominios cualesquiera de en-
teros algebraicos. Sus teorias, conocidas como teoria de ideales y teoria
de divisores respectivamente, constituyeron la cumbre de la investigacion
de los nimeros algebraicos en el siglo diecinueve. Los dos matematicos,
sin embargo, enfocaron el problema desde perspectivas totalmente di-
ferentes. El enfoque de Dedekind era mucho mas conceptual, mientras
que el de Kronecker era mucho mas algoritmico." La teorfa de fac-
torizacién en una anillo abstracto que Noether desarrollaria en los afios
veinte fue una elaboracion directa de los métodos introducidos por De-
dekind. La enorme popularidad alcanzada por la obra de Noether sig-

14. Harold Edwards publicé una serie de articulos que han contribuido enormemente a en-
tender el desarrollo de la teoria de los niimeros en el siglo diecinueve, y especialmente las
contribuciones de Kummer, Dedekind y Kronecker. Véanse especialmente Edwards
1975, 1977, 1980, 1987.
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nifico, retrospectivamente, el triunfo del enfoque de Dedekind a la teo-
ria de los niimeros sobre el de Kronecker. Uno de los factores mas
decisivos que intercedi6 en este proceso fue la contribucién de Hilbert
a la teoria de los numeros.

Al comenzar Hilbert su trabajo en esta disciplina, las técnicas de-
sarrolladas por Dedekind y Kronecker no eran ain cominmente co-
nocidas por el publico matematico en general. La causa de esto residia
parcialmente en lo novedoso e idiosincrdtico de los enfoques adoptados
por cada uno de ellos. Otra causa era la dificultad intrinseca de sus
trabajos [Blumenthal 1935, 397]. En 1893 la asociacidén de matematicos
alemanes (DMYV) comision6 a Hilbert y a Minkowski la preparacion
de un recuento sistematico y comprensivo del estado de desarrollo ac-
tual de la teoria de los nimeros, para el uso de la comunidad matematica
en general. El mismo hecho de la comisién indica de por si que Hilbert
era considerado a la sazon como una autoridad en el campo, alin sin
haber publicado ninguna obra mayor. Minkowski, quien se habia destacado
en teoria de niimeros desde el comienzo de su carrera, deberia escribir
un volumen sobre la teoria de los enteros racionales. Hilbert, por su parte,
deberia producir un sumario de los resultados obtenidos por Kummer, De-
dekind y Kronecker en sus trabajos sobre los cuerpos de ntimeros alge-
braicos. A fin de cuentas, Minkowski resultd estar tremendamente ocupado
con su propio libro sobre la geometria de los nimeros y debié abandonar
el proyecto. Hilbert culmind la parte que le fue encomendada y la publico
en 1897 [Riidenberg & Zassenhaus (eds.) 1973, 57 ff'].

El reporte sobre los numeros de Hilbert —o Zahlbericht como
llegd conocerse— no era un recuento en el sentido usual de la pa-
labra. Hilbert presentd en efecto la vision sistematica y comprensiva
que le fue encomendada, pero en realidad hizo mucho mas que eso,
contribuyendo con una cantidad enorme de nuevos y significativos
resultados originales. Hilbert adoptd basicamente el enfoque de De-
dekind. Como el Zahlbericht se transform6 en una obra de referencia
estandard en esta disciplina [Weyl 1944, 626], la publicacion del
reporte resultd ser un factor decisivo en el domino de este enfoque
sobre el de Kronecker.

Lo que nos interesa averiguar sobre el Zahlbericht en el presente
articulo es la manera en que la nocién de una estructura algebraica
aparece en él. El significado de haber adoptado el enfoque de Dedekind
como guia a su trabajo fue el concentrarse en los cuerpos de nimeros
como el principal objeto de investigacion. Pero es importante subrayar
que se trata aqui de los cuerpos entendidos como un subconjunto cla-
ramente caracterizado del cuerpo de los complejos, y en ninglin caso
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de cuerpos abstractamente considerados. Este punto es central para en-
tender el enfoque de Hilbert y el proceso de consolidacién del enfoque
estructural, que vino posteriormente a su obra. Si bien es cierto que
Weber habfa definido ya en un articulo de 1893 tanto grupos como
cuerpos de una manera totalmente abstracta [Weber 1893], la mera po-
sibilidad técnica que esta definicion proporcionaba de empezar a usat
estos conceptos abstractos como base del discurso algebraico no se ac-
tualizé de inmediato en practica matematica corriente. Es decir, pasaron
todavia cerca de treinta afios hasta que la imagen basica del algebra
se transformara de tal modo, que la nocién de estructura algebraica,
basada en la definicion abstracta de estos conceptos, emergiera como
la imagen aceptada de esta disciplina [Corry 1990]. No es que Weber
mismo y posteriormente Hilbert no conocieran esta posibilidad, sino
que sus propias iméagenes del conocimiento matemdtico no los llevaron
a desarrollarla de la manera en que se hizo desde los afios veinte en
adelante,

Esta actitud de Hilbert queda claramente evidenciada al ana-
lizar los diferentes roles que en el Zahlbericht, siguiendo los
enfoques de Dedekind y de Weber, ¢l atribuy6 a los cuerpos
y a los grupos, considerandolos a través de su practica matematica
como entes de naturaleza diferente. Asi, mientras que los cuerpos,
como ya se dijo, son el principal objeto de estudio, y son vistos como
entes matematicos concretos —subconjuntos claramente identificables
de nameros complejos cuyas propiedades la teoria de los nimeros in-
vestiga— los grupos proveen una de las herramientas basicas con
la cual Hilbert realiza este estudio. Los grupos son por tanto una
idea subsidiaria en la teoria, y claramente grupos y cuerpos no
son vistos como dos manifestaciones diferentes de una misma no-
ciébn matemadtica general.

También es relevante observar de qué manera Hilbert hace uso de
otro de los conceptos que posteriormente vino a identificarse como una
instancia mds de la nocién general de estructura algebraica: el anillo.
En el Zahlbericht, Hilbert [1897,121] los define de la manera siguiente:

Sean g, m, ... una coleccion cualquiera de nimeros algebraicos, cuyo
domino de racionalidad es un cuerpo & de grado m. entonces, ¢l sistema
de funciones enteras de ¢, m, ... con coeficientes enteros se llamard “ani-
llo de niimeros’, o “anillo’, o ‘dominio de integridad’.

Es claro que tan sélo un niimero muy limitado de anillos en el sen-
tido actual del término queda incluido en esta definicion, totalmente
condicionada por el marco numérico en el cual aparece. El concepto
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general de'un anillo abstracto serfa introducido y elaborado sélo a partir
de 1914 en la obra de Abraham Frankel, y su concepcién mas general
como otra instancia de estructura algebraica apareceria desde 1921 en
los trabajos de Emmy Noether."

Estos anillos de Hilbert aparecen aqui de manera sumamente li-
mitada. Lo que es mas interesante ain, es que Hilbert no usé de
manera alguna este concepto, o el de ideal de anillo asociado a él,
en su otro campo de trabajo: la teoria de polinomios. Los cuerpos
de Hilbert no son grupos a los cuales se les ha afiadido una operacién
adicional, ni son sus anillos cuerpos que no satisfacen una de las
propiedades de la divisién. Tampoco sus ideales son subconjuntos
especiales de ciertos anillos. Los ideales de Hilbert, como para De-
dekind antes de €l, son colecciones de enteros algebraicos que pue-
den ser utilizadas para estudiar propiedades de factorizacién en los
cuerpos. En resumen, la idea del algebra como estudio de una je-
rarquia de estructuras es ajena a la concepcién de Hilbert, a pesar
de que muchos de los conceptos basicos aparecen separadamente
en su obra. Este juicio es valido no sé6lo en lo que respecta al Zahl-
bericht, sino también a su articulo al respecto en la famosa Enci-
clopedia de la Ciencias Matemiticas [Hilbert 1900a], editada por
Klein, asi como en otros importantes articulos que Hilbert publicé
en este campo de trabajo [Hilbert 1898; 1899a].

Debe recalcarse, sin embargo, que esta evaluacion no implica en
forma alguna un juicio sobre las capacidades de abstraccién o de invencién
de Hilbert. Por el contrario, todo lo que se quiere indicar aqui es el tipo
de intereses matematicos que guié su obra, o como dijimos anteriormente,
se intenta entender sus imdgenes del conocimiento matematico. El ascenso
del algebra estructural se caracterizo precisamente por la adopcion de una
imagen diferente a la clasica, de la cual Hilbert fue, durante toda su carrera,
uno de los mas prominentes exponentes.

El enfoque axiomatico de Hilbert

En el semestre de invierno de 1898-99 Hilbert dictd por primera
vez en Gottingen un curso sobre los fundamentos de la geometria.
Su interés en este campo parecid a muchos significar un marcado
corte con los dos dominios en los cuales habia sobresalido con sus
investigaciones desde 1885, fecha en que completé su disertacion

15. Véase Fraenkel 1914, 1916. La contribucion de Fraenkel y su significado historico son

descritos en detalle en Corry 1996, Cap.4. - Sy
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doctoral: la teorfa de invariantes y la teoria algebraica de nimeros.'
Ya el mero anuncio del curso sorprendio a muchos en Gittingen
[Blumenthal 1935, 402]. Pero en realidad, las cuestiones de fun-
damentos de la geometria habian ocupado los pensamientos de Hilbert
desde hacia bastante tiempo, y de hecho €l ya habia dictado cursos si-
milares en Konigsberg.'” Para entender la concepcién axiomética de Hil-
bert, es necesario decir algunas palabras sobre el trasfondo historico de
su interés en este tipo de problemas mateméticos.

En 1882 Moritz Pasch (1843-1930) publicé su libro Verlesungen
iiber neuere Geometrie, (Lecciones de Geometria Nueva) [Pasch 1882]
en el cual presentaba un tratamiento axiomatico de la geometria pro-
yectiva. Hacia fines del siglo diecinueve, este tipo de geometria atrajo
la atencion de un numero creciente de matematicos. Antes de Pasch,
August Ferdinand Mobius (1790-1868), Jakob Steiner (1796-1863) y
Christian von Staudt (1798-1867) habian intentado elucidar, en sus res-
pectivos trabajos, la relacion entre la geometria euclidea y la proyectiva
[Torreti 1978, 44-53]. Felix Klein —basado en ideas desarrolladas pre-
viamente por Arthur Cayley® y consciente de la independencia del
axioma de las paralelas— reformuld el problema bésico en términos
de independencia axiomatica: la geometria proyectiva deberia ser axio-
méticamente definida, de manera tal que las varias geometrias métricas
puedan ser derivadas de aquélla por adicion de nuevos axiomas [Klein
1873]. Klein mismo no tuvo gran éxito en la implementacion de estas
ideas pero ellas sirvieron de base para trabajos posteriores, como el
de Pasch.”

En la reconstrucciéon axiomatica de Pasch, una vez que se han pos-
tulado los axiomas, todos los demas resultados de la geometria pro-
yectiva deben ser derivados por estricta derivacién logica y sin ningtin
recurso a la intuicion espacial, a diagramas de algtn tipo, o a las pro-
piedades de las figuras consideradas. Pero para Pasch —y esto debe
ser acentuado— la geometria debe ser vista como parte de las ciencias
naturales, cuyas verdades se refieren al mundo exterior. Los axiomas,

16. Por ejemplo, en su obituario de Hilbert, Hermann Weyl escribio (1944, 635): **No ha
pedido imaginarse un corte mas completo que el que separa el dltimo articulo de Hil-
bert en teoria de cuerpos de mimeros algebraicos de su eldsico libro Grundlagen der
Geometrie.”

17. Michael M., Toepell [1986] ha analizado en detalle el desarrollo de las ideas de Hil-
bert, antes de la publicacion de los Grundlagen. En particular, €l describe los cursos
dictados por Hilbert en este dominio en sus afios de Konigsberg.

18. Sobre las contribuciones de Cayley a este dominio véase Klein 1926-27 Vol. 1, 147-151.

19. Para més detalles se pucden consultar Rowe 1994, 194-195; Toepell 1986, 4-6; Torreti
1978, 110-152. Sobre la obra de von Staudt, Freudenthal 1974,
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en esta concepcién, expresan verdades empiricas bésicas, que son de-
rivadas directamente de la experiencia. Para Pasch, mientras que la de-
rivacion de teoremas es puramente logica, el significado mismo de los
axiomas es puramente geométrico y no puede ser entendido sin recurso
a los diagramas de los cuales ellos son derivados [Contro 1976, 284-
289; Nagel 1939, 193-199; Torreti 1978, 210-218].

Dos lineas de desarrollo se derivaron del trabajo de Pasch: una en
Italia, la otra en Alemania. La primera de ellas es la asociada al trabajo
de Giuseppe Peano (1858-1930). Peano era un matematico competente,
con significantes contribuciones en andlisis, incluyendo un importante
libro de texto en este campo [Kennedy 1980; Segre 1994]. Pero ademas
de estas actividades matemadticas comunes, Peano dedicé muchos de sus
esfuerzos a avanzar la causa de los lenguajes internacionales v a desarrollar
un leguaje conceptual que permitiese un tratamiento completamente formal
de las demostraciones matematicas. En 1889 Peano aplicé exitosamente
ese lenguaje a la aritmética, publicando en esta oportunidad sus famosos
postulados para definir los nimeros naturales. El sistema de axiomas de
Pasch ofrecia un significativo desafio al lenguaje artificial de Peano. Peano
aceptd este desafio, poniendo especial énfasis en estudiar la relacion entre
los términos geométricos y los légicos, tal y como aparecen en la estructura
deductiva de la geometria. Peano intent6 codificar ésta tltima en su propio
lenguaje artificial. Como parte de estos esfuerzos, €l introdujo el concepto
de sistema independiente de axiomas, es decir, un sistema compuesto
por axiomas cada uno de los cuales no es una consecuencia logica de
los ofros. El aplicéd este concepto a su propio sistema de axiomas, que
no eran sino una modificacion ligera de los de Pasch. La manera peculiar
en que Peano trat6 los sistemas de axiomas, asi como la importancia atri-
buida a la busqueda de sistemas de axiomas independientes es similar
en muchos aspectos al tratamiento desarrollado posteriormente por Hilbert,
pero Peano jamas abordd en sus propios trabajos la prueba completa de
la independencia de tales sistemas [Torreti 1978, 221]. Aunque Peano debe
ser considerado como un gran innovador en muchos aspectos, su insistencia
en el analisis logico de la estructura deductiva de las teorias matematicas
no debe gufarnos a clasificarlo como un formalista 0 como un logicista
en el sentido actual de estos términos. Como Pasch antes de él, Peano
concebia las ideas matematicas como derivadas de la experiencia empirica
[Kennedy 1981, 443].

Varios mateméticos italianos, influenciados por las ideas de Peano,
publicaron algunos trabajos semejantes, analizando la estructura logica
de los fundamentos de la geometria. Entre ellos cabe mencionar a Mario
Pieri (1860-1913), quien hizo mucho por promover la idea de la geo-
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metria como un sistema hipotético-deductivo, introduciendo para su es-
tudio el concepto de ‘independencia ordinal,” un tanto mas limitada
que la introducida con anterioridad por Peano. Giuseppe Veronese
(1845-1917) fue el primero que desarrollé de forma sistemadtica el es-
tudio- de la posibilidad de una geometria no-arquimidea [Veronese
1891]. El demostré la independencia del postulado de Arquimides con
relacién a los otros postulados de la geometria.”’

La corriente de pensamiento que se desarrolld en Alemania siguien-
do a Pasch elabor6 mas directamente la linea matemética que origi-
nalmente habia conducido a los logros de éste. Esta linea estaba
motivada directamente por consideraciones matemdticas propiamente
dichas, antes que por intereses logicos o metodolégicos. Una pregunta
fundamental abordada por Pasch en su trabajo habia sido la elucidacion
del rol jugado por la continuidad en geometria. Atin segufa sin decidirse
la pregunta, si la continuidad deberia ser considerada como inherente
a la idea misma del espacio, o si por el contrario ella podria reducirse
a conceptos mas elementales. Klein y Wilhelm Killing (1847-1923)
elaboraron la primera de estas alternativas, mientras que Hermann Lud-
wig Wiener (1857-1939) y Friedrich Schur (1856-1932) exploraron sis-
temdticamente la segunda [Contro 1976, 292-294].

Desde sus dias de estudiante en Konigsberg, Hilbert llegé a conocer
a fondo la tradicion geométrica que did origen al trabajo de Pasch y que
posteriormente se desarroll6 a partir de éste tltimo. Por otro lado, Hilbert
seguramente estaba al tanto de los logros de la escuela italiana, aunque
es dificil determinar con certeza cuales de sus trabajos leyo y en qué me-
dida éstos influenciaron su pensamiento [Toepell 1986, 9-15 & 55-57].
En sus afios en Konigsberg, la geometria no llegdé a constituir el foco
central de los intereses de Hilbert, pero €l dicté varios cursos en esta ma-
teria. Al preparar sus lecciones, Hilbert estudié detalladamente la obra de
Pasch concerniente a la geometria proyectiva. Hilbert reconocié el inmenso
valor del tratamiento postulacional de Pasch. pero al mismo tiempo fue
capaz de identificar algunas de sus limitaciones.. En particual, Hilbert se-
fialo algunas redundancias que afectaban a su sistema de axiomas. Hilbert
percibié con claridad que la labor de establecer el minimo sistema de
suposiciones del cual la geometria toda podria ser derivada, no habia sido
alin completamente realizada [Toepell 1986, 45].

La influencia de esta tradicion matemética alemana, con su claro com-
ponente empiricista en la concepcion de la geometria, puede constatarse
en el pensamiento axiomatico de Hilbert desde la mas temprana evi-

20. Sobre la escuela italiana, véase Kennedy 1981a; Tricomi 1981; Toepell 1986, 56.
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dencia escrita con la que contamos. Esta evidencia indica sin lugar
a dudas que al preparar sus lecciones en Kanigsberg Hilbert veia la
geometria —a diferencia de otras ramas matematicas— como una cien-
cia natural, en que la intuicién sensorial juega un papel decisivo. En
el manuscrito de un curso sobre geometria proyectiva dictado en K&-
nigsberg en 1891 leemos:

La geometria es la ciencia que investiga las propiedades el espacio. Ella
difiere esencialmente de los dominios puros de la matematica, tales como
la teoria de los nimeros, el dlgebra o la teoria de las funciones. En éstas
altimas, los resultados se obtienen a través del pensamiento puro. La si-
tuacidn es completamente diferente en el caso de la geometria. Yo nunca
puedo sentar las bases de las propiedades del espacio por meditacidn
pura, en la misma medida en que no puedo apreciar las leyes bésicas de
la mecdnica, la ley de la gravitacién o cualquier otra ley fisica de esa ma-
nera. El espacio no es un producto de mis pensamientos, sino que me es
dado a través de los sentidos [Citado en Toepell 1986, 21].

En los cursos dictados en Konigsberg Hilbert sefialé la necesidad
de establecer la independencia de los axiomas de la geometria. Al ha-
cerlo, sin embargo, €l remarco el cardcter objetivo y factual de esta
ciencia. En 1894 el curso de Hilbert llevo el titulo “*Fundamentos de
la geometria’. En el manuscrito de este curso se lee:

El problema puede formularse como sigue: Cuales son las condiciones
suficientes, necesarias, y mutuamente independientes que deben postular-
se para una sistema de cosas, de manera tal que cualquiera de las propie-
dades de éstas ultimas corresponda a un hecho de la geometria, y,
conversamente, de manera que una descripcion y un arreglo completos
de todos los hechos geométricos sean posibles, basados en este sistema
de cosas [Citado en Toepell 1986, 58-39].

Desde un principio, Hilbert no limita este tipo de pregunas a la geo-
metria. Lo que hace a la geometria especialmente accesible al trata-
miento axiomatico no es alguna caracteristica particular de su esencia,
sino mas bien el mero hecho histérico de ser una ciencia tan desa-
rrollada en lo que respecta a la cantidad y la seguridad de los resultados
ya conocidos en ella. Pero en cualquier otro respecto, la geometria es
esencialmente igual a toda otra ciencia natural. En su curso de 1894
Hilbert expresé esta idea asi:

Entre las apariencias o hechos de la experiencia que nos son manifiestos
al observar la naturaleza, hay una clase que es peculiar: la de los hechos
que conciernen a la forma externa de las cosas. La geometria se ocupa de
estos hechos ... La geometria es una ciencia cuyas bases estdn en tal gra-
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do desarrolladas, que todos sus hechos pueden ser l6gicamente deducidos
de otros hechos anteriores. Muy diferente es el caso de la teoria de la
electricidad o de la déptica, en las cuales todavia muchos nuevos hechos
estén siendo descubiertos. Sin embargo, en lo que respecta a sus orige-
nes, la geometria es una ciencia natural [Citado en Toepell 1986, 58].

Es el proceso mismo de la axiomatizacion el que transforma a la
geometria, con su contenido empirico, en una ciencia matemdtica pura.
No hay ninguna razén aparente por la cual un proceso similar no podria
ser aplicado igualmente a cualquier otra ciencia natural. Y de hecho,
desde muy temprano Hilbert dejo claro que tal cosa deberia ser re-
alizada. En el manuscrito del curso de 1894 leemos que ‘‘todas las
otras ciencias —antes que todo la mecénica, pero posteriormente tam-
bién la Optica, la teoria de la electricidad, etc.— deberian ser tratadas
siguiendo el modelo preconizado por la geometria” [Toepell 1986, 94].
Algunos afios después, en el invierno de 1898-99, mientras se encon-
traba escribiendo los Grundlagen, Hilbert dictd un curso de mecdnica,
por vez primera para él en Gottingen. En la introduccién a este curso
Hilbert reafirmé una vez mas la estrecha afinidad entre la geometria
y las ofras ciencias naturales, asi como del papel central de la axio-
matizacién en la matematizacion de aquéllas. Comparando los varios
dominios, Hilbert escribio el siguiente interesante pasaje que vale la
pena citar en alguna extension:

De esta manera, la geometria, como la mecéanica, proceden de la obser-
vacion de la naturaleza, de la experiencia. En este respecto, la geometria
es una ciencia experimental ... Pero su fundamentacion experimental ha
sido tan incontrovertidamente y tan generalmente reconocida, ella ha sido
en tal grado confirmada, que no parece necesitar ninguna prueba adicio-
nal. Més atin, todo lo que queda por hacer es derivar estos fundamentos
de un niimero minimo de axiomas independientes v de esta manera dedu-
cir todo el edificio de la geometria por métodos estrictamente légicos...
De esta manera [es decir, por medio del mélodo axiomético] la geometria
se convierte en una ciencia matematica pura. También en la mecénica se da
el caso, que todos los fisicos reconocen sus hechos més bésicos. Pero el arre-
glo de los conceptos bésicos es mucho mds complicado, y la decision sobre
como simplificarlo depende de futuros descubrimientos. Por tanto, la meca-
nica no puede atin ser caracterizada como una disciplina matematica pura, en
el grado en que la geometria lo es. Debemos esforzarnos por transformarla en
una tal. Debemos ampliar continuamente los limites de la matematica, no
sOlo para el bien de nuestro interés matemético, sino también en interés de la
ciencia en general [Citado en Corry 1996, 157).

Este pasaje, que representa la primera mencion explicita del pro-
grama de Hilbert de axiomatizar la ciencia natural en general, expresa
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—————————————————————— S— —
claramente la concepcion nada formalista, por no decir claramente em-
piricista, que constituy el trasfondo del pensamiento matemadtico de
Hilbert al escribir los Grundlagen. En la primera pagina del manuscrito
del curso de geometria dictado al afio siguiente en Gottingen, Hilbert
caracterizé la geometria de manera aln mds sucinta y explicita que

antes: ‘‘La geometria es la mas perfecta de las ciencias naturales”” !

Los Grundlagen der Geometrie aparecieron en Junio de 1899 como
parte de una publicacion festiva, seflalando el descubrimiento del mo-
numento a Gauss y Weber en Gottingen. El libro reunia las lecciones
impartidas por Hilbert durante el semestre de invierno de 1898-99. Hilbert
comenz6 su exposicién remarcando las similitudes entre la geometria y
la aritmética: ambas disciplinas pueden ser reconstruidas empezando por
un nimero reducido de axiomas.

Hilbert formulé sus axiomas de geometria para tres sistemas de ob-
jetos indefinidos: puntos, lineas y planos. Los axiomas establecen las
interrelaciones que se requiere que aquéllos satisfagan. Hilbert los agru-
p6 en cinco grupos: axiomas de incidencia, de orden, de congruencia,
de paralelas y de continuidad. Los grupos no tienen significacion légica
de por si, sino que supuestamente expresan las diferentes formas en
que nuestra intuicién espacial se hace manifiesta. Hilbert mostré en
los Grundlagen como es posible derivar todos los resultados conocidos
de la geometria euclidea, asi como de algunas de las geometrias no-
euclideas, dependiendo de cudles grupos de axiomas uno admita. De
esta manera, y reconstruyendo las ideas que dieron origen a sus con-
cepciones mismas, Hilbert demostré por ejemplo dos de los teoremas
centrales de la geometria proyectiva, el teorema de Desargues (Cap.
V) y el teorema de Pascal (Cap. VI), sin hacer uso del axioma de
continuidad. Vale decir: estos dos teoremas son vélidos en la geometria
euclidea usual, asi como en cualquier geometria no-arquimidea (como,
por ejemplo, la propuesta por Veronese con anierioridad).

Hilbert demostrd la mutua independencia de los axiomas que cons-
tituyen los varios grupos, asi como de los grupos entre si. Esto se logra
por el método que desde entonces se volvié estandard: construyendo
modelos de geometrias que satisfacen todos los axiomas deseados, ex-
cepto aquél del cual se investiga su independencia. Pero cabe sefialar
una vez mas, que al probar la independencia, el interés de Hilbert se

21. Citado en Toepell 1986, 1. Para una discusion sistematica de los aspectos filosoficos
de la concepeion axiomética temprana de Hilbert, y su relacion a la de fildsofos como
Kant y Husserl, véase Majer 1995,
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concentra en la geometria misma, y nunca en un estudio general de
las posibles relaciones entre sistemas de axiomas y sus posibles mo-
delos. Es por esta razon que desde el punto de vista puramente l6gico,
el sistema original de Hilbert no era el mas econémico posible. De
hecho, poco tiempo pas6 hasta que algunos matemdticos sefialaron que
el sistema axiomatico de Hilbert, visto como un sistema (inico que in-
cluye todos los axiomas —y no como un sistema compuesto de cinco
grupos— contiene un cierto grado de redundancia.” Para el propio Hil-
bert la verdadera finalidad de su trabajo era el establecer las interre-
laciones entre los diferentes grupos, antes que entre los axiomas de
diversos grupos tomados individualmente.

El segundo problema abordado por Hilbert y tal vez la principal
motivacion detris de todo su trabajo, fue el problema de la consistencia
de los varios tipos de geometria. A través de los Grundlagen Hilbert
establecid la consistencia de la geometria relativa a la aritmética. Es
decir, él probo que cualquier contradiccion existente en la primera de-
beria manifestarse igualmente en la aritmética de los nimeros reales.
Esto se logra definiendo una jerarquia de cuerpos de niimeros algé-
bricos. Hilbert demostré la existencia de infinitos modelos incompletos
reales que satisfacen todos los axiomas, excepto el asi llamado ‘axioma
de completidud® (Vollstindigkeitsaxiom).” Luego, él probo la existencia
de un sélo modelo que también satisface este ultimo axioma. Este es
el modelo de la geometria cartesiana usual, que se obtiene al tomar
todo el cuerpo de los reales como base para el modelo [Hilbert 1971,
29-32]. Una vez hecho esto, es obvio que la pregunta de la consistencia
de la aritmética de los reales se presenta en toda su agudeza. Hilbert
no abordé este problema en los Grundlagen, pero a estas alturas €l
estaba totalmente seguro que una tal prueba podria encontrase de ma-
nera relativamente sencilla. Hilbert asigné inmediatamente una alta
prioridad a la resolucion de este problema, y asi, en su famosa lista
de problemas de 1900, el segundo problema concierne la demostracion

22. Por ejemplo Schur 1901. Este problema es discutido en detalle en Schmidt 1933, 406~
408. Cabe sefialar que en la primera edicion de los Grundlagen, Hilbert declar6 que su
intencién era presentar un sistema independiente de axiomas para la geometria, En la
segunda edicidn, esta declaracién ya no aparece, siguiendo una correccion de E.H.
Moore [Moore 1902] que mostrd que uno de los axiomas puede ser derivado de los
otros.

23. Axioma que puede verse formulado en Hilbert 1971, 26. Este axioma no aparecit en
la primera edicion, y en posteriores ediciones fue reformulado varias veces, aunque
quedando siempre como una parte central de toda la presentacion de Hilbert. Véanse
Moore 1987, 109-122; Peckhaus 1990, 29-35; Tocpell 1986, 254-256.
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de ‘la compatibilidad de los axiomas de la aritmética’ [Hilbert 1901,
299-300].

Estos son los dos principales requerimientos que Hilbert demanda
de una sistema de axiomas adecuado del cual se pueden deducir todos
los resultados conocidos de la geometria: independencia y consistencia.
En principio, no deberia haber razén alguna por qué un analisis similar
no podria aplicarse a un sistema arbitrario de postulados que establece
una relacion abstracta entre una coleccion de objetos indeterminados,
Por ejemplo, si tenemos en cuenta que a la sazoén ya se habia aceptado
una definicién abstracta del concepto de grupos por medio de axiomas,
(por qué no aplicar al sistema de esos axiomas, un analisis modelado
en el ejemplo de Hilbert para la geometria? La actitud de Hilbert hacia
este tipo de andlisis nos ayuda a comprender su propia concepcién axio-
matica. Esta ultima no propendia ni estimulaba la formulacion de sis-
temas abstractos de postulados inmotivados por teorias matematicas
concretas y desarrolladas. Debe notarse que en los afios inmediatamente
siguientes a la publicacion de los Grundlagen, se desarroll un pro-
grama, especialmente en los EEUU, que se puso como meta el anélisis
de los sistemas abstractos de postulados que definen conceptos algé-
bricos tales como grupos, cuerpos, algebras booleanas, etc., usando
los métodos propuestos por Hilbert en los Grundlagen* No tenemos
ninguna evidencia de que Hilbert mostré algiin interés en este tipo de
trabajos, pero si que hay razones para pensar que ellos indicaban una
direccién de investigacién que Hilbert mismo no hubiera contemplado
al plantear su programa de axiomatizacion. Mds aun, pareceria seguro
afirmar que Hilbert habria considerado esos esfuerzos como matema-
ticamente superfluos y mal concebidos.

En 1899 Hilbert dicté una conferencia ante la asamblea anual de
la federacién de matematicos alemanes (DMV) en Munich. En esta char-
la, que fue publicada en 1900 bajo el titulo “*Sobre el concepto de
nimero’’ (Uber den Zahlbegriff) [Hilbert 1900], Hilbert planteo de for-
ma explicita, por vez primera, la necesidad de abordar el problema
de la consistencia de la aritmética, v a la vez propuso un sistema de
axiomas que en su opinion podria ser adecuadamente utilizado en este
dominio. Fuera de su libro sobre los fundamentos de la geometria, ésta
constituyé su segunda publicacion concerniente al método axiomatico.
Es por tanto interesante hacer notar el hecho que Hilbert no presentd
este método como el tnico aceptable en matemética. Antes bien, él
discutié dos posibles maneras en que conceptos matematicos pueden ser

24. Los trabajos de este tipo son descritos en detalles en Corry 1996, § 3.5
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tratados: la axiomatica y la genética. El ejemplo cldsico de la aplicacion
del método genético aparece en relacién con los nimeros reales. En
este ejemplo, uno empieza definiendo los niimeros naturales, que emergen
de la intuicidén bésica de contar. Dados los naturales, con el fin de crear
la posibilidad de substraer dos niimeros naturales cualesquiera, este sistema
debe ser extendido para incluir también a los enteros. La necesidad de definir
completamente la division de los enteros nos lleva a introducir los irracio-
nales, y finalmente uno define los reales como el sistema de cortes de los
irracionales. Del otro lado, sefialo Hilbert, tenemos el método axiomatico,
tipicamente usado en la geometria. Hilbert explicé que ambos enfoques
se complementan mutuamente en matematicas. Resumiendo su propia opi-
nién en lo que respecta al valor relativo de ambos métodos Hilbert se
expresé como sigue:

A pesar del alto valor pedagégico del método genético, el método axio-
matico tiene la ventaja de proveer una exposicion concluyente y de co-
municar una plena seguridad ldgica concerniente al contenido de nuestro
conocimiento [Hilbert 1900, 184].

Con este articulo, Hilbert echd las bases para la aplicacién a la arit-
mética del tipo de métodos que anteriormente ¢l mismo habia aplicado
a la geometrfa, A la vez, él estaba sugiriendo, por primera vez, que
algunos de las dificultades inducidas por la introduccién de cardinales
transfinitos podrian ser resueltas aplicando un anélisis axiomatico si-
milar a la nocién de conjunto. Por el contrario, él no menciond de
manera alguna la conexién entre este tipo de investigaciones y preo-
cupaciones metodolégicas o logicas relacionadas con las matematicas.
Como ya se dijo, en esta etapa Hilbert no pens6 que, en lo referente
a la aplicacion del método axiomdtico, pudiera encontrase con difi-
cultades provenientes de la légica.

Una fuente adicional que conviene estudiar con el fin de entender el
pensamiento axiomatico temprano de Hilbert es su frecuentemente citada
correspondencia con Gottlob Frege (1846-1925)" Esta correspondencia
ha atrafdo la atencién de historiadores vy filosofos de la matematica, es-
pecialmente por el debate entre los dos matemdticos concerniente a la
naturaleza de la verdad en matematicas. Hilbert expreso aqui la opinion
que la investigacién axiomatica de las teorias matematicas no solo con-
ferian a éstas un alto grado de ceritud, sino que, mas atn, ella es la que

25. La correspondencia entre Hilbert y Frege aparece en Gabriel et al. (eds) 1976, esp.
pp. 65-68. Ella se discute en Boos 1985; Mehriens 1990, 117 jf., Peckhaus 1990, 40-
46; Resnik 1974,

Mathesis




312 Leo Corry

otorgaba a los conceptos matematicos su justificacion e inclusive su
existencia misma. Este punto de vista, que equipara verdad matematica
con consistencia l6gica, servia entre otras cosas para justificar a-pos-
teriori el tipo de pruebas de existencia por contradiccion del tipo de
la aplicada por Hilbert mismo en 1893 para su teorema de finitud de
la base de un sistema de invariantes algébricos. Pero este aspecto tan co-
munmente destacado, no es sino uno de los lados de una concepcién mucho
mas compleja que Hilbert presentd a Frege en sus cartas. En primer lugar,
Hilbert sefialé que sus motivaciones diferfan totalmente de las que llevaron
a su colega a investigar los fundamentos de la logica. La investigacion
axiomatica, establecio Hilbert, no era para €l un fin inherentemente jus-
tificable, sino mds bien una herramienta utilizable para alcanzar un més claro
entendimiento de las teorfas matematicas. Los problemas que habia en-
contrado en su diario trabajo de investigacion forzaron a Hilbert a aplicar
el analisis axiomatico de esas teorfas. En una carta del 29 de diciembre
de 1899, Hilbert escribié a Frege:

Si queremos entendernos mutuamente, no debemos olvidar que las inten-
ciones que nos gufan a ambos son diferentes de base. Fue por necesidad
que yo tuve que establecer mi sistema de axiomas: queria que fuera posi-
ble entender las proposiciones que considero como los resultados mds
importantes de la investigacion geométrica: que el axioma de las parale-
las no es una consecuencia de los otros axiomas, y similarmente para el
axioma de Arquimedes, etcétera. Queria que fuera posible entender y
contestar preguntas tales como: por qué la suma de los dngulos de un
tridngulo es igual a dos dngulos rectos y cual es la relacidn entre este he-
cho y el axioma de las paralelas. [Gabriel et al. (eds.) 1980, 38]

En esa misma carta, Hilbert explicé su bien conocida posicion con-
cerniente a la relacion entre axiomas y verdad. Expresando desacuerdos
con la opinion comunicada por Frege en carta anterior, Hilbert declaro
que “‘si los axiomas arbitrariamente formulados y todas sus consecuen-
cias no se contradicen mutuamente, entonces ellos son verdaderos, y
todo lo definido por ellos existe. Este es para mi el criterio de existencia
y de verdad’’ [Gabriel ef al. (eds.) 1980, 39]. Esta aseveracion es ab-
solutamente clara v concisa en lo que respecta a la posicion de Hilbert
con respecto a la naturaleza de la verdad en matematicas. Sin embargo,
ella no puede tomarse, como se ha tomado muchas veces, como evi-
dencia de que los axiomas propuestos por Hilbert en sus Grundlagen
fueran ellos mismos, de forma alguna, arbitrarios.

En su repuesta a esta carta, Frege resumio el contenido de la posicion
de Hilbert de la siguiente manera: ‘*Me parece que usted quiere separar
la geometria de la intuicion del espacio y convertirla en una ciencia
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puramente logica, como la aritmética’ [Gabriel ef al. (eds.) 1980, 43].
Como la carta de Hilbert que sigui6 a ésta contiene tan sélo un par
de lineas (Hilbert explicé que estaba sobrecargado de trabajo) no
conocemos su reaccion directa a la forma en que Frege condenso
su posicion. Podria decirse que la caracterizacion de Frege corres-
ponde en cierta forma a algunas de las declaraciones del propio Hil-
bert, en el sentido de que una completa axiomatizacién de la
geometria evitaria la necesidad de apoyarse en la intuicién al de-
mostrar los teoremas, Pero al mismo tiempo debe subrayarse que
para Hilbert, como para Pasch antes de ¢l, los axiomas mismos no
estan separados de la intuicién espacial, sino que por el contrario
estdn concebidos como una expresion total y coherente de aquélla.
Asi vistos, y contrario a la formulacion de Frege en su carta, la
meta de Hilbert era el desconectar la deduccion (y tan solo la de-
duccién) de los teoremas de la intuicion espacial, pero al mismo tiem-
po, basado en una eleccion adecuada de los axiomas que reflejan dicha
intuicién, reforzar la efectividad de la geometria euclidea como ciencia
—como ciencia empirica, seria mas apropiado decir— del espacio.

En su carta, Frege también agreg6 un comentario tocante a las prue-
bas de independencia. El pensaba que las técnicas introducidas por Hil-
bert eran en efecto utiles y adecuadas, pero agregd que aquéllas serfan
mucho menos interesantes al aplicarlas a sistemas arbitrarios de pos-
tulados. En su carta leemos:

El punto principal parece ser su deseo de colocar la geometria euclidea
en una perspectiva mas amplia. En efecto, la mutua independencia de los
axiomas s6lo puede ser demostrada de esta forma. Este tipo de tarea me
parece de gran interés cientifico, mientras se refiera a axiomas en ¢l sen-
tido de la geometria euclidea tradicional. Si uno la extiende a sistemas de
proposiciones arbitrariamente establecidas, ella serd en general de mucho
menor importancia cientifica. [Gabriel et al. (eds.) 1980, 40]

Tampoco en este caso tenemos evidencia directa de la reaccién
de Hilbert al comentario de Frege, pero de todo lo que sabemos, no
vemos ninguna razoén para pensar que ¢l hubiera podido estar en de-
sacuerdo. Como ya se dijo, Hilbert nunca expresé interés directo en
la investigacién postulacional de sistemas abstractos, ni pensé que tal
tarea tuviese algtin valor matematico intrinseco. De hecho, la insis-
tencia en discutir aqui los sistemas arbitrarios de axiomas pareceria
venir de Frege mas que de Hilbert. Uno se pregunta, por tanto, hasta
qué punto ha contribuido este tan conocido intercambio epistolar
a difundir una imagen del pensamiento de Hilbert tan diferente a
la que sus propios textos muestran.
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Una oportunidad inigualable de expresar su concepcion de la cen-
tralidad del método axiomatico como vehiculo de definicion de los con-
ceptos matematicos se le presentd a Hilbert con ocasion del Congreso
Internacional de Matemaéticos de 1900, organizado en Paris. En esta
ocasion Hilbert fue invitado a presentar una de las charlas centrales,
y €l escogi6 concentrarse en la importancia de los problemas concretos
para la constitucién de una ciencia matemaética viva y efervescente.
Esta eleccion tiene ya de por si el poder de indicarnos donde yacian
los verdaderos intereses investigativos de Hilbert. La relacion entre con-
sistencia l6gica y verdad matematica ocupa el centro de atencion del
segundo problema de esta lista. Hilbert lo formuld asi:

Al investigar los fundamentos de una ciencia, debemos postular un siste-
ma de axiomas que contenga una descripcidn completa y exacta de las re-
laciones basicas entre las ideas elementales de esa ciencia. Los axiomas
asi postulados son a la vez las definiciones de dichas ideas elementales, y
ninguna proposicion de la ciencia cuyos fundamentos cstamos examinan-
do seréd considerada verdadera a menos que sea derivable de los axiomas
en un nimero finito de pasos 1dgicos [Hilbert 1902, 447].

Como es sabido, es ésta una de las ideas que en los afios treinta
recibié un fuerte golpe, siguiendo los trabajos de Kurt Gddel. En la
misma lista, Hilbert incluyd como problema niimero seis la axioma-
tizacién de la fisica. Detenernos a estudiar el lugar que este problema
ocupa dentro de la concepcion cientifica de Hilbert nos llevaria mucho
més alld de lo que el espacio aqui disponible nos permitiria. Remar-
caremos tan sélo que si Hilbert hubiese visto el método axiomatico
como una posibilidad de entender la matematica toda como un juego
formal, vacfo de contenido concreto, seria muy dificil entender qué
es lo que él buscaba con la axiomatizacion de la fisica, y por qué
considerd este problema tan importante como para incluirlo entre los
veintitrés de su lista.

Resumiendo esta seccion diremos que la concepcion axiomatica
de Hilbert no representd en forma alguna una ruptura con los entes
clasicos de la matematica y de la ciencia empirica. Por el contrario,
ella buscaba un mejoramiento de esta wltima y una mejor compren-
sién de su esencia. La perspectiva hilbertiana no pretendia estimular
el entendimiento de las matemadticas como un juego formal, vacio
de contenido intuitivo. El siglo veinte ha conocido una amplia pro-
fusién de teorias matematicas construidas en base a un sistema de
postulados abstractos, que frecuentemente carecen de motivacidn
matemdtica concreta directamente identificable. Esta profusion ha
sido vista muchas veces como evidencia del triunfo del punto de
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contribuciones de Hilbert al establecimiento del pensamiento matema-
tico contemporaneo.” Mas aln, el gran impacto del pensamiento
axiomatico de Hilbert, junto con la asi llamada posicion ‘formalista’
que ha sido asociada al nombre de Hilbert en relacién con la ‘crisis fun-
dacional’ de los afios veinte, han sido interpretados como si Hilbert mis-
mo hubiera estimulado esa visién de las matemédticas como un juego
formal, carente de contenido concreto.”” Pero debe ser claro que Hilbert
mismo nunca estuvo guiado en su propio trabajo por tal concepcion,
y que, mas ain, frecuentemente se tomod la molestia de contradecirla
explicitamente. Asi, por ejemplo, en una charla ptiblica dictada en 1919,
consciente de algunas concepciones erréneas de las matematicas que
circulaban por aquel entonces, Hilbert explicé a una audiencia general
su propia vision del papel jugado por las definiciones axiomaticas. En
esa oportunidad dio a entender claramente su punto de vista, como
sigue:

La matematica no tiene nada que ver con arbitrariedad. La matematica
no es de forma alguna un tipo de juego cuyos objetivos se determinan por
medio de reglas arbitrariamente establecidas. Por el contrario, se trata de
un sistema conceptual guiado por una necesidad interna que solamente
puede ser asi, y nunca de otro modo [Hilbert 1992, 14].

En esta temprana etapa de la carrera de Hilbert, entonces, la tarea de
la axiomatizacion es vista como una tarea de interés y de motivacién pu-
ramente matemadticos. Esto se aplica en particular a la prueba de la con-
sistencia de la aritmética v a la relacion entre los axiomas de la teoria
de los conjuntos y la solucion del problema del continuo de Cantor. En
todos sus escritos de esta época, Hilbert uso el termino “légica” de manera
indiscriminada, refiriéndose a la comunmente aceptada concepcién Kan-
tiana de la 16gica como bésicamente libre de problemas y valida a-priori
como verdadera. El no expresé ningiin interés particular en los pro-
blemas metodoldgicos y l6gicos despertados por el método axiomatico,
Hasta 1903 el interés axiomdtico de Hilbert se concentré en los fun-
damentos de la geometria. En 1903, sin embargo, ocurrié un signi-
ficativo cambio de direccion, siguiendo la publicacién de las paradojas
que Russell descubrio en el sistema légico de Frege. En realidad, parece
ser que argumentos contradictorios del tipo de los propuestos por Rus-

26. Estaidea es ¢l tema principal del reciente andlisis contenido en Mchrtens 1990,
27. Ejemplos tipicos aparecen en Reid 1970, 60-64, Resnik 1974, 389.
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sell eran conocidos en Gottingen hacia ya un par de afios, a traves
del trabajo de Ernst Zermelo (1871-1953) [Peckhaus 1990, 48-49]. Pero
no fue hasta la publicacién de Russell que Hilbert se convencid de
la necesidad de dedicar mayores esfuerzos al andlisis axiomatico de
la l6gica y de la teoria de los conjuntos, como parte de su tarea mas
amplia de establecer la consistencia de la aritmética. Desde 1903 en
adelante, se desarrollé en Géttingen una intensa actividad investigativa
en esta direccion, Como Hilbert acostumbraba en muchos casos, esta
vez escogié a Zermelo como la persona sobre quien recaeria la mision
de desarrollar el programa en detalle, y asi en realidad sucedid. De
esta manera se inicié el estudio sistematico de la l6gica y de la teoria
de conjuntos en el circulo matematico de Hilbert en Gottingen. Pero
atin dentro de este nuevo rumbo que los intereses de Hilbert tomaron,
puede verse claramente como su concepcion clasica del 4lgebra y de
su papel dentro de la matematica en general no fue afectada en forma
alguna. Dedicaremos la proxima seccion a discutir este punto.

Suma de vectores y dlgebra: Hilbert en 1905

La nueva importancia concedida al estudio axiomatico de la l6gica en
Gottingen se reflejo, como de costumbre, en los cursos que el mismo
Hilbert dictd. Asi, su curso del semestre de verano de 1905 verso sobre
“Los Principios Logicos del Pensamiento Matemético™.” En este curso
Hilbert desarrollé los principios de un célculo logico que luego Zermelo
elaboraria en mayor detalle [Peckhaus 1994]. Una discusion detallada del
contenido de este interesante curso estaria mucho mds alld del alcance
del presente articulo. Pero el manuscrito del curso nos ofrece también una
perspectiva interesante sobre la concepcion hilbertiana del algebra como
disciplina matematica, y es ésta la que queremos discutir aqui.

La primera parte del curso presenta una vision panordmica de la
aplicacién del enfoque axiomatico a la aritmética, a la geometria y a
las ciencias naturales. Con esto, Hilbert pretendia preparar el camino
para discutir la axiomatizacion de la légica, lo cual era para €] un asunto
mucho mds importante en aquel momento. Hilbert explicé nuevamente
cudles eran las principales herramientas y las principales tareas a las
cuales estaba destinado su método axiomdtico, repitiendo lo que ya
habia dicho en obras anteriores: al analizar un sistema axiomatico que-

29. El curso se ha conservado como Hilbert 1905, Existe un segundo manuscrito del mis-
mo curso en el Nachlass de Hilbert, en Gittingen, (Cod. Ms. D. Hilbert 558a) anotado
por Max Born, Para un andlisis detallado del contenido de la segunda parte del curso,
véase Peckhaus [1990, 61-75].
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remos estudiar su consistencia y la independencia lgica de los axiomas.
Los axiomas de aritmética que Hilbert presenté aqui repetian los de
su articulo "Uber den Zahlbegriff'. Para la geometria, Hilbert present6
el mismo sistema de los Grundlagen. La seccion sobre la axiomati-
zacion de las ciencias naturales se basa en trabajos de otros autores.
Pero ésta es la primera vez que uno encuentra un recuento detallado
de lo que Hilbert entendia por ‘axiomatizacion de la fisica.’, que él
habia propuesto como sexto problema de su lista en 1900. La axio-
matizacion de la fisica, dijo Hilbert en su curso de 1905, es una tarea
de la que aiin se estd muy lejos. Pero una parte especifica de ella si
se ha terminado casi completamente, aunque en fecha bastante reciente.
Se trata de la ‘ley del paralelogramo’, o lo que es equivalente, las leyes
de la suma de vectores. En sus lecciones Hilbert basé su presentacion
axiomatica de este dominio en obras anteriores de Gaston Darboux (1842-
1917), de Georg Hamel (1877-1954), y de uno de sus propios doctorantes,
Rudolf Schimmack.”

Hilbert comenzo definiendo una fuerza como un vector de tres com-
ponentes. Aunque Hilbert no afiadié ninguna demanda adicional sobre
la naturaleza de los vectores, es claro que €l se referia aqui al conjunto
de todos los triples odenados de nimeros reales. En otras palabras,
este sistema de vectores no es una coleccién abstracta cuyas propie-
dades son definidas axiomaticamente por medio de postulados abstrac-
tos, sino mas bien un sistema concreto de objetos matematicos, que
se habfa venido empleando en fisica con gran efectividad en las ultimas
decadas.’' De hecho, en el articulo de Schimmack de 1903 —basado
en su tesis de doctorado— un vector es explicitamente definido como
un segmento dirigido en el espacio euclideo. Mas aun, dos vectores
quedan definidos como iguales, si sus direcciones y sus longitudes coin-
ciden [Schimmack 1903, 318]. Como en otros casos similares en re-
lacién con Hilbert, uno puede suponer que este punto de vista del
alumno representa fielmente también el del maestro. El sistema de axio-
mas que Hilbert present6 en el curso sirven para definir la adicién
de cualesquiera dos de estos vectores, En general se acostumbra definir
esta adicién como un tercer vector cuyos componentes son iguales a
la adicién de los componentes de los vectores dados. A primera vista,

30. Hilbert cit¢ aqui los siguientes trabajos: Darboux 1875, Hamel 1905, Schimmack
1903. En otro lugar del manuserito Hilbert citd una obra adicional: Schur 1903.

31. Las contribuciones de Oliver Heaviside, de Josiah Willard Gibbs y de sus sucesores al
desarrollo del concepto de espacio vectorial, y su estrecha conexion con ciertas teorfas
fisicas son descritas en Crowe 1967, 150 ff.
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esta misma definicion podria ser tomada como el tnico axioma de la
teoria. Pero la verdadera finalidad del andlisis axiomatico es precisa-
mente separar una idea como ésta en un sistema de nociones mas sim-
ples y mutuamente independientes, que expresen las intuiciones basicas
que la conforman [Hilbert 1905, 123]. Hilbert postulé entonces seis
axiomas que definen la adicion de vectores. El primero establece la
existencia y buena definicién de una tal suma (sin establecer su valor).
El segundo y el tercero postulan la conmutatividad y asociatividad.
El cuarto axioma establece la relacion entre la suma y la direccién.
Este axioma se formula como sigue:

4. Sea aA el vector (ady, ady, ad;), cuya direccion es la misma de 4. En-
tonces, todo niimero real a define la suma:

A+ad= (1 +a)d.

En otras palabras, la suma de dos vectores de igual direccion se define
como el vector cuya magnitud es la suma algebraica de las magnitudes de
los factores, y su direccion es la misma,

El quinto axioma establece la relacion entre suma y rotacion:

5. Sea D una rotacién del espacio alrededor del punto de origen comiin
de dos vectores A y B.

Entonces, la rotacion de la suma de los vectores es igual a la adicion de la
rotacion de los factores.

D(A+B)=DA+ DB

En ofras palabras, la posicion relativa de la suma y los factores es inva-
riante con respecto a la rotacion,

El sexto axioma expresa una condicién de continuidad;

6. La suma es una operacién continua, es decir, dado un dominio G sufi-
cientemente pequefio alrededor del punto final de 4 + B uno puede siempre
encontrar dominios Gy y Go, alrededor de 4 y de B respectivamente, tales
que el punto final de las sumas de cualesquiera dos vectores con puntos ini-
ciales en estos dos dominios recae siempre dentro de G.

Todos éstos, dice Hilbert son axiomas simples. Ademas, si pensamos
en los vectores como representando fuerzas, los axiomas son bastantes
plausibles. De esta manera, ellos dan cuenta de las intuicones basicas
de los hechos de la experiencia. Por ejemplo: la accion de dos fuerzas
actuando en un mismo punto, puede ser siempre sustituida por la de
una sola fuerza actuando en dicho punto. Igualmente, el orden en que

= v ]
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las fuerzas son afiadidas no cambia el resultado, dos fuerzas que actian
en la misma direccién pueden ser substituidas por otra fuerza de la
misma direccién, y la posicién relativa de los componentes es inde-
pendiente de rotaciones de las coordinadas. Finalmente, la demanda
de continuidad para este sistema es similar a la de la geometria, y
por lo tanto se formula de manera similar.”

La necesidad de incluir estos seis axiomas fue establecida por pri-
mera vez por Darboux, y posteriormente demostrada por Hamel. La
principal dificultad que éste ultimo encontré en su trabajo se desperto
con el sexto axioma. En su articulo de 1903 Schimmack demostré la
independencia de los seis axiomas, aunque formulandolos de manera
un tanto diferente a como Hilbert lo hizo en 1905. Schimmack usé
para este fin la técnica de los modelos disefiada por Hilbert para discutir
los axiomas de la geometria.

El punto importante de este sistema para el argumento que queremos
discutir en el presente articulo, es que Hilbert desarrolla toda su ex-
posicién de los vectores dentro del marco de la axiomatizacion de la
mecénica, y sin conexion alguna con el dlgebra. Por ejemplo, la de-
finici6n de grupos por medio de sistemas de postulados abstractos, que
habia sido formulada ya en 1893 por Weber, y que habia sido estudiada
con técnicas similares a las hilbertianas hacia algunos afios en los EEUU,
no es siquiera mencionada por Hilbert, a pesar de que obviamente la
suma de vectores satisface antes que todo los postulados de grupo. Hil-
bert tampoco discute en este contexto las propiedades de cuerpo de
los reales, y mucho menos aun de la idea de un cuerpo abstracto. Esto
nos permite entender con claridad las imagenes del dlgebra de Hilbert,
El concepto de vector se habia venido desarrollando como una herra-
mienta Util para trabajar varios dominios de la fisica. Estos vectores
son entidades matematicas con contenido ‘concreto’, como por ejemplo
los nimeros reales y la geometria euclidea, cuyas propiedades esen-
ciales, ya conocidas por la experiencia matematica acumulada al tra-
bajar con ellos, se busca entender mejor con ayuda del método
axiomatico. De ninguna manera son ellos una manifestacion de la idea
general de estructura matematica, como serian considerados posterior-
mente al lado de los grupos, los cuerpos, los anillos, etc. El anélisis
axiomatico efectuado aqui por Hilbert busca describir de manera ex-
plicita las intuiciones basicas detras de la idea de vector. Las simi-
laridades aparentes entre estos axiomas y los de grupo o cuerpo, no
son directamente relevantes al tipo de motivacién que mueve a Hilbert

32. Las citas directas del manuscrito pueden verse en Corry 1996, § 3.3.
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en su analisis, y que no tiene ninguna relacién a la idea de estructura
algebraica. Para recalcar mas aun este punto, asi como para apreciar
correctamente las motivaciones de los otros matemaéticos que Hilbert
cita en su curso, debe mencionarse el hecho que los articulos de Hamel
y de Schur no fueron publicados en las revistas alemanas de orientacion
més claramente purista (tales como los Mathematische Annalen o el
Mathematische Zetischriff) sino més bien en el Zeitschrift fir Mathe-
matik und Physik, un conocido organo de matematica aplicada (tal y
como su subtitulo oficial lo declaraba: "Organ fiir angewandie Mai-
hematik™). Esta revista fue creada por Oscar Xavier Schlémlich (1823-
1901), y en la época aqui discutida, era editada por Carl Runge
(1856-1927), el matematico aplicado mas importante de la escuela de
Gottingen.

Concluiremos la presente seccion con una cita tomada del manus-
crito del curso, que expresa suscintamente el corazon de toda la con-
cepcién cientifica de Hilbert, y en particular del lugar del andlisis
axiomatico en la ciencia. Hilbert veia la ciencia natural, y la geometria
dentro de ella, como un ente orgdnico que crece y se desarrolla si-
multaneamente en todas las direcciones, aumentando su alcance por
una parte y refinando continuamente la estructura logica de las partes
existentes. La clarificacion de los fundamentos con ayuda del método
axiomatico era para Hilbert tan sélo una de las facetas de ese cre-
cimiento y, a pesar de su importancia, no precisamente una parte que
tuviera prioridad conceptual sobre las otras. En sus lecciones de 1905
Hilbert utilizé una metéfora muy a su gusto para describir esta con-
cepcion: la metafora del edificio en construccion, Hilbert dijo asi:

El edificio de la ciencia no es como una vivienda, en la cual las bases tienen
que ser firmemente edificadas antes de poder proceder a construir y agrandar
las habitaciones. La ciencia prefiere echar mano lo antes posible de am-
plios espacios donde poder pasearse a gusto. Es sélo después de esto.
cuando aqui y alld aparecen los primeros signos de que las bases ende-
bles no son capaces de soportar la expansion de las habitaciones, que ella
emprende la tarea de darles soporte y fortificarlas. No es esto una debili-
dad de la ciencia, sino todo lo contrario. Este es el correcto v sano camino
de su desarrollo [Citado en Peckhaus 1990, 51].

Algebra y los discipulos de Hilbert

Una ultima perspectiva que nos permite analizar las iméagenes del al-
gebra de Hilbert es la que proporcionan los trabajos de sus discipulos.
De las sesenta y ocho disertaciones doctorales que Hilbert supervisé
en Géttingen, sélo cuatro tratan problemas directa o indirectamente re-
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lacionados con su primer campo de interés investigativo: la teoria de
invariantes. Ninguna de las disertaciones aborda problemas relativos
a la factorizacion de polinomios, a pesar de que durante esos afios otros
matematicos contribuyeron con importantes resultados en ese campo,
elaborando ideas originalmente concebidas por el mismo Hilbert. Tal
es el caso de Emanuel Lasker y Francis S. Macaulay, con sus im-
portantes teoremas concernientes a los ideales de polinomios [Corry
1996, § 4.7]. Asimismo, ninguno de los discipulos de Hilbert escribio
una tesis sobre temas de los que luego llegaron a estar relacionados
con el algebra moderna, tales como la teorfa de cuerpos abstractos,
y mucho menos la teoria abstracta de los grupos.” En realidad, es un
tanto sorprendente que entre los veintitrés problemas de 1900, aunque
cinco de ellos abordan temas que pueden considerarse como pertene-
cientes al dlgebra (en la concepcion de esta disciplina en el siglo XIX),
ninguno de éstos discute problemas cercanos a los intereses algébricos
que podrian calificarse de mas ‘modernos’, como por ejemplo los to-
cantes a la teoria de grupos finitos.

En 1922, la revista Die Naturwissenschafien dedicé uno de sus nu-
meros a Hilbert, con motivo de sus sesenta afios. Algunos de sus pa-
sados discipulos fueron invitados a contribuir con un recuento de sus
contribuciones en diversas disciplinas. Otto Toeplitz (1881-1940) fue
el encargado de describir su contribucién al dlgebra [Toeplitz 1922].
Toeplitz explicd en detalle el contenido de las investigaciones en la
teoria de los invariantes algebraicos, enfatizando el significado de éstas
en comparacion con los logros anteriores de Gordan y Max Noether.
La segunda contribucion al algebra que Toeplitz menciond concernia
los aspectos algebraicos de la teorfa hilbertiana de los determinantes
infinitos, una teoria que Hilbert habfa desarrollado como parte de su
trabajo en ecuaciones integrales. Toeplitz inclusive considerd las con-
tribuciones de Hilbert al debate sobre los fundamentos —especialmente
su opcién a las posiciones de Luitzen E. Brouwer y Hermann Weyl.
Toeplitz elogié el valor de la posicion de Hilbert y de su aplicacion
sistematica del método axiomatico a este dominio, conectando ésta 1l-
tima a su disposicién a adoptar pruebas no constructivas en algebra.
Por el contrario, Toeplitz no menciondé de manera alguna la conexion
de estos asuntos con algin enfoque novedoso que Hilbert o sus se-
guidores hayan introducido al algebra, y en particular, no conectd nin-
guno de los logros o contribuciones de Hilbert al dlgebra con la idea

33. La lista de las disertaciones doctorales que Hilbert superviso aparece en Hilbert GA
Vol. 3,431-432.
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de estructura algebraica. Esto, a pesar de que para aquel entonces, es-
pecialmente en Gottingen, ya se habian empezado a producir los im-
portantes trabajos de Emmy Noether sobre la estructura de los anillos,
que sin duda pueden considerarse entre las primeras contribuciones ver-
daderamente importantes del enfoque estructural. Cabe pensar que los
énfasis ofrecidos aqui por Toeplitz corresponden muy cercanamente a
los del mismo Hilbert.

;Cudl fue la reaccion de Hilbert frente al desarrollo del dlgebra en
la direccién estructuralista en los afios treinta? Mas particularmente:
¢cudl fue la reaccion de Hilbert ante la presentacion estructural de esta
disciplina, tal y como aparecia en el texto de van der Waerden? Los
recuentos tradicionales de la contribucién de Hilbert han tendido a pre-
sentarlo como el matematico modernista por antonomasia, Desde esta
perspectiva, es natural ver todo desarrollo importante en matemadtica
pura durante la primera mitad del siglo como parte de la propia con-
tribucion hilbertiana, o por lo menos, como un producto directo de
ella. Esto es védlido mucho mds aun al referirse a un producto clasico
de la matematica de Gottingen, como lo fue el libro de van der Waer-
den, y sobre todo por el hecho de que la obra de Hilbert contenia
ya muchas de las caracteristicas fundamentales de lo que iria a constituir
eventualmente el enfoque estructural del algebra. Pero en vista del ana-
lisis ofrecido en este articulo, cabe al menos dudar que Hilbert haya
aprobado entusidsticamente este desarrollo, o que lo haya visto como
la direccion que €l mismo hubiera querido imprimir sobre la inves-
tigacién algebraica moderna. Uno se pregunta qué es lo que pensé Hil-
bert sobre una presentacion del algebra que invertia el orden conceptual
que él habfa desarrollado con tanta efectividad en su propia obra, y
que reducia el sistema de los nimeros reales—corazén mismo de su
enfoque del problema de los invariantes, de la teoria algebraica de los
nimeros ¢ incluso de la geometria—a tan sélo un caso particular de
una idea mucho mas general: la idea de estructura algebraica. ;Habria
visto Hilbert como una actitud matematica legitima el derivar nuestro
conocimiento de los niimeros reales de las propiedades generales de
esta nueva algebra, y no al contrario, como era tradicién? En realidad
no tenemos ninguna evidencia directa de cual haya sido su actitud a
este respecto. Sin embargo podemos al menos conjeturar que la actitud
de Hilbert en este sentido era a lo sumo ambigua, y como evidencia
podemos referirnos al bien conocido obituario de Hilbert que escribio
su discipulo Hermann Weyl, y en donde leemos la siguiente evaluacion:

Hilbert es el campeon de la axiomatica. La actitud axiomatica era en su
opinidn una de significacién universal. no sélo para la matematica, sino
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DS ee———— e ——————
para la ciencia en general. Sus investigaciones en el campo de la fisica
fueron concebidas en un espiritu axiomatico. En sus cursos le gustaba
ilustrar el método con ejemplos tomados de la biologia, la economia, etc,
La interpretacién epistemoldgica de la ciencia ha sido profundamente in-
fluenciada por €l. Muchas veces, al elogiar el'método axiomdtico él pare-
ela implicar que éste estaba destinado a hacer olvidar completamente el
método constructivo o genético. Yo estoy convencido que, por lo menos
en la tiltima parte de su vida, ésta no era su opinién verdadera. Porque,
si bien es cierto que él manejo los objetos matematicos primarios por me-
dio de los axiomas de su sistema simbolico, las formulas siempre las
construyé de la manera mas explicita y finita. En tiempos recientes, el
método axiomatico se ha expandido desde las raices a todas las ramas del
arbol matematico. EI dlgebra, para tomar un ejemplo, ha sido permeada
de pies a cabeza por el método axiomatico. Uno puede describir en este
caso el rol de los axiomas como subsidiario: fijar el rango de las variables
que se usan en las construcciones especificas. Pero no seria muy dificil
retocar la imagen toda y hacer que los axiomas aparezcan como los amos.
Una actitud imparcial tendria que hacer justicia a ambas facetas. El atrac-
tivo de la investigacién matematica moderna es debido en no poca medi-
da a la exitosa combinacion de procedimientos axioméaticos y genéticos
[Weyl 1944, 645. El subrayado es agregado].

Una justa apreciacién de este remarcable juicio de Weyl requiere
un mejor entendimiento de la manera en que Hilbert concebia la apli-
cacion del método axiomdtico a las ciencias naturales. Un estudio de
este tema, por curioso que parezca, queda aGn por llevarse a cabo.
Pero en todo caso, lo dicho anteriormente de la obra de Hilbert pareceria
indicar que Hilbert hubiera aprobado sin reticencias este juicio de Weyl.

Hilbert y la imagen estructural del Algebra

Podemos ahora formular resumidamente la contribucién de David Hil-
bert al desarrollo del enfoque estructural de la siguiente manera: aunque
los trabajos de Hilbert contienen la mayor parte de los elementos necesarios
para elaborar la imagen estructural del 4lgebra, Hilbert mismo no recurrié
al uso de esa imagen en su propia obra, ni tampoco sugirié que ella,
o alguna otra parecida, deberian ser adoptadas en dlgebra.

En sus investigaciones en la teoria de los invariantes algebraicos,
Hilbert ofrecié una alternativa viable al enfoque algoritmico que do-
minaba esa disciplina hasta aquel entonces. Ademas, €l mostré lo fruc-
tifero que podria ser el introducir a ese campo técnicas tomadas de
la teoria de nameros. Esta transposicion de métodos recalct la simi-
laridad estructural de los roles jugados por las propiedades de los cuer-
pos de numeros y de los cuerpos de funciones, en esas dos teorias
aparentemente separadas.
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El trabajo de Hilbert en la teorfa de los niimeros, por su parte, trajo
al conocimiento de una mayor parte de la comunidad matemética los
métodos introducidos por Kronecker y por Dedekind, y especialmente
el enfoque desarrollado por el segundo de ellos. Hilbert refin6 los con-
ceptos v las técnicas existentes, y también introdujo nuevos, que le
ayudaron a sistematizar el estudio de las extensiones de cuerpos.

Finalmente, el estudio de los fundamentos axiométicos de la geo-
metria, con la concomitante concepcion axiomatica de las matematicas,
estimuld estudios similares tocantes a otros entes matemdticos y abrio
el camino al estudio metamatemético de dichos sistemas, Esta era una
condicion necesaria para que pudiera darse la definicién de los anillos
abstractos, tales como la avanzada por Abraham Fraenkel. Esta altima
fue la que proporcion6 el marco conceptual donde Emmy Noether de-
sarrollé su propia teoria de anillos abstractos, abriendo asi el camino a
la consolidacion definitiva del enfoque estructural en algebra.

Pero aunque todos estos elementos que aparecen en la obra de Hil-
bert podrian haber sido combinados por él mismo de manera de dar
a su propia obra el giro estructural que caracterizaria posteriormente
la corriente central de la investigacién algebraica, las motivaciones de
Hilbert estaban tan directa y profundamente enraizadas en las imédgenes
de la matematica del siglo diecinueve, que todos sus logros antes men-
cionados fueron concebidos con el propésito de servir —con enorme
éxito— a la resolucion de problemas del tipo que se conocian en aquella
misma tradicion de la cual Hilbert era parte integral. Asi, Hilbert no
fue un innovador en algebra en el sentido en que Noether, Artin, o
van der Waerden lo fueron. Estos Gltimos, aunque basdndose también
en la tradicién existente, cambiaron de fondo la agenda misma que
orientaba la investigacion en esa disciplina. Hilbert, al contrario, se
dedicé a realizar a fondo las agendas investigativas existentes en todas
las disciplinas algebraicas a las cuales dedicé sus esfuerzos. El tra-
tamiento de los cuerpos en la obra de Hilbert surguido muy de cerca
el que Dedekind habia propuesto, y que mantenia un estatus conceptual
diferente para conceptos como cuerpos y grupos. Los cuerpos de Hil-
bert, como ya se dijo, fueron siempre subcuerpos concretos del cuerpo
de los complejos, mientras que sus grupos eran entidades no-numéricas
que lo ayudaron a investigar las propiedades de los anteriores. Igual-
mente, sus polinomios fueron siempre expresiones racionales definidas
sobre el mismo cuerpo de los complejos. En estos dos casos, son las
propiedades conocidas (y aceptadas como no problematicas) del cuerpo
de los complejos las que dictan las propiedades de los entes que se
irdn a investigar. Finalmente, la forma en que Hilbert concibié el uso
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del método axiomatico implicaba, por definicién, un reconocimiento
de la prioridad conceptual de las entidades concretas de la matemética
clasica, El método es aplicado con el fin de entender mejor las pro-
piedades de éstas ultimas, antes que con intencién de definir a través
de los axiomas nuevos sistemas abstractos vacios de significado ma-
temadtico directamente intuible. Asi, la idea de estructura algebraica
como principio organizador de esta disciplina es totalmente ajena a
la vision matematica de Hilbert. En su obra, todos los conceptos y
resultados del dlgebra derivan su significado y sus propiedades de las
de los sistemas de ntimeros reales y complejos, y nunca al revés.

El enorme impacto producido por los Grundlagen de Hilbert, tanto
en la investigacién geométrica, como en matemdtica en general, con-
tribuyeron a solidificar mds atn su ya bien ganada fama de matemadtico.
Pero él veia ante si nuevos desafios y nuevos campos por recorrer.
Ya en 1901 Hilbert empezo a cultivar su nuevo campo de interés: las
ecuaciones integrales. Este dominio atraeria sus capacidades investi-
gativas hasta los alrededores de 1912, fecha en que empezaria a publicar
trabajos tocantes a los fundamentos de la fisica. Hacia 1920, su interés
en los fundamentos de la matematica volverian a ocupar sus energias,
empezando su tratamiento de los problemas metamatematicos. Sus lo-
gros de esta época, combinados con sus mds tempranas contribuciones
a los fundamentos de la geometria, han llevado a asociar su nombre
a la idea misma del método axiomdtico moderno., Pero como se ha
tratado de mostrar en este articulo, hay que ser cuidadoso al interpretar
lo que su vision de este método implicaba. En particular, nunca fue
la intencién de Hilbert tranformar la tradicional disciplina del dlgebra
en la disciplina que se ocupa de la investigacién de las estructuras
algebraicas en el sentido que hoy se le conoce.
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