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טיפול בתוצאות

חלק א - כללי

כל מדידה כרוכה באי-וודאות מסוימת.

ככל שהמדידה מדויקת יותר, יורדת אי-הוודאות, אבל היא תמיד קיימת.

ככלל אי אפשר לדעת את הערך האמיתי של הדבר שאנו מודדים, אם כי אפשר להתקרב אליו.  בעזרת הסטטיסטיקה, ניתן לחשב את הגבולות שביניהם נמצא הערך האמיתי ברמה נתונה של סבירות.

הגדרת מושגים

כדי לערוך מדידה במעבדה מבצעים בדרך כלל בין 2 ל- 5 מדידות ומהתוצאות שמקבלים קובעים את הערך המייצג (המכונה גם  "המרכזי", או "הטוב ביותר").

הערך המייצג המקובל ביותר הוא הממוצע (mean, average) שהוא הערך המתקבל מחלוקת הסכום של הערכים הבודדים ע"י מספר המדידות:
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 EMBED Equation.3  [image: image5.wmf]
ערך מייצג אחר הוא החציון (median).  החציון הוא הערך המרכזי מבחינת הגודל.  (כאשר מספר התוצאות הוא זוגי, החציון הוא הממוצע בין שני הערכים המרכזיים).

דוגמה מס' 1

חישוב הממוצע והחציון של הנתונים הבאים:

0.0991, 0.1010, 0.0997, 0.0990, 0.1006, 0.0999

ממוצע = 
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                       = 0.09988333

                       = 0.0999

                חציון = /2(0.0997 + 0.0999) = 0.0998

איכות המדידות נמדדת ע"י שני מושגים: הדירות (precision) 

                                                   ו- דיוק (accuracy)

ההדירות מבטאת את הקרבה בין שתי תוצאות או יותר.

הדיוק הוא הקרבה של מדידה לערך האמיתי (או יותר נכון הערך המקובל, כיוון שהערך האמיתי אינו ידוע במדויק).  

מדידה כמותית של ההדירות היא סטית התקן (standard deviation):
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 היא הסטיה מהממוצע של מדידה מספר i.  

הנתונים של דוגמה מס' 1  מוצגים בטבלה הבאה:
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לגבי הדירות מדברים על סטיה (deviation), לגבי דיוק מדברים על שגיאה (error). 

e = xi – (            הוא הערך האמיתי(
מכיוון שיש חשיבות אם הערך שהתקבל גבוה או נמוך מהערך האמיתי, יש תמיד לציין זאת ברישום השגיאה.  כך, למשל, אם ידוע שהערך האמיתי של הגודל הנמדד בדוגמה שלפנינו הוא 0.1003, אזי השגיאה של הממוצע היא:

e = 0.0999 - 0.1003 = - 0.0004

עד עכשיו התייחסנו לערכים המוחלטים של הסטיה, של סטית התקן ושל השגיאה.  הערכים הם מוחלטים, לא במובן המתמטי, אלא בזה שהם בעלי אותן יחידות כמו במדידות, לדוגמה: גרם, ס"מ, או מול בליטר.

כדי לקבל מושג על שיעור אי-ההדירות או אי-דיוק, אפשר לחשב 

(א) סטית התקן היחסית (relative standard deviation, RSD):              
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     אם מכפילים את ה- RSD ב- 100 מקבלים את שיעור אי-ההדירות באחוזים ואז

     הוא מכונה    coefficient of variationאו CV:    CV = 100s/x      
(ב) השגיאה היחסית (relative error): 
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בדוגמה מס' 1 סטית התקן היחסית היא

RSD = 0.000798749/0.0999 = 0.007995485 = 0.008

ובאחוזים,    CV = 0.8%      

השגיאה היחסית היא 

er = -0.0004/0.1003 = -0.003988036 = -0.004

שהיא שגיאה של (0.4% .  (שים לב שברישום השגיאה חובה לציין את הסימן שלה).

הצטברות של שגיאות (חישוב סטית התקן של תוצאות מחושבות) 

המספרים שאנו מציגים הם בדרך כלל תוצאה של חישובים שבהם השתמשנו במספרים נסיוניים אחרים, כל מספר עם אי-הוודאות שלו.  ברור שאי-הוודאות של התוצאה מושפעת ע"י טיב המספרים המרכיבים את החישוב. 

סטית התקן של תוצאת חישוב תלויה בסוג החישוב.  בטבלה הבאה נתייחס לשלושה מספרים, a, b ו- c שערכי סטיות התקן שלהם הם sa, sb ו- sc ו- y היא תוצאת החישוב.

	סטית התקן של y
	דוגמה
	סוג החישוב
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	y = a + b - c
	חיבור וחיסור
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	y = a(b/c
	כפל וחילוק
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	y = ax
	העלאה בחזקה
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	y = log10a
	לוגריתמוס
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	y = antilog10a
	אנטילוגריתמוס


חישוב של סטית התקן

(1) סכומים והפרשים


 y = 19.97((0.04) + 0.0030((0.0001) -1.29((0.08) = 18.683

כאשר ליד כל מספר רשומה בסוגריים סטית התקן שלו.

לגבי התוצאה של החישוב,
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מכיוון שיש אי-וודאות בספרה השניה אחרי הנקודה העשרונית, יש לרשום את התוצאה:          

y = 18.68 ( 0.09                                                   

RSD (sr) = 
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                                   CV = 0.5%   

 (2) כפל וחילוק
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RSD = 
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                  = 0.001819402 = 0.002

CV = 0.2%

sy = 
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 = 0.001819402x2.0831368 = 0.003789 = 0.004

y = 2.083 ( 0.004

(3) חישובים אקספוננציאליים
   מודדים את הקוטר של כדור במכשיר שנקרא מיקרומטר.  דיוק המכשיר הוא (0.002 mm      .   

   מה תהיה סטית התקן של הנפח המחושב של הכדור שהקוטר שלו
    1.2578 ס"מ כפי שהוא נמדד בעזרת המיקרומטר ?
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[image: image29.wmf]               V = 1.0419 ( 0.0005 cm3 
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(4) לוגריתמוס
     y = log (0.0432(0.0002) = -1.364516253
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 (5) אנטילוגריתמוס

y = antilog (-3.47 ( 0.03) = 3.38844x10-4
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ספרות משמעותיות ועיגול מספרים

(א) מנית ספרות משמעותיות (ספרות ערך), ההתיחסות לספרה 0
קיום או העדר משמעות של הספרה 0 תלוי במקום שלה.  ברור שבמספר 1.03 האפס משמעותי ולמספר שלוש ספרות ערך.

לגבי מספר כמו 0.001230, האפסים בין הנקודה העשרונית לספרה הלא-אפסית הראשונה אינם משמעותיים.  ניתן לרשום מספר זה 1.230x10-3.

הספרה 0 אחרי הספרה 3 משמעותית ואין להשמיט אותה.  היא מציינת את העובדה שערך המספר נמצא בין 0.001229 ל- 0.001231 .

לגבי מספרים גדולים, לדוגמה, 1200.  אי-אפשר לדעת מצורת הרישום של המספר אם אי-הוודאות היא (1, (10 או (100 .  מספר כזה יש לרשום בצורה אקספוננציאלית:  1.200x103, 1.20x103 או 1.2x103 בהתאם לאי-וודאות של (1, (10 או (100 . 

(ב) עיגול מספרים
בחישובים שעשינו בעמודים הקודמים, נרשם קודם התוצאה כפי שהיא הופיעה בצג של המחשב ולאחר מכן היא נרשמה במספר מצומצם יותר של ספרות.

מכיוון שסטית התקן מציינת אי-וודאות, רושמים אותה בדרך כלל עם ספרה אחת. ברור שאם יש אי-וודאות בספרה הזאת, הספרות הבאות לא נלקחות בחשבון.  גם רישום התוצאה של החישוב עצמו נגמר בספרה המתאימה.

לדוגמה, הצג של המחשב הראה תשובה של 18.683 (למעשה, ....18.683000000 עם מספר אפסים המתאים לאורך הצג) וסטית התקן המחושבת היא 0.09 .  פירוש הדבר שקיימת אי-וודאות בספרה 8 במקום השני אחרי הנקודה העשרונית, עובדה שמונעת מאתנו כל מידע על הערך של הספרה הבאה.  (הספרה 3 מופיעה מכיוון שהמחשב מקבל את המספרים שאנחנו מכניסים בו כבעלי דיוק מוחלט).

תהליך צמצום ספרות מכונה עיגול ולו מספר כללים:

אחרי שמחליטים על הספרה המשמעותית האחרונה, מתייחסים לספרה הימנית לה.

אם הספרה הזאת קטנה מ- 5, משאירים את הספרה המשמעותית האחרונה כפי שהיא מופיעה.

אם הספרה גדולה מ- 5, מעלים את ספרה המשמעותית האחרונה ב- 1.

אם הספרה בדיוק 5, ז.א. אין סיבה להעדיף פעולה אחת על השניה, יש לפעול כך שב- 50% מהמקרים תעלה הספרה וב- 50% תשאר ללא שינוי וזאת כדי למנוע אפשרות של עוות (bias) של התוצאות.  השיטה המקובלת היא לדאוג שהספרה האחרונה תהיה זוגית.* 

לדוגמה, עיגול 1.045 ל- 3 ספרות נותן 1.04 ;  לעומת זאת, 1.055 נותן 1.06 .

מנית ספרות משמעותיות בהעדר סטית תקן

לא תמיד נתונות לנו אי-הוודאויות של המספרים שאיתם אנחנו צריכים לעבוד.

במקרים כאלה אפשר להניח אי-וודאות של (1 בספרה האחרונה (הגישה האופטימית), אבל אפשר להחליט על המספר המוצדק של ספרות משמעותיות לגבי חישוב מסוים לפי כמה כללים מבלי להיכנס לחישוב של סטית התקן.  הדרך מחולקת, כמו בשלב הקודם, לפי סוג הפעולה:

(א) סכום והפרש
      מסדרים את מספרים בטור.  (אם המספרים רשומים בצורה אקספוננציאלית, 

      דואגים שתהיה חזקה אחידה של 10).  אם נתייחס לחישוב שטיפלנו בו קודם,

     19.97

+0.0030   
-1.29      
18.6830                   הסכום שכולל את כל הספרות 
      מספר הספרות שרושמים הוא לפי המספר עם הכי מעט ספרות אחרי הנקודה     

     העשרונית, (במקרה זה שני מספרים - 19.97 ו- 1.29).  ברור שאין דרך לדעת לאילו ספרות   

      מתחברות הספרות 3 ו- 0 של האבר השני.  לכן התשובה היא 18.68, כמו שקבלנו קודם.

(ב) כפל וחילוק
     כאן מתיחסים לאי-הוודאות היחסית (ה- RSD).  

     נקח את החישוב הבא:
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     מניחים אי-וודאות של (1  בספרה האחרונה ואז הערכים של RSD של ארבעת 

     המספרים הם:
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     אם נכפיל מונה ומכנה של כל RSD במספר שיהפוך את המונה ל- 1, נקבל:
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     פעולה זאת מאפשרת לנו לראות איזה מספר הוא באופן יחסי הכי פחות מדויק, 

     או במילים אחרות, לאיזה מספר ה- RSD הגבוה ביותר.  ברור, גם בלי לעשות את

     החישוב, שהמספר הקובע הוא 0.304 .

     הכלל שמנחה אותנו בבחירת מספר הספרות בתוצאה הוא שהתוצאה לא תהיה
     פחות מדויקת מאשר הגורם הכי פחות מדויק בחישוב, במילים אחרות, שלא 

     נאבד דיוק כתוצאה מהחישוב.

(ג) לוגריתמוס
     הספרות משמאל לנקודה העשרונית מציינות את החזקה של 10 ואינן 

     משמעותיות.  רק הספרות מימין לנקודה העשרונית משמעותיות.  לכן, מעגלים

     לוג כך שמספר הספרות אחרי הנקודה העשרונית כמו מספר הספרות בנתון

     המקורי.

     לדוגמה:

log(246) (3 ספרות) = 2.390935107… = 2.391                      (1)

log(0.003597) (4 ספרות) = -2.444059562… = -2.4441           (2)

(ד) אנטילוגריתמוס
     כאן פעולה הפוכה מהקודמת.  סופרים את הספרות המשמעותיות, המצויות אחרי הנקודה   

     העשרונית ואת התוצאה רושמים עם אותו מספר ספרות.

     לדוגמה:

antilog(7.27) (2 ספרות) = 1.86208713666…x107 = 1.9x107       (1)

antilog(-5.0023) (4 ספרות) = 9.94718053…x10-6 = 9.947x10-6    (2)

תמיד ניתן לבדוק את בחירת מספר הספרות ע"י הפעולה ההפוכה.  לדוגמה, אם חשבת שבחישוב האחרון האפסים בלוג אינם משמעותיים ושיש רק שתי ספרות משמעותיות, חשב את הערך של  log(9.9x10-6) והשווה אותו לזה של log(9.947x10-6). 
מציאת משוואת קו ישר - ריבועים מינימליים

לא אחת יש צורך להתאים קו ישר לקבוצת מדידות. ההתאמה נעשית עפ"י הדרישה שהקו יעבור קרוב כמה שניתן לנקודות שנמדדו בניסוי.  ראה בציור.

שיטת הריבועים המינימליים הינה שיטה סטטיסטית הדורשת שהמרחק בין הקו המועבר לנקודות יהיה קטן ככל שאפשר. נבחר לכן קו ישר כלשהו בעל שיפוע ,a ונקודת החיתוך עם ציר   b ,y וננסה למצוא את הקו האופטימלי: 
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  נסכם את ריבועי המרחקים בין N הנקודות המדודות לבין אותו קו ישר (מדוע את ריבוע המרחק ולא את המרחק עצמו?) בהנחה שהשגיאה בכל מדידה זהה.
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כאשר yi הם הערכים המדודים ואילו Y(xi)  הם הערכים המחושבים ממשוואת הקו הישר Y בנקודות xi.  כדי למצוא את הקו הישר הקרוב ביותר לנקודות נדרוש שסכום זה (S) יהיה מינימלי.
פונקציה S תלויה במשתנים a, b והמינימום שלה ימצא ע"י פתרון 2 המשוואות:
הקו האופטימלי Y=ax+b, המועבר עפ"י הריבועים המינימליים בין הנקודות המדודות (xi,yi).
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או:
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הפתרון:
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קיבלנו פתרון עבור a, b במונחים של הסכומים 
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 ומספר המדידות  N.
להצגת תוצאות ניסוי אין משמעות אם אין בצדן שגיאה.  נציג כאן את השגיאה ב- a, b  אולם לא נכנס לפרטים החישוביים. נניח שלכל אחת מהמדידות יש שגיאה זהה.

תחילה נחשב את סטיית התקן (s) של ההתאמה לקו הישר:
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סטיות התקן של a, b ניתנות ע"י המשוואות הבאות, הכוללות את ,s סטיית התקן של ההתאמה:
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לפעמים יש צורך לחשב מתוך קו ישר, שהותאם ע"י ריבועים מינימליים, ערך של הפונקציה  Y בנקודה xo שאינה דווקא אחת הנקודות שנמדדו.  השגיאה הסטטיסטית ב-  Y(xo)  מחושבת ע"י הנוסחה הבאה:
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 הוא ממוצע ערכי הנקודות xi. ככל שמתרחקים מהאזור בו נמצאות הנקודות הנמדדות      xi,yi אזי אי הודאות בערך של Y גדלה.

חלק ב – הדרישות במעבדה

1. בניסיונות בכימיה כללית (סבבי נסיונות 1,2) נסתפק בשמירה על ספרות ערך בלא צורך בחישוב סטיית תקן יחסית, מתוך הנחה שהשגיאה בכל ערך נמדד היא (1 בספרת הערך האחרונה – למעט מקרים שהמדריך יציין אחרת.

2. בניסיונות בכימיה אנליטית (סבב נסיונות אחרון – טיטרציות, ספקטרומטריות) נשתמש בחישוב סטיית תקן יחסית כאשר נתבסס בחישוב זה על המכשיר/כלי בעל השגיאה היחסית הגבוהה ביותר בניסוי.

* למעשה, כל דרך שמבטיחה שתי אפשרויות ביחס הסתברות 1:1, כשרה.  עקרונית, אפשר גם להטיל מטבע. 
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