VARIETES SPHERIQUES DE TYPE A
par D. LUNA

Introduction

Soit G un groupe algébrique réductif connexe (le corps de base £ étant
algébriquement clos et de caractéristique nulle). Soient B un sous-groupe de Borel
de G, et T un tore maximal de B.

0.1 Une G-variété algébrique X est appelée sphérique si elle est normale et si
B a une orbite dense dans X. Un sous-groupe algébrique H de G est dit sphérique si
I'espace homogene G/H est sphérique.

Si G=B=T est un tore, les variétés sphériques ne sont rien d’autre que les
variétés toriques (r.e. les T-variétés algébriques normales dans lesquelles T' a une orbite
dense). Il est bien connu que ces derniéres se laissent décrire de fagon combinatoire
(voir par exemple [Fu]). Rappelons brievement comment. Notons =(T) le groupe de
caractéres de T. Soit X une T-variété torique. Un premier invariant associé¢ a X est
le sous-groupe =x de =(T) formé des poids de T dans AX) (le corps des fonctions
rationnelles sur X). Cet invariant détermine l'orbite dense de T dans X. L’invariant
plus fin qui détermine X est un certain objet combinatoire appelé «éventail», qui
«vit» dans le Q-espace vectoriel Nx = Hom,(Zx, Q). Tout sous-groupe = de =(T), et
tout éventail dans N=Hom,(Z, Q) provient d’une (unique) T-variété torique.

Il est naturel de vouloir généraliser ce qui précede aux variétés sphériques. C’est
ce qu’on accomplira dans ce travail, dans le cas ou le groupe adjoint de G est de type
A, c’est-a-dire est un produit de groupes PGL.

Voici un premier aper¢u de nos résultats (pour les énoncés précis, voir §2).
Le groupe G est bien sir déterminé par son systeme des racines et le réseau =(B).
Un premier invariant associé a une G-variété sphérique X est ici le sous-groupe
=x de Z=(B), formé des poids de B dans AX). Mais dans le contexte sphérique,
cet invariant ne caractérise plus lorbite dense X@ de G dans X. Quelle «donnée
sphérique» faut-il adjoindre a =x pour déterminer X¢,? Le principal objectif de ce
travail consiste a répondre a cette question (voir §2). La théorie des plongements
des espaces homogenes sphériques ([Knl], [Br6]) fournit alors les invariants plus
fins déterminant X, les «éventails coloriés», qui vivent dans le Q-espace vectoriel
«colorié » Nx = Hom,(=x, Q). Ici aussi, tout sous-groupe = de =(B) muni d’une donnée
sphérique, et tout éventail colorié dans N =Hom,(=, Q) provient d’une (unique) G-
variété sphérique.
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0.2 Pourquoi s’intéresser aux variétés sphériques? Voici quelques éléments de
réponse.

Une G-variété affine (normale) est sphérique si et seulement si £[X], algebre des
fonctions régulieres sur X, est un G-module (rationnel) sans multiplicité. Ces variétés
jouent par exemple un réle important comme principe organisationnel dans la théorie
des invariants des groupes classiques (voir [Vul] et [Ho]).

Un autre endroit ou 'on rencontre les variétés sphériques est la théorie des
opérations hamiltoniennes. Lorsque £=C, a toute G-variété algébrique projective lisse
polarisée (i.e. munie d’'un fibré en droites ample G-linéarisé, on peut associer une
opération hamiltonienne de K (le groupe compact maximal de G); de plus, cette
opération hamiltonienne est «sans multiplicité» (au sens de [G-S], voir aussi [H-W]),
si et seulement si la G-variété algébrique est sphérique ([Br3]). Les variétés sphériques
fournissent donc des exemples (nombreux) d’opérations hamiltoniennes sans multiplicité
(les géometres différentiels voient bien str tout a envers : ils considérent les premieres
comme «quantisations géométriques complexes» des secondes, voir par exemple [Wo]).
Le probleme (encore ouvert) de la classification des opérations hamiltoniennes sans
multiplicité est tres lié a celui des variétés sphériques affines lisses (voir [Kn3] et
[Kn4]).

Parmi les exemples les plus connus de variétés sphériques, mentionnons les
espaces homogenes symétriques et leurs «complétions» (voir [DeC-P]). Pour des
renseignements supplémentaires, voir aussi [Br4], [Br5] et [Br7].

0.3 Expliquons maintenant comment est organisé ce travail.

Le §1 contient divers rappels concernant les variétés sphériques. On y rappelle en
particulier la notion de «variété magnifique» qui joue un réle central dans la théorie
(un peu comme les variétés de drapeaux dans la théorie des groupes semi-simples).

Au §2 seront énoncés les résultats principaux :

a) la classification des variétés magnifiques (de type A), en termes de «systemes
sphériques» (théoréeme 1) ;

b) celle des espaces homogenes sphériques, en termes de «données sphériques
homogénes» (théoréeme 2) ;

¢) enfin, celle de toutes les variétés sphériques (théoreme 3, qui découle
immeédiatement du théoreme 2 et de la théorie des plongements des espaces homogénes
sphériques).

Les §3 et 4 contiennent des préparatifs a la preuve du théoreme 1 (qui,
elle, fera I'objet du §5). Au §3 on présentera diverses constructions concernant les
variétés magnifiques, et leurs analogues combinatoires pour les systemes sphériques :
«localisation », «quotient», «induction parabolique », «décomposition en produit fibré »
et «fibration projective» Le §4 concerne la structure des systemes sphériques de
type A : on y explicitera 29 systemes sphériques «primitifs» (dont certains sont des
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familles dépendant d’'un ou de deux parameétres entiers, et d’autres sont des cas isolés),
a partir desquels tout systeme de type A s’obtient par induction parabolique, produit
fibré, et fibration projective. Au §5, on vérifie d’abord le théoréme 1 pour les systémes
primitifs, puis grace aux résultats des §3 et 4, on en déduit le cas général.

Au §6 on introduira une «cléture sphérique» pour tout sous-groupe sphérique,
puis on établira quelques propriétés de cette notion, qui permettront au §7 de réduire
le théoreme 2 au théoréme 1. Les §6-7 sont (presque) indépendants des §3-5.

0.4 En matiere de classification (2 part quelques cas isolés) seuls étaient connus
jusqu’ici les sous-groupes sphériques réductifs ([Mi], [Br2]), et les variétés magnifiques
de rang 1 ([Ak], [Brl] et 2 ([Wa]) (!); résultats qui étaient présentés sous forme de
tables, «en vrac» et sans ordre apparent. Le présent travail non seulement se veut
plus complet mais aussi plus systématique. On y ramene la classification de toutes les
variétés magnifiques (et de tous les sous-groupes sphériques) a des objets combinatoires
qui ne dépendent que du systeme des racines (pour les systemes sphériques, on propose
aussi une présentation sous forme de «diagrammes», partant du diagramme de Dynkin,
voir §4).

Bien que dans ce travail le théoréeme 1 ne soit prouvé que lorsque le groupe est
de type A, on a pris soin de formuler tous les énoncés pour un groupe semi-simple
(connexe) quelconque, et une partie de la preuve est conduite dans ce cadre général
(seuls le §3, n°6, le §4 et le §6 a partir du n°2 font appel a ’hypothése restrictive).
Les théoremes 2 et 3 seront établis pour tout groupe réductif dont le groupe adjoint
vérifie le théoréme 1.

0.5 Terminons cette introduction par quelques considérations plus spéculatives.
Il y a manifestement des analogies entre la théorie des groupes réductifs et celle des
espaces homogenes sphériques. Par exemple, la structure des groupes réductifs se réduit
a celle des groupes semi-simples, un peu comme la structure des espaces homogénes
sphériques se rameéne a celle des variétés magnifiques (voir §6 et 7); a toute variété
sphérique, comme a tout groupe réductif, on peut associer un «groupe de Weyl» (voir
[Kn3]), etc.

Il est bien connu que chaque groupe semi-simple peut étre présenté comme
amalgame de certains de ses sous-groupes semi-simples de rang 2. De méme, au
niveau combinatoire, chaque systéme sphérique est visiblement un «amalgame» de ses
«sous-systemes» de rang 2. Peut-on transposer cette idée dans le contexte géométrique
des variétés magnifiques?

(1) Le rang d'une variété sphérique X est par définition celui du groupe abélien libre =x défini ci-dessus.
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§1 Rappels sur les variétés sphériques

Dans toute la suite, G sera un groupe réductif connexe, B un sous-groupe de
Borel de G, et T un tore maximal de B. On identifiera les groupes de caractéres =(B)
et =(T). On note R C =(B)==(T) le systeme des racines de G, et S C R la base de
R associée a B. On désignera par B_ le sous-groupe de Borel de G opposé a B et
contenant T,

Soit X une G-variété sphénque (c’est-a-dire une G-variété algébrique normale
dans laquelle B a une orbite dense X3). On note X¢ lorbite ouverte de G dans
X. Le groupe B (et a plus forte raison aussi le groupe G) n’a qu'un nombre fini
d’orbites dans X. Toute sous-G-variété irréductible de X est encore sphérique. On
pose Px={g € G, gX; =X} }; c’est un sous-groupe parabolique de G contenant B.
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Un sous-groupe H de G est dit sphérique si 'espace homogene G/H est (une
G-variété) sphérique. Un plongement d’'un espace homogene G/H est un couple formé
d’'une G-variété presque homogene X (d’orbite dense X¢,) et d'un G-isomorphisme

G/H=Xg.
1.1 Espaces vectoriels coloriés ([Knl], [Br6])

Soit X une G-variété sphérique.

On désigne par AX) le corps des fonctions rationnelles de X, et par =x le sous-
groupe de =(B) formé des poids de B dans A(X). Pour tout y € =x, choisissons un
vecteur propre f, de B dans AX) (f, est unique a scalaire multiplicatif pres).

On associe a =x le Q-espace vectoriel Nx = Hom,(=x, Q).

On appelle rang de X la dimension de Nx.

On note Ax P'ensemble des diviseurs irréductibles de X qui sont stables par B,
mais non stables par G. Les éléments de Ax sont appelés les couleurs de X (I’ensemble
Ax est en bijection naturelle avec I'ensemble des orbites de codimension 1 de B dans

—k

X%). On note px : Ax — =X I'application définie par :
<px(D),y> =uw(f) , V€ =x et D € Ax,

ou =% est le groupe dual de =x et ou up désigne la valuation de A(X) associée au
diviseur D.

On note Vx l'ensemble des valuations discretes G-invariantes (non normalisées
et a valeurs dans Q) de AX) qui s’annulent sur £*. L’application qui a » € Vx associe
I'’élément de Nx défini par <v, y>=1(f) (Y € =x) est injective; on peut donc identifier
Vx a son image dans Ny.

Tous ces invariants Py, px : Ax — =% C Nx D Vx sont en fait «birationnels»

(C’est-a-dire ne dépendent que de Xg); autrement dit, si G/H = X2 C X est un
plongement, alors on a Px=Pq/y, E=x=Zg/u et px=pPg/u (modulo lidentification
naturelle Ax =Ag /y), ete.

On appelle pg/y @ Ag/u — Nom DO Veyn Vespace vectoriel coloré de G/H; cette
notion joue un role important dans la théorie des plongements des espaces homogénes
sphériques (1.

1.2 Racines sphériques et variétés magnifiques de rang 1 ([Brl], [Waj)

Soit X une G-variété sphérique. Un autre invariant (également birationnel),
qu’on associe a X, est I'ensemble de ses «racines sphériques». Une premiére fagon de
I'introduire est comme suit.

(1) Cette théorie a d'abord été esquissée dans [LV] (voir 8.10, p. 229), puis F© Knop en a donné une version
améliorée et complétée dans [Knl]. La meilleure référence est actuellement [Br6].
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On montre que le sous-ensemble Vx de Nx est un coéne convexe simplicial;
autrement dit, il existe un sous-ensemble Xy de =y vérifiant :

1) Zx est composé d’éléments primitifs de =x linéairement indépendants;
2) VX:{UENX> <v,¥y> < O, VAS zX}

On appelle alors cet ensemble Xx I'ensemble des racines sphériques de X.

Voici une deuxi¢me maniére de procéder.

On commence par définir la notion de variété magnifique de rang 1 : une
G-variété algébrique X est dite magnifique de rang 1 si elle est normale et complete, et
si G a une orbite dense dans X dont le complémentaire est un diviseur dans lequel
G opére transitivement (autrement dit, G n’a que deux orbites dans X, une orbite
ouverte et dense, et une orbite fermée de codimension 1). On voit facilement que ces
variétés sont lisses et sphériques.

Si X est une G-variété magnifique de rang 1, notons z I'unique point fixe de
B_ dans X, et Z=G.z l'unique orbite fermée de G dans X. Alors T.X/T.Z est un
espace vectoriel de dimension 1 dans lequel T opére. Notons yx le caractére de T ainsi
obtenu, qu’on appelle la racine sphérigue de X. On sait que le couple yx, Px détermine
X, a isomorphisme pres. Les variétés magnifiques de rang 1 sont toutes connues. En
particulier, pour chaque groupe réductif G, il n’y a qu'un nombre fini de variétés
magnifiques de rang 1, a isomorphisme pres. Désignons par Z(G) I'ensemble (fini) des
racines sphériques des différentes G-variétés magnifiques de rang 1. On appelle cet
ensemble Z(G) 'ensemble des racines sphériques de G.

A titre d’exemple, voici 2(G) pour G =PGL,;(C) (on notera comme d’habitude
aj,...,0, les racines simples de PGL,+,(C)) () :

type ay, Yy=04 +..+0d4, 0<i<n—, 1 <m<n—y
type o y=2a; (I <i<n)
type ds y=a;+ 2041 T U0 <1 <1< 7’l*2)

type a1 X ap y=0o;+a; (1 <i<j<n,j—i>2).

Si X est maintenant une G-variété sphérique quelconque, et si G/H = Xg, on
définit 'ensemble Zx de ses racines sphériques comme I’ensemble des racines sphériques
des variétés magnifiques de rang 1 qui se laissent réaliser comme sous-G-variété d’un
plongement de G/H. II faut vérifier bien sir que cette deuxieme définition coincide
avec la premiere. L’avantage de cette deuxieme définition est qu’elle met en évidence le
fait que les racines sphériques de toute G-variété sphérique appartiennent a I’ensemble

(fini) X(G).

(Y Voir [Wa], p. 381, Table 1, 1A-6A.
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1.3 Tariétés magnifiques de rang quelconque ([Lul])

Une G-variété algébrique X est appelée magnifigue de rang r si elle vérifie les
conditions suivantes :

1) X est lisse et compléte;

2) G posséde une orbite dense dans X dont le complémentaire est une réunion
de diviseurs irréductibles D; (z=1,...,7), qui sont lisses, a croisements normaux et
d’intersection non vide;

3) si x, ¥ € X sont tels que {7, x € D;} ={i, ¥ € D;}, alors Gx=G.x.

Dans une G-variété magnifique (de rang r), G n’a qu’une seule orbite fermée (de
codimension 7). Le radical de G opere trivialement dans toute G-variété magnifique.
Toute sous-G-variété irréductible d’une variété magnifique est encore magnifique.

Toute variété magnifique est sphérique (de rang sphérique égal a son rang comme
variété magnifique). Un sous-groupe (sphérique) dont ’espace homogene posséde un
plongement magnifique sera appelé magnifique. St H est un sous-groupe magnifique de
G, le groupe Ng(H)/H est fini et le plongement magnifique de G/H est unique (a
isomorphisme preés).

Soit X une G-variété magnifique. Notons z I'unique point fixe de B_ dans X,
et Z=G.z l'unique orbite fermée de G dans X. Alors le groupe d’isotropie G, est
aussi le sous-groupe parabolique opposé a Px contenant T, et 'ensemble des racines
sphériques Zx est aussi I’ensemble des poids de T dans T, X/T.Z. De plus, les éléments
de Zx forment une base du groupe abélien =x. Pour tout y € Zx, notons DY le diviseur
irréductible G-stable (lisse) de X vérifiant : y est le poids de T dans T, X/T.DY. Pour
tout diviseur D de X, notons [D] I'élément de Pic(X) correspondant. Alors les [D],
D € Ax forment une base du Z-module Pic(X), et

D= > <px(D),y>[D].

Denx

1.4  Relations entre couleurs et racines simples ([LuZ2])

Pour tout S C S, on désignera par Gg (resp. par G_g) le sous-groupe parabolique
associé a S’ et contenant B (resp. B_).

Pour tout a € S, notons a¥ la coracine associée a O.

Soit X une G-variété sphérique. Pour tout o € S, notons Ax(a) I'ensemble des
couleurs de X qui ne sont pas laissées stables par Gyqy. Chacun des Ax(a) contient au
plus deux éléments. On peut distinguer quatre cas :

1) Ax(a)=2 (cela arrive exactement lorsque Gyqy laisse stable X3). On notera
Sk Pensemble des a € S tels que Ax(@)=2. On a PX:GS&.
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2) Ax(a) contient deux éléments (cela arrive exactement lorsque a € Zx). On
pose Sy =S N Zx. Pour tout a € S, on note D et Dy les deux éléments de Ax(a).
On a alors <px(D]), y>+ <px(D;), y> = <a",y >, quel que soit y € =x.

3) On a 20 € 3x (dans ce cas, Ax(a) contient un seul élément). On pose
S;;:S N %ZX. Pour tout a € S;;, on note Df l'unique élément de Ax(a). On a alors
<px(Dy),y> =5 <a',y>, quel que soit y € =x.

4) Le cas qui reste, c’est-a-dire Ax(a) contient un seul élément et 2a ¢ Zx. On
pose Si’( = S (Sk U Sy U Sy). Pour tout a € Sé}, on note Dy I'unique élément de Ax(a).
On a alors <px(Dq),y> = <a¥,y>, quel que soit y € =x.

On désignera par Ax la réunion des Ax(Q), o € Sy =SNZx (et on notera encore
px la restriction de px a Ax).

§2 Enoncé des résultats principaux

On conserve les conventions et notations du §1. Rappelons que, pour toute racine
o € R, on note o la coracine associée.

2.1 Soit Z un sous-ensemble de Z(G) (ensemble des racines sphériques de G).
On notera = le sous-groupe de =(T) engendré par Z, et =* = Hom,(=Z, Z) le groupe
dual de =.

Soit A une famille (ﬁnie) d’éléments (non nécessairement distincts) de =*. Pour
tout 0 € ZN'S, on pose Ald)={d € A, da)=1}. On dira que la famille A est adaptée
a Z, si A possede les trois proprletes sulvantes :

(Al) pour tout d€ A ety€ X, on a §y) < 1, et d(y)=1 implique y—O( €ZNs;

(A2) pour tout 0 € NS, A() contient deux éléments, et si A(Q)={d,, d; },
alors Oj(Y) + 0,(y)= <a',y >, quel que soit y € X;

(A3) A est la réunion des A(a), a € ZNS.

Un triplet S#, 2, A formé :

1) d’un sous-ensemble S* de S,
2) d’un sous-ensemble X de Z(G), et
3) d’'une famille A d’éléments de =* adaptée a %,
sera appelé un systeme sphérique s’1l possede les propriétés suivantes.

D’abord deux conditions portant sur X :

(Z1) Si 2a € 2N 28, alors % <aY¥,y> est un entier négatif ou nul, quel que soit
y € 2\{2a}.

(Z2) Si a+pB € Z (ou si é(a +B) € %), ou a, B €8S sont orthogonaux, alors
<a¥,y> = <pY,y> quel que soit y € .



VARIETES SPHERIQUES DE TYPE A 169

Puis une condition portant sur X et § :

(S) Pour tout y € Z, le couple y, S est celui d’une variété magnifique de rang 1.

Voici une forme explicite de la condition (S), lorsque le systeme de racines est

de type A :
(S, type A) Pour tout y€ Z, on a

{a eSS, <a',y>=0}Nsupply) C ¥ C{aesS, <a’,y> =0},

ou l'on a posé supp(y)={a €S, <a*,y>=£0}, les a* (a € S) étant les poids fonda-
mentaux du systeme des coracines RY (rappelons qu’on a <a*,3 > =9, g, quels que
solent o, 3 € S).

Remarques

1) La notion de systéme sphérique est purement combinatoire, c’est-a-dire ne
dépend que du systéme des racines de G.

2) Pour tout G fixé, il n’y a qu’'un nombre fini de systémes sphériques. En effet,
I'ensemble Z(G) est fini, et des conditions (Al-3) suit que card(A) < 2card(ZNS), et que
<a¥,y>-1<9y) <1, quel que soit d € A(a) et y € .

3) On expliquera plus loin (au §7) que pour toute variété sphérique X, le triplet
Sk, Zx, Ax est un systéme sphérique.

Voici le résultat principal de ce travail.

Théoreme 1 — On suppose G semi-simple adjoint de type A. Alors Uapplication qui, a une
G-variété magnifique X, associe le triplet Sk, Zx, Ax, est une bijection entre Pensemble (des classes
d’isomorphie) des G-variétés magnifiques et Uensemble des systemes sphériques de G.

Ce théoréme sera démontré au §5. Demeure-t-il vrai plus généralement pour
tout groupe semi-simple G?

2.2 Soit , %, A un systéme sphérique. Il sera souvent commode de considérer
*

A comme ensemble (abstrait) muni d’une application p: A — =*.
Un couple =/, p’ formé :

1) d’un sous-groupe =’ de =(T) contenant X et

2) d’une application p’': A — (Z')*,
sera appelé une augmentation du systétme sphérique S, Z, A, s’il vérifie les conditions
suivantes :

*

(al) p/, suivi de I’application naturelle (Z')" — =*, est égal a p;
(a2) pour tout o € TN S, si Aa)={d,, d;}, alors < p'(d}),y >+ < p'(;),y >
= <aY,y> quel que soit y € =';
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(01) si 2a € XN 2S, alors a ¢ = et < A",y > est un entier pair, quel que soit
ye ="

(02) sia+P € Z (ou si %(0( +B) € Z), ou a, B € S sont orthogonaux, alors
<av,y> = <p",y> quel que soit ye =’;

(8) pour tout a € 8, a" s’annule sur ='.

On dira aussi que le quintuplet S, =, A, =/, p' est un systéme sphérique augmenté.
Un systeme sphérique augmenté tel que tout élément de Z est primitif dans =’ sera
appelé une donnée sphérique homogene.

Théoréme 2 — On suppose que le théoreme 1 est vrar pour le groupe adjoint de G. Alors
Papplication qui, & une G-variété homogéine sphérique X, associe le quintuplet S%, Zx, Ax, =x,
Px est une byection entre Uensemble (des classes d’isomorphie) des G-variétés homogénes sphériques et
Uensemble des données sphériques homogenes de G.

Ce théoréme sera démontré au §7.

2.3 Soit §, Z, A, =/, p' un systéme sphérique augmenté. Nous allons lui
associer, de facon naturelle, un ensemble de «couleurs» et un «espace vectoriel

colorié ».
Posons
St=SNz,

S“={a €8S, 20 €3}, et

SP=S\(S* U S” U S
puis posons

A=A,

A" =S, et

N =S"/ ~ (~ signifiant qu’on identifie a, B € S’, §’ils sont orthogonaux et si
a+pB e (ousi %(cx + B) € 2)); enfin posons

A=A"UA UA,

Si a € S7, notons &, I’élément de A" qui lui correspond; si o € S, notons 8, 'image
de o dans A’. Définissons une application A — (Z')*, encore notée p’, de la facon
suivante :

sur A’ par le p’ déja existant sur A’=A;

sur AY par < p'(Sy), Y > :% <a',y> (@e€s’,ye=');

sur A par <p'(8),y> = <a',y> (@€ S’ ye=.

On appellera le couple A, p' Uensemble des couleurs du systéme sphérique augmenté S,
Z, A, E/, p/'
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Posons N'=Hom,(Z', Q) (espace vectoriel qui contient (=')*), et désignons par
V' Pensemble (le cone convexe) des éléments de N’ qui sont < 0 sur 2. On appellera
p' 1 A — N D V' Tespace vectoriel colorié du systeme sphérique augmenté S', X, A, =/, p'.

Nous ne rappellerons pas ici la définition des éventails coloriés (pour cela, ainsi
que pour tout ce qui concerne la théorie des plongements des espaces homogénes
sphériques, voir [Knl] ou [Br6]). Par éventail colorié d’un systeme sphérique augmenté,
on entend bien str un éventail colorié de son espace vectoriel colorié associé.

Théoreme 3 — On suppose que le théoreme 1 est vrar pour le groupe adjoint de G. Alors
lapplication qui, a une G-variété sphérique, associe sa donnée sphérique et son éventail colorié est une
byjection entre Iensemble (des classes d'isomorphie) des G-variétés sphériques et ['ensemble des couples
Jormés

1) d’une donnée sphérique homogene de G et
2) d’un éventail colorié de cetle donnée sphérique.

Preuve — Pour tout espace homogene sphérique G/H, son espace vectoriel colorié
s'identifie a I’espace vectoriel colorié de la donnée sphérique homogene associée a G/H
(cela résulte de 1.4 et de la proposition 3.2). Le théoréme 3 est alors une conséquence
immédiate du théoréeme 2 et de la théorie des plongements des espaces homogeénes
sphériques.

§3 Variétés magnifiques et systémes sphériques

Dans ce paragraphe, on étudiera les relations entre la géométrie des variétés
magnifiques et la combinatoire de leurs systémes sphériques. Sauf mention expresse du
contraire, les données (systemes sphériques et groupes) seront supposées adjointes (c’est-
a-dire, en ce qui concerne les systemes sphériques, composées de racines sphériques
appartenant au réseau radiciel).

3.1 Sous-systemes

Commencons par introduire un peu de terminologie concernant les systemes
sphériques.

Soit S une base d’un systéme de racines, et soit &, £, A un systétme sphérique
(de S). Rappelons qu’on note = le sous-groupe (du réseau radiciel) engendré par Z.

Si ¥ C Z, on notera supp 2’ la réunion des supp Y, Y € 2’ (pour la définition de
supp Y, voir 2.1). Si 8" C S, on notera A(S') la réunion des A(a), a € S'.

Soit (', Z') un couple (avec §' C S et ¥’ C Z) vérifiant supp ' C S'. Le sous-
systetme de S/, Z, A associé au couple (S', ¥') est par définition le systéme sphérique (de
S’) donné par S”=S"NS, ¥', et A’ = la «restriction» de A(SNZ') a =’ (le sous-groupe
de = engendré par X'). Soulignons qu’il y a perte d’information dans le passage de
ASNY)aA
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Nous rencontrerons deux cas particuliers :

Si 8" C S, on dira que le sous-systéme associ¢ au couple (S',%'={y € Z,
suppy C S'}) est obtenu par localisation en S'.

Si ¥ C Z, on dira que le sous-systtme associé au couple (S, X') est obtenu par
localisation en '

Un systéme sphérique S, X, A sera appelé cuspidal si suppZ =S.

Une factorisation d’un systéme sphérique S, Z, A est une partition de S en deux
sous-ensembles (non vides) S; et Sy vérifiant :

a) (tout élément de) S; est orthogonal a (tout élément de) Sy;

b) si L={y€ Z, supp(y) C S;}(i=1,2), alors =5, UZy;

¢) pour tout 6 € A(ZNS;), & est nul sur Zy, et pour tout 6 € A(XNSy), & est nul
sur 2.

Toute décomposition d’'une G-variété magnifique X «en produit» G =G; X Gy et
X=X xXj (ou les X; sont des G,-variétés magnifiques, 1= 1, 2) factorise son systeme
sphérique, et I'inverse est également vrai (voir 3.5).

Un systéeme sphérique sera dit uréductible $'il ne possede pas de factorisation. Il
est clair que tout systéme sphérique se laisse factoriser, de facon unique, en facteurs
irréductibles.

3.2  Localisation ([Lu2])

Soit X une G-variété magnifique, et soit S, Z, A le systeme sphérique de X.
Soit 8" C S. Désignons par Gg (resp. G g/) le sous-groupe parabolique de G contenant
B (resp. B_) et associé a S'. Posons G’ =Gy N G_g(= G¥); c’est un sous-groupe de
Levi de Gy et de G g. Notons C’ (= C¥) le centre connexe (le radical) de G’. Enfin,
désignons par X' (= X¥) la composante connexe de X contenant z ('unique point
fixe de B_ dans X). Alors la G’-variété X’ est magnifique.

Posons Xg ={x € X, Gg.x D z}; c’est un sous-ensemble ouvert de X, stable par
Gg. On a X' C Xy, et 'application @ : Xs — X’ définie par ¢x) = I'unique point
de C’.xN'X’ est un morphisme lisse (une rétraction). Posons Ax(S') = la réunion des
Ax(a), a € §'. Alors 'application D’ € Ay, — ¢~ 1(D’) est un bijection de Ax: sur Ax(S')
(Papplication inverse est : D € Ax(S') — D NX’).

On peut considérer S’ comme base du systéme de racines de G’ (associée au sous-
groupe de Borel BN G’ de G’), et identifier Z(G') (I"ensemble des racines sphériques de
G') a {y € Z(G), supp(y) C S'}. Modulo cette identification, le syst¢me sphérique de la
G'-variété magnifique X' s’obtient, partant du systeme sphérique de X, par localisation
en S’ (qu'on vient de définir dans la section précédente).

On dira aussi que X' est obtenu, partant de X, par localisation en S'. La
localisation est une méthode efficace pour obtenir des résultats sur les invariants des
variétés magnifiques. A titre d’exemple, montrons la propriété suivante.
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Proposition 3.2 — Soit G un groupe réductif connexe, et soit X une G-vaniélé sphérique. Si
a, BES, alors Dx(a) N Ax(B) £ 2 ne se produit que dans deux cas :

a) st o et B €SN Zx, alors il peut arriver que card Dx(a) U Ax(B)=3;
b) st o est orthogonal a B et st o + B (ou sa moitié) appartient a Zx, alors Dq = Dg.

Prewve — 11 suffit de considérer le cas ou X est un espace homogeéne G/H.
Si H désigne la cloture sphérique de H (voir §6), a cause des bijections naturelles
Ag/u(0) — Agp(@) (@ € S), on est ramené au cas G/H. Mais cet espace homogéne
possede un plongement magnifique ([Kn2]), donc on est ramené au cas G adjoint et
X magnifique.

Il suffit alors de vérifier la proposition apres localisation en S’ ={a, B}, c’est-
a-dire lorsque le groupe est semi-simple de rang 2, auquel cas on connait toutes les
variétés magnifiques et la vérification se fait facilement, cas par cas (voir par exemple

les tables de [Wa]).

Soit X wune variété magnifique. Pour tout ¥’ C Zx, désignons par X(X')
I'intersection des DY, y € 2~%' (pour la définition de DY, voir 1.3); c’est une sous-
G-variété magnifique de X, et toutes s’obtiennent ainsi. On vérifie que le systeme
sphérique de X(Z') s’obtient a partir du systeme sphérique de X, par localisation en X'
(pour relier Axsy a A, on peut utiliser par exemple [Lu2], 3.5).

3.3 Sous-ensembles distingués de couleurs et quotients

Soit $/, Z, A un systétme sphérique et soit p: A — N D V son espace vectoriel
colorié.

Un sous-ensemble A" C A sera dit distingué st C(p('))° (Pintérieur relatif du cone
convexe engendré par p(A’)) rencontre le cone (convexe) —V.

Lemme 3.3.1 — Pour qu’un sous-ensemble &N C A soit distingué, il faut et il suffit qu’il
existe un sous-espace vectoriel N' =N(L') (unique) de N vérifiant :

1) le couple N'; N est un sous-espace vectoriel colorié (c’est-a-dire p(A\') et N' NV engendrent
N’ comme cone convexe);
2) Lmtersection N' "'V est une facelte du cine V.

Prewve — Si A C A est distingué, soit F' la plus petite facette de V vérifiant
Clp@"h)y N (-F) + 2. Alors le cone convexe N’ engendré par p(d) et F est un sous-
espace vectoriel qui vérifie les conditions (1) et (2).

Inversement, soit N’ un sous-espace vectoriel de N qui vérifie les conditions (1) et
(2), et posons F'=N"NV. D’aprés (2), on obtient ainsi une facette de V, et (1) implique
que C(pA"))° N (V) £ @. L'unicité de N’ vient du fait qu’il est visiblement le sous-espace
vectoriel engendré par la plus petite facette F' qui vérifie C(pA)° N (-F) + 2.
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Soit S, Z, A un systtme sphérique et soit A’ un sous-ensemble distingué de A.
Notons =/A" le sous-groupe des éléments de = annulés par tout élément de N(A").
Dans ce qui suit on va définir un #riplet quotient (S, Z, A)/A :

a) Posons S’/N ={a € S, Ala) C A'}.
b) Les combinaisons linéaires ) n(y)y (ou les n(y) (y € Z) sont des entiers > 0 tels
=3

que > n(y)y est dans =/A') forment un semi-groupe additif; notons /A’ ’ensemble des
=

¢éléments indécomposables de ce semi-groupe.

¢) Désignons par A/A’ la réunion des A(Q), a € SN Z tels que A(a) NA =2, et
notons p/A" : A/N — (Z/A)* la restriction de p a A/A’ suivi de Papplication naturelle
= - (Z/0).

On dira que A" posseéde la propriété (*) si les éléments de X/A" forment une base
du Z-module =/A'.

Remarque — Lorsque S est de type A, on verra au §5, n° 6, que :

1) tous les sous-ensembles distingués possedent la propriété (¥);

2) leur triplet quotient est encore un systeme sphérique.

Pour les sous-ensembles distingués qu’on rencontrera par la suite, (1) et (2) se
vérifient facilement dans chaque cas.

Soit X une G-variété magnifique, et soit S/, Z, A le systeme sphérique de X.
Soit X' une deuxi¢me G-variété magnifique, et soit @ : X — X’ un G-morphisme

dominant. Posons Al ={D € Ax, ¢D)=X"}.

Proposition 3.3.2

1) Lapplication qui a @ associe DN@), est une byection entre Uensemble des G-morphismes
dominants a fibres connexes de X dans une autre G-variété magnifique, et Uensemble des sous-ensembles
distingués de D vérifiant la propriété (*).

2) Le systéme sphérique de X' est (8!, Z, A)/N@).

Prewve — Posons G/H=Xg. D’aprés la théorie des plongements des espaces
homogenes sphériques, on sait qu’il y a une bijection entre les G-morphismes a fibres
connexes G/H — G/H/, et les sous-espaces vectoriels coloriés N'; A" de p: A - N DV
(voir [Knl] ou [Br6]). Pour que G/H’ posséde un plongement magnifique, il faut et
il suffit que N’ NV soit une facette du céone V (donc que A’ soit distingué et que
N'=N(A")), et que &' vérifie la condition (¥). Le morphisme G/H — G/H’ se prolonge
alors (par continuité) en un G-morphisme @: X — X' (vérifiant A" =A(@), d’ou 1). De
plus, Passertion 2) est alors vraie par construction (voir loc. cit.).
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On dira d’un sous-ensemble distingué A" C A :

qu’il est Asse, si la dimension de N(A') est égale a la dimension de la facette N(A)N'V;
qu’il est parabolique, si N(A')=N.

Proposition 3.3.3

1) Sotent X et X' deux G-variétés magnifiques, et soit @ : X — X' un G-morphisme
dominant a fibres connexes. Alors @ est lisse si et seulement st @) Uest.

2) Soit X une G-variété magnifique et soit S' C S. Lapplication qui a @ associe M), est
une bijection entre Lensemble des G-morphismes @ : X — G/G g, et Uensemble des sous-ensembles
distingués paraboliques N C A lels que S'=S(S'/L).

Preuwve — 1) Notons z et 7 les points fixes de B_ dans X et X', et Z=G.z
et Z'=G.7 les orbites fermées de G dans X et X'. Le morphisme @ est lisse si et
seulement si 'application naturelle

* T.X/T.Z — T.X'/T.Z' est surjective.
Par ailleurs, A(@) est lisse si et seulement si
(**) Z/A(@ est un sous-ensemble de X.

Puisque X (resp. Z/A(@) est Pensemble des poids de T dans T, X/T.Z (resp. dans
T.X'/T,Z'), (*) implique (**). On sait que les fonctions rationnelles f, y € X (resp. les
Sy, Y € Z/A@) forment un systeme de parametres de Z dans X au point z (resp. de
7/ dans X’ au point 7’), voir par exemple [Lu2] 2.6; par suite (*¥) entraine aussi (*).

2) Un sous-ensemble distingué A" C A est parabolique si et seulement si Z/A' = @.
Cela et 3.3.2 impliquent aussitot 2).

3.4 Induction parabolique

Soit Q un sous-groupe parabolique de G contenant B_ (il existe donc un S’ C S
unique tel que Q =G g ; rappelons qu'on a posé¢ G'=Gs N Gg).

Soit X une G-variété magnifique. On dira qu'un G-morphisme @ : X — G/Q
provient d’une induction paraboliqgue si Q)7 (le radical de Q)) opeére trivialement dans
X' =01(Q/Q). Alors X' est une G’-variété magnifique, et X est canoniquement
isomorphe a G *g X’ (on note ainsi la G-variété algébrique obtenue comme quotient
de G x X’ sous 'opération de QQ donnée par

(g )=(gg ", 9%, 9€ Qg€ G, xeX).

Inversement, si X’ est une G’-variété magnifique (qu’on peut considérer comme une
Q-variété, en faisant opérer Q' trivialement, étant donné que Q =Q’G’), alors G xg X'
est une G-variété magnifique, et le morphisme naturel G *g X' — G/Q_ provient
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d’une induction parabolique. On dira alors aussi que X=G %o X' est obtenu par
induction parabolique (4 travers QQ au moyen de X'). On vérifie sans peine que, modulo
les inclusions S’ C S et Z(G') C Z(G), X et X’ ont le «méme» systéeme sphérique (I'un
étant un systéme dans S et autre dans S).

Soit X une G-variété magnifique, et soit S" C S. Notons &, Z, A le systétme
sphérique de X, A I'ensemble des couleurs de X, et A(S’) la réunion des Ala), a € S'.

Proposition 3.4 — Pour qu’il existe un G-morphisme @ : X — G/G s provenant d’une
induction parabolique, il faut et il suffit que S" D supp(Z) U SL. Ce morphisme est alors unique, et
est donné par D@ = A(S).

Prewve — Soit @ : X — G/Q un G-morphisme provenant d’une induction para-
bolique, o1 Q=G . Du fait que X' =@ (Q/Q) est alors une G’-variété magnifique,
et que X est isomorphe a G *g X', on déduit sans peine que S" D supp(Z)US’ et que
¢ est donné par A(Q) =A(S).

Inversement, supposons S’ D supp(Z) U . Alors A(S') est visiblement un sous-
ensemble distingué parabolique de A, donc définit un G-morphisme @: X — G/Q, ou
Q=G . Reste a voir que Q' opére trivialement dans X' =@ (Q/Q).

Pour tout ¥’ C %, notons X(2') la sous-variété magnifique de X dont les racines
sphériques sont %', et posons X'(Z')=X"NX(Z'). Montrons, par récurrence sur card(X’),
que

(#) G’ n’a qu’une seule orbite fermée dans X'(Z’).

De la classification des variétés magnifiques de rang 1 résulte que Q) opere
trivialement dans les X'({y})(y € £), d’ou (#) dans ces cas. Supposons card(Z') > 2,
et notons X'(Z")g, 'orbite ouverte de G’ dans X'(Z'). De I'’hypothése de récurrence on
déduit que la composante connexe de X'(Z')>X'(Z')¢, contenant l'orbite fermée de Q,
ne contient qu’une seule orbite fermée de G’. Mais si card(X') > 2, X'(Z')N"X'(Z')g, est
connexe (cela résulte par exemple de la théorie des «bouts» d’espaces topologiques),
d’ou (#) pour X'

Du fait que G’ n’a qu’une seule orbite fermée dans X’ résulte alors que C’; le
centre connexe de G', opére trivialement dans X'. Puisque la réunion des conjugués
de C’' dans Q)" est dense dans (), il s’ensuit bien que Q' opére trivialement dans X'.

Une variété magnifique irréductible de rang > 1, qui ne peut étre obtenue par
induction parabolique au moyen d’aucun sous-groupe parabolique propre, sera appelée
cuspidale. La proposition précédente implique en particulier que, pour qu’une variété
magnifique soit cuspidale, il faut et il suffit que son systéme sphérique soit cuspidal
(C’est-a-dire vérifie supp(Z)=1Y).
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3.5 Produits fibrés

Soient X, X, Xy et X' quatre G-variétés magnifiques, et soient Y : X — X,
Yo : X — Xo, @ @ X — X, @ @ Xy — X' quatre G-morphismes de variétés
vérifiant @ o), = @oy. Ces données impliquent un morphisme de G-variétés P : X —
X Xxr X9. En général, la G-variété X; Xy Xy n’est plus sphérique (sa dimension
peut étre > dimB!), et méme si elle 'est, le morphisme Y n’est pas toujours un
isomorphisme.

On devrait sans doute étudier systématiquement ces produits fibrés. Notre but
ici est plus modeste, nous visons seulement un résultat particulier (la proposition 3.5),
qui nous servira dans la démonstration du théoréeme 1 au §5.

Soit §, Z, A un systéme sphérique et soit A son ensemble de couleurs. Si A est
un sous-ensemble distingué de A, on pose S/(A)=(S'/ANNNS! et Z(A)=ZN(Z/N).

Soient A; et Ay deux sous-ensembles distingués de A. Alors le sous-ensemble
A'=A; Uy est encore distingué dans A. On dira que le couple A, Ay décompose le
systétme sphérique 7, X, A (en produit fibré), si

() A +o, 0+ et A ND=0g;

(2) Ay, Ay et A possédent la propriété (¥);
(3) Z(A) N Z(Ay) = o

(4) S(A)) est orthogonal a S/(Ay);

(5) A} ou Ay est lisse.

Proposition 3.5 — Soit S, T, A un systeme sphérique. On suppose donné un couple
Ay, Dy (de sous-ensembles distingués de D) qui décompose St, T, A. On suppose aussi qu’il
existe trois variétés magnifiques Xy, Xo et X', uniques a isomorphisme pres, ayant comme systémes
sphériques (S, Z, A) /Ay, (S, Z, A)/Dy et (S, Z, A)/D . Alors il existe des G-morphismes, uniques
a isomorphisme pres, @ : Xy — X' et @ 1 Xo — X' vénfiant :

1) le produit fibré Xy xx: Xo est une G-variété magnifique dont le systeme sphérique est S,
2, A;

2) si X est une G-variélé magnifique dont le systeme sphérique est S, Z, A, alors X est
womorphe a X, Xxr Xo.

Preuve — Les ensembles de couleurs Ay; s’identifient aux ensembles ANA; (1= 1, 2).
Modulo ces identifications, A; est distingué dans Ax,, et Ay est distingué dans Ay, et
les variétés quotient Xo/A; et X, /Ay ont comme systtme sphérique (&, Z, A)/A". De
I’hypothése d’unicité résulte que Xo/A;=X'=X; /Ay (2 isomorphisme pres), et qu’on
a des G-morphismes (uniques a isomorphisme pres) @ : X; — X' et @ : Xy — X,

Posons X9 =X, Xx: Xo. De (5) résulte que X9 est lisse. Notons Zy, Zy, Z9, 7/
les orbites fermées de G et 2z, 20, 212, 2 les points fixes de B_ dans X, Xy, Xjo, X'.
De (3) résulte que Z;9 est isomorphe a Z; Xy Zy. Supposons A; lisse. Alors les vecteurs
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propres de T dans T, X,/T,,Zy qui s’envoient vers 0 dans T,X'/T,Z’ sont ceux des
poids X(A). Les poids de T dans T, X, /T, Z; sont >Z(4,). Par suite, les poids de T
dans T, , X9/ T, ,Z1s sont . Il s’ensuit que Xy est sphérique. Que Xy est magnifique
résulte par exemple de la caractérisation suivante des variétés magnifiques : ce sont les

<12

variétés sphérique, lisses, completes, ne contenant qu’une seule orbite fermée, et dont
aucune couleur ne contient 'orbite fermée. Que X9 posséde la derniere propriété
vient de ce que toute couleur de Xy se projette sur I'un des facteurs au moins en
couleur, et que les deux facteurs sont magnifiques. Cela montre que Zx,=2. Que
S’;(m =S résulte de Zyy = Zy Xz Zy et de (4). Enfin, que Ax,, =A peut se voir par
exemple par localisation et réduction au rang 2.

Soit maintenant X une G-variété magnifique dont le systéme sphérique est S/,
2, A. Les ensembles Aj, Ay fournissent des G-morphismes ) : X — X, Yo : X — Xy
vérifiant @ o P} =@ o Yy. D’ot un G-morphisme P : X — X;9. Des propriétés de X9
qu’on vient de voir résulte que Y : Z — Z;9 est un isomorphisme et que Y est étale
en z. Cela implique que g : X — Xy est un isomorphisme.

Remarque — La proposition précédente s’applique en particulier aux factorisations
(voir 3.1).

3.6 Fibrations projectives

Soit §/, Z, A un systeme sphérique. Si 8 € A vérifie Z) C {0, 1}, on dira que
O est un élément projectif de A.

Soit & un élément projectif de A. Posons Sz=38"'(1) C SNZ. Alors {3}, considéré
comme sous-ensemble de A, est distingué lisse, et le triplet quotient (7, Z, A)/{d} est
donné par :

S'/{3} =5
A/{3d} = la restriction de A(S~S;) au sous-groupe (de =) engendré par X/{3}.

Si X est une G-variété magnifique dont le systéme sphérique est S/, Z, A, et si 0
est un élément projectif de A, on notera @ : X — X5 le G-morphisme correspondant
a {d}.

Dans ce numéro, on verra que ce G-morphisme est une «fibration projective »,
au sens suivant : il est lisse, ses fibres sont toutes isomorphes a un espace projectif
P,, et rang(X)=n+ rang(Xs;) (ces propriétés caractérisent probablement les morphismes
@s). Lorsque G est de type A, on précisera la structure de @, puis on en déduira le
résultat suivant (qui interviendra dans la preuve du théoréme 1) :

Proposition 3.6 — On suppose G de type A. Soit S, Z, A un systéme sphérique et soit &
un élément projectif de A. Soit X' une G-variété magnifique dont le triplet est (S', Z, A)/{d}. Alors

i existe une G-variété magnifique X, unique a isomorphisme pres, vérifiant :
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1) SV, %, A est le systeme sphérique de X;
2) X5 est G-tsomorphe a X'

3.6.1 Soit X une G-variété magnifique dont le systtme sphérique est S/, Z, A,
et soit & un élément projectif de A. Notons Ds le diviseur de X correspondant a d.

a) Considérons d’abord le cas particulier S=Ss=2. Dans ce cas, Xs=G/B_,
d’ou 1l suit que X est G-isomorphe a G *5_ Y, ou Y:(pgl(B,/B,). La variété Y est
visiblement I’espace d’un plongement torique de T.

Explicitons I'éventail associ¢ a ce plongement (qui se trouve dans Np/.,;, quon

peut identifier a2 Nx). Les diviseurs irréductibles T-stables de Y sont les DfF N'Y

B € Z=S) et DsNY. Les demi-droites associées a ces diviseurs sont : d’une part,

les Q.(—B*) (B € S) correspondant aux DP N'Y (qui sont stables par B); et, d’autre

part, la demi-droite Q+(Zsa*) correspondante a D5 MY (qui n’est pas stable par B_).
aEes

Notons Cg le cone engendré par les — %, (B € S), et Cg ¢ celui engendré par les — 7,
(B € S~{a}) et par > a*). L'unique point fixe de B_ correspond au coéne Cg. Partant
aes

de la, on voit que I’éventail est celui dont les cones maximaux sont Cg et les Cg g,
aeSs.

Par suite, Y est isomorphe a lespace projectif P,, ou m=cardS (et les diviseurs
irréductibles stables par T de Y sont tous isomorphes a P, ). Désignons par Ay 5 le
groupe des automorphismes de Y qui laissent stable chaque DPNY (B € S), et par
A;a le radical unipotent de Ay 5. D’aprés la théorie des «systémes d’Enriques» (voir

[De], p. 577, théoreme 4), on a AY,5:TA@,5, le groupe Ay 5 est commutatif, les poids
de T dans Lie(Ay ) sont les —B, B € S, et chaque espace propre est de dimension 1.
L’opération de B_ dans Y est donnée par un morphisme (de groupes algébriques)
B_ — Ay 5 qui est surjectif et qui prolonge I'opération de T. Un morphisme avec ces
propriétés est clairement unique, a conjugaison par un élément de T pres.

b) Revenons au cas général.

L’ensemble {8} étant distingué lisse, le morphisme @5 : X — Xz est lisse (voir
3.3). Notons X°® le localis¢ de X en S;. Posons Ls= Gs; NG ;. Le localisé de X5 en Sp
est visiblement Ls.z5 (o0l z5 est I'unique point fixe de B_ dans Xj), d’ott @5(X°%) = Ls. 2.
De 3.2, on déduit que la Lsvariété X° vérifie les hypothéses de a), donc que
Y? = (s|xs) '(25) est isomorphe & Pespace projectif P,,, ot m= cardS;=dim X —dim Xs.
Puisque @5 est lisse et a fibres connexes, on en déduit que Yachgl(zg), et que chaque
fibre de @s est isomorphe a P,.
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3.6.2 Conservons les hypothéses de 3.6.1. Posons A=Ax, ==Z=x et p=px :

A— =F.

L’ensemble A(S\Ss)U{Ds} est visiblement un sous-ensemble distingué parabolique
de A, donc fournit un G-morphisme @ : X — G/Q, ou Q =G_g/s,. Désignons par L
le sous-groupe de Levi de Q contenant T. Notons Y5 : X5 — G/Q le G-morphisme

tel que Y=Ps 0 @s. Alors X5 = G *q Ys, ou Ys=a5 (Q/Q).

Lemme — St G est de type A, alors Q' (le radical de Q) opere trivialement dans Y (donc
Y5 est une L-variété magnifique, et X est obtenu par induction parabolique a travers QQ au moyen

de Ys).

Preuve — Puisque Zx, = 2>S5, d’apres 3.4 on doit montrer que SzNsupp(Z>Ss) = 2.
Par localisation, il suffit de le vérifier lorsque X est de rang 2, ce qui est facile (voir
la liste dans 4.1).

Remarque — L’assertion du lemme n’est pas vraie en général. Par exemple,
supposons G de type By, et notons a;, Oy ses deux racines simples (a; étant la
racine longue). Considérons le systtme sphérique S’ =@, £={a;, +0y, 0y} et A=A(ay)
composé de deux éléments projectifs. Si d est I'un d’eux, alors (8, £, A)/{8} = (=, {a,+
dy}, @), systéme sphérique qui est cuspidal.

Lorsque G est de type A, nous allons montrer que la Q-variété Y et le morphisme
@ : Y — Y5 ne dépendent que de la G-variété X; et du triplet &/, £, A. Commengons
par considérer la L-variété (sphérique) Y (et le L-morphisme @5 :Y — Yj).

La variété Y comme L-variété

Choisissons des sous-groupes H et Hs de L vérifiant Y{ = L/H, (Ys); = L/H
et H C Hs. Il est clair que Hj est la cloture sphérique de H (voir §6). On peut
identifier S/ /stfi &S Dy =Brymg & ASSSy), =2y n, & I5Ss, Sy a =,
Z1/n, au sous-groupe de = engendré par Z>Ss (qu’on peut noter =), et modulo ces
identifications, pg /g est égal a la restriction de p. On sait que H est déterminé par Hs
et par le couple =y, P/ (voir §6). Par suite H est déterminé par X5 et le triplet
Sz, A

Pour décrire la L-variété Y et le L-morphisme @ : Y — Y5 (en termes de X;
et du triplet S, ¥, A), il reste a expliciter I’éventail colorié associé¢ au plongement de
L/H dans Y (éventail qui se trouve dans Homgz(=, Q)).

Les diviseurs irréductibles L-stables de Y sont les DPNY (B € £) et DsNY.
Les demi-droites associées a ces diviseurs sont : d’une part, les Q(—B") B € %)
correspondant aux DP N'Y (diviseurs qui sont stables par Q ); et, d’autre part, la
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demi-droite Q +( >> a*) correspondante a Ds MY (qui n’est pas stable par Q). Partant
aESy

de la, on voit, comme dans 3.6.1 a), que I’éventail colorié en question est celui, sans

couleurs, dont les cones maximaux sont Cs et les Cs o, @ € S5 (ou 'on a noté Cs le

cone engendré par les —y*, (y € Z), et Cs o celui engendré par les —y*, (y € 2x{a}) et

2 o).

0655

L’opération de Q" dans Y

Désignons par Ay 5 le groupe des automorphismes unipotents de Y qui laissent
stables chaque fibre de @ : Y — Y; et chaque DPNY (B € Z). Par définition, on

a un morphisme naturel 8 : Ay 5 — Ays 5. Le groupe L opére de facon naturelle

dans Ay 5. L'opération de Q" dans Y est donnée par un morphisme 6 : Q" — AJ ;5

compatible avec les opérations de L et tel que 6700 : Q" — Aza’ 5 est surjectif.

3.6.3 Démontrons maintenant la proposition 3.6.
Unicité

Nous avons déja expliqué pourquoi la L-variété Y et le morphisme @5: Y — Y5
sont déterminés par la G-variété X; et le triplet S/, Z, A.

D’apres 3.6.1 a), Ay 5 est commutatif, et les poids de C dans Lie(Ay 5) sont
les —Blc, B € Ss. Vu la structure du morphisme @ : Y — Y, et vu la théorie
des «systétmes d’Enriques» de [De], il existe un fibré en droites LP sur Yj tel que
les champs de vecteurs de Lie(Ay ;) de poids —B|¢ sous C, peuvent étre interprétés
comme sections globales de LP. Puisque Yj est sphérique sous L, deux sections de LP
ayant un poids — 3 sous LNB ne different que d’un scalaire multiplicatif. Le L-module
Lie(Q")/[Lie(Q"), Lie(Q")] étant isomorphe a la somme directe des L-modules simples
de poids dominant —B, B € Sp, il s’ensuit que deux morphismes 8 : Q" — Ay 5,
compatibles avec les opérations de L et tels que 6700 : Q" — Azﬁ’é est surjectif, sont
conjugués par un ¢lément de C.

On en déduit que la Q-variété Y (a isomorphisme pres) est déterminée par la
G-variété Xs et le triplet §, Z, A. Puisque X est G-isomorphe a G xq Y, il en est de
méme pour la G-variété X.

Existence

Soient X" et §/, 3, A comme dans la proposition 3.6. On a X'=G *q Y, ou
Y’ est une L-variété magnifique. Posons L/H'=(Y’);. On commence par construire
H comme le sous-groupe de L de cléture sphérique H', associ¢ au couple =y ==,
Pa/u = la restriction de p a A(S>S;) (voir §6).

Puis on construit la L-variété Y (comme le plongement de L/H associé a
I’éventail colorié introduit ci-dessus, voir 3.6.2), avec un L-morphisme ¢ :' Y — Y.
Cela permet en particulier d’introduire les fibrés en droites LP, B € S;.
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Montrons que le poids —[ apparait effectivement comme poids de L. N B dans
H°(Y’, LP). Soit

L= >_ B, D)D]

Deby

expression de [LP] dans la base [D], D € Ay/, de Pic(Y").

Lemme

1) St a € SNSp est tel que <a¥, B > =0, alors n(B, D)=0, quel que soit D € Dy/(Q).

2) St a € S\S; est tel que <a¥, B> £0, alors :
ou bien @ est de tpe a, et {n(B, DY), n(B. D)} ={~ <a, B>, 0};
ou bien o est de type b, et n(, Dy)=— <a", B >.

Preuve — Par «localisation», on se raméne au cas ou Sy={B} et S={a, B},
auquel cas les assertions du lemme se vérifient facilement.

Reprenons la preuve de la proposition. Rappelons que pour un groupe semi-
simple G, et un diviseur B-stable effectif d sur une G-variété sphérique (lisse) X, 0x(d)
désigne le poids de la section canonique de L, (le fibré en droites associé a d).

Posons d= > n({3, DD

Dedy,
APR) = {D € Ay, n(B,D)+0} et
S(P) = {a € $~S5, <av,p > +0}.

Le lemme montre que d est effectif, que pour tout D € A(B) il existe un unique

a(D) € S(B) tel que D € Ay:(a(D)), qu’on obtient ainsi une bijection de A(B) sur S(B),
et que Oy/(D)=wyp). Par suite

oy(d= > —<a,B>wy=-B,

068\55

ot I'on considére ici —B comme poids de [L, L] N B. Puisque L, est isomorphe a LF,
il s’ensuit bien que —PB se trouve parmi les poids de LN B dans H(Y’, L¥).

Comme la section canonique de d ne s’annule pas au point 2 ('unique point
fixe de B.NL dans Y'), et vu la structure de Lie(Q")/[Lie(Q"), Lie(Q*)], on déduit
de ce qui précede l'existence d’'un morphisme 6 : Q* — A;’ 5 compatible avec les
opérations de L et tel que 6700 : Q" — AZ’B 5 est surjectf (ou Y™ est ici (@)'(2). Dou
I'opération de Q) dans Y. J

Par construction, X =G *q Y posséde alors les propriétés voulues.
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§4 Etude combinatoire des systémes sphériques de type A

Dans tout ce §, sauf mention expresse du contraire, S désignera la base d’un
systeme de racines de type A, et tous les systemes sphériques considérés seront supposés
«adjoints» (c’est-a-dire composés de racines sphériques du réseau radiciel).

4.1 Diagrammes

Le premier but visé dans ce § est une représentation «graphique» des systemes
sphériques, sous forme de «diagrammes» (en partant du diagramme de Dynkin de G).

Soit §, ¥, A un syst¢tme sphérique. Rappelons qu’il induit une décomposition
de S en quatre sous-ensembles : S, S"=SNZ, S* =8N %Z, et S’ =S\(S*US” USH).

Comme premiere information sur le syst¢éme sphérique, on représente «graphi-
quement» cette décomposition : selon que a est dans S (resp. dans S, S’ ou $), on
ajoute au sommet correspondant a o (du diagramme de Dynkin) le dessin suivant :

genre ¢ +  genre d O genre b () genre p -

Rappelons qu’au systéeme sphérique est associé un ensemble de couleurs A qui, par
construction, est réunion d’ensembles A(@), a € S (en général non disjoints) contenant
2, 1 ou O élément. On voit que le nombre de «ronds» qu'on vient d’ajouter a
chaque sommet o correspond au nombre des couleurs de A(a). Pour représenter
«graphiquement» les couleurs, comme deuxiéme information portée sur le diagramme
de Dynkin, on reliera par un trait fin pointillé ceux des ronds qui correspondent a
une méme couleur.

Les informations portées jusqu’ici sur le diagramme de Dynkin permettent déja
de connaitre les racines sphériques de type aj, @ et a; X ;. Voici comment on va
représenter les autres racines sphériques y (lorsque S =supp(y)) :

O
type a, : (.) type a,(n > 1) : (———)

type a':(-) type d,: —@— type a, X g, : ® ®

Reste a représenter «graphiquement» la famille A. Lorsque a € SN X, rappelons
que A@@)={5},5,}={5 € A,3a)=1}. On convient que & correspond au rond
supérieur associ¢ au sommet o (du diagramme de Dynkin), et 8, au rond inférieur.

On s’arrange pour que <&,y >€ {1,0,-1} quel que soit y € Z~{a} (cela est
toujours possible, quitte a échanger &) et &,). Il ne reste alors plus qu'une ambiguité,
qu’on leve de la facon suivante :
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siy€ Zn{a} est tel que <a',y > F0 et si <,y > = -1, alors on ajoute une
«fleche» > (ou <) a co6té du rond correspondant a &}, et «pointant vers» Y

(dans tous les autres cas, on retrouve les A(a) par les informations dont on dispose
déja, grace aux propriétés de A).

Remarque — La regle pour 'emploi des «fléches» peut paraitre a premiére vue
compliquée, mais se révéle simple en pratique. A titre d’exemple, considérons les cas
suivants :

O O O O 0O>0
(3.1) (3.2)

O O O o O O
(3.3) < (3.4) <

O O O O O O
(3.9) (3.6) <

o O O o O O

O 0>0 O>0<O
(3.7) (3.8)

O O O o O O
(3.9 Q> ¢

o O O

Ce sont tous les systtmes sphériques dans A; vérifiant =g et £=S={a,, 0y, 03}.
Concentrons-nous plus particuliecrement sur les cas (3.6)-(3.9). Dans ces cas, A
comprend cinq éléments & =&, O, 8, &, O, dont les valeurs sur o, Qay,

Gg> Tap> Togr Tag? Tagd
a3 sont données par les matrices suivantes :
1 0 1 1 0 1 1 -1 1 1 -1 1
1 -1 -1 1 -1 -1 1 0 -1 10 -1
o 1 0 0 1 -1 0 1 0 0 1 -1
-1 1 -1 -1 1 0 -1 1 -1 -1 1 0
-1 -1 1 -1 -1 1 -1 0 1 -1 0 1

Pour un autre exemple d’emploi de «fleches», voir le cas 3') plus bas.

Voici les «diagrammes» de tous les systemes sphériques (adjoints, de type A) de
rang 2 cuspidaux et non factorisables (en deux facteurs de rang 1).
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O O O
) < =1  D———0 >1
)Oo(ﬂ> S (> 1)
1'> ~— 2) L] °
O O O O
O O>

—®
®
®

Lo
O
O

10) —@——@—

Remarques — 1) Cette liste découle des axiomes des systemes sphériques.
Elle apparait aussi déja, sous une forme légerement différente, dans [Wa] (comme
conséquence de la classification des variétés magnifiques de rang 2), voir p. 382,
table A.

2) Comme visiblement (par définition) un systtme S/, X, A est sphérique si et
seulement si ses sous-systemes (au sens de 3.1) de rang <2 le sont, la liste ci-dessus peut
«remplacer» les axiomes des systemes sphériques. Plus visuelle, elle permet souvent de
mieux raisonner que les axiomes. Par exemple, il suffit de la considérer un peu pour
constater que les systémes sphériques S*, Z, A de type A possédent les propriétés
suivantes :

(1) quel que soit y € Z, le systtme obtenu par localisation en S'=supp(y) est
toujours de rang 1;

(2) quel que soit le couple yi, Vo € Z, y; F Y le systéme obtenu par localisation
en S’ =supp(y))Usupp(ys) est toujours de rang 2 (excepté si O +0o, Og+ 03, O3+0, € X,
ou 0, Og, O3, 04 sont des éléments consécutifs de S, et si y; = a; + Ay, Yo = O3 + 0Oy).

Ces propriétés ne sont plus vraies pour les systemes de type B.

L’intérét des «diagrammes» vient de ce qu’ils rendent plus concret tout ce qui
concerne les systémes sphériques (comme les notions du §3 : localisation, quotient,
induction parabolique, produit fibré, fibration projective). On en verra de nombreux
exemples dans la suite de ce paragraphe et le suivant. En voici dés a présent quelques-
uns.
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A) Soit &, Z, A le systeme sphérique suivant (déja rencontré ci-dessus) :

<;>O<E>
O O O

L’ensemble A des couleurs de ce syst¢eme contient cing sous-ensembles distingués
non paraboliques A’ :

{85, {8, 8.,} » {3,.8,}
{8a, s 8ay> Byt » {84,584y Bg, 5 Bay}s

dont les systemes sphériques quotients (8, 2, A)/A" sont :

ﬁ O
o Yo% CRCR0)

O O

Parmi les cinq systémes sphériques ci-dessus, lesquels sont cuspidaux?

B) Voici un exemple simple de «produit fibré» (au sens de 3.5) :

O

O

est produit
de ._@_(.) et de (o)
O
au-dessus de o)
(on a Ay ={8,} et By ={3;,})

C) En passant, nous avons rencontré aussi des «fibrations projectives» (au sens
de 3.6) : par exemple pour S/, I, A égal a

(S>O<E)
O O O

d=19;, est un ¢élément projectif de A, et (3, Z, A)/{8} est

O O
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4.2 La liste des cas «primitifs»

Dans ce qui suit, on donnera une liste d’exemples de systemes sphériques, qu’on
appellera primatifs. L'intérét des systemes primitifs pour la structure générale des systemes
sphériques sera expliqué dans les numéros suivants. Ils jouent un réle important dans
la preuve du théoréme 1 au §5.

On notera S={ay,...,a,} la base usuelle du systtme de racines de type A,,
n > 1. La notation {a,,...,a,} désignera, lorsque p < ¢, I'ensemble des racines
simples a; (p <1< ¢), et lorsque p > ¢, 'ensemble vide.

(1) La famille ao(n), n>1 :

S =@
z={2ay,..,2a,}
A=o

Diagramme de ao(7) :

o o o o O O O
(2) La famille ac(n), n impair > 3 :

S’ ={a;, ¢ impair, 1 <7< n}
T={a; + 20y +as, a3 + 204 + 05, ..., 0, + 20, | +0,}
A=o

Diagramme de ac(7) :

@ @ @
Les familles aa
D’abord,
(3) la famille aa(p+ g+ p), n=2p+q, p=>1,¢=>1:

S ={0, ..., Uy 1 }

2= {(X] +a,, 0 +0d,,,..., a, + O pr1s Oyt + ...+ Gp+q} si q = 2
(st g=1,Z={a; +a,, Oy + A1y, 0y + Uy pir, Oy })
A=25s1¢>2 (st ¢g=1, A est 'unique famille adaptée a Z,
sans élément projectif).

Diagramme de aa(2 + 3 +2) :

oo—oo9
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Puis les familles (4) aa(p, p) et (5) aa(q) obtenues par localisation de aa(p + ¢ + p)
en

S/ = {(11, cee s dp, a/,+q+1, ey an} et
S/ = {a/ﬁ_], ey G/}+,]}.

Enfin,
(6) la famille aa*(p+1+p), p>1:

=
T={o) +0a,, Oy + 0, 1,..., 0, + 0y + 204}
A=o

Diagramme de aa*(3 + 1 + 3) :
() ) ) o)

Les familles ci-dessus s’appellent les « cas classiques ». Il y a ensuite quatre autres

familles, les « cas supplémentaires ».

(7) La famille ac*(n), n > 3 :

SV =@
z:{ul +a2:a2+q3:'“>an 1 +an}
A=0o

Diagramme de ac*(7) :
C—o——0—C—0—0

Les familles ax

D’abord,
8) la famille ax(1 +p+1+qg+ 1), n=p+qg+3,p=>1,¢=>1:

S ={as, ..., 0, Oy, oy Oppgir }

T={ay, 0y + ...+ 01, Opro, Opeg oo+ Qpygio, O, }

A est I'unique famille adaptée a Z, sans élément projectif, contenant
un élément qui prend les valeurs 1 =1 1 0 =1 sur a;, oy + ... +

al,+1, GP+2, (Xl,+3 + + (Xl,+q+2, Gn
Diagramme de ax(1 +3+1+2+1):
> < <
o D

( ()
N J o d

Q 0 0
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Puis les familles (9) ax(l + p + 1,1) et (10) ax(l1 + p + 1), et le cas isolé
(11) ax(1, 1, 1), obtenus de ax(1 + p+ 1+ ¢+ 1) par localisation en

S'={ay, ..., 0, 0,},

S'= {(11, ey 0(1#2} et

S'={ay, a, a,}.
Les familles ay

D’abord,
(12) la famille ay(p + g+ p), n=2p+q, p>2, ¢g>1:

Sh= {aﬁJrQa ) aerqfl}
Z={0, .., 0, Oppy + oo+ Oy, Oty o, O, ) o
A est I'unique famille adaptée a Z, sans élément projectif, contenant

un élément qui prend les valeurs 1 et —1 sur a, et a;, et qui est nul
ailleurs.

Diagramme de ay(3 + 2 + 3) :

Ll 24

()
NN

T S

Puis les familles (13) ay(p + ¢+ p-1), (14) ay(p, p), et (15) ay(p, p—1), obtenues de
a(p + g+ p) par localisation en

S'= {Gl, ey G”,l}
S'={0ay, .., 0, Opgi, ..., 0, ), et
S'={0, e, 0, Oty e, Oy}

Ensuite,
(16) la famille &y~ (p+ g+ p), n=2p+q, p>2,¢>1:

S ={0y9, ..., Uy 1 }

T={ay, ..., 0, Oy F oo Oy, Oprgir, .o, O}

A est 'unique famille adaptée a X, sans élément projectif, contenant
un élément qui prend les valeurs 1 et —1 sur a, et a,, et qui est nul
ailleurs.

Diagramme de ¢y~ (3 +2 + 3) :

$<6<é ©>dl)>©
Q QO O ¢ 9
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Enfin, (17) la famille p* 2+ ¢+ 2), n=4+¢q, ¢>1:

St = {G4, ey G([Jr]}

T={ay, 0y, as + ...+ 0o, A, q, O, }

A est 'unique famille adaptée a X, sans élément projectif, contenant un
élément qui prend les valeurs 1 et —1 sur a; et O, , et qui est nul
ailleurs.

Diagramme de ay*(2+ 2+ 2) :
Lo b
Q O

O Q N AN

Les familles az
D’abord (18) la famille ¢z~ (3 + ¢+ 3), n=6+¢, ¢ > 1 :

S = {(X5, ey GQ+(1}

T={ay, 0y, as, 04 + ... + O3, 0,0, A, q, O

A est 'unique famille adaptée a X, sans élément projectif, contenant un
élément qui prend les valeurs 1, —1, —1 sur a,, as, a,;, et qui est nul
ailleurs.

Diagramme de az7(3+ 1+ 3) :

5>3I><3> O>g>é<é

O(POOO(PO

Puis (19) la famille az™(3 + ¢ + 2) et les cas isolés (20) az(3, 3), (21) az(3, 2) et
(22) az(3, 1) obtenus en localisant az7(3 + ¢+ 3) en

S'={ay,...,0,1},

S'={ay, oy, a3, A9, Ay, O, )
S'={a;, 0y, 03, 0,9, 0,1} et
S'={ay, as, as, o, }.

Enfin, il y a quelques cas « exceptionnels ».
Les cas aeg
D’abord le cas (23) a¢(6), n=6 :

=0
Z:{al,...,aﬁ}
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A est 'unique famille adaptée a %, sans élément projectif, contenant un
¢lément qui prend les valeurs 1, -1, -1 sur a;, O3, o5 et qui est nul
ailleurs.

Diagramme de a¢(6) :

4

é > 8) < é > é
R I
) et (25) aes(4) sont obtenus en localisant a¢s(6) en

aeg(b
S = {GI, ey 0(5} et
as}.

Deux autres cas (24)

S ={ay,...,
Les cas ae;
D’abord le cas (26) ae;(7), n=7 :
=g
f={a..,0a;}

A est I'unique famille adaptée a Z, sans élément projectif, contenant
un élément qui prend les valeurs 1 et —1 sur a; et 05, et qui est nul
ailleurs.

Diagramme de ae;(7) :

o>
O

> <

<O >
O

4

DI PTOST
20000

Puis deux autres cas (27) ae;(6) et (28) ae;(5) sont obtenus en localisant ae;(7) en

:{al,...,a(;} et
S/:{GQ,...,G6}.
(29) Le cas af(4), n=4:
=2
Z:{O(l,...,m,}
A est donné par :
1 -1 1 0
1 0 -1
-1 0 1 -1
0o 1 -1 1
0 -1 0 1
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Iy

o O O O

Diagramme de af(4) :

En résumé, i y a donc 29 cas primitifs. D’abord les 6 cas classiques (1) a (6) :

aoln) (n> 1) ;

ac(n) (n impair > 3) ;

adp+q+p), adp,p), aag), ac’(p+1+p) (p>1,921);
puis les 16 cas supplémentaires (7) a (22) :

a'(n) (n>3) ;

ax(l+p+1+qg+ 1), ax(1+p+1,1), ax(l1 +p+1), ax(1,1,1)
p=1,921);

qy(ﬁ+q+p>n @’(P+q+ﬁ*1>a @’(ﬁ»ﬁ): @’(ﬁaﬁ*l)a

W prgrp, @ Q2+Hq+t2)p>2,9>1);

a?”(3+q+3), a”3+q¢+2), az3,3), az3,2), az3,1) (¢=>1);

et enfin les 7 cas exceptionnels (23) a (29) :

aes(6), aes(5), aes(4) ;
d€7(7), d€7(6>, d€7<5> ;
af (4).

4.3 La A-connexité

Soit S, Z, A un systéme sphérique, et soit A son ensemble de couleurs. Pour
tout y € Z, on notera Afy) la réunion des A(a), o € supp(y).

On dira que deux éléments y), Yo € X sont fortement D-voisins si pour tout D € A(y))
on a <pD),y, > F0 et pour tout D € Alyy) on a <p(D),y; > F0.

On dira que vy, Yo € X sont A-voisins si :
ou bien ils le sont fortement;
ou bien il existe y; € £ tel que le systéme obtenu par localisation en supp({yi, Yo, Y3 })
est isomorphe a ax(l + ¢+ 1), ¢ > 1.

Un sous-ensemble X' C X sera dit A-connexe (resp. fortement A-connexe) si deux
éléments quelconques dans X' peuvent étre joints par une suite d’éléments de X', dont
les éléments successifs sont A-voisins (resp. fortement A-voisins). Une composante D-connexe
de X est un sous-ensemble A-connexe maximal.

Les systemes sphériques primitifs sont A-connexes, sauf les cas @y~ (p + ¢ + p),
az?”(3+qg+3) et az”(3+qg+2).
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Proposition 4.3 — Tout systeme sphérique D-connexe cuspidal et sans couleur projective est
primatif.

Prewve — Soit S, Z, A un systéme sphérique A-connexe cuspidal et sans couleur
projective.

Un regard sur la liste des systémes sphériques de rang 2 montre que seule une
racine sphérique de type d5 peut étre A-voisine d’une racine sphérique de méme type.
Par suite, si £ contient une racine sphérique de type ds, alors S/, X, A est isomorphe
a ac(n), n impair > 3.

On voit de méme, si Z contient une racine sphérique de type o, alors S/, Z,
A est isomorphe a ao(n), n > 1 ou a aa*(p+ 1+ p), p > 1, et si £ contient une racine
sphérique de type a; X a;, alors S, Z, A est isomorphe a aa(p+q+p), p>1, ¢>1 ou
aadp,p), p=louaad*p+1+p),p=>1.

Il reste a examiner les cas ou toutes les racines sphériques de Z sont de type a,,
n > 1. Si toutes les racines sphériques de Z sont de type a,, n > 2, alors un regard sur
la liste des cas de rang 2 montre que &, X, A est isomorphe a aa(g), ¢ > 2 ou a ac*(n),
n>= 3.

Lemme — Soit S', Z, A un systéme sphérique fortement DN-connexe, cuspidal, sans couleur
projective. On suppose que toutes les racines sphériques sont de type a, (n > 1), qu’il existe une racine
de lype ay, et que T contient au moins deux éléments. Alors toutes les racines sphériques sont de
bpe ay, et le systeme est isomorphe (@ automorphisme extérieur pres) a Lun des 12 cas suwants :

ax(l, 1, 1) ;

aes(6), aes(5), aes(4) ;
ae;(7), ae;(6), ae;(d) ;
ay@:p): @/(p>p71> @22) 5
az(3, 3), az3,2), az3,1).

Prewve du lemme — Aucune racine sphérique de type a, (n > 2) ne peut étre
fortement A-voisine d’une racine de type a;, d’apres la liste des cas de rang 2, d’ou la
premiére asserttion du lemme. Il s’ensuit Z=S. La forte A-connexité signifie alors que
deux éléments de S peuvent étre joints par une suite d’éléments dont deux successifs
a, B vérifient : A(a) N A(B) £ . Vu les propriétés de A, il en résulte que A (et donc le
systeme sphérique) est déterminé dés qu’on connait 'un de ses éléments.

L’ensemble S se décompose en « composantes connexes » dont on en notera
{aj,...,0,} une de longueur maximale, puis {B,...,B,} une deuxiéme, etc. Si r=1
(c’est-a-dire si les racines de S sont orthogonales deux a deux), alors les hypothéses
sur A (forte A-connexité et absence d’éléments projectifs), impliquent que le systeme
sphérique est isomorphe a ax(1, 1, 1).

Supposons donc 7 > 2. Dans ce cas, les hypotheses sur A impliquent qu’il existe
un 0 € A tel que da;)=1 et &0y)=0. Ces mémes hypotheses impliquent aussi qu’il
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existe un seul a € S>{ay, ay, a3} tel que da)= —1, et si B € S{a,, ay, as} est tel
que d(B)=1, alors B n’est pas orthogonal a a. En particulier S contient au plus deux
composantes connexes. Les seules possibilités pour & sont les suivantes (les autres, ou
bien contredisent les propriétés de A, ou bien ne produisent pas un systeme fortement
A-connexe).

Ou bien S est connexe, et

1) r=7 et d prend les valeurs 1 00 0 —1 0 0, auquel cas on trouve ae;(7);

2) r=6 et d prend les valeurs 1 000 —1 0 (ou les valeurs 1 0 —1 1 —1 0), auquel
cas on trouve ae;(6);

3) r=6 et & prend les valeurs 1 0 —1 0 —1 0, auquel cas on trouve ae;(6);

4) r=235 et 0 prend les valeurs 1 0 —1 1 —1, auquel cas on trouve a¢;(5);

5) r=>5 et & prend les valeurs 1 0 —1 0 —1 (ou les valeurs 1 0 1 —1 1), auquel cas
on trouve aes(d);

6) r=4 et d prend les valeurs 1 0 1 —1, auquel cas on trouve aes(4).

Ou bien S possede deux composantes connexes, et

1) r=s=p>2 et & prend les valeurs 1 0...0 et =10 ... 0 (ou les valeurs 1 0 ... 0
et 1 -10...0), auquel cas on trouve ay(p, p);

2)r=p>2,s5=p—1 et d prend les valeurs 1 0 ... 0 et =1 0 ... 0, auquel cas on
trouve ay(p, p—1);

3) r=s=3 et & prend les valeurs 1 0 -1 et 0 —1 0, auquel cas on trouve az(3, 3);

4) r=3, s=2 et & prend les valeurs 1 0 —1 et 0 —1, auquel cas on trouve az(3, 2);

5) r=3, s=1 et 8 prend les valeurs 1 0 —1 et —1, auquel cas on trouve az(3, 1).

Revenons a la preuve de la proposition. Considérons le cas qui reste, c’est-a-
dire celui d’'un systeme sphérique non isomorphe a aq(l), A-connexe non fortement
A-connexe, cuspidal et sans couleur projective, dont toutes les racines sphériques sont
de type @, (n > 1), 'une au moins étant de type a.

Pour obtenir ces systémes, on doit « agrandir » ou « recoller » les exemples du
lemme, en se servant de ax(1 + ¢+ 1) (¢ > 1). Il y a bien sir ax(l +¢+ 1) (¢ > 1)
lui-méme. Par « agrandissement », on obtient ax(1 +p+1,1), ax(1 +p+ 1+ ¢+ 1),
W=zlgzl),etap+tqtp, op+q+p-1), " 2+q+2) (p>2,¢=>1). Enfin gf4)
est obtenu en « recollant » deux exemplaires de ax(1 + 1+ 1). Il n’y a pas d’autres
possibilités.

4.4 Composantes N-connexes effagables

Soit 8, Z, A un systéme sphérique, et soit £ une composante A-connexe de Z.
Notons A(X') 'ensemble des D € A(supp(X')) tels que p(D) est nul sur ~Z'. On
dira que la composante X' est ¢ffagable, si :

(1) AZ') est un sous-ensemble distingué lisse de A;
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(2) ZaE) =2
(On rappelle que, pour tout sous-ensemble distingué A’ de A, on a posé
LAY =ZN(Z /L), voir 8.5.)

Une composante A-connexe X' de X sera dite uolée si supp(Z)=supp(X) U
supp(Z\Z') est une factorisation du systéme (cuspidal) qu’on obtient en localisant S/, Z,
A en supp(2). Toute composante isolée est effagable.

Proposition 4.4 — Soit S, I, A un systéme sphérique (adjoint de type A) sans couleur
projective. Soit X' une composante D-connexe de .

1) Si le localisé de S, Z, A en supp T’ est isomorphe a ao(n), ac(n), aalp+ g+ p), aalp, p),
ad*(p+1+p), a(l +p+1+g+1), ax(1+p+1,1), ax(1, 1, 1), @ (p+q+p), ae(4) et
ae;(5), alors T’ est isolée.

2) St le localisé de S', Z, A en supp T nest pas isomorphe a aalp) ou a ac*(n)
(n pair), alors ' est effagable.

Prewve — La vérification de (1) se fait sans trop de peine, cas par cas, grace
a la table des systtmes de rang 2. D’apres la proposition 4.3, pour montrer (2), il
reste & considérer les cas ou le localisé en supp X' est isomorphe a ac*(n) (n impair),
a(l+p+1), op+q+p, op+qtp-1), op,p), op,p-1), »*Q2+q¢+2), ax3, 3),
az(3, 2), az(3, 1), aes(6), aes(5), ae;(7), ae;(6) et af(4).
On vérifie alors également cas par cas, sans trop de peine, que X est effacable.

Remarque — Meémes hypothéses que dans la proposition 4.4. Si £ o, il existe
toujours au moins une composante A-connexe effacable. En effet, on peut supposer
que le systtme est cuspidal, et que les sous-systétmes engendrés par les composantes
A-connexes sont tous isomorphes a aa(p) ou ac*(n) (n pair). Alors celles dont le support
contient une racine simple située sur un des « bouts » du diagramme de Dynkin sont

effagables.

§5 Preuve du théoréme 1

5.1 Lapplication du théoréme 1 est bien définie

Soit G un groupe semi-simple adjoint quelconque, et soit X une G-variété
magnifique.

Comment s’assurer que le triplet S&, Zx, Ax posséde les propriétés des systémes
sphériques? Vu la définition de ces systémes, il suffit de vérifier que, pour tout ¥’ C Zx
contenant deux éléments, le sous-triplet de S’;(, Zx, Ax obtenu par localisation en X'
(voir 3.1) posseéde les propriétés des systémes sphériques. Mais ces localisés sont encore
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les triplets de variétés magnifiques (loc. cit.). Les variétés magnifiques de rang 2 étant
connues ([Wa]), la vérification se fait cas par cas.

Pour certaines des propriétés des systemes sphériques, il y a aussi des arguments
plus directs : par exemple, la propriété (A2) peut se déduire (suivant une idée de
M. Brion) de la dualité entre courbes et diviseurs dans X (voir [LuZ2]).

3.2 Les cas primityfs classiques

On se place maintenant dans le cadre adjoint de type A. Dans ce numéro et
les deux suivants, on va montrer que tout systeme sphérique primitif est le systeme
sphérique d’une variété magnifique unique (a isomorphisme pres).

Autrement dit, si G est un groupe semi-simple associé a S, on va voir que, pour
tout systéme sphérique primitif S, X, A, il existe un sous-groupe magnifique H de G
(contenant le centre C(G) de G), unique a conjugaison pres, tel que Sf, Z, A soit le
systeme sphérique (du plongement magnifique) de G/H. On appellera G/H aussi une
« réalisation géométrique » de &, Z, A.

Le cas des systémes classiques est essentiellement connu. En effet, le travail [Vu2]
peut s’interpréter comme le calcul des systemes sphériques des espaces homogenes
symétriques. En ne regardant que la partie de [Vu2] qui concerne les groupes de
type A, on voit que les systemes primitifs classiques sont « réalisés géométriquement »
par les G/H suivants :

(1) ao(n), n > 1
H =N¢(SO,:1(C)) et G=SL,.(C)
(2) ac(n), n impair > 3
H=N(Sp,+1(C)) et G=SL,.(C)
(3) aap+q+p), n=2p+q, p=>1,q¢>1
H = Ng(SLy+,(C) X SLyii(C)) - C(G) et G =SL,4(C)

(4) aalp, p), p =1

H = (la diagonale de SL,+,(C) x SL,+(C)) - C(G) et
G =5SL,+1(C) x SL+(C)

(9) aalg), ¢ =1
H=GL,(C) et G=SL,:(C)
6) ac*(p+1+p), n=2p+1, p=>1
H =Ng(SLy+1(C) X SLys (C) et G=SL,(C)
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Ce qui précede montre I'existence d’une réalisation géométrique pour les systemes
sphériques classiques. Pour I'unicité, on peut raisonner comme suit. Si G/H est une
réalisation d’un systeme sphérique classique, alors H est réductif. En effet, cela résulte
du fait que tout systétme classique S/, X, A vérifie :

(1) 0 ¢ pd); et

(2) 1l existe une forme linéaire sur N qui est >0 sur p(A) et <0 sur V

(ou p: A — N DV est 'espace vectoriel colorié de ¢, £, A qui s’identifie a 'espace
vectoriel colorié de G/H), conditions qui sont équivalentes a la réductivité de H (voir
([Br6]). Or les sous-groupes sphériques réductifs sont connus ([Mi], [Br2]). Seuls les
sous-groupes réductifs magnifiques (d’un groupe adjoint G de type A) nous concernent
ici. Pour chacun des groupes G des six systemes (1) a (6), il n’y a qu'un nombre fini
de tels sous-groupes. On constate que, dans chaque cas, le H ci-dessus est le seul
(@ conjugaison pres) parmi ces sous-groupes, vérifiant les formules (vraies pour tout
sous-groupe sphérique) :

dim G/H = dim G, + card(2) et
rang =(H) = card(A) — card(Z).

5.3 Les cas primutifs non classiques : « lunicité »

Montrons maintenant 'unicité, a isomorphisme prés, des réalisations géométriques
pour les systemes sphériques primitifs non classiques.

Nous allons procéder par vérification cas par cas. Voici argument type qu’on
utilisera (dans presque tous les cas) pour prouver I'unicité des réalisations géométriques.
Soit 8, Z, A un systétme sphérique primitif non classique, et soit G/H une réalisation
géométrique de S, Z, A. On donnera, dans chaque cas, explicitement un sous-ensemble
A" C A distingué vérifiant :

a) (3, Z, A)/A\ est ou bien parabolique, ou bien I'induit parabolique d’un systéme
classique;

b) il existe un sous-ensemble A” distingué parabolique minimal de A contenant 4’

D’aprés 5.2, au systtme (S, Z, A)/A’ correspond un sous-groupe magnifique
H, unique (a conjugaison pres). On peut supposer H C H,. On constatera que H,
est toujours connexe. Choisissons des décompositions de Levi H=LH" et H; =L, H|
telles que L C L;, et notons C et C; les centres connexes de L et L,. D’aprés a)
Hj est le radical unipotent du groupe parabolique Q =Ng(Hj). De 4) résulte que
(L, L)=(L;, L), d’ou il suit que H* C Hj. Alors dim C =rang =(H) = card(A) — card(Z).
Dans chaque cas, on calculera dimH{/H" qui se révélera « petit » (par exemple, si

S’ =S/ /A, ce qui arrivera souvent, alors dim H/H" = card(4,)). Comme LieH/ est un
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L;-module sans multiplicité, ce qui précéde ne laissera alors qu’une possibilité pour C
et H} (a conjugaison pres).

Passons donc en revue, cas par cas, les systémes primitifs non classiques.

(7) ac*(n), n > 3
Posons A" ={Dy,, i pair, 1 <1 < n}; c’est un sous-ensemble distingué de A.
1) Si n est pair, le triplet quotient (8, Z, A)/A’ est donné par :

S'/N ={a;, i pair, 1 <7< n}
/N ={ay + 205 + 0y, ..., 0,0 + 20, +Q,}
A/N =2.

On a dmC=dimC; =1 et dimH|/H*=n=dimH], dot H=L=L,. Par suite, si
G =SL,+(C), alors H=Ng(Sp,(C)) (ou Sp,(C) C SL,(C) C SL,+,(C) sont les inclusions
naturelles).

2) Si n est impair, le triplet quotient ($/, X, A)/A" est donné par :

S /N ={a;, ipair, | <i<n}
/N ={ay + 205 + 0y, ...,0, 3+ 20,0+ 0, }
A/N =2

On a dimC = 1, dimC; =2 et dimH|/H"“=n—1. Le L;-module LieH| se décompose en
trois modules irréductibles, 'un de dimension 1, et deux de dimension n— 1, isomorphes
en tant que (L;, L;)-module et dans lesquels C; opére avec les poids a; et a,. De ce
qui précede, on déduit que C={c € C;, a;(¢)=0a,(c)}, et que LiecH" est un sous-(L,
L;)-module de codimension n—1 dans LieHY, non stable par C;, ce qui détermine H
a conjugaison pres.

@) ax(1+p+1+qg+ 1), n=p+tqg+3, p=>1,¢=>1

L’ensemble A est ici composé de 7 éléments : de D;I:Dgp+2, D, =D,
D;p+2:D;n et si p > 1, de Dq, et Dq,, (et si p=1, de Dy, et Dy ) et si ¢ > 1,
de Dq,,, et Dq,_, (et si ¢=1, de D;p+3 et D;p”).

Si p > 1, posons A'={Dy , Dy , Dq,} (et si p=1, posons &' ={Dyg , Dg, , Dg,}).
Alors A est distingué, et le triplet quotient (8, Z, A)/A" est
S//N ={ay, ..., 0, Oy, ..., O, 0}
T/N = {0y + Cy, Oprs + o+ 0, )
A/N =gz sig>1 (etsi g=1, alors A/A est concentré en 0,3, et sans
élément projectif).
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Dans les deux cas, on a dim C=dim C; =2, donc L=L,. S1 G=SL,+,(C), on a
donc L =Ng(SLy1(C) x SLy(C) x SL,4+1(C)). Le L;-module LieH| se décompose en deux
modules irréductibles, I'un de dimension (p + 1)(¢ + 1) et Pautre de dimension 2(g + 1).
Puisque dimH|/H"*=2(q + 1), il est clair que Lie H" est égal a celui de dimension
(p+ 1)(g+ 1), ce qui détermine H (a conjugaison pres : en effet, si ¢=1, les deux choix
conduisent a des sous-groupes conjugués).

9 ax(l +p+1,1), p>1

L'ensemble A est ici composé de 5 éléments : de Dy D;’ > Do, =Dg,
D, ., =Dg ctsip>1,de Dy, et Do, (ctsi p=1, de D;, et Dy).

Opo 1 Opt1

Si p > 1, posons A'={Dy , Dy , Da,} (et si p=1, posons &'={Dg , D, , Dg }).
Alors A’ est distingué, et le triplet quotient (S, Z, A)/A’ est

SP/A/ = {al, ey a/]}
Z/A/ == {a[?+2 + Bl}
A/N =2

On a dimC=dimC;=1 et dimH|/H*=2(p + 1)=dimH), d'out H=L=L,.
Si G =SLy3(C) X SLy(C), on a donc H=Ng(SL,:(C) X SLy(C)), ou lon se sert
du plongement diagonal de SLy(C) dans SLy(C) x SLy(C) et de l'inclusion naturelle
SLy+1(C) X SLy(C) C SLy+3(C), pour plonger SLy.1(C) x SLy(C) dans SLy(C) x SLy(C) X
SLy(C), puis dans G.

(10) ax(1 +p+ 1), p>1

L'ensemble A est ici composé de 5 éléments : de Dy =Dy , Dy, Dy et si

ﬂ +97 ap’ Up+2
p>1, de Dy, et D (et si p=1, de D;2 et DQQ)-

Apt1

Sip > 1, posons A'={Dg , Dq,, Da,,, } (et si p=1, posons A'={Dg , Dy, , Dg,}).
Alors A est distingué, et le triplet quotient (8, Z, A)/A" est
S/}/A/ = {GQ, ey ap-{-Q}
/N =o
A/N =o.

On a dmC=dmC,; =2, donc L=L;. Si G=SL,3(C), on peut prendre

L=Ng(SL,+(C)). Le Li-module LieH] se décompose en trois modules irréductibles,

I'un de dimension 1 et les deux autres de dimension p+ 1. Puisque dimH|/H"=2(p+1),
il suit que LieH" doit étre celui de dimension 1, ce qui détermine H (2 conjugaison
pres).
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(11) a1, 1, 1)

Le groupe H est réductif, de dimension 3, et se projette surjectivement sur tout
facteur de G. Si G =SLy(C) x SLy(C) x SLy(C), cela ne laisse qu'une seule possibilité
(& conjugaison pres) : H = (la diagonale de SLy(C) x SLy(C) x SLy(C)) - C(G).

(12 ap+q+p,n=2p+q p>2,9>1
L’ensemble A est ici composé de 2p+3 éléments : de Dy =Dy (1 <i<p), de
Dy, =D, , (I <i<p—1), de Dy et de Dy ;etsig>1, de D

a?ll aﬂ’
+ o _ . - B
de D%Jr1 et D%H, pour distinguer les deux, on convient que < p(D%H), a, > =-1).

oy €t Do, (ou st g=1,

Posons A'={D, =D, = (I < i < p-1), Dqﬁ, D, }. Alors A" est distingué,
et le triplet quotient (S, X, A)/A" est isomorphe a aa(p + ¢ + p) (on s’écarte ici
de l'argument type, car la condition 5) n’est pas remplie). Si G=8SL,(C), on a
H,; =Ng(SLy+1(C) x SL,,(C))°. Un calcul de dimension donne dimH,/H = p, d’ou 'on
déduit que H =Ng(P x SL,,(C)), ou P est un sous-groupe (parabolique) de codimension
p de SL,41(C). 11 y a deux classes de conjugaison de tels sous-groupes dans SL,.(C).
Comme A\{D;p} est distingué parabolique dans A, le groupe H est contenu dans un

conjugué¢ de Gs.(q,}, ce qui détermine P (et H) a conjugaison prés.

(13 wptqg+p—1),p=2,q9=>1

Lensemble A est ici composé de 2p + 1 éléments : de Dy, de Dy =D
2 < i< p),de D=D, (1 << p-1), et de Dy;etsig>1 deD

7/) a,. €t
Dg,,, (ou si g=1, de D et D;,m; pour distinguer les deux, on convient que
<pD;, ). o > — 1)

Opt1
Si ¢ > 1, posons A’:A\{Dgl,Daﬁ,D%H} (et si g=1, posons A'=A~{Dg,
D;p, D;pﬂ}). Alors A" est distingué, et le triplet quotient ($, Z, A)/A" est

+
Op+1

SP/A/ = {GQp ceey aﬁl 5 a[)+2) (XL} aﬂ}
/N ={o) +..+a,}
A/N =2.

On a dimC=dimC, =2, donc L=L,. Si G=SL,(C), on a donc L.=Ng(GL,(C)
X SLy+,1(C)). Le Lj-module LieH| se décompose en deux modules irréductibles, I'un de
dimension p(p+¢—1) et lautre de dimension p+¢— 1. Puisque dimHY/H"=p(p+¢—1),
il est clair que LieH" est égal a celui de dimension p+ ¢—1, ce qui détermine H
(a conjugaison pres, lorsque p=1).
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(14 @@, p), p =2

L’ensemble A est ici composé de 2p+ 1 éléments : de D:;Z_ :Dgl_ (1 <i<p), de
Dy =Dg, (I<i<p—1), et de D;ﬁ et Dg .

Posons & :A\{D;i =Dg (I <i<p—1)}; cet ensemble est distingué, et le triplet
quotient (S, 2, A)/A" est isomorphe & aa(p, p) (on s’écarte ici de I'argument type, car
la condition 4) n’est pas vérifiée). On sait que aa(p, p) est réalis¢ géométriquement par
G/H,, ou G=PGL;(C) x PGL,+,(C) et ou H; est la diagonale de G.

Un calcul de dimension donne dimH;/H=p, ce qui suffit presque pour
déterminer H. En effet, PGL,:,(C) contient exactement deux classes de conjugaison de
sous-groupes (paraboliques) P de codimension p. I’ensemble A\{D&l} étant distingué

parabolique dans A, le groupe H est contenu dans un conjugué¢ de Gs.qp3, ce qui
détermine P (et H) a conjugaison pres.

L’ensemble A est ici composé de 2p éléments : de Dgl, de D;l_ :Dgl_ 2<i<p),
de Do, =Dyp (1 <i<p—1), et de Dy .

Posons A'=A\{D, =Dg_ (1 <i<p—1)}; cet ensemble est distingué, et le triplet
quotient (&, Z, A)/A est

SN = o
/N ={a; +Bi,...,0, 1 + By}
A/N =2

On a dimC=dimC;=1 et dimH]/H*=p=dimH|, dou H=L=L,. Si
G =SL,41(C)xSL,(C), on a donc H=Ng(H’), ot H' est la diagonale de SL,(C)xSL,(C),
groupe qu’on plonge dans G au moyen de I'inclusion naturelle de SL,(C) dans SL(C).

(16) La famille y~(p+ g+ p), n=2p+¢q, p =2, ¢=>1

L’ensemble A est ici composé de 2p + 3 éléments : de DgizDgHm_ (1 <i<p),
de D&i:D;n//ﬂ'*-l (1 <1< p-1), de D;p et de D, ,,; et st ¢ > 1, de D
D“/Wl

<pD,, ). @, > =-1).

Up+1 et

(ou st ¢g=1, de D;p et D;/M; pour distinguer les deux, on convient que

+1

Posons A'={Dg, 1 < i< p}. L'ensemble A’ est distingué¢ et le triplet quotient
(7,2, A)/A est :
SV = {019, ..., Opry1 }
/N ={a, + 0, 0, ..., 0, T 0,}
A/N=zsi ¢g>1 (si g=1, A/A est composé¢ de deux éléments non
projectifs, concentrés en o).
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On a dimC=2, dimC; =3 et dimH|/H*=p (= cardd). Le L;-module LieH]
se décompose en six sous-modules irréductibles, de dimensions 1, p>~1, pq, pq, p et p.

Examinons d’abord le cas ot ¢ > 1. Alors les deux sous-modules de dimension p
sont isomorphes en tant que (L;, L;)-module et C; opére dans ces deux sous-modules
au moyen des poids &; =0, et & =0y + ... +0yip41. De ce qui précede, on déduit que
C={ce Cy, d(c)=0()}, et que LieH" est un sous-(L;, L;)-module de codimension p
dans LieH|, non stable par Cj, ce qui détermine H & conjugaison prés.

Lorsque ¢=1, il y a quatre sous-L;-modules de LieH| de dimension p, W;
(t=1,2,3,4), qui sont isomorphes en tant que (L;, L;)-module. Le groupe C, opere
dans ces sous-modules au moyen des poids 8; =0, & =041 + Oy, O3 =0, + 0y, €t
8; =09 Pour tout couple (i,)) (1 < ¢ <j < 4) notons H;=(L,, L) C;H; le sous-
groupe de G, avec Cj={c € C, 8(c)=3(¢)} et ou LieH; est un sous-(L,;, L;)-module
de codimension p dans LieHj, non stable par C,, et contenant W; pour k+1,;. Le
groupe H est conjugué a I'un des H;. Les groupes H;s et Hy, sont exclus, car ils
contiennent le radical d’un sous-groupe parabolique. Le groupe Hj, est exclu, car la
variété magnifique associée domine une variété magnifique dont le systeme sphérique
s’obtient par induction parabolique a partir de ay(p, p), ce qui n’est pas possible pour
a~(p+ 1+ p) (le systtme sphérique de G/Hjy ne differe de @p~(p + 1 + p) que par le
fait que A(a,+;) contient un élément projectif), et Hos est conjugué a Hy,. Par suite H
est égal & Hjy, ou a Hsy, qui sont conjugués.

(17) La famille @y*(2+ ¢+ 2), n=4+¢, ¢> 1

L'ensemble A est ici compos¢ de 7 éléments : de Dy =Dg |, de Dg =Dy , de
Dg, =Dg, » de Dy et de Dy ;etsig>1, de Dq, et Dg,, (ousig=1, de Dy, et D ;
pour distinguer les deux, on convient que <p(Dg,), ay > =-1).
Posons A'={Dg , Dg,}. L'ensemble A" est distingu¢ et le triplet quotient
(S, 2, A)/A est :
SP/A/ = {G4, N Gq+1}
/N ={ay+a,, 05+ ...+ 0oy}
A/N=zsi ¢g>1 (si g=1, A/A est composé¢ de deux éléments non
projectifs, concentrés en 0s).

On a dimC =2, dimC, =3 et dimH{/H"=2 (= cardd’). Le L;-module LieH|
se décompose en quatre sous-modules irréductibles de dimensions 1, 2, 2, ¢+ 1, ¢+ 1.

Examinons d’abord le cas ou ¢ > 1. Alors les deux sous-modules de dimension 2
sont isomorphes en tant que (L;, L;)-module et C; opére dans ces deux sous-modules
au moyen des poids &, =a; et & =03 + ... + a,. De ce qui précede, on déduit que
C={ce Cy, d()=()}, et que Lie H est un sous-(L,;, L;)-module de codimension 2
dans LieH|, non stable par Cj, ce qui détermine H & conjugaison prés.
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Lorsque ¢=1, il y a quatre sous-L;-modules de LieH| de dimension 2, W;
(=1, 2,3,4), qui sont isomorphes en tant que (L;, L;)-module. Le groupe C,; opére
dans ces sous-modules au moyen des poids &, =0, & =03 + 0y + 05, & =0a; + 0y + A3,
et 8 =05. Pour tout couple (7,)) (I < i <j < 4) notons H;=(L;, L))C;H} le sous-
groupe de G, avec C;j={c € Cy, 3(c)=9(¢c)} et ou LieHg- est un sous-(L;, L;)-module
de codimension 2 dans LieH|, non stable par C;, et contenant W, pour k%14, j. Le
groupe H est conjugué a l'un des Hj. Les groupes H;3 et Hy, sont exclus, car ils
contiennent le radical d’un sous-groupe parabolique. Le groupe Hj4 est exclu, car il
est contenu dans un sous-groupe magnifique H’, dont I'espace homogeéne G/H’ a un
systeme sphérique qui s’obtient par induction parabolique a partir de ay(2, 2), ce qui
n’est pas possible pour @*(2 + 1 + 2) (en fait, H; est magnifique, mais le systeme
sphérique de G/H;, differe de @*(2 + 1+ 2) en A(a,4), qui contient un élément
projectif), et Hos est conjugué a Hy4. Par suite, H est égal a Hyy ou a Hsy, qui sont
conjugués.

(18) az™(3+¢+3), ¢> 1

L'ensemble A est ici compos¢ de 9 éléments : de Dy =Dg, =Dy ., de
q
+ + + — — — — — — . :
D%:Daw:DaM, de DGQ:DGM, de Dy, Dug, Dolﬁ1 et de D“q+6’ et si ¢ > 1,

de Dq, et Dg,,, (ou si g=1, de Dy, et Dy, ; pour distinguer les deux, on convient que
<P(Dyq,); a5 > = ~1).

Posons A'={Dg ,Dg, }. Lensemble A" est distingué et le triplet quotient
(S, Z, A)/A est :

SN ={as, ..., 040}

/N ={0y + 05, 04 + .. F O3}

A/N=zsig>1 (st g=1, A/A est concentré en dy, et sans élément
projectif).

On a dimC =2, dimC, =5 et dimH}/H"=2 (= cardd’). Le L;-module LieH|
se décompose en 14 sous-modules irréductibles W; (t=1, ..., 14). Rangeons ces sous-
modules de fagon a ce que les six premiers engendrent LieH] comme algebre de Lie, et
que leurs poids sous C; soient donnés par : &; =0, & =03, &3 =03+ 0y, 04 =0y + Uy,
85 =044 €t O =0 y46. Alors les W; 1=1, 2, 4, 6) sont de dimension 2 et les deux autres
de dimension 2g.

Examinons d’abord le cas ou ¢ > 1. Alors les W; (=1, 2, 4, 6) sont isomor-
phes en tant que (L, Lj)-module. De ce qui précede, on déduit que C={c € C,,
1(¢) =o(c) = d4(c) = Bg(c)}, et que LieH" est un sous-(L;, L;)-module de codimension
2 dans LieH}, contenant les W; (i£1,2,4,6), mais ne contenant aucun des
W; (=1, 2,4, 6), ce qui détermine H a conjugaison pres.

Lorsque ¢=1, les W, (=1, ...,6) sont isomorphes en tant que (L;, L;)-modules.
Pour tout couple (i,) (I < i <j < 6) notons Hy= (L, L)C;Hj le sous-groupe de G,
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ou Cj est défini par {¢c € Cy, 3,(c)=8(c), pour 7, s € {1,...,6} {7, j} }, et ou Lie H;
est un sous-(L;, L;)-module de codimension 2 dans Lie Hj, contenant les W; (k > 6),
W, et W), mais ne contenant aucun des autres W;. Le groupe H est conjugué a I'un
des Hy. Si i=1, ou si j=6, ou si (i,7))=(2, 3) ou (4, 5), alors H; contient le radical
d’un parabolique, ce qui est exclu. Le groupe Hy; est exclu, car il est contenu dans un
sous-groupe magnifique H', dont 'espace homogéne G/H’ a un systéme sphérique qui
s’obtient par induction parabolique a partir de az(3, 3), ce qui n’est pas possible pour
az~(83+ 1+ 3) (en fait, Hys est magnifique, mais le systtme sphérique de G/Hys différe
de az”(3+ 1+ 3) en A(ay), qui contient un élément projectif), et Hsy est conjugué a
Hys. Par suite H est égal a Hss ou a Hyy, qui sont conjugués.

(19) aZ~(3+¢+2), ¢> 1

L'ensemble A est ici compos¢ de 8 éléments @ de Dy =Dg, =Dy ., de
qTo

+ + - - - - - . .
Dg, :D“q+4’ de Dy, :DO‘M’ ‘de‘ Dy, D, et Duq+4, et 51. g > 1, de Dq, et Dq ,, (ou s
g=1, de Dg, et Dy, ; pour distinguer les deux, on convient que < p(D, ), o3 > = —1).

Posons A'={Dg ,Dg, }. Lensemble A" est distingué et le triplet quotient
(S, Z, A)/A est :
SN ={as, ..., 00}
/N ={ay + 05, 04+ .o+ O3}
A/N=zsig>1 (st g=1, AJ/A" est concentré en a4, et sans élément
projectif).

On a dimC=2, dimC, =4 et dimH|/H"=2 (= cardd’). Le L;-module LieH]
se décompose en 10 sous-modules irréductibles W; (=1, ..., 10). Rangeons ces sous-
modules de fagon a ce que les cinq premiers engendrent LieH] comme algébre de
Lie, et que leurs poids sous C; soient donnés par : & =0;, & =03, O3 =03 + Oy,
Oy =04 + 0y et &5 =044y Alors les W; 1=1, 2, 4) sont de dimension 2 et les deux
autres de dimension 2g.

Examinons d’abord le cas ot ¢ > 1. Alors les W, (1=1, 2, 4) sont isomorphes
en tant que (L;, L;)-module. De ce qui précéde, on déduit que C={c € Cj,
O1(c) =3a(c) =d4(c) }, et que LieH" est un sous-(L,;, L;)-module de codimension 2 dans
LieH), contenant les W; (i£ 1, 2, 4), mais ne contenant aucun des W;(i=1, 2, 4), ce
qui détermine H a conjugaison pres.

Lorsque ¢=1, les W, (z=1,...,5) sont isomorphes en tant que (L;, L;)-modules.
Pour tout couple (7, j) (I < i <j<5) notons Hy= (L, L;) CjHj le sous-groupe de G, ou
Cj est défini par {¢ € Ci, 8(c)=5,(¢), pour 7, s € {1,...,5}\{,} }, et ou LieH; est un
sous-(Ly, Lj)-module de codimension 2 dans LieH], contenant les W, (k > 5), W; et W,
mais ne contenant aucun des autres W;. Le groupe H est conjugué a 'un des Hj. Si
i=1, ousi (1,))=(2, 3) ou (4, 5), alors H; contient le radical d’un parabolique, ce qui
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est exclu. Le groupe Hys est exclu, car il est contenu dans un sous-groupe magnifique
H’, dont I'espace homogéne G/H’ a un systeme sphérique qui s’obtient par induction
parabolique a partir de az(3, 2), ce qui n’est pas possible pour az~ (3 + 1 + 2) (en fait,
Hy; est magnifique, mais le systeme sphérique de G/Hy; differe de az7(3+ 1+ 2) en
A(0y), qui contient un élément projectif), et Hs, est conjugué a Hys. Par suite, H est
égal a Hss ou a Hyy, qui sont conjugués.

(20) az(3, 3)
L'ensemble A est ici compos¢ de 7 ¢léments : de Dg =Dy, :DEQ’ de
+ + _ — _ B -~ B
D; =Dy =Dy, de D, =Dg , de D, , Dy, et Dy et de Dy

Posons A'={Dg ,Dg, }. Lensemble A" est distingué et le triplet quotient
(S, Z, A)/A est :

SN = o
Z/A/ = {GQ + BQ}
A/N =2.

On a dimC = I, dimC; =4 et dimH|/H"=2 (= cardd’). Le L;-module LieH] se
décompose en 6 sous-modules irréductibles W; (=1, ...,6). Rangeons ces sous-modules
de fagon a ce que les quatre premiers engendrent LieH| comme algebre de Lie, et
que leurs poids sous C; soient donnés par : & =a;, & =03, 03 =P, & =P3. Alors
les W;(z=1, 2, 3,4) sont de dimension 2 et les deux autres de dimension 1. Les
W; (=1, 2, 3, 4) sont isomorphes en tant que (L;, L;)-modules. De ce qui précede,
on déduit que C={c € C, d(c) =d(c) = d3(c) = dy() }, et que LieH" est un sous-(L;, L;)-
module de codimension 2 dans LieH], contenant W5 et Wg, mais ne contenant aucun
des W, (1=1, 2, 3, 4), ce qui détermine H a conjugaison pres.

(21) az(3, 2)

L’ensemble A est ici composé de 6 éléments : de Dy =Dy, :Dgy de Dy, :Dgw
de Dy, =Dg,, de Dy, Dg, et Dg .

Posons A'={Dg ,Dg }. Lensemble A" est distingué et le triplet quotient
(S, Z, A)/A est :

SN = o
/N = {0y + By}
A/N =2

On a dimC=1, dimC, =4 et dimH/H*=2 (= cardd’). Le L;-module Lie
H] se décompose en 4 sous-modules irréductibles W; (i=1, 2, 3, 4). Rangeons ces

N . . . u \
sous-modules de facon a ce que les trois premiers engendrent LieH, comme algébre
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de Lie, et que leurs poids sous C; soient donnés par : &, =a;, & =03 O =[.
Alors les W; (1=1, 2, 3) sont de dimension 2 et W, est de dimension 1. Les W,
(t=1,2,3) sont isomorphes en tant que (L;, L;)-modules. De ce qui précede, on
déduit que C={c € Cy, d,(c)=8(c)=05(¢)}, et que LieH" est un sous-(L;, L;)-module
de codimension 2 dans LieH{, ne contenant aucun des W; (i=1, 2, 3), ce qui détermine
H a conjugaison pres.

(22) az(3, 1)

L’ensemble A est ici composé de 5 éléments : de D;lzDggzDgl, Dg,, de

D,, =Dg, de Dy et de Dg,. Posons &'={Dyg , Dg }. L'ensemble A’ est distingué et le

B>
triplet quotient (S, Z, A)/A’ est :
SN = o
Z/A/:{GQ + B]}
A/N =o.

On a dimC =1, dimC, =2 et dimH{/H"=2 (= cardd’). Le L;-module LieH|
se décompose en 3 sous-modules irréductibles, dont 'un de dimension 1 et deux de
dimension 2. Les deux de dimension 2 sont isomorphes comme (L;, L;)-modules et
leurs poids sous C; sont a; et 3. De ce qui précede suit que C={c € Cy, o1(c)=0s(0)},
et que LieH" est un sous-(L,;, L;)-module de codimension 2 dans LieH|, non stable
par C, ce qui détermine H a conjugaison pres.

(23) aes(6)

L'ensemble A est ici compos¢ de 7 ¢éléments : de Dy =Dy =Dg, de
Dy, =Dg, =Dg,, de Dy, =D, et de Dy, Dg,, Dy, et Dy . Posons A'={Dg , Dy,
L’ensemble A" est distingué et le triplet quotient (S, X, A)/A" est :
SN = @
/N ={ay, + a5}
A/N =2

On a dimC =1, dimC; =4 et dimH]/H"=2 (= cardd’). Le L;-module Lie H|
se décompose en 11 sous-modules irréductibles W; (t=1, ..., 11). Rangeons ces sous-
modules de fagon a ce que les quatre premiers engendrent LieH| comme algébre de
Lie, et que leurs poids sous C; soient donnés par : 8 =da;, & =03, 83 =0y, O, =0.
Alors les W, 1=1, 2, 3, 4) sont de dimension 2 et sont isomorphes en tant que (L;, L)-
modules. De ce qui précede, on déduit que C={c € C;, &(c) =do(c) = B3(c) = By(c)}, et
que LieH" est un sous-(L;, L;)-module de codimension 2 dans LieHj, contenant les
W; (i£1,2,3,4), mais ne contenant aucun des W; (i=1,2,3,4), ce qui détermine
H a conjugaison pres.



VARIETES SPHERIQUES DE TYPE A 207

(24) aes(5)

L’ensemble A est ici composé de 6 ¢éléments : de Dy =Dg =Dg , de D =Dy,
de Dy, =Dy, et de Dy, Dg, et Dy,.

Posons A'={Dg ,Dg }. Lensemble A" est distingué et le triplet quotient
(S, 2, A)/A est :

St/ =&
Z/A/ = {(XQ + 05}
A/N =2.

On a dimC =1, dimC, =3 et dimH|/H“=2 (= cardd’). Le L;-module Lie H se
décompose en 7 sous-modules irréductibles W; (=1, ..., 7). Rangeons ces sous-modules
de fagon a ce que les trois premiers engendrent LieH| comme algébre de Lie, et
que leurs poids sous C; soient donnés par : &, =0, & =03, &3 =04. Alors les W;
(1=1, 2, 3) sont de dimension 2 et sont isomorphes en tant que (L;, L;)-modules. De
ce qui précede, on déduit que C={c € Cy, d,(c)=8(c)=35(¢)}, et que Lie H" est un
sous-(L;, L;)-module de codimension 2 dans LieH|, contenant les W; (i £ 1, 2, 3), mais
ne contenant aucun des W; (1=1, 2, 3), ce qui détermine H a conjugaison pres.

(25) aes(4)
L'ensemble A est ici composé de 5 éléments : de Dg =Dg, de Dy =Dy, de
Dy, =Dyg,, et de Dy et Dy, .
Posons A'={Dg ,Dg }. Lensemble A" est distingué et le triplet quotient
(S, 2, A)/A est :

St/AN =&
Z/A/ = {(Xl + 0(4}
A/N =2.

On a dimC = 1, dimC; =2 et dimH|/H"=2 (= cardd’). Le L;-module LieH] se
décompose en 4 sous-modules irréductibles dont deux de dimension 2 qui engendrent
LieH| comme algebre de Lie, un de dimension 1 et un de dimension 3. Les deux sous-
modules de dimension 2 sont isomorphes en tant que (L;, L;)-modules et leurs poids
sous C sont Ay et az. De ce qui précede, on déduit que C={c € C, as(c)=0a3(c)}, et
que LieH" est un sous-(L;, Lj)-module de codimension 2 dans LieH], non stable par
C,, ce qui détermine H a conjugaison pres.

(26) ae;(7)
L'ensemble A est ici composé de 8 éléments : de Dy =Dg , de Dy, =D =Dg.,

de D{, =D; , de D, =D, de D, =Dy, et de D, , D, et D, .

as? ag?
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Posons A'={Dyg , Dg,, Dg,}. L'ensemble A" est distingué et le triplet quotient
(S, Z, A)/A est :

SN = o
/N ={ay+as, a5 +as}
A/N =o.

On a dimC=1, dimC;=3 et dimH]/H*=3 (= cardd’). Le L;-module Lie
H] se décompose en 7 sous-modules irréductibles W; (i=1,...,7). Rangeons ces
sous-modules de facon a ce que les quatre premiers engendrent LieH] comme
algébre de Lie, que leurs poids sous C, soient : & =0, & =0;=04, O, =07, et
que les W; (z=1, 2, 4) soient de dimension 3 et W5 de dimension 6. Alors les W;
(t=1,2,4) sont isomorphes en tant que (L;, L;)-modules. De ce qui précede, on
déduit que C={c € Cy, o1(c)=04(c)=0a;(c)}, et que LieH" est un sous-(L;, L;)-module
de codimension 3 dans LieH|, contenant les W; (1% 1, 2, 4), mais ne contenant aucun
des W; (1=1,2,4), ce qui détermine H a conjugaison pres.

(27) ae;(6)

L’ensemble A est ici composé de 7 éléments : de D =D;_, de D, =Dy =D; ,
1 5 2 4 6

_ - - _ _ + -

de Dy, =Dy, de Dy, =Dg , et de Dy, Dg, et Dy, .

Posons A"={Dg , Dg,, Dg,}. L'ensemble A" est distingué et le triplet quotient
(S, Z, A)/A est :

St/ =&
/N ={a; + a5, as + o}
A/N =2

On a dimC=1, dimC; =2 et dimH|/H"=3 (= cardd’). Le L;-module LieH]
se décompose en 4 sous-modules irréductibles W, (1=1, 2, 3, 4). Rangeons ces sous-
modules de facon a ce que les quatre premiers engendrent Lie H] comme algebre de
Lie, que leurs poids sous C; soient : 8, =a;, & =08 =0y, et que les W, (=1, 2) soient
de dimension 3 et W5 de dimension 6. Alors les W; (=1, 2) sont isomorphes en tant
que (L, Li)-modules. De ce qui précéde, on déduit que C={c € Cy, ai(c)=04(0)}, et
que LieH" est un sous-(L;, L;)-module de codimension 3 dans LieH|, contenant les W,
(1=3, 4), mais ne contenant aucun des W; (=1, 2), ce qui détermine H a conjugaison
pres.
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(28) Cl€7<5)
L’ensemble A est ici composé de 6 éléments : de Dy =D; =D{_, de D, =D,
1 3 5 1
de D, =D, et de D, D, et D] .
2 2 4

Posons A'={Dyg , Dg,, Dg,}. L'ensemble A" est distingué et le triplet quotient
(S, Z, A)/A est :

4}

Q52 ag

St/ =&
/N ={a, +a,,a; + 05}
A/N =2

On a dimC = dimC;=1 et dimH;/H*=3 (= cardd’). Par suite L=L,.
Comme le L;-module LieH| se décompose en deux sous-modules irréductibles, I'un de
dimension 3 et 'autre de dimension 6. LieH" doit étre celui de dimension 6, ce qui
détermine H a conjugaison pres.

(29) af (4)

L’ensemble A est ici compos¢ de 6 éléments : de Dg =Dg , de Do, =Dy, de
D, D, D, ct Dy .

Posons A'={Dg ,Dg }. Lensemble A" est distingué et le triplet quotient
(S, Z, A)/A est :

SP/AN =&
Z/A/ = {(XQ + Gg}
A/N =2.

On a dimC=2, dimC, =3 et dimH|/H"=2 (= cardd’). Le L;-module LieH|
se décompose en 5 sous-modules irréductibles W; (1=1,...,5), deux de dimension 2 et
trois de dimension 1. Rangeons ces sous-modules de fagon a ce que W, et Wy soient
de dimension 2, et tels que [W;, Wy] =[W;3, W4] =Ws;. Alors les W, (1=1, 2, 4) sont
isomorphes en tant que (L;, L;)-modules et leurs poids sous C; sont : &, =0, + 0y et
O =0y. De ce qui précede, on déduit que C={c € C,, §(c)=0y(¢)}, et que LieH" est
un sous-(L;, L;)-module de codimension 2 dans LieHj, contenant les W; (i=3, 4, 5),
mais ne contenant aucun des W, (=1, 2), ce qui détermine H a conjugaison pres.

3.4 Les cas primitifs non classiques : «[lexistence»

Montrons maintenant Pexistence de réalisations géométriques pour les systemes
sphériques primitifs non classiques. On peut laisser de coté les cas qui se déduisent
par localisation a partir d’autres cas primitifs, ce qui laisse neuf cas. Pour chacun des
cas, la partie «unicité» de la preuve fournit un candidat H=(L,, L,)CH".
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Rappelons que :

1) H, est un sous-groupe magnifique connexe d’un groupe adjoint G, ayant une
décomposition de Levi H; = LHj telle que Hj est le radical unipotent d’un sous-groupe
parabolique de G;

2) H est un sous-groupe de H;, ayant une décomposition de Levi H=LH"
vérifiant : L. C Ly, (L, L)=(L;, L)) (et donc H* C HY);

3) C et C; désignent les radicaux (les centres connexes) de L et L.

Voici deux résultats auxiliaires qu’on utilisera plusieurs fois.

(*) Désignons par Q le sous-groupe parabolique Ng(H;) et par 1(Q) un sous-
groupe de Levi de Q contenant L;. Pour que H soit sphérique dans G, il faut et il
suffit qu’il existe un sous-groupe de Borel B’ de L(Q) vérifiant :

a) B'LL est ouvert dans L(Q);

b) B'NL a une orbite ouverte dans LieH}/LieH".

(**) On suppose que H est magnifique, et qu’il existe une composante A-connexe
isolée 2’ de Zg/y, telle que le localisé du systeme sphérique de G/H,; en supp(Z') soit
isomorphe a aalp+q+p) (p > 2, ¢ > 1) ou a aa(q) (¢ > 1). Notons y 'unique racine de
type a, dans X'. La décomposition S =supp(Z’)U(S~supp(X’)) induit une décomposition
(L, L)=K" x K", ou K’ = SL,;,(C) x SL,4,(C); si ¢ > 2, notons K le facteur de K’
correspondant a SL,,(C). Alors,

1) si ¢ > 2, et si K opére trivialement dans LieHY/Lie H", alors y € JH5
2) si g=1, alors Y € Zg/y, et Ag/p(y) N Ag/n(@) =2 quel que soit a € S™{y}.

Preuve de (*) (voir aussi [Br2])

Désignons par Q_ le sous-groupe parabolique de G opposé¢ a Q tel que
ONQ_=L(Q). Lassertion (¥) résulte aussitot de la suite exacte

1 - Hj/H' — Q/H — LQJ/L — 1,

du fait que Q. Q/H est ouvert dans G/H, et de ce que B=B'Q" est un sous-groupe
de Borel de G, quel que soit le sous-groupe de Borel B’ de L(Q).

Preuve de (*%)

Posons supp(Z') = {B1, ..., B.} avec n=2p+g¢; c’est la base d’un systéme de racines
de type A,, quon ordonne comme d’habitude. On a y=f,; + ... + B,,. Posons
S = {B[,+1, RN B[Hl]}: et S = {Bﬁ+23 RN B/,Jr,],l}.

Soit B un sous-groupe de Borel de G contenant QY. On pose B'=BNL(Q), et
on suppose que B'L est ouvert dans L(Q)). Pour tout a € S, notons Gyq} le sous-groupe
parabolique de G contenant B et associé a a.
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Lemme. — Mémes hypothéses que pour (**). Si ¢ > 3 et 0 € S” (ou st g=2 et a € '),
i existe un sous-groupe Ko de K tel que Gyqy NL=(B NL)K,.

Preuve du lemme. — On se raméne aussitot au cas ou S=VS', c’est-a-dire au cas
ou G=SL,(C) et ou L;=H; =Ng(SL:(C) x SL,+,(C)). Soit B un sous-groupe de
Borel de G tel que BL; est ouvert dans G. Comme (L;, L;) C L. C L;, BL est alors
aussi ouvert dans G. Lorsque ¢ > 3 et a € S” (resp. lorsque ¢=2 et a € §'), on
vérifie qu’il existe un sous-groupe Ky semi-simple de dimension 3 (resp. unipotent de
dimension 1) dans K=SL,;,(C)) tel que Gy N L =B N L)Kq. 1l s’ensuit qu’on a
également Gy NL=B N LK.

Retournons a la preuve de (**).

Supposons ¢ > 3. D’aprés le lemme, pour tout a € S”, le groupe Gyqy N L laisse
stable P'orbite ouverte de BN L dans HY/H". D’autre part, par hypothése, Gq; N L(Q)
laisse stable I'orbite ouverte de B’ dans L(Q))/L,, donc aussi 'orbite ouverte de B’ dans
L(Q)/L. De la suite exacte

1 — HT/Hu — Q/H — LQ)/L — 1

et du fait que Q" Q/H est ouvert dans G/H, il s’ensuit que Gyq laisse stable I'orbite
p

G/H"

Supposons ¢=2. D’apres le lemme, pour tout a € ', le groupe Gyq; N L laisse

ouverte de B dans G/H, ce qui implique a € S

stable l'orbite ouverte de BN L dans Hj/H“. Comme ci-dessus, on en déduit que B
a méme nombre d’orbites dans 'orbite ouverte de Gyq; dans G/H que dans lorbite

ouverte de Gyq; dans G/H,, c’est-a-dire deux, ce qui implique o € Sg/H U Sé/H.
Notons X et X, les variétés magnifiques de G/H et G/H;, et X' et X/ les
localisés de X et X; en S'. La variété X| a comme systtme sphérique aa(g) avec

racine sphérique y. Le morphisme surjectif X — X, induit un morphisme surjectif

X" — X/. De cela, et si ¢ = 3, de 8" C S”G/H (et si q=2, de §' C Sé/H USé/H), on
déduit que X' — X est un isomorphisme, d’ott y € Zxs C Zg/y. Enfin si g=1, le
morphisme surjectif X’ — X/ est un isomorphisme (sans qu’on ait besoin d’hypothese
supplémentaire), donc y € X y; de plus, comme Ag /gy, (Y) N Ag /g, (@) =2 quel que soit
a € S™{y}, de la surjectivité de X — X, résulte que A p(y) N A u(@)=2 quel que
soit o € S™{y}.

Voici 'argument type (assez indirect) qu’on utilisera pour montrer I'existence
d’une réalisation géométrique pour les neuf systtmes en question. Soit S, Z, A l'un
de ces systémes, et soit H le candidat donné par la partie «unicité» de la preuve. On
déduira de (*¥) que H est sphérique. On vérifiera cas par cas que Ng(H)=H. Cela
implique que H est un sous-groupe magnifique de G ([Kn2]). Des considérations de
dimension de H et de C (et dans certains cas (*¥)) permettront alors de montrer que
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Zo/m=2Z et que S/é =, Enfin, puisque la dimension de C sera égale a 1 ou 2 (dans
les neuf cas considérés), il reste peu de possibilités pour Ag/y, qu’on éliminera toutes,

sauf A.

(7) ac*(n), n >3

On peut supposer n pair (le cas n impair s’en déduit par localisation). Soient G
et H les groupes introduits dans la partie «unicité» de la preuve. Grace a (*), on voit
que H est sphérique dans G. On vérifie que Ng(H)=H et que dimH = dimB“+ 1. Par
suite, ’espace homogene G/H possede un plongement magnifique, qui est cuspidal,
car H n’est contenu que dans deux sous-groupes paraboliques propres, dont H ne
contient pas le radical. De rang=(H) =1 suit que G/H posséde n couleurs. Mais le seul
systeme sphérique cuspidal de type A,, de dimension dimB"+ 1, et ayant n couleurs,
est le systeme ac*(n).

@) ax(1+p+1+qg+ 1), n=p+tq+3, p=>1,¢>1

Soient G et H les groupes introduits dans la partie «unicité» de la preuve.
De (*) on déduit que H est sphérique dans G. On vérifie que Ng(H)=H, et que le
plongement magnifique de G/H est cuspidal (car H n’est contenu dans aucun sous-
groupe parabolique propre, dont le radical est contenu dans H). De (**) on tire que
Opeg + .o+ 0, € Iy e, sig=1, que Agy(@yes3) N Ag/p(@;) =2 pour tout i%p + 3.
Puisque p et ¢ jouent un réle symétrique, on a aussi Oy + ...+ 0y € Zg/y et, si
p=1, que Aloy) NA(Q;) =@ pour tout i F 2. Pour des raisons de dimension, on voit que
S[(}}/H
étre de type d, on a Zgy=2. De rang=(H)=2 suit que G/H possede 7 couleurs.
On en déduit que le localis¢ en S’ ={ay, 0,1, a,} du systtme sphérique de G/H est
isomorphe a ax(1, 1, 1). Sip>1et ¢ > 1, ax(1+p+1+¢g+1) est le seul systeme sphérique
ayant toutes les propriétés ci-dessus. Si p=1, on doit considérer aussi la «variante»
de ax(1 + p+ 1+ ¢+ 1) obtenue en mettant un élément projectif dans A(Qy). Mais si
G/H était une réalisation géométrique de cette variante, alors H serait contenu dans
un sous-groupe parabolique Q) vérifiant S/é /Q
de la méme fagon le cas ¢=1. Donc, dans tous les cas, G/H est bien une réalisation
géométrique de ax(1 +p+1+qg+1).

=5 et que Zg /u est composé de 5 racines sphériques. Puisque aucune ne peut

=S~{ay}, ce qui n’est pas vrai. On régle

On va maintenant traiter parallelement les cas :

(12) @)(p+q+p)> ”:217+Qal7>2> 921

(16> @)N<p+q+p>: ”:217"'%/722: q>l
(17) "2+ q+2), n=4+gq, p=2,¢>1

(18)

18) az7(3+ g+ 3), n=6+gq, p=3, ¢= 1

Dans chacun des quatre cas, solent G et H les groupes introduits dans
la partie «unicité» de la preuve. De (¥) suit que H est sphérique dans G. On
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vérifie que Ng(L) N Ng(H")=L, d’ou il suit que Ng(H)=H. De (**) on déduit que
Opri + oo+ 0y € Zgyy ety si g=1, que AQy) NA@;)=2 pour tout iFp+ 1. Le
plongement magnifique de G/H est cuspidal (car H n’est contenu dans aucun sous-
groupe parabolique propre, dont H contient le radical). Pour des raisons de dimension,
on voit que S/é’ /H:S”, et que Xy est composé de 2p + 1 racines sphériques, dont 2p
sont de type a; (car aucune ne peut étre de type ). De rang=(H)=2, il suit que G/H
possede 2p + 3 couleurs. On en déduit que le localisé du systeme sphérique de G/H
en S'={ay,...,0,, Qyg1,...,0,} ne contient que des racines sphériques de type a; et
possede 2p + 1 couleurs, donc est A-connexe. Voici tous les systemes sphériques qui
possédent ces propriétés:

1) les quatre systemes sphériques considérés, et le systtme «dual» de ay(p+ g+ p)
(obtenu a partir de ay(p + ¢ + p) par un automorphisme extérieur);

2) si g=1, 1 y a aussi les variantes de ces systémes, en mettant un élément
projectif dans A0, ).

Dans la partie «unicité» de la preuve, on a montré que 'application, qui aux
systemes 1) et 2) associe la classe de conjugaison du candidat H correspondant, est
mjective. Il s’ensuit que, pour chacun des quatre systemes considérés, G/H est bien
une réalisation géométrique.

On va maintenant traiter parallelement les cas :

(23) aes(6)
(27) ae;(7)

Dans chacun des deux cas, soient G et H les groupes introduits dans la partie
«unicité» de la preuve. De (¥) suit que H est sphérique dans G. On vérifie que
Ng@L) N NgH")=L, dou il suit que Ng(H)=H. Pour des raisons de dimension,
s,
de type @, on a Iy =S. Comme rang=(H) =1, il suit que Ay contient card(S) + 1
éléments. Lorsque card(S) = 7, ae;(7) est le seul systtme qui possede ces propriétés,
donc G/H est bien une réalisation géométrique. Lorsque card(S) = 6, il y en a deux,

=2 €t 2o/ contient card(S) éléments. Aucune racine sphérique ne pouvant étre

aes(6) et ae;(6). D’apres la partie «unicité» de la preuve, les candidats H de ces deux
systemes ne sont pas conjugués. Par conséquent, pour ae(6) aussi, G/H est bien une
réalisation géométrique.

(29) ¢14)

Soient G et H les groupes introduits dans la partie «unicité » de la preuve. De (¥)
suit que H est sphérique dans G. On vérifie que Ng(L) N Ng(H") =L, d’ou Ng(H)=H.

Pour des raisons de dimension, Sfé JH

racine sphérique ne pouvant étre de type d, on a Zg/y=S. Comme rang =(H)=2,

=g et Zg/y contient quatre ¢léments. Aucune
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il suit que Ag/y contient six ¢léments. Puisque H n’est pas résoluble, il n’y a pas de
sous-ensemble distingué parabolique de Ag/y ayant deux ¢léments. Comme le systeme
af(4) est le seul systeme sphérique possédant toutes ces propriétés, G/H est bien une
réalisation géométrique de af(4).

Les autres systemes sphériques primitifs non classiques sont obtenus par localisa-
tion a partir des neuf systemes précédents.

5.5 Réduction du cas général au cas primitif

Soit §; %, A un systtme sphérique (adjoint de type A). Montrons qu’il existe
une variété magnifique unique (4 isomorphisme pres) ayant S/, ¥, A comme systéme
sphérique.

On raisonne par récurrence sur le rang de S. La proposition 3.4 ramene le
cas général au cas cuspidal. La proposition 3.6 permet de supposer qu’il n’y a pas
d’élément projectif (dans A). D’apres le §4, toute composante A-connexe qui contient
une racine sphérique de type ', a; X a; ou dj est alors isolée, et engendre un sous-
systeme primitif (classique). Comme le théoréme 1 est vrai pour ces systémes (voir 5.2),
on est ramené au cas ou S/, X, A est un systtme cuspidal, sans couleur projective, et
dont toutes les racines sphériques sont de type a, (n > 1), ce qu’on supposera désormais.

Supposons d’abord que §, Z, A contient plusieurs composantes A-connexes
effagables. Désignons par X, Z; deux de ces composantes, et posons A, =A%) =1, 2).

Montrons que le couple Aj, Ay décompose le systtme sphérique S, Z, A. Par
définition, les Aj, Ay sont distingués et le couple possede les propriétés (1), (2), (3) et (5).
Soit a; € supp(Z;) (t=1, 2). Si o) n’est pas orthogonal a 0y, comme toutes les racines
sphériques sont de type a, (n > 1), on voit que A(a,) Z Ay, ce qui implique (4).

La proposition 3.5 et 'hypothése de récurrence rameénent alors au cas ou 7,
2, A ne contient qu’une seule composante A-connexe effagable. Le lemme suivant ou
bien rameéne au cas primitif, ou bien permet de raisonner de nouveau par récurrence
grace a la proposition 3.5.

Lemme — Sout ', Z, A un systeme cuspidal, sans couleur projective, dont toutes les racines
sphériques sont de type a, (n = 1). On suppose qu’une seule composante DN-connexe X, de X est

effagable. Posons 9 =2 %), et D =0Z,) (1=1, 2). Alors :

ou bien ', I, A est primitif,
ou bien le couple Dy, Dy décompose S, Z, A.

Prewve — Si Zy =, alors S, X, A est primitif.

SiZyFoetDNy=g, alors &, Z, A est isomorphe a I'un des trois systémes primitifs
~(ptqgtp), az”B+qg+3) ouaz"(8+qg+2).

Enfin si Ay + o, alors Z; engendre un sous-systtme isomorphe a ay(p, p) (ou
a az(3, 3), ou a az(3, 2)), et le systtme engendré par X, est assez simple : il ne
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contient aucun élément projectif, ses composantes A-connexes engendrent des sous-
systemes isomorphes a aa(q) et ac*(n) (n pair), et le diagramme de Dynkin de supp(Zy)
est connexe. On voit facilement que Ay est distingué (non lisse), et que (S, 2, A)/Dy
est isomorphe a @)~ (p+¢+p) (ou a az”(3+¢+3), ou a az”(3+¢+2)). Enfin, on vérifie
sans peine que A;, Ay décompose S, X, A.

5.6 Résultats complémentaires

Il résulte de la preuve du théoreme 1 que les sous-groupes magnifiques sont
«presque tous» connexes.

Corollarre 1 — Soit G un groupe adjoint de type A et soit H un sous-groupe magnifique de

G. On suppose Sfé i Zo/m Ag /i cuspidal et vrréductible. Alors H est connexe, sauf st S‘é e

26/m Acyn est isomorphe :

ou bien a ao(n), n impair = 3 (auquel cas H° n'est pas magnifique);
P

3
ou bien a aa*(p+1+p), p =1, ou a ao(l) (auquel cas H® est magnifique).
Cela résulte aussitot de la preuve du théoréme 1.

Corollaire 2 — Soit ', Z, A un systéme sphérique adjoint de type A, et soit A son ensemble
des coulewrs. Alors tout sous-ensemble distingué IN' de I\ possede la propriété (*) du §3, n°3.

Preuve — Montrons d’abord qu’on peut se ramener au cas ou le systéme est
cuspidal. Disons d’une couleur 8, de type b qu’elle est parabolique, si a ¢ supp Z, et
désignons par Ay, I'ensemble des couleurs paraboliques. Si A’ est un ensemble distingué
de A, alors A'~A,, est encore distingué dans A. Par suite, le passage au quotient peut se
faire en deux temps : d’abord par un A’ contenu dans ANA,, puis par un A’ contenu
dans A, Dans le deuxiéme cas le corollaire 2 est facile et, dans le premier, il suffit de
montrer le corollaire 2 pour le systeme localisé en supp Z, qui est cuspidal.

Lorsque le systeme est cuspidal, le passage au quotient se fait séparément dans
chaque facteur irréductible, donc on peut supposer le systeme cuspidal irréductible.
Tout systéme cuspidal et irréductible, qui contient une racine sphérique de type @', est
isomorphe a aa*(p+1+¢) (p > 1) ou a ao(n) (n > 1). Dans ces cas, les seuls sous-ensembles
distingués sont I’ensemble vide et 'ensemble A.

Restent les systemes S/, X, A cuspidaux, irréductibles, et ne contenant aucune
racine sphérique de type @'. D’apres le théoréme 1, S, 2, A est le triplet d’'un G/H, ou
H est un sous-groupe magnifique de G. D’apres 1.4 et la proposition 3.2, A s’identifie
a Ag/p. D’apres la théorie des plongements des espaces homogenes sphériques, au
sous-espace vectoriel colorié N(A'), A" correspond un G-morphisme (2 fibres connexes)
G/H — G/H'. Par construction, le cone des valuations Vg est saillant (donc
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Ng(H')/H’ est fini), et le triplet quotient s’identifie au systéme sphérique S/é Jis Zo/ms
Ag - Reste a voir que Zyy engendre =gy, autrement dit que H' est magnifique.

Soit H* le sous-groupe magnifique de G contenant H' et dont le systéme
sphérique est SpG J1r Z:/w> Ag/n- Puisque le triplet quotient d’un systeme sphérique
ne contenant aucune racine sphérique de type ¢’ ne contient également aucune racine
de type &', H* est connexe d’aprés le corollaire 1. Par conséquent, H'=H* est bien
magnifique.

Soit §, £, A un systéme sphérique adjoint de type A, et soit A son ensemble
des couleurs. Un couple &', S" (ou A" C A et ou S C S) sera dit distingué si A’ est
distingué dans A, si 8" C SN EZ, et si tout o € S’ vérifie Aa) VA =2 et O (Y)=84(Y),
quel que soit y € 2. Si @ : X — X’ est un G-morphisme dominant entre G-variétés

magnifiques, on pose A(@ = {D € Ax, @D)=X'} et S(@=Sx N S;;,.

Corollaire 3 — Soit G un groupe adjoint de type A, et soit X une G-varété magnifique.
Lapplication qui a @ associe le couple N@), S(@) est une byjection entre Uensemble des G-morphismes
dominants @ de X dans une autre G-variété magnifique, et Uensemble des couples distingués L', S'
de S5, Zx, Ax.

La preuve du corollaire 3, proche de celle du corollaire 2, est laissée comme
exercice.

Corollarre 4 — Soit G un groupe adjoint de type A, et soit H un sous-groupe magnifique de
G. Pour que H soit réductif, il faut et il suffit que le systéme sphérique de G/H soit un produit de
systemes classiques et de systemes ac*(n) (n pair), ax(1+p+1, 1) (p > 1), ax(1, 1, 1) et ay(p, p—1)
p=2).

Prewve — Soit S, Z, A le systeme sphérique de G/H, et soit p: A — N DV
son espace vectoriel colorié¢ (qui s’identifie a I'espace vectoriel colorié de G/H). La
réductivité de H équivaut aux conditions suivantes (voir ([Br6]) :

1) 0 € pd); et

2) il existe une forme linéaire sur N qui est > 0 sur p(d) et <0 sur V.

De (1) et (2) résulte que S*, Z, A est cuspidal, que A ne contient pas d’élément
projectif, et que les composantes A-connexes sont isolées. Par suite, S/, Z, A est
isomorphe a un produit de systétmes primitifs. Or les seuls systémes primitifs qui
vérifient (1) et (2) sont ceux mentionnés dans ’énoncé du corollaire 4.
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§6 Clotures sphériques

Dans ce § et le suivant, sauf mention expresse du contraire, G désignera un
groupe réductif connexe quelconque. On note B un sous-groupe de Borel de G, et T
un tore maximal de B.

Rappelons quelques faits bien connus (voir [Knl] ou [Br6]) qu'on va utiliser
plusieurs fois. Soit H un sous-groupe sphérique de G. Quitte a remplacer H par
un sous-groupe conjugué, on peut (et on va) supposer que BH est ouvert dans
G. Le groupe Ng(H)/H est multiplicatif, et BH®=BH=BNg(H) (ot H°® désigne la
composante neutre de H). Si P=Pg gy est le sous-groupe parabolique associ¢ a G/H
(voir §1), alors BH/H est isomorphe a P* X Y, ou Y est un espace homogéne sous T,

dont l'algebre affine est isomorphe a Ialgebre du groupe = /y.
6.1 La notion de cloture sphérique

Le groupe des G-automorphismes de G/H s’identifie & Ng(H)/H, donc Ng(H)
opere de fagon naturelle dans Ag /. Notons H le sous-groupe des éléments de Ng(H)
qui agissent trivialement dans Ag/y. Le groupe H est encore sphérique (dans G) et
le morphisme naturel G/H — G/H induit une bijection Ag/m — Dg p, permettant
d’identifier ces deux ensembles.

On appellera H la céwre sphérigue de H. Un sous-groupe H de G sera dit
sphériquement clos $’il est sphérique et si H=H.

La cloture sphérique de tout sous-groupe sphérique est sphériquement close. Par
construction, le centre de G est contenu dans tout sous-groupe sphériquement clos
H, autrement dit G/H est en fait un espace homogene du groupe adjoint de G.
L’intérét de ces sous-groupes vient de ce que tout sous-groupe sphériquement clos est
magnifique ([KnZ2]).

L’objectif de ce § est une caractérisation combinatoire des sous-groupes sphériques
ayant une cléture sphérique donnée (proposition 6.4).

6.2 Sous-groupes sphériquement clos

Soit H un sous-groupe sphériquement clos de G. Pour simplifier, on pose
==Z¢/u, 2=2¢/u, D=Dg/u et p=Pg/u-

L’expression H® désigne bien str la cloture sphérique de H®. Posons =° ==, s,
3 =2 e B° =D i, P°=Po/me> S°=SNZ°N 3T et m=cardS°,

Lemme 6.2.1 — Le groupe H/H® est isomorphe a (Z)2Z)", et =° est le sous-groupe de
=(T) engendré par = et S°.

Preuwve — Le morphisme naturel G/H° — G/H envoie les couleurs de A°(a) sur
celles de A(a), quel que soit a € S. Par suite, opération naturelle de H dans A°
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échange les deux éléments de A°(0) (pour chaque o € S°) et fixe les autres couleurs.
D’ott un morphisme injectif de groupes H/H° — (Z/27)". On en déduit P'inégalité
card H/W < 2™,

Le nombre card H/H° est aussi le degré de Iextension [KHG/H°) : KG/H)].
Notons @ : BH/H° — BH/H le morphisme naturel, et posons Y°=@ '(Y). Il est clair
que le morphisme naturel P* x Y° — BH/H?® est un isomorphisme, d’ou I'on déduit
que Y° est homogene sous T et que son algebre affine est isomorphe a I'algebre du
groupe Z°. Par suite, card H/H = [KG/H') : KG/H)] = [KY°) : KY)] =card=Z°/=Z. Du
fait que =° et = sont des groupes libres de base Z° et Z, on déduit que 2" < card =°/=.
Par conséquent, card H/H =card=°/= =2". Les assertions du lemme en résultent.

Quitte a remplacer G par un revétement fini, on peut (et on va) supposer que
G=CxGy, ou C est un tore et ou G| est un groupe semi-simple simplement connexe.
Alors £[G] est une algebre factorielle ([Iv]). On a B=Cx B, ou B; est un sous-groupe
de Borel de G, et H=C x H;, ou H, est un sous-groupe sphériquement clos de G.

Désignons par PAG)™ le groupe multiplicatif des f € AG) qui sont vecteurs
propres pour 'opération de B x H dans G, B opérant par «translations a gauche» et
H par «translations a droite». Notons m: G — G/H la projection naturelle. Pour tout
D € A, notons f;, I'équation de 1 (D) dans £[G] qui est constante égale a 1 sur C. Pour
tout X € Z(C), notons f; le caractére de G correspondant a X, modulo I'identification
=(G)==(C) (pour l'opération de G dans AG) par «translations a gauche», f; est un
vecteur propre de poids X).

Lemme 6.2.2

1) Les f€ WHG)Y sont ceux de la_forme

=k [I)™ (€K, X €=(C) @ nDlpes € Z°),

Dea
et cette écriture est unique.

2) Les /(D) (D € A) sont iréductibles, sauf si D =D}, avec a € S°, auquel cas T'(D)
possede deux composantes connexes qui sont échangées par H (opérant dans G par translations a
droite).

Preuve. — Soit f € BHG)H"). Puisque la restriction de fa C est un vecteur
propre de G, il existe ¢ € £ et X € Z(C) tels que f=¢fg, ou g € AG)) est un vecteur
propre de B, x H} (valant 1 en I'élément neutre). Puisque B, x H} est connexe, tout
facteur irréductible de g est encore vecteur propre de B; x Hj. On peut identifier A°
a P'ensemble des composantes irréductibles de GNBH =G>NBH®. Pour tout D € A°,
notons fp I'équation de D dans £[G;] qui vaut | en I’élément neutre. Tout élément
irréductible de £[G] qui est vecteur propre de B, x HS est visiblement proportionnel
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a I'un des fp, D € A°. De la factorialité de £[G,] résulte alors que

® f=c [T ™ €k, x€=Z(C) et sDpea- € Z)

Deae

(et cette écriture est unique).

L’application qui a D € A associe T!(D) permet d’identifier A a 'ensemble des
orbites de H dans A° (H opérant «par translations a droite»). Les assertions du lemme
résultent de cette remarque, de (*) et du lemme 6.2.1.

6.3  Un vésultat intermédiaire

On conserve les hypothéses et les notations précédentes.

Notons p : = — Z(C) x Z* ’homomorphisme de groupe défini par ply) = (Y=,
<pMD), Y >pea), Y€ =.

Notons 0 : =(C) x Z* — Z(B) et 1: =(C) x Z* — =(H) les homomorphismes de
groupe définis par :

o((X, nD)pea)) = le poids de B de f [J (/o)™ et

Dea

1((X, n(D)pea)) = le poids de H de 4 [T(/H)™, (X, nD)pea) € Z(C) x Z2.

Dea

Par définition de p et de =, 'application composée 0 o p est I'identité de =, et
le noyau de T est égal a 'image de P.

Désignons par H* I'intersection des noyaux des caracteres de H (H/H* est le plus
grand groupe quotient de H qui est un groupe multiplicatif). Si H’ est un sous-groupe
de H contenant H*, alors =(H/H') s’identifie 4 I’ensemble des caractéres de H qui
deviennent triviaux en restriction a H'. Posons @ =1 '(Z(H/H")) et ® = 1! ({e})=p(=2).

Lemme 6.3.1 — Lapplication qui a H' associe @ est une bijection entre Lensemble des
sous-groupes H' de H contenant H*, et Uensemble des sous-groupes @ de =(C) x Z" contenant ®.

Prewve — Puisque H/H* est multiplicatif, ’application qui a H’' associe =(H, H’)
est une bijection entre I’ensemble des sous-groupes H' de H contenant H*, et 'ensemble
des sous-groupes de Z(H)=Z=(H/H*). On a déja mentionné que ®=1"'({c}). Pour
établir le lemme, il reste & prouver que T: =Z(C) x Z* — =(H) est surjectif.

Puisque le groupe H/H* opere fidélement dans G/H*, tout caractere de =(H) est
poids d’'un vecteur propre de H dans AG). Comme I’algébre £[G] est factorielle, tout
vecteur propre de H dans AG) est quotient de deux vecteurs propres de H dans £[G].
Par suite, les poids de H dans 4[G]"" engendrent le groupe Z(H). Puisque A[G]"" est
un G-module rationnel, tout poids de H dans A{G]"" est poids d’un vecteur propre de
B x H dans £[G]"". La surjectivité de T est alors conséquence du lemme 6.2.2.
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Lemme 6.3.2 — Soit H' un sous-groupe de H contenant H*, et soit @ le sous-groupe de
=(C) X Z2 lui correspondant (d’aprés le lemme 6.3.1). Si S°No(P') =, alors H et H' ont mémes
orbites dans Uensemble des composantes irréductibles de G\BH.

Prewve — Soit a € S°. Désignons par Hg le sous-groupe des éléments de H
qui fixent les deux composantes de 1 '(D,). Ce groupe est d’indice 2 dans H, donc
contient H*. Notons @, le sous-groupe de =(C) x Z% qui lui correspond d’aprés le
lemme précédent. Puisque card Ag y, (@) =2, on a a € =gy, ; par suite, 0(Pq) == /g,
est le sous-groupe de =(B) engendré par = et o. Si a ¢ (@), alors @' ne contient pas
®,, ce qui implique que H' n’est pas contenu dans Hg, ce qui démontre le lemme.

Lemme 6.3.3 — Soit H' un sous-groupe de H contenant H*, et soit @' le sous-groupe de
=(C) x Z2 lui correspondant (d’aprés le lemme 6.3.1). Si la restriction de G @ @ est injective, alors
H' est un sous-groupe sphérique de G. St de plus S° N o(D') =@, alors la cloture sphérique de H'
est H.

Preuve — Considérons les morphismes naturels
* ¢ / v u
BH/H*—BH/H'—BH/H ~ P* x Y,

et posons Y =y'(Y) et Y*=@'(Y). 1l est clair que les applications naturelles
P* xY — BH/H' et P* x Y* — BH/H* sont des isomorphismes, que Y’ (resp.
Y*) est homogeéne sous T x H/H' (resp. T x H/H*), et que les algébres affines de Y’
et Y* sont isomorphes aux algebres de groupes @ et =(C) x Z*. De Dlinjectivité¢ de o,
il suit alors que le morphisme B — BH/H’ est dominant, ce qui montre bien que H’
est sphérique.

Notons (H°)* I'intersection des noyaux des caractéres de H°. Ce groupe n’a pas
de caracteres non triviaux et est connexe. De la et de H* C H C H on déduit que
(H°)* C (H")° C H".

Puisque (H')° et H° sont sphériques, pour toute représentation rationnelle
irréductible E de G, les vecteurs propres de (H')° et de H® forment une base de E®)",
et tout vecteur propre de H® est aussi vecteur propre de (H')°. Par conséquent, H® et
(H')° ont mémes vecteurs propres dans E. Puisque £[G], en tant que G X G-module,
est isomorphe a la somme directe des E ® E* (E G-module rationnel irréductible),
B x (H)° et B x H° ont aussi mémes vecteurs propres dans £[G]. Cela montre que
BH’=BH. Par hypothése (et grace au lemme précédent), H et H ont mémes orbites
dans ’ensemble des composantes irréductibles de GNBH. On en déduit que les groupes
B x H" et B x H ont également mémes vecteurs propres dans £[G]. Comme H est
sphériquement clos, cela montre bien que H est la cloture sphérique de H'.

Soit =’ un sous-groupe de =(B) contenant Z, et soit p’ : A — (=)* une application.
Définissons, comme plus haut, p’: =" — =Z(C) x Z* par p'(y)=(Y|zc)» <P (D), Y >pea),
ye =
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On dira que le couple =/, p' est adapté a H s’il vérifie les trois conditions
suivantes :

1) pour tout a € S°, on a a ¢ =’;
2) la restriction de p’ a = est égale a p;
3) oo p’ est 'identité de ='.

Proposition 6.3 — Soit H un sous-groupe sphériquement clos de G. Lapplication qui a
un sous-groupe sphérique H' associe le couple =gy, Pgur est une byection entre ensemble des
sous-groupes sphériques H' de G ayant H comme cloture sphérique, et Uensemble des couples =', p'

adaptés a H.

Preuwve — Soit H' un sous-groupe sphérique de G ayant H comme cloture
sphérique. Le couple =g p/, Pg/ur vérifie les conditions (2) et (3) par construction. On
sait que H/H' est un groupe multiplicatif (voir [Br6]), donc H* C H’. La condition
(1) vient de ce que H' permute les deux éléments de Ag (@), quel que soit a € S°.
L’application de la proposition est donc bien définie.

Puisque H* C H', grace au lemme 6.3.1, H' est déterminé par @’ :T/H'(EG JH)s
donc est déterminé par le couple =g y/, Pg/n/, c€ qui montre que I'application de la
proposition est injective.

Soit maintenant =', p’ un couple adapté a H. Posons @' =p'(Z’). D’apres la
condition (2), ®" contient ®. D’aprés le lemme 6.3.1, @ détermine donc un sous-
groupe H' de H contenant H*. D’apres les conditions (1) et (3) et le lemme 6.3.3,
H’ est sphérique dans G, et sa cloture sphérique est H. Enfin par construction on
a =g == et Ppgp =(0
proposition.

o) ' =p/, donc PG/m =P', ce qui termine la preuve de la

6.4  Caractérisation combinatoire des sous-groupes sphériques ayant une cloture sphérique donnée

Dans la suite on va reformuler les trois conditions (1), (2), (3) (disant qu’un couple
=/, p’ est adapté a H), de fagon qu’elles ne dépendent plus que du systeme sphérique
S, Z, A de G/H. Commencons par clarifier la définition de S°.

Rappelons que S* =S N %Z.

Lemme 6.4.1 — Lensemble S° est Lensemble des o € S” vértfiant @ < BY, a > est paw,
quel que soit B € S”.

Prewve — Soit a € S°. Alors o € 2°. Si B € S%, alors :
ou bien B ¢ S°, auquel cas Dy € A° et < p°(Dp), o > :% <B',a > € Z, donc
<BY, a > est pair;
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ou bien B € S°, auquel cas A°(B)={Dy, Dg} et <p°(D;), a > = < p°(Dg), a >,
donc <fB',a> =2< pO(Dg), a > est également pair.

Soit a € S*~S°. Montrons qu’il existe B € S* tel que < ', a > est impair,
Raisonnons par I’absurde. Notons =’ le sous-groupe de =(B) engendré par = et a. Si
< PBY, a > est pair, quel que soit B € S, alors le prolongement linéaire naturel de p
" (notons le p’) est a valeurs dans Z, et le couple =', p" est adapté a H. Soit H’
le sous-groupe de H qui lui correspond d’aprés la proposition 6.3. Le groupe H' est
d’indice 2 dans H, donc H°=(H')°. Comme a € Zgy, il sensuit que a € Z°. Mais
ce dernier signifie que o € S°, ce qui contredit ’hypothése a € S¥~S°.

a=

Rappelons qu’on a introduit au §2, n° 3, pour toute augmentation =, p’ d’un
systétme sphérique S*, X, A, un «ensemble de couleurs» A, p’ : A — (=)".

Lemme 6.4.2 — 1) Si =/, p' est un couple adapté a H, alors =/, p'|s est une augmentation
de S, 3, A.
2) Si =/, p' est une augmentation de ', Z, A et st D, P est son ensemble des coulewrs, alors

le couple =', p' est adapté a H.

Preuve — Pour tout D € A, notons wp le poids dans =(B) du B-vecteur propre
Jb. St a(D, a) sont les entiers tels que wp= > n(D, a)wy, alors on sait que
aes

nD,a)=1s1 D € Aa) et 20 €A ;
nD,a)=2s1 DeA0) et 20 €A
nD,a)=0 si D ¢ Aa)

(voir [Fo], p. 37-38).
Par suite, pour tout y € =/, on a (6o p)y)=Vlzc)+ X <p'D),y>wp=Yz¢ +
Den
> 2 <nD,a)p'D),y> w.

€S Deha)
Par conséquent, (3) est équivalent a

# > <aD,apD),y>=<a’,y>@€cSetye )

DeA(a)

Siae S, (s) équivaut a (¥), et si a € S (a2) équivaut a (¥).

Si a €S, (ol) est équivalent a (¥) et (1). En effet, (01) assure que p'(D}) est a
valeurs entiéres sur =, puis implique (¥) et (1); inversement, (*) implique que <a,y >
est pair quel que soit y € =/, et (1) signifie o ¢ =" si a € S°; si a € S°, alors le lemme
6.4.1 montre qu’il existe B € S* tel que <P, a > est impair, ce qui implique encore
ag='

Si a € S’ (*) est vrai par construction de P'extension de p’ a A, grace a (02);
inversement (02) résulte de (¥) et de I’égalité Dy =Dpg si a est orthogonal a B et si a+f3
(ou %(C( + B)) appartient a .
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Enfin, (2) équivaut a (al), ce qui termine la preuve du lemme 6.4.2.

On arrive au résultat principal de ce paragraphe.

Soit H un sous-groupe sphériquement clos de G, et soit S/, 2, A le systéme
sphérique de G/H. Si H' est un sous-groupe sphérique de G de cloture sphérique H,
alors Ag/p/ et A sont visiblement en bijection naturelle; on les identifiera dans ce qui
suit.

Proposition 6.4 — Lapplication qui @ H' associe le couple =', p" (on = ==¢ )y, et ou
p' = la restriction de pg @ A), est une bijection entre Uensemble des sous-groupes sphériques de
G dont la cloture sphérique est H, et Uensemble des augmentations du systeme sphérique S, Z, A.

Preuve — C’est une conséquence immédiate de la proposition 6.3 et du lemme

6.4.2.

§7 Preuve du théoréme 2
On conserve les notations et conventions du paragraphe précédent.
7.1 Cloture sphérique d’un systeme sphérique

Soit &, £, A un systéme sphérique. On notera 2Z(S) ensemble des y € I~S
vérifiant : 2y € Z(G) et le couple 2y, S/ est celui d’une variété magnifique de rang 1.
Pour tout y € Z, on pose

Y=2y siy€ 25(S) et Y=Y sinon.

On pose Z={y,y € Z} et on notera = le sous-groupe de =(B) engendré par .
On désignera encore par A la famille de =  obtenue «par restriction» de A a =,

Il est clair que S, ¥, A est encore un systtme sphérique, qu’on appellera la
cloture sphérique du systtme Sf, Z, A. Un systéme sphérique qui est égal a sa cloture
sphérique sera appelé sphériquement clos. Du fait que deux racines sphériques différentes
et proportionnelles sont forcément 'une le double de l'autre (voir [Wa]), il résulte que
la cloture sphérique d’un systéme sphérique est sphériquement close.

Soit H un sous-groupe sphérique de G, et notons H la cloture sphérique de H'.

Lemme 7.1 — On suppose le théoreme 1 vrar pour le groupe adjoint de G. Alors le systeme
sphérique de G/H est la cloture sphérique du systeme sphérique de G/H'.

Preuve — Soit S, Z, A le systéme sphérique de G/H, et soit &, Z, A la cloture
sphérique de 7, Z, A. Si le théoréme 1 est vrai pour le groupe adjoint de G, alors il
existe un sous-groupe magnifique H ayant comme systéeme sphérique S*, 3, A. 1l est
clair que =g/, Pg/u est une augmentation de S, >, A. Soit H® le sous-groupe de H
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correspondant a I'augmentation =y, Pg/u de S/, %, A (voir proposition 6.4). Alors H
et H® sont deux sous-groupes magnifiques (contenant le centre de G) dont les espaces
homogenes G/H et G/H® ont méme systéme sphérique. D’apres P'assertion d’unicité
du théoreme 1, H et H® sont conjugués. Puisque H est sphériquement clos et que la
cloture sphérique de H® est H (voir proposition 6.4), on a H°=H, ce qui démontre
le lemme.

Remarque — Lorsque G est adjoint de type A, tout systeme sphérique est
«sphériquement clos». En effet, pour tout y € 2(G)~S on a alors toujours 2y ¢ Z(G).

7.2  Preuve du théoréme 2

1) Montrons que l'application du théoréme est bien définie. Soit H un sous-
groupe sphérique de G. Il faut expliquer pourquoi le quintuplet Sf} I Zo/m> Ac/ws
Za/w»> Po/wy est une donnée sphérique homogene.

Commencons par expliciter pourquoi S’g Jur o/ Ag/m est un systeme
sphérique. Soit H la cloture sphérique de H' et soit S, X, A le systéme sphérique
de G/H. Comme Ay (a) — A@) est bijectif, quel que soit o € S, on déduit que
Sl(’;/ﬂ/ =5, que SN Zgy =SNZ, que SN %ZG/H, =SSN %Z et que Ag/p peut étre
identifi¢ a2 A (en tant qu’ensemble). Puisque Zg /et Z définissent tous deux le cone
simplicial Vg, dans Ng g, pour tout Y € Zg g, on a ou bien y € Z, ou bien
2y € Z (deux racines sphériques différentes et proportionnelles sont I'une le double de
I'autre, voir [Wa]). De cela et du fait (vu au §6) que S, Z, A, Za/u» Po/mr est un
systeme sphérique augmenté, on déduit sans peine que Ag /i est adapté a 2 /w €t que
S/(’} Jh ZG/H Ag/y vérifie (Z1) et (22). Par définition, tout Y € gy peut étre réalisé
comme racine sphérique d’une sous-variété magnifique X de rang 1 d’un plongement
de G/H’; avec un peu de soin, on peut choisir ’éventail colori¢ de ce plongement
«sans couleurs», auquel cas il est bien connu que Sk = Slé J1s Ce qui montre que S’g J1r
Zo/m> Agm Vvérifie aussi la condition (S).

Du fait que =g/, Pg/y est une augmentation de S, %, A, on déduit sans
peine que =g/, Pg/ps €st aussi une augmentation de S’g/H,, Z6/m> Ag/w- Enfin, les
¢léments de Xy sont par définition primitifs dans =g /.

2) Montrons maintenant que I'application du théoréme 2 est injective. Notons
H la cloture sphérique de H'. D’apreés le lemme 7.1, le systéeme sphérique de G/H’
détermine celui de G/H (noté¢ $, Z, A). D’apreés le théoréme 1, ce dernier détermine H
(a conjugaison pres). Mais =gy, P/ st une augmentation de &, Z, A qui, d’apres
la proposition 6.4, détermine H’. En résumé, H' est bien déterminé (a conjugaison
pres) par la donnée sphérique homogeéne de G/H'.

3) Enfin, montrons que 'application du théoréme 2 est aussi surjective. Soit S,
3, A, =/, p/ une donnée sphérique homogene et soit S*, T, A la cléture sphérique de S,
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2, A. D’apres le théoréeme 1 et le lemme 7.1, 1l existe un sous-groupe sphériquement
clos H dont I'espace homogene G/H posséde S, £, A comme systétme sphérique. Le
couple =/, p’ est aussi une augmentation de S*, T, A. Soit H' le sous-groupe de H
qui lui correspond d’apres la proposition 6.4. Alors par construction G/H' possede
S, %, A, =/, p) comme donnée sphérique homogéne, ce qui termine la preuve du
théoreme 2.
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