קומבינטוריקה: אז איך מחלקים 52 קלפים בין 4 אנשים?
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אז למה באמת לא צריך להכפיל ב-  !4  ? 
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כדי להבין זאת, נבחין קודם כל בכך שאם נכפיל ב- !4, נספור יותר מקרים ממה שדרוש. לשם כך, בואו נבנה טבלה שתתאר את שלבי החישוב השונים של הפתרון שהציע רבי טרפון:
	שלב 1: 13 קלפים מתוך 52
	שלב 2: 13 קלפים מתוך 39 שנותרו
	שלב 3: 13 קלפים מתוך 26 שנותרו
	שלב 4: 13 קלפים מתוך 13 שנותרו
	שלב 5: חלוקת הקלפים בין 4 אנשים

	
	
	
	
	


הפתרון הנ"ל אמור למנות את מספר האפשרויות לחלק את 52 הקלפים בין 4 אנשים. בואו נבחר אפשרות אחת לחלוקה כזו (אנו נבחר כאן אפשרות ספציפית אחת, אך תוכלו לבחור כל אפשרות אחרת, כרצונכם, ולעקוב אחר התהליך המתואר להלן באמצעותה):
	שלב 1: 13 קלפים מתוך 52
	שלב 2: 13 קלפים מתוך 39 שנותרו
	שלב 3: 13 קלפים מתוך 26 שנותרו
	שלב 4: 13 קלפים מתוך 13 שנותרו
	שלב 5: חלוקת הקלפים בין 4 אנשים

	13 הלבבות
	13 היהלומים
	13 התלתנים
	13 העלים
	לבבות לאליעזר, יהלומים ליהושע, תלתנים לעקיבא, עלים לטרפון 


כעת, בואו נבחר אפשרות ספציפית אחרת למילוי הטבלה:
	שלב 1: 13 קלפים מתוך 52
	שלב 2: 13 קלפים מתוך 39 שנותרו
	שלב 3: 13 קלפים מתוך 26 שנותרו
	שלב 4: 13 קלפים מתוך 13 שנותרו
	שלב 5: חלוקת הקלפים בין 4 אנשים

	13 התלתנים
	13 הלבבות
	13 העלים
	13 היהלומים
	תלתנים לעקיבא, לבבות לאליעזר, עלים לטרפון, יהלומים ליהושע 


כמובן שהחישוב האדום שהציע רבי טרפון לוקח בחשבון גם את האפשרות הזו (באופן כללי, כל חלוקה שאתם יכולים להכניס לטבלה נלקחת בחשבון בחישוב – כי הטבלה מתארת בדיוק את שלבי החישוב השונים). אבל שימו לב למשהו מעניין: האפשרויות הכחולה והירוקה למילוי הטבלה הן בעצם, בסופו של דבר, אותו המקרה – חלוקת הקלפים הסופית בין ארבעת הרבנים זהה (הקלפים אותם מקבל כל רב באפשרות הכחולה, הם אותם הקלפים שהוא מקבל באפשרות הירוקה). אם האפשרות הכחולה והירוקה הן בעצם אותה אפשרות – אין כל סיבה שנספור את שתיהן, מספיק לנו לספור אחת מהן.


למעשה, החישוב האדום סופר את האפשרות הזו הרבה יותר מפעמיים, שכן ניתן למלא את הטבלה גם באופנים הבאים:

	שלב 1: 13 קלפים מתוך 52
	שלב 2: 13 קלפים מתוך 39 שנותרו
	שלב 3: 13 קלפים מתוך 26 שנותרו
	שלב 4: 13 קלפים מתוך 13 שנותרו
	שלב 5: חלוקת הקלפים בין 4 אנשים

	13 העלים
	13 הלבבות
	13 התלתנים
	13 היהלומים
	עלים לטרפון, לבבות לאליעזר, תלתנים לעקיבא, יהלומים ליהושע 


	שלב 1: 13 קלפים מתוך 52
	שלב 2: 13 קלפים מתוך 39 שנותרו
	שלב 3: 13 קלפים מתוך 26 שנותרו
	שלב 4: 13 קלפים מתוך 13 שנותרו
	שלב 5: חלוקת הקלפים בין 4 אנשים

	13 היהלומים
	13 התלתנים
	13 הלבבות
	13 העלים
	יהלומים ליהושע, תלתנים לעקיבא, לבבות לאליעזר, עלים לטרפון


וכו' וכו'… בעצם, החישוב האדום שלמעלה סופר את אפשרות החלוקה הזו !4 פעמים (במקום פעם אחת בלבד). מכיוון שאת התהליך שביצעו כעת ניתן לבצע עבור כל אפשרות חלוקה, החישוב האדום סופר כל אפשרות !4 פעמים – ולכן הוא נותן לנו פתרון שגדול פי !4 מהפתרון שאנו צריכים. מה נעשה?

נכון, פשוט לא נכפיל ב-!4, כלומר נשתמש בפתרון המקורי שהציע רבי עקיבא:
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עכשיו, אחרי שנוכחנו לדעת שהכפלה ב- !4 היא מיותרת, ננסה להבין – מדוע לא צריך להכפיל ב- !4 ?  ובכן, הרעיון (השגוי) שלנו להכפיל ב- !4 נועד לספור את כל הסידורים של ארבע קבוצות הקלפים בין ארבעת הרבנים. אולם, אלמנט הסדר נמצא כבר חבוי בפתרון הסגול שלעיל: אנו בוחרים קודם 13 קלפים מתוך 52, אחר כך 13 מן ה-39 שנותרו, אז 13 מתוך 26, ולבסוף לוקחים את 13 הקלפים האחרונים. כך, ה"סידור" של ארבעת חלקי החפיסה כבר נמצא בחישוב הנ"ל. איך זה יכול להיות?


נתחיל עם דוגמא פשוטה יותר: נחלק 4 קלפים (1, 2, 3 ו-4) ל-2 אנשים: משה ויעקב. בואו נחליט מראש, לפני החלוקה, שקודם כל נבחר את הקלפים למשה – ולאחר מכן את הקלפים ליעקב. כלומר, עלינו לבחור 2 קלפים מתוך 4 בשביל משה, ואת ה-2 האחרים לתת ליעקב:

[image: image4.wmf]52392613

13131313

æöæöæöæö

×××

ç÷ç÷ç÷ç÷

èøèøèøèø


במקרה הזה, ברור שאין צורך להכפיל גם ב- !2. הפתרון הנ"ל סופר את כל זוגות הקלפים האפשריים שמשה יכול לקבל (1+2, 1+3, 1+4, 2+3, 2+4, 3+4), ולכן בהכרח את כל הסידורים האפשריים של 2 זוגות קלפים בין משה ויעקב:

	משה
	יעקב

	1+2
	3+4

	1+3
	2+4

	1+4
	2+3

	2+3
	1+4

	2+4
	1+3

	3+4
	1+2


חשוב להבהיר את הנקודה הבסיסית הזו, ולכן נעמיק בה למשך 10 שניות נוספות. במבט ראשון, ניתן להתבלבל ולחשוב: "רגע אחד... נאמר שבחרתי למשה את הקלפים 1+2 – ואז יעקב מקבל את הקלפים 3+4. מדוע לא להכפיל ב- !2, כדי לכלול גם את המקרה ההפוך בו משה מקבל את 3+4 ויעקב מקבל את 1+2?". מה דעתכם?

נכון, אין צורך להכפיל ב- !2, כי האפשרות "משה מקבל את 3+4 ויעקב מקבל את 1+2" נמצאת גם היא בטבלה שלעיל. כלומר, אנחנו כבר ממילא סופרים את האפשרות הזאת. בעצם, אנחנו מתייחסים לסידור זוגות הקלפים בין משה ויעקב בכך שהחלטנו מראש לבחור קודם זוג קלפים למשה (כל זוג קלפים אפשרי), ואחר כך זוג קלפים ליעקב. כמובן שיכולנו להחליט, מראש ולפני החלוקה, שאנו בוחרים קודם זוג קלפים ליעקב ורק אחר כך זוג קלפים למשה (כלומר, להפוך את סדר החלוקה). זה לא היה משנה כלל ועיקר – הבחירה שלנו מי יקבל ראשון קלפים ומי יקבל אחרון היא רנדומלית, כלומר אין לבחירה הזו כל חשיבות (בסופו של דבר, כל אחד מהשחקנים צריך לקבל קלפים, ואין זה משנה בכלל מי מקבל אותם קודם – העיקר שלכולם יש קלפים בסוף). 
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במלים אחרות, מכיוון שלבחירת הסדר (מי יקבל ראשון זוג קלפים) אין חשיבות, יכולתי באותה המידה להחליט מראש: "קודם אני בוחר זוג קלפים ל-x, ואחר כך ל-y". איני חייב לדעת מי הם x ו-y, שכן הבחירה היא רנדומלית. אבל רגע... אם אני לא יודע מי הם x ו-y, והפתרון שלי (זה שמופיע למעלה) עדיין נכון – זה בעצם אומר שלמתמטיקה "לא אכפת" מי מקבל את הקלפים ראשון ומי מקבל אותם שני. היא פשוט מניחה שאדם אחד, ספציפי, יקבל את הקלפים ראשון, ושאדם ספציפי אחר יקבל את הקלפים שני. מי זה הראשון ומי השני? זה לא אכפת לי! יכולתי לבנות את הטבלה שלמעלה הפוך (יעקב בצד ימין, משה בשמאל) – ועדיין היינו רואים ש-               הוא החישוב הנכון לפתירת הדוגמא הזו.

עכשיו נוכל לחזור לשאלה המקורית שלנו על הרבנים. מדוע לא צריך להכפיל בה ב- !4 ? בדיוק מאותה הסיבה! אני יכול להחליט מראש, לפני החלוקה, ש-13 הקלפים הראשונים שאני בוחר (מתוך 52) ילכו לרבי אליעזר, ה-13 הבאים (מתוך 39) ילכו לרבי יהושע, ה-13 שאחריהם (מתוך26) ילכו לרבי עקיבא, וה-13 הנותרים לרבי טרפון. באופן דומה, אני גם יכול להחליט מראש, לפני החלוקה, שסדר קבלת הקלפים יהיה אחר (למשל: יהושע ראשון, טרפון שני, עקיבא שלישי ואליעזר רביעי). בדיוק כמו בדוגמא של משה ויעקב, גם כאן אני פשוט יכול לומר: "נחלק קודם את הקלפים ל-x, אחר ל-y, אחר כך ל-z ובסוף ל-w"; ומכיוון שאיני חייב לדעת את מי מהרבנים מסמלת כל אות, אני שוב מגלה שלמתמטיקה "לא אכפת" סדר החלוקה – היא מניחה שקודם כל רב אחד (כלשהו) יקבל את הקלפים, אחריו יקבל רב אחר את הקלפים שלו, אחר כך רב שלישי יקבל קלפים, ולבסוף רב רביעי יקבל את הקלפים שנותרו.
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מה זאת אומרת "המתמטיקה מניחה"? איך אני יכול לדעת שהחישוב שלי מניח משהו? כדי לענות על כך, חזרו למה שכתבנו בסוף העמוד השני: אנחנו לא "מקווים" שהמתמטיקה תניח את ההנחה הזו – אלא שאנחנו, בעצמנו, מכניסים את ההנחה הזו בצורה "סמויה" מעט לחישוב שאנחנו בונים. למה? (עכשיו אתם כבר בטוח יכולים לענות על השאלה הזו...). כי כשאנחנו מחשבים:

אנחנו בוחרים קודם 13 קלפים מ-52 (ל-x), אחר כך 13 קלפים מ-39 (ל-y), אז 13 קלפים מ-26 (ל-z) ובסוף נותנים את 13 הקלפים שנותרו (ל-w). הרי בחישוב הזה מופיעות 4 קומבינציות אחת אחרי השנייה בדיוק מכיוון שאני לא יכול לבחור 4 קבוצות קלפים בו זמנית, ומוכרח לבחור אותן בזו אחר זו. 
אז עכשיו, אחרי שאמרנו את אותו הדבר בערך !4 פעמים... אנחנו מקווים שהבנתם (
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מעשה ברבי אליעזר ורבי יהושע ורבי עקיבא ורבי טרפון שהיו מסובין בבני ברק, וביקשו לבדח רוחם. שלף רבי אליעזר 52 קלפים צרורים ואמר לחלקם בין מרעיו, יען כי חביבים עליו שעשועי הפוקר. "עצור!", הכריז רבי יהושע, "תחילה, חידה אחוד לכם: כמה דרכים תאמרו כי ישנן לחלק הקלפים בין ידינו?". הרהר רבי עקיבא בסוגיה, ואחר ענה: "הרי זה ניכר וברור לכל כי עליך לחלק הצרור לארבע. בחר 13 מ-52 קלפיך, לאחר מכן 13 מבין 39 הנותרים, אז 13 מן ה-26 שנשארו, ולבסוף קח את 13 הקלפים האחרונים:








והנה לך 4 מנות של צרור אחד".


עיקם רבי טרפון חוטמו והִקְשָה: "אי אתה רוצה לדעת איזה חלק יותן לכל אחד מאיתנו? הלא מוכרח אתה למנות כל דרכי החילוק של 4 קבוצות הקלפים בין ארבעתנו! מדוע לא תאמר לחשב כך:





                              	                                                                   ?"





ולא ידעו הללו להשיב קושייתו.





אז למה באמת לא צריך להכפיל ב-  !4  ?
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קודם 2 למשה





ואז 2 ליעקב








� EMBED Equation.DSMT4  ���





� EMBED Equation.DSMT4  ���








[image: image7.wmf]42

22

æöæö

×

ç÷ç÷

èøèø

[image: image8.wmf]52392613

4!

13131313

æöæöæöæö

××××

ç÷ç÷ç÷ç÷

èøèøèøèø

[image: image9.wmf]52392613

13131313

æöæöæöæö

×××

ç÷ç÷ç÷ç÷

èøèøèøèø

[image: image10.wmf]52392613

4!

13131313

æöæöæöæö

××××

ç÷ç÷ç÷ç÷

èøèøèøèø

[image: image11.png]


[image: image12.wmf]52392613

13131313

æöæöæöæö

×××

ç÷ç÷ç÷ç÷

èøèøèøèø

[image: image13.wmf]42

22

æöæö

×

ç÷ç÷

èøèø

_1259742133.unknown

_1259748737.unknown

_1259756055.unknown

_1259747418.unknown

_1259742108.unknown

