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.å"ñùú úðùá áéáà-ìú úèéñøáéðåàá ïãøé äùî éãé ìò äðúéðù úëøãåî äàéø÷î ÷ìçë åáúëð åìà úåîéùø

,åôñååúä úåøå÷î øúåé ,åðîã÷úäù ìëë .[Har] ìù 2 ÷øô úà (úåçôì) ãåîìì äúéä úéøå÷îä úéðëåúä

úåîçâ éôì íéâåìéãå úåôñåú äîë íò ,øå÷îì ïîàð øúåé åà úåçô øàùð íéôéòñä ïëåú .íéôéòñä øãñá åùòð íééåðéùå

.áúåëä

.úåîéùøì íøúå úåàöøääî ÷ìçá óúúùäù éøåæò ïøì úåãåäì éðåöøá

íúåø ããåò
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íéðåîéñ

:íéàáä íéðåîéñá ùîúùð

úåîåìà(-íã÷) F ,G,H
F(V )-ì F(U)-î íåöîöä ú÷úòä resFU,V

x-á F ìù ìåòáâä Fx

Fx-ì F(U)-î ìåòáâä ú÷úòä resFU,x

σ ∈ F(U) øåáò resFU,V (σ) σ|V
σ ∈ F(U) øåáò resFU,x(σ) σx

F(U) íéëúçä úöåá÷ Γ(U,F)

F äîåìàä íã÷ì úôøåöîä äîåìàä F+

úåéìáàä úåøåáçä úééøåâè÷ Ab

X ìòî (úåéìáà úåøåáç ìù) úåîåìàä íã÷ úééøåâè÷ Presh(X,Ab)

X ìòî (úåéìáà úåøåáç ìù) úåîåìàä úééøåâè÷ Sh(X,Ab)

X éâåìåôåè áçøî ìù úåçåúôä úåöåá÷ä óñåà Open(X)

X éâåìåôåè áçøî ìù úå÷éø àìä úåçåúôä úåöåá÷ä óñåà Open∗(X)

X éâåìåôåè áçøî ìù úåøåâñä úåöåá÷ä óñåà Closed(X)
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úåîåìà .1

.úåéñéñá úåðåëúå úåøãâä 1.1

.X éâåìåôåè áçøî òá÷ð

:íéàáä íéðåúðä é"ò úðúéð X ìòî F äîåìà íã÷ :(äîåìà-íã÷) 1.1.1 äøãâä

,U ìòî íéëúçä úøåáç úàø÷ðù F(U) úéìáà äøåáç ,U ∈ Open(X) ìëì (1)

,resFV,U : F(V ) → F(U) "íåöîö" íæéôøåîåîåä ,U ⊆ V -ù êë U, V ∈ Open(X) ìëì (2)

:íéàáä íéàðúä úà íéîéé÷îù

.F(∅) = 0 (1)

.resFU,U = idF(U) ,U ∈ Open(X) ìëì (2)

.resFW,U = resFV,U ◦ resFW,V íéé÷úî ,U ⊆ V ⊆ W -ù êë U, V,W ∈ Open(X) ìëì (3)

éåñéë ìëå U ∈ Open(X) ìë øåáò íà äîåìà àéä X ìòî F äîåìà íã÷ éë øîàð :(äîåìà) 1.1.2 äøãâä

:íéàáä íéàðúä íéîéé÷úî U ìù {Ui}i∈I çåúô

.σ = τ éæà ,i ∈ I ìëì resFU,Ui
(σ) = resFU,Ui

(τ) -ù êë σ, τ ∈ F(U) íà (1)

íéé÷ éæà , resFUi,Ui∩Uj
(σi) = resFUi,Ui∩Uj

(σj) ,i, j ∈ I ìëìù êë ,i ìëì σi ∈ F(Ui) íéðåúð íà (2)

.i ∈ I ìëì resFU,Ui
(σ) = σi-ù êë σ ∈ F(U)

:êë x-á F ìù ìåòáâä úà øéãâð ,X ìòî F äîåìà íã÷å x ∈ X äãå÷ð øåáò :(ìåòáâ) 1.1.3 äøãâä

,Fx = lim
−→
U3x

F(U)

.x ìù úåçåúôä úåáéáñä ìë ìò úøáåò U øùàë

.èáð àø÷ð Fx ìù øáéà :(èáð) 1.1.4 äøãâä

ϕ(U): F(U) → G(U) úå÷úòä ìù óñåà åðä ϕ: F → G úåîåìà-íã÷ ìù íæéôøåî :(íæéôøåî) 1.1.5 äøãâä

.íéîåöîöä íò óìçúîù ,äçåúô U ⊆ X ìë øåáò

úåøùåî F ìù íåöîöä úå÷úòäå F(U) ⊆ G(U) ,U ìëì íà F ⊆ G éë øîàð :(äîåìà-íã÷-úú) 1.1.6 äøãâä

.G ìù åìà é"ò
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ϕx: Fx → Gx úåéìáà úåøåáç ìù ãéçé íæéôøåîåîåä íéé÷ éæà .x ∈ X ,íæéôøåî ϕ: F → G éäé :1.1.7 ïåèôùî

:éôåìéç àáä íéùøúä ,x ìù U äçåúô äáéáñ ìë øåáòù êë

F(U)
ϕ(U) //

resFU,x

²²

G(U)

resGU,x

²²
Fx

ϕx // Gx

.Ab êåúì Presh(X,Ab) êåúî øåè÷ðåô úðúåð F 7→ Fx, ϕ 7→ ϕx äîùää

úòáåð úåéìàéøåè÷ðåôä .íéîåöîöä íò óìçúî ϕ-ù äãáåòäå íéøùé úåìåáâ ìù úåðåëúî òáåð ïåèôùîä :äçëåä

.ϕx ìù úåãéçéäî

.äîåìà íã÷ì úôøåöîä äîåìàä 1.2

íò ãçéá F+ äîåìà .X éâåìåôåè áçøî ìòî äîåìà íã÷ F éäú :(äîåìà íã÷ì úôøåöîä äîåìàä) 1.2.1 äøãâä

:äàáä úéìñøáéðåàä äðåëúä úîéé÷úî íà F ìù íåìéà åàø÷é η: F → F+ íæéôøåî

:éôåìéç àáä íéùøúäù êë θ̂: F+ → G ãéçé íæéôøåî íéé÷ ,θ: F → G íæéôøåîå G äîåìà ìëì

F η //

θ ÂÂ?
??

??
??

? F+

θ̂~~}
}

}
}

G
.íæéôøåîåæéà éãë ãò ãéçé àåä éæà íéé÷ íåìéà íà ,úéìñøáéðåà äðåëú ìëá åîë

ìëì :àáä ïôåàá D(F) íéôéöø-éàä íéëúçä úîåìà úà øéãâð .X ìòî äîåìà-íã÷ F éäú :1.2.2 äøãâä

,U ∈ Open(X)

.D(F)(U) =
∏

x∈U

Fx

.äìèä é"ò ïúéð resD(F)
U,V : D(F)(U) → D(F)(V ) íåöîöä éæà ,V ⊆ U -ù êë U, V ∈ Open(X) íà

,U ∈ Open(X) ìëìù êë µ: F → D(F) øéãâð íà

µ(U): F(U) −→ D(F)(U)

σ 7−→ (σx)x∈U

.úåîåìà-íã÷ ìù íæéôøåî åðä µ éæà

,U ∈ Open(X) ìëìù êë D0(F) äîåìàä íã÷ úà øéãâð

.D0(F)(U) = Im(µ(U)) ⊆ D(F)(U)
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éæà .äîåìà àéä G -ù êë úåîåìà íã÷ F ⊆ G åéäé :(äîåìà-íã÷-úú é"ò úøöåðä äîåìàä-úú) 1.2.3 ïåèôùî

:íéàáä íéàðúä úà úîéé÷îù (äãéçé çøëäá) F ′ ⊆ G äîåìà-úú úîéé÷

F ⊆ F ′ (1)

ìù øúåéá äðè÷ä äîåìàä úú àéä F ′ ,úåøçà íéìîá) F ′ ⊆ H éæà F ⊆ H-ù êë äîåìà úú àéä H ⊆ G íà (2)

(F úà äôé÷îä G
Fx = (F ′)x íéé÷úî x ∈ X ìëì (3)

êë ϕ′ : F ′ → K úåîåìà ìù ãéçé íæéôøåî íéé÷ éæà ,úåîåìà íã÷ ìù íæéôøåî ϕ : F → K-å äîåìà K íà (4)

:éôåìç àáä íéùøúäù

F � � //

ϕ
ÃÃ@

@@
@@

@@
@ F ′

ϕ′~~}
}

}
}

K
.F ìù íåìéà åðä (F ′,⊆) ,úåøçà íéìîá

øéãâð ,äçåúô U ⊆ X øåáò :äçëåä

F ′(U) = {σ ∈ G(U) | ∀x ∈ U,∃ open V ⊆ U such that x ∈ V, σ|V ∈ F(V )}

,σ|U ∈ F ′(U) éë òáåð äøãâääî éæà ,σ ∈ F ′(U ′)-å U ⊆ U ′ íà ,óñåðá .G(U) ìù äøåáç úú F ′(U) éæà

.G ìù äîåìà-íã÷-úú àéä F ′ ïëìå

.U ìù çåúô éåñéë {Ui}-å äçåúô U ⊆ X éë çéðð .äîåìà àéä F ′-ù äàøð úòë

.σ = 0 ,äîåìà G-ù ïåéëî éæà ,σ|Ui = 0 ,i ìëìù êë σ ∈ F ′(U) íà

êë σ ∈ G(U) íéé÷ ,äîåìà G-ù ïåéëî éæà ,íéëåúéçä ìò íéîéëñîù i ìëì σi ∈ F ′(Ui) íéëúç íéðåúð íà

êë äçåúô V ⊆ Ui úîéé÷ ,σi ∈ F ′(Ui)-ù ïåéëî .x ∈ Ui-ù êë i íéé÷ éæà .x ∈ U éäé .i ìëì σ|Ui = σi-ù

.σ ∈ F ′(U) ïëì .σ|V = σi|V ∈ F(V ) ïëì .σi|V ∈ F(V )-å x ∈ V -ù

.úåøãâääî òáåð (1) éàðú

íéé÷ éæà .σ ∈ F ′(U)-å äçåúô U ⊆ X éäú .F úà äìéëîä äîåìà-úú H ⊆ G éäú :(2) éàðú

äîéëñî ïáåîë {σ|Ui} íéëúçä úöåá÷ .σ|Ui ∈ F(Ui) ⊆ H(Ui) ,i ìëìù êë U ìù {Ui} çåúô éåñéë

íéé÷úî ,äîåìà G-ù ïåéëî .τ |Ui = σ|Ui ,i ìëìù êë τ ∈ H(U) íéé÷ ,äîåìà H-ù ïåéëî .íéëåúéçä ìò

.F ′(U) ⊆ H(U) ïëì .σ = τ ∈ H(U)

êë σ ∈ F ′(U) êúçå x ìù U äçåúô äáéáñ úîéé÷ éæà .γ ∈ (F ′)x éäé .x ∈ X éäé :(3) éàðú

ïëì .σ|V ∈ F(V )-ù êë x ìù V ⊆ U äçåúô äáéáñ úîéé÷ ,äøãâää éôì .γ = σx-ù

.γ = σx = (σ|V )x ∈ Fx
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.äøåøá äëåôää äìëää .(F ′)x ⊆ Fx ïëì

,äçåúô U ⊆ X éäú .úåîåìà íã÷ ìù íæéôøåî ϕ : F → K-å äîåìà K éë çéðð :(4) éàðú

øéãâð .σ|Ui ∈ F(Ui) ,i ìëìù êë U ìù {Ui} çåúô éåñéë íéé÷ éæà .σ ∈ F ′(U)-å

.τi = ϕ(Ui)(σ|Ui) ∈ K(Ui)

τ |Ui = τi-ù êë τ ∈ K(U) êúç íéé÷ ,äîåìà K-ù ïåéëîå ,íéëåúéçä ìò íéëñî {τi} íéëúçä óñåà éæà

τ ′ ∈ K(U)-å ,α ìëì σ|U ′α ∈ F(U ′
α) -ù êë U ìù óñåð çåúô éåñéë àåä {U ′

α} íà .i ìëì

íéé÷úî i, α ìëìå U ìù çåúô éåñéë àåä {Ui ∩ U ′
α} éæà ,α ìëì τ ′|U ′α = ϕ(U ′

α)(σ|U ′α) íéé÷î

áèéä úøãâåî ä÷úòä úðúåð σ 7→ τ äîùää ïëì .τ = τ ′ ,äîåìà K-ù ïåéëî .τ |Ui∩U ′α = τ ′|Ui∩U ′α

.ϕ′(U) : F ′(U) → K(U)

íò óìçúî ϕ-ù ïåéëî .íæéôøåîåîåä íâ ϕ′(U) éë òáåð ì"ðä τ ìù úåãéçéäî ,íæéôøåîåîåä ϕ(U)-ù ïåéëî

.úåîåìà ìù íæéôøåî ϕ′ ïëìå ,íéîåöîö íò óìçúî ϕ′ íâ éë áåù òáåð τ ìù úåãéçéäî ,íéîåöîö

.ϕ(U)(σ) = ϕ′(U)(σ) ïëìå ,{U} èåùô àåä U ìù íéàúîä çåúôä éåñéëä éæà ,σ ∈ F(U) íà ,óåñáì

.úàæ äðåëú íéé÷îù ãéçéä íæéôøåîä àåä ϕ′ éë øåøá ,äîåìà K-ù ïåéëî

éæà x ∈ U ìëì σx = τx -ù êë σ, τ ∈ F(U) íà .U ∈ Open(X) éäú .X ìòî äîåìà F éäú :1.2.4 äîì

.σ = τ

.i ìëì σ|Ui = τ |Ui -ù êë U ìù {Ui}i∈I çåúô éåñéë íéé÷ éë øøåâ x ∈ U ìëì σx = τx éàðúä :äçëåä

.σ = τ íéé÷úî ,äîåìà àéä F -ù ïåéëî

.íåìéà íéé÷ F äîåìà íã÷ ìëì :1.2.5 ïåèôùî

ìëì ,ùøåôî ïôåàá .D0(F) äîåìàä íã÷ úú é"ò úøöåðä D(F) ìù äîåìàä-úú F+ éäú :äçëåä

,U ∈ Open(X)

F+(U) = {s ∈
∏

x∈U

Fx | ∀x ∈ U ∃V ⊆ Uopen, x ∈ V, ∃t ∈ F(V ), ∀y ∈ V, s(y) = ty}

äîåìà G éë çéðð .D0(F) ↪→ D(F) ïåëéùäå µ: F → D0(F) ìù äáëøää úåéäì η: F → F+ úà øéãâð

íà .s = (σx)x∈U -ù êë σ ∈ F(U) íéé÷ éæà .s ∈ D0(F)(U) éäé .úåîåìà íã÷ ìù íæéôøåî ϕ: F → G-å

ïëìå ,x ∈ U ìëì σ′x = σx éæà ,s = (σ′x)x∈U íéé÷î íâ σ′ ∈ F(U)

(
ϕ(U)(σ)

)
x

= ϕx(σx) = ϕx(σ′x) =
(
ϕ(U)(σ′)

)
x
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úðúåðå ,áèéä úøãâåî äðä s 7→ ϕ(U)(σ) äîùää ïëì .ϕ(U)(σ) = ϕ(U)(σ′) ,1.2.4 äîì éôì .x ∈ U ìëì

àáä íéùøúäù êë ϕ0: D0(F) → G úåîåìà ìù íæéôøåî åðøãâä êë .ϕ0(U): D0(F) → G íæéôøåîåîåä

:éôåìéç

F µ //

ϕ
ÁÁ>

>>
>>

>>
> D0(F)

ϕ0
||yy

yy
yy

yy
y

G

ìá÷ðå ϕ0 øåáò 1.2.3 ïåèôùîáë äîåìà-íã÷ úú é"ò úøöåðä äîåìà-úú ìù úéìñøáéðåàä äðåëúá ùîúùð úòë

éôåìéç àáä íéùøúäù êë ϕ̂: F+ → G úåîåìà ìù íæéôøåî

D0(F) � � //

ϕ0
""EE

EE
EE

EE
E F+

ϕ̂
~~~

~
~

~

G

,àáä éôåìéçä íéùøúä úà ìá÷ð ,ì"ðä íéîéùøúä éðù úà óøöð íà

, F η //

ϕ
ÂÂ?

??
??

??
? F+

ϕ̂~~}
}

}
}

G

.ùøãðë

ìëì úåéìáà úåøåáç ìù íæéôøåîåæéà åðä ηx: Fx → (F+)x éæà ,íåìéàä íæéôøåî åðä η: F → F+ íà :1.2.6 äîì

.x ∈ X

äçôùîä éæà .µU,x(s) = s(x) é"ò µU,x: F+(U) → Fx øéãâð ,x ìù äçåúô äáéáñ U íà :äçëåä

.÷åãáì ïúéðù éôë ,µx = η−1
x úîéé÷î øùà ,µx: (F+)x → Fx ä÷úòä äøùî {µU,x}U3x

ϕ+: F+ → G+ úåîåìà ìù ãéçé íæéôøåî íéé÷ éæà ,úåîåìà-íã÷ ìù íæéôøåî åðä ϕ: F → G íà :1.2.7 ïåèôùî

:éôåìç àáä íéùøúäù êë

F ηF //

ϕ

²²

F+

ϕ+

²²Â
Â
Â

G ηG

// G+
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.Sh(X,Ab) êåúì Presh(X,Ab) êåúî øåè÷ðåô äøéãâî F 7→ F+, ϕ 7→ ϕ+ äîùää

.F+ ìù úéìñøáéðåàä äðåëúä íò ãçéá ηG ◦ ϕ: F → G+ íæéôøåîä é"ò äøùåî ϕ+ íæéôøåîä :äçëåä

éë òáåð úåãéçéäî
(idF )+ = idF+

(ϕ ◦ ψ)+ = ϕ+ ◦ ψ+

.øåè÷ðåô ìá÷úî ïëì

.úåîåìà ìù úåéîå÷î úåðåëú 1.3

ìëì ϕx = ψx íà .äîåìà äðä G -ù êë X ìòî úåîåìà-íã÷ ìù íéîæéôøåî ϕ,ψ: F → G åéäé :1.3.1 äîì

.ϕ = ψ éæà x ∈ X

,x ∈ U ìëì éæà .τ = ϕ(U)(σ), ρ = ψ(U)(σ) åéäé .σ ∈ F(U)-å U ∈ Open(X) åéäé :äçëåä

τx =
(
ϕ(U)(σ)

)
x

= ϕx(σx)

= ψx(σx)

=
(
ψ(U)(σ)

)
x

= ρx.

.ϕ = ψ ïëìå ,U ìëì ϕ(U) = ψ(U) ïëì .τ = ρ ,1.2.4 äîì éôì ,äîåìà G-ù ïåéëî

.F = 0 éæà .x ∈ X ìëì Fx = 0-ù êë X ìòî äîåìà F éäú :1.3.2 äîì

.F(U) = 0 ïëì .σ = 0 1.2.4 äîì éôì .x ∈ U ìëì σx = 0 ,σ ∈ F(U)-å U ∈ Open(X) ìëì :äçëåä

.F = G éæà ,x ∈ X ìëì Fx = Gx íà .X ìòî G äîåìà ìù äîåìà úú F éäú :1.3.3 äîì

çåúô éåñéë íéé÷ ïëì .σx ∈ Gx = Fx ,x ∈ U ìëì æà .σ ∈ G(U)-å U ∈ Open(X) åéäé :äçëåä

íéé÷ ,äîåìà äðä F -å íéëåúéçä ìò íéëñî {σ|Ui} íéëúçä óñåàù ïåéëî .σ|Ui ∈ F(Ui)-ù êë U ìù {Ui}
ïëì .σ = τ ∈ F(U) íéé÷úäì áééç ,äîåìà äðä G-ù ïåéëî .i ìëì τ |Ui = σ|Ui -ù êë τ ∈ F(U) êúç

.F = G ïëìå ,U ìëì F(U) = G(U)
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.x ìù úåçåúô úåáéáñ ìù ñéñá B éäéå x ∈ X éäé .X ìòî úåîåìà íã÷ ìù íæéôøåî ϕ: F → G éäé :1.3.4 äîì

.íæéôøåîåæéà åðä ϕx: Fx → Gx éæà U ∈ B ìë øåáò íæéôøåîåæéà åðä ϕ(U): F(U) → G(U) íà

.δ = τx-ù êë τ ∈ G(U)-å U ∈ B íéîéé÷ ,úåçåúô úåáéáñ ìù ñéñá åðä B-å ìéàåä .δ ∈ Gx éäé :äçëåä

.ìò ϕx ïëì .δ = τx = ϕx(σx) ïëìå ,ϕ(U)(σ) = τ -ù êë σ ∈ F(U) íéé÷ ,ìò åðä ϕ(U)-ù ïåéëî

γ = σx-ù êë σ ∈ F(U)-å U ∈ B íéîéé÷ ,÷éôñî äðè÷ äáéáñì íåöîö é"ò éæà .γ ∈ Ker(ϕx) éäé

.ò"çç ϕx-å ,γ = 0 ïëì .σ = 0 ïëìå ,ò"çç ϕ(U) ìáà .ϕ(U)(σ) = 0-å

:íéìå÷ù íðä íéàáä íéàðúä éæà .úåîåìà ìù íæéôøåî ϕ: F → G éäé :1.3.5 ïåèôùî

Sh(X,Ab) äéøåâè÷á íæéôøåîåæéà àåä ϕ (1)

íæéôøåîåæéà àåä ϕx: Fx → Gx ,x ∈ X ìëì (2)

íæéôøåîåæéà àåä ϕ(U): F(U) → G(U) ,U ∈ Open(X) ìëì (3)

íæéôøåîåæéà àåä ϕ(U): F(U) → G(U) ,U ∈ B ìëìù êë X ìù äéâåìåôåèì B çåúô ñéñá íéé÷ (4)

:úåàáä úåøéøâä úà çéëåð :äçëåä

(1) +3 (2)

z£ }}
}}

}}
}

}}
}}

}}
}

(3)

KS

+3 (4)

KS

(úåîåìà ìù) íéîæéôøåîåæéà äøéáòî ïëìå ,øåè÷ðåô äðä H → Hx äîùää ,x ∈ X ìëì .(1) ⇒ (2) :à

.(úåéìáà úåøåáç ìù) íéîæéôøåîåæéàì

.U ∈ Open(X) éäú .(2) ⇒ (3) :á

ϕx-ù ïåéëî .ϕx(σx) = (ϕ(U)(σ))x = 0 ,x ∈ U ìëì éæà .ϕ(U)(σ) = 0-ù êë σ ∈ F(U) éäé

.ò"çç ϕ(U) ïëì .σ = 0 ,1.2.4 äîì éôì .x ∈ U ìëì σx = 0 ,ò"çç

éåñéë íéé÷ ïëì .ϕx(γx) = τx-ù êë γx ∈ Fx íéé÷ ,ìò àéä ϕx-ù ïåéëî ,x ∈ U ìëì .τ ∈ G(U) éäé

,i, j ìëì .ϕ(Ui)(σi) = τ |Ui íéé÷îä σi ∈ F(Ui) íéé÷ i ìëìù êë ,U ìù {Ui} çåúô

.ϕ(Ui ∩ Uj)
(
σi|Ui∩Uj

)
= τ |Ui∩Uj = ϕ(Ui ∩ Uj)

(
σj |Ui∩Uj

)

σ ∈ F(U) íéé÷ ,äîåìà äðä F -ù ïåéëî .σ|Ui∩Uj = σj |Ui∩Uj ïëìå ,ò"çç ϕ(Ui ∩Uj)-ù øáë åðçëåä íìåà

,i ìëì éæà .i ìëì σ|Ui = σi-ù êë

.ϕ(U)(σ)|Ui = ϕ(Ui)(σ|Ui) = ϕ(Ui)(σi) = τ |Ui

.ìò ϕ(U) ïëì .ϕ(U)(σ) = τ ,äîåìà G-ù ïåéëî
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ψ-ù ÷åãáì ì÷ éæà .ψ(U) = ϕ(U)−1: G(U) → F(U) øéãâð ,U ∈ Open(X) ìëì .(3) ⇒ (1) :â

.ψ = ϕ−1-å ,úåîåìà ìù íæéôøåî åðä

.B = Open(X) ç÷éð .(3) ⇒ (4) :ã

x ìù úåçåúô úåáéáñ ìù ñéñá åðä Bx éæà .Bx = {U ∈ B | U 3 x} øéãâð .x ∈ X éäé .(4) ⇒ (2) :ä

.íæéôøåîåæéà àåä ϕx ,1.3.4 äîì éôì .U ∈ Bx ìëì íæéôøåîåæéà àåä ϕ(U)-ù êë

,U ∈ Open(X) ìëìå ,úåîåìà ìù íæéôøåîåæéà åðä η: F → F+ íåìéàä íæéôøåî éæà .äîåìà F éäú :1.3.6 äàöåú

.íæéôøåîåæéà åðä η(U): F(U) → F+(U)

.1.3.5 ïåèôùîî úòë úòáåð äàöåúä .x ∈ X ìëì íæéôøåîåæéà åðä ηx ,1.2.6 äîì éôì :äçëåä

éàðúäù êë ,x ∈ X ìëì ψ(x): Fx → Gx íéîæéôøåîåîåä íéðåúð éë çéðð .X ìòî úåîåìà F ,G åéäé :1.3.7 äîì

:íéé÷úî àáä

x ∈ V -ù êë τ ∈ G(V )-å äçåúô V ⊆ U íéîéé÷ ,x ∈ U -å σ ∈ F(U) ,U ∈ Open(X) ìëì (∗)

.y ∈ V ìëì ψ(y)(σy) = τy -å

.x ∈ X ìëì ϕx = ψ(x) -ù êë ϕ: F → G úåîåìà ìù ãéçé íæéôøåî íéé÷ éæà

.ãéçé àåä 1.3.1 äîì éôì æà íéé÷ äæë ϕ íà :äçëåä

íæéôøåîåîåää úà øéãâð .U ∈ Open(X) éäú

ψ(U): F(U) −→ D(G)(U)

σ 7−→ (
ψ(x)(σx)

)
x∈U

ψ(U) úå÷úòää éë øåøá óñåðá .σ ∈ F(U) ìëì ψ(U)(σ) ∈ G+(U)-ù äãáåòä úà ÷åéãá ïééöî (∗) éàðúä

åðä ηG : G → G+ ,1.3.6 äàöåú éôì .úåîåìà ìù íæéôøåî åðä ψ: F → G+ ïëìå ,íéîåöîö íò úåôìçúî

øéãâð .úåîåìà ìù íæéôøåîåæéà

.ϕ = η−1
G ◦ ψ: F → G

äîì úçëåäá äéðáä éôì éæà .x ∈ U éäéå σ ∈ F(U) éäé ,U ∈ Open(X) éäú .úåîåìà ìù íæéôøåî åðä ϕ éæà

,ψ(U) úøãâä éôìå 1.2.6

ϕx(σx) = (ηG)−1
x

((
ψ(U)(σ)

)
x

)

= ψ(U)(σ)(x)

= ψ(x)(σx).

.x ∈ X ìëì ϕx = ψ(x) ïëì
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íéîæéôøåîåîåä íéðåúð éë çéðð .X ìòî úåîåìà F ,G åéäé .X ìù äéâåìåôåèì çåúô ñéñá B éäé :1.3.8 äîì

úåîåìà ìù ãéçé íæéôøåî íéé÷ éæà .B éøáéà ïéá íéîåöîöä íò íéôìçúîù ,U ∈ B ìëì ϕ0(U): F(U) → G(U)

.U ∈ B ìëì ϕ(U) = ϕ0(U) íéé÷îä ϕ: F → G

.Bx = {U ∈ B | U 3 x} øéãâð ,x ∈ X ìëì :äçëåä

:éôåìéç åðä àáä íéùøúä ,V ⊆ U íéîéé÷îä U, V ∈ Bx ìëì ,äçðää éôì

F(U)
ϕ0(U) //

resFU,V

²²

G(U)
resGU,x

""DD
DD

DD
DD

resGU,V

²²

Gx

F(V )
ϕ0(V )

// G(V )
resGV,x

<<zzzzzzzz

,x ìù úåçåúô úåáéáñ ìù ñéñá åðä Bx-å ìéàåä

,Fx = lim
−→

U∈Bx

F(U)

,Gx = lim
−→

U∈Bx

G(U)

:U ∈ Bx ìëì éôåìéç àáä íéùøúäù êë ψ(x): Fx → Gx ãéçé íæéôøåîåîåä íéé÷ ïëìå

F(U)
ϕ0(U) //

resFU,x

²²

G(U)

resGU,x

²²
Fx

ψ(x)
//____ Gx

(1)

éäé .V ⊆ U -ù êë V ∈ Bx éäú .σ ∈ F(U) éäéå x ∈ X éäé ,U ∈ Open(X) éäú

.τ = ϕ0(V )(σ|V ) ∈ G(V )

íéé÷úî y ∈ V ìëì ,(1) éôì

.τy = (ϕ0(V )(σ|V )) = ψ(y)(σy)

ϕ: F → G ãéçé íæéôøåî íéé÷ ïëìå 1.3.7 äîì ìù (∗) éàðú úà íéé÷î {ψ(x)}x∈X óñåàä ïëì

.x ∈ X ìëì ϕx = ψ(x) íéé÷îä
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,x ∈ U ìëì æà .σ ∈ F(U) éäéå U ∈ B éäú

.
(
ϕ0(U)(σ)

)
x

= ψ(x)(σx) = ϕx(σx) =
(
ϕ(U)(σ)

)
x

.ϕ0(U) = ϕ(U) ïëì .ϕ0(U)(σ) = ϕ(U)(σ) ,1.2.4 äîì éôì

òá÷ð ϕ ïëìå ,((1) íéùøú éôì) x ∈ X ìëì ϕx = ψ(x) íéé÷ì áééç äæë ϕ íæéôøåî ìë éë ïééöð ,óåñáì

.úåãéçéá

:íéé÷úî àáä éàðúä íà ÷øå íà äîåìà F éæà .äîåìà-íã÷-úú F ⊆ G éäúå X ìòî äîåìà G éäú :1.3.9 äîì

éæà α ìëì σ|Vα
∈ F(Vα) íéé÷î σ ∈ G(V ) íà ,V =

⋃
α Vα çåúô éåñéë ìëìå V ∈ Open(X) ìëì (∗)

.σ ∈ F(V )

.éîå÷î éàðú äðä F ìù íéëúçä úøåáçì úåëééù ,úåøçà íéìîá

úòë úòáåð äîìä .H-ì úåëééùä éàðú ÷åéãá åðä (∗) éàðúä .F é"ò úøöåðä G ìù äîåìàä-úú H éäú :äçëåä

.F = H íà ÷øå íà äîåìà äðä F -ù êëî

.íæéôøåî ìù äðåîúå äååìð ïéòøâ ,ïéòøâ 1.4

úåîåìàä íã÷ úà øéãâð .úåîåìà-íã÷ ìù íæéôøåî ϕ: F → G éäé :1.4.1 äøãâä

pKer(ϕ),pIm(ϕ),pCoker(ϕ)

ïä U ìòî íéëúçä úåøåáç ,U ∈ Open(X) ìëì :àáä ïôåàá X ìòî

(
pKer(ϕ)

)
(U) = Ker

(
ϕ(U)

)
(
pIm(ϕ)

)
(U) = Im

(
ϕ(U)

)
(
pCoker(ϕ)

)
(U) = Coker

(
ϕ(U)

)

:éôåìéç åðä àáä íéùøúä ,V ⊆ U úåîéé÷îä U, V ∈ Open(X) ìëìù êë úåøãâåî íåöîöä úå÷úòä

pKer(ϕ)(U) � � //

res
pKer(ϕ)
U,V

²²

F(U) // //

resFU,V

²²

pIm(ϕ)(U) � � //

res
pIm(ϕ)
U,V

²²

G(U) // //

resGU,V

²²

pCoker(ϕ)(U)

res
pCoker(ϕ)
U,V

²²
pKer(ϕ)(V ) � � // F(V ) // // pIm(ϕ)(V ) � � // G(V ) // // pCoker(ϕ)(V )
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úåîåìà íã÷ ìù íéîæéôøåî íéîéé÷ ,úîãå÷ä äøãâää éðåîéñá :1.4.2 äîì

pKer(ϕ) � � ı // F ϕ0 // pIm(ϕ) � �  // G q // pCoker(ϕ)

:ùøåôî ïôåàá .Presh(X,Ab) äéøåâè÷á íæéôøåî ìù äðåîúå äååìð ïéòøâ ,ïéòøâ ìù úåéìñøáéðåàä úåðåëúä úà íéîéé÷îù

àáä íéùøúäù êë ψ′ ãéçé íæéôøåî íéé÷ éæà ϕ ◦ ψ = 0 íéé÷îù úåîåìà-íã÷ ìù íæéôøåî ψ: H → F íà (1)

:éôåìéç

pKer(ϕ) ı // F

H
ψ′

ccH
H

H
H

H ψ

??ÄÄÄÄÄÄÄÄ

àáä íéùøúäù êë ψ′ ãéçé íæéôøåî íéé÷ éæà ,ψ ◦ ϕ = 0 íéé÷îù úåîåìà-íã÷ ìù íæéôøåî ψ: G → H íà (2)

:éôåìéç

G q //

ψ ÂÂ>
>>

>>
>>

> pCoker(ϕ)

ψ′
zzu

u
u

u
u

H
.G → pCoker(ϕ) ìù ïéòøâä äðä ( ä÷úòää íò ãçéá) pIm(ϕ) (3)

úåðåëúä é"ò åøãâåä åðéðáù úåîåìàä íã÷ù ïåéëî úåîéé÷úî ìéòìã úåðéåöîä úåéìñøáéðåàä úåðåëúä :äçëåä

.U ∈ Open(X) ìë ìòî 'åëå ïéòøâ ìù úåéìñøáéðåàä

éäú :1.4.3 äîì

F ϕ // G ψ // H

äøãñä ,U ∈ Open(X) ìëìù êë úåîåìà íã÷ ìù íéîæéôøåî ìù äøãñ

F(U)
ϕ(U) // G(U)

ψ(U) // H(U)

äøãñä ,x ∈ X ìëì éæà .ú÷ééåãî

Fx
ϕx // Gx

ψx // Hx

.ú÷ééåãî äðä

éæà .γ = τx-ù êë τ ∈ G(U)-å x ìù äçåúô äáéáñ U éäú .γ ∈ Ker(ψx) éäéå ,x ∈ X éäé :äçëåä

,
(
ψ(U)(τ)

)
x

= ψx(τx) = 0
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-ù êë x ìù V ⊆ U äçåúô äáéáñ úîéé÷ ïëìå

.ψ(V )(τ |V ) =
(
ψ(U)(τ)

)|V = 0

éæà .ϕ(V )(σ) = τ |V -ù êë σ ∈ F(V ) íéé÷ ïëì .τ |V ∈ Im(ϕ(V )) ,V ìòî ú÷ééåãî äøãñäå ìéàåä

.ϕx(σx) =
(
ϕ(V )(σ)

)
x

=
(
τ |V

)
x

= τx = γ

.Ker(ψx) ⊆ Im(ϕx) ïëì .γ ∈ Im(ϕx) ïëì

ïëì .ψx ◦ ϕx = (ψ ◦ ϕ)x = 0 ïëìå ψ ◦ ϕ = 0 ,U ∈ Open(X) ìëì ψ ◦ ϕ(U) = 0-ù ïåéëî

.Im(ϕx) ⊆ Ker(ψx)

.Im(ϕx) = Ker(ψx) ïëì

:éæà .1.4.2 äîì éðåîéñá ùîúùð .x ∈ X -å úåîåìà-íã÷ ìù íæéôøåî ϕ: F → G éäé :1.4.4 äàöåú

:ú÷ééåãî äðä úåéìáà úåøåáç ìù íéîæéôøåîåîåä ìù äàáä äøãñä (1)

0 // pKer(ϕ)x
ıx // Fx

ϕx // Gx
qx // pCoker(ϕ)x

// 0

.x

(
pIm(ϕ)x

)
= Im(ϕx)-å Ker(ϕ)x

∼= Ker(ϕx) (2)

:äçëåä

.1.4.3 äîìå ,pCoker-å pKer úøãâäî òáåð (1)

.ıx: Ker(ϕ)x
∼= Ker(ϕx) ïëìå ,ò"çç ıx-å Im(ıx) = Ker(ϕx) ,(1) éôì (2)

éë ÷éñäìå (ı íå÷îá -å ϕ íå÷îá q íò) (1)-á ùîúùäì ïúéð ,pIm(ϕ) = Ker(q)-ù ïåéëî

.x

(
pIm(ϕ)x

)
= Ker(qx) = Im(ϕx)

.úåîåìàì øáòîä úà òöáð úòë

.äîåìà äðä pKer(ϕ) éæà .úåîåìà ìù íæéôøåî ϕ: F → G éäé :1.4.5 äîì

.U ìù çåúô éåñéë {Ui} éäéå U ∈ Open(X) éäú :äçëåä

.σ = 0 ,äîåìà F -å σ ∈ F(U)-ù ïåéëî .i ìëì σ|Ui = 0-ù êë σ ∈ pKer(ϕ)(U) éäé

íéé÷ ,σi ∈ F(Ui)-å äîåìà F -ù ïåéëî .íéëåúéçä ìò íéîéëñî i ìëì σi ∈ pKer(Ui) éë çéðð

,σi ∈ pKer(Ui)-ù ïåéëî ,i ìëì éæà .i ìëì σ|Ui = σi-ù êë σ ∈ F(U)

.ϕ(U)(σ)|Ui = ϕ(Ui)(σi) = 0

.σ ∈ pKer(ϕ)(U) ïëìå ,ϕ(U)(σ) = 0 ,äîåìà G-ù ïåéëî
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.Ker(ϕ)-á pKer(ϕ) äîåìàä úà ïîñð ,úåîåìà ìù íæéôøåî ϕ: F → G íà :1.4.6 ïåîéñ

.äîåìà äðéà pCoker(ϕ)-ù êë úåîåìà ìù ϕ íæéôøåîì äîâåã ïúéð :1.4.7 äîâåã

ìéàåä .U ìò úåéôøåîåìåää úåéö÷ðåôä úøåáç H(U) éäú ,U ∈ Open(X) ìë øåáò .X = C éäé

æà .ϕ(U) = d
dz : H(U) → H(U) é"ò ϕ: H → H øéãâð .äîåìà àéä H ,úéîå÷î äðåëú àéä úåéôøåîåìåäå

.C = pCoker(ϕ) ïîñð .úåîåìà ìù íæéôøåî ϕ

äðä U ìò úéôøåîåìåä äéö÷ðåô ìë ,øù÷-èåùô U -ù ïåéëî éæà ,x-ì áéáñî çåúô ìåâéò U íà .x ∈ X éäé

,X-á x ìù úåçåúô úåáéáñ ìù ñéñá åðä íéìåâéòä óñåàå ìéàåä .ìò åðä ϕ(U) ïëìå ,éäùìë äéö÷ðåô ìù úøæâð

.x ∈ X ìëì Cx = 0 éë äàøð 1.4.4 äàöåúá úøàåúîù ú÷ééåãîä äøãñá èéáð íà .ìò åðä ϕx

ìò úéôøåîåìåä äéö÷ðåô úîéé÷ àìù ïåéëî .f(z) = z−1 úåéäì f ∈ H(U) øéãâð .U = X r{0} éäú

.C(U) 6= 0 ïëìå ,Im(ϕ(U)) 6= H(U) ,f àéä äúøæâðù U

.äîåìà äðéà C ,1.3.2 äîì éôì .x ∈ X ìëì Cx = 0-ù êë ñôàî äðåù äîåìà íã÷ äðä C ïëì

úôøåöîä äîåìàä úåéäì Coker(ϕ) úà øéãâð .úåîåìà ìù íæéôøåî ϕ: F → G éäé :1.4.8 äøãâä

.pCoker(ϕ)-ì

é"ò úøöåðä G ìù äîåìàä-úú úåéäì Im(ϕ) úà øéãâð .úåîåìà ìù íæéôøåî ϕ: F → G éäé :1.4.9 äøãâä

.1.2.3 ïåèôùîáë ,pIm(ϕ)

úåîåìà ìù íéîæéôøåî íéîéé÷ éæà .úåîåìà ìù íæéôøåî ϕ: F → G éäé :1.4.10 äîì

Ker(ϕ) � � ı // F ϕ1 // Im(ϕ) � � ′ // G q′ // Coker(ϕ)

:ùøåôî ïôåàá .Sh(X,Ab) äéøåâè÷á íæéôøåî ìù äðåîúå äååìð ïéòøâ ,ïéòøâ ìù úåéìñøáéðåàä úåðåëúä úà íéîéé÷îù

íéùøúäù êë ψ′ ãéçé íæéôøåî íéé÷ éæà ϕ ◦ ψ = 0 íéé÷îù úåîåìà ìù íæéôøåî ψ: H → F íà .ϕ ◦ ı = 0 (1)

:éôåìéç àáä

Ker(ϕ) ı // F

H
ψ′

ccF
F

F
F

F ψ

??ÄÄÄÄÄÄÄÄ

íéùøúäù êë ψ′ ãéçé íæéôøåî íéé÷ éæà ,ψ ◦ ϕ = 0 íéé÷îù úåîåìà ìù íæéôøåî ψ: G → H íà .q′ ◦ ϕ = 0 (2)

:éôåìéç àáä

G q′ //

ψ ÂÂ>
>>

>>
>>

> Coker(ϕ)

ψ′zzv
v

v
v

v

H
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.q′: G → Coker(ϕ) ìù ïéòøâä äðä (′ ä÷úòää íò ãçéá) Im(ϕ) (3)

.1.4.2 äîì éðåîéñá øàùéð :äçëåä

.1.4.2 äîìáë ı åúåà åðä ı íæéôøåîä ,Ker(ϕ) = pKer(ϕ)-å ìéàåä

.pIm(ϕ) ↪→ Im(ϕ) íåìéàä íò ϕ0: F → pIm(ϕ) íæéôøåîä ìù äáëøää åðä ϕ1 íæéôøåîä

.Im(ϕ) ↪→ G ïåëéùä åðä ′ íæéôøåîä

.η: pCoker(ϕ) → Coker(ϕ) íåìéàä íæéôøåî íò q: G → pCoker(ϕ) ìù äáëøää åðä q′ íæéôøåîä

:éôåìéç àáä íéùøúäù êë ïä úåøãâää ,úåøçà íéìéîá

Ker(ϕ) � � ı // F ϕ0 //

ϕ1 ""EE
EE

EE
EE

E pIm(ϕ)� q


""EE
EE

EE
EE

E� _

²²
Im(ϕ) � � ′ // G q //

q′ $$HHHHHHHHHH pCoker(ϕ)

η

²²
Coker(ϕ)

.úåéìñøáéðåàä úåðåëúä úà úòë ÷åãáð

.Ker(ϕ) = pKer(ϕ)-å ìéàåä ,1.4.2 äîìî òáåð (1)

úåîåìà-íã÷ ìù íæéôøåî ψ: G → H éäé .q′ ◦ ϕ = η ◦ q ◦ ϕ = 0 ïëìå q ◦ ϕ = 0 ,úéùàø (2)

ìù úéìñøáéðåàä äðåëúä éôì æà ,úåîåìà-íã÷ ìù íéîæéôøåîë ϕ-å ψ ìò ìëúñð íà .ψ ◦ ϕ = 0 íéé÷îù

:éôåìéç àáä íéùøúäù êë úåîåìà íã÷ ìù ψ0 ãéçé íæéôøåî íéé÷ pCoker(ϕ)

G q //

ψ ÂÂ>
>>

>>
>>

> pCoker(ϕ)

ψ0
zzu

u
u

u
u

H
:éôåìéç àáä íéùøúäù êë ψ′ ãéçé íæéôøåî íéé÷ ,íåìéà ìù úéìñøáéðåàä äðåëúä éôì

pCoker(ϕ)
η //

ψ0
$$IIIIIIIIII

Coker(ϕ)

ψ′zzv
v

v
v

v

H
:éôåìéç àáä íéùøúäù êë ãéçéä íæéôøåîä åðä ψ′-ù äàøî íéîãå÷ä íéîéùøúä éðù óåøéö

G η◦q=q′ //

ψ ÂÂ>
>>

>>
>>

> Coker(ϕ)

ψ′zzv
v

v
v

v

H
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pIm(ϕ) ⊆ ïëì .q′(U) ◦ (U) = 0 ïëìå q(U) ◦ (U) = 0 U ∈ Open(X) ìëì ,1.4.1 äøãâä éôì (3)

.Im(ϕ) ⊆ Ker(q′) éë 1.2.3 ïåèôùîî òáåð ,G ìù äîåìà-úú äðä Ker(q′)-å ìéàåä .Ker(q′)

.x ∈ X éäé

.pIm(ϕ)x = Im(ϕ)x ,1.2.3 ïåèôùî éôì (?)

.Im(ϕx) = pIm(ϕ)x ,1.4.4 äàöåú éôì (?)

.Im(ϕx) = Ker(qx) ,1.4.4 äàöåú éôì (?)

.Ker(qx) = Ker(q′x) ïëìå ,íæéôøåîåæéà åðä ηx ,1.2.6 äîì éôì (?)

.Ker(q′x) = Ker(q′)x ,(ϕ = q′ øåáò) 1.4.4 äàöåú éôì (?)

.Im(ϕ)x = Ker(q′)x éë äàøî ì"ðä íéôéòñä úùîç ìù óåøéö

.Im(ϕ) = Ker(q′) ,1.3.3 äîì éôì

ìù äàáä äøãñä éæà .úîãå÷ä äîìä éðåîéñá øàùéð .x ∈ X -å úåîåìà ìù íæéôøåî ϕ: F → G éäé :1.4.11 äîì

:ú÷ééåãî äðä úåéìáà úåøåáç ìù íéîæéôøåîåîåä

0 // Ker(ϕ)x
ıx // Fx

ϕx // Gx

q′x // Coker(ϕ)x
// 0

.Im(ϕx) = Im(ϕ)x ,óñåðá

.1.4.4 äàöåúî òáåð Fx-å Ker(ϕ)x-á ÷åéã ,Ker(ϕ) = pKer(ϕ)-å ìéàåä :äçëåä

éôì .íåìéàä íæéôøåî åðä η: pCoker(ϕ) → Coker(ϕ) øùàë q′x = (η ◦ q)x = ηx ◦ qx éë øéëæð

,Ker(q′x) = Im(ϕx) ,1.4.4 äàöåú éôì ïëì .Ker(q′x) = Ker(qx) ïëì .íæéôøåîåæéà åðä ηx ,1.2.6 äîì

íâ ú÷ééåãî äøãñä ïëì .ìò åðä q′x íâ ïëìå ,ìò åðä qx ,1.4.4 äàöåú éôì ,ïë åîë .Gx-á ú÷ééåãî äøãñä ïëìå

.Coker(ϕ)x-á

.ú÷ééåãî ïëà äøãñä ïëì

,1.2.3 ïåèôùî ìù (3) óéòñ éôì .x ∈ X ìëì Im(ϕx) = pIm(ϕ)x ,1.4.4 äàöåú éôì ,óåñáì

.Im(ϕ)x = pIm(ϕ)x

øîàð .Ker(ϕ) = 0 íà (monic) éðåî åðä ϕ éë øîàð .úåîåìà ìù íæéôøåî ϕ: F → G éäé :1.4.12 äøãâä

.Coker(ϕ) = 0 íà (epic) éôà åðä ϕ éë

éæà .úåîåìà ìù íæéôøåî ϕ: F → G éäé :1.4.13 äîì

.x ∈ X ìëì ò"çç ϕx íà ÷øå íà éðåî ϕ (1)

.x ∈ X ìëì ìò åðä ϕx íà ÷øå íà éôà ϕ (2)
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.Im(ϕ) = G íà ÷øå íà éôà ϕ (3)

:äçëåä

ìëì Ker(ϕ)x = 0 éàãå éæà ,Ker(ϕ) = 0 íà .x ∈ X ìëì Ker(ϕx) ∼= Ker(ϕ)x ,1.4.4 äàöåú éôì (1)

.x ìëì ò"çç ϕx øîåìë ,x ìëì Ker(ϕx) = 0 ïëìå ,x

.Ker(ϕ) = 0 ,1.3.2 äîì éôì .x ìëì Ker(ϕ)x = 0 éæà ,x ìëì ò"çç ϕx íà ,êôéäì

,1.3.2 äîì éôì .x ∈ X ìëì Coker(ϕ)x = 0 íà ÷øå íà x ∈ X ìëì ìò åðä ϕx ,1.4.13 äîì éôì (2)

.Coker(ϕ) = 0 éàðúì ìå÷ù äæ éàðú

.Im(ϕ) = G ,1.4.10 äîì ìù (3) óéòñ éôì éæà ,Coker(ϕ) = 0 íà (3)

äøãñä éôì .ñôàä íæéôøåî åðä G → Coker(ϕ) ,1.4.10 äîì éôì éæà ,Im(ϕ) = G íà ,êôéäì

.Coker(ϕ) = 0 ïëì .x ∈ X ìëì Coker(ϕ)x = 0 ,1.4.11 äîìá ú÷ééåãîä

.éôàå éðåî ϕ íà ÷øå íà íæéôøåîåæéà ϕ éæà .úåîåìà ìù íæéôøåî ϕ: F → G éäé :1.4.14 äîì

êëì ìå÷ù äæ éàðú .x ∈ X ìëì íæéôøåîåæéà åðä ϕx íà ÷øå íà íæéôøåîåæéà åðä ϕ ,1.3.5 ïåèôùî éôì :äçëåä

.éôàå éðåî ϕ-ù êëì ìå÷ù äæ éàðú ,1.4.13 äîì éôì .x ∈ X ìëì ìòå ò"çç åðä ϕx-ù

úåéäì G/F äîåìàä úà øéãâð .ïåëéùä ıF : F → G éäéå ,G äîåìà ìù äîåìà úú F éäú :1.4.15 äøãâä

.G/F = Coker
(
ıF

)

.U 7→ G(U)/F(U) äîåìàä íã÷ì úôøåöîä äîåìàä ÷åéãá àéä G/F éë áì íéùð

.(G/F)x
∼= Gx/Fx éæà .x ∈ X éäéå ,G äîåìà ìù äîåìà úú F éäú :1.4.16 äîì

:ú÷ééåãî äðä äàáä äøãñä ,(ϕ = ıF øåáò) 1.4.4 äàöåú éôì ïëìå ,Ker(ıF ) = 0 éæà .ïåëéùä ıF éäé :äçëåä

0 // Fx

(ıF )x // Gx
// (G/F)x

// 0

.äðåëð äðòèä ïëì

.úåîåìà ìù úå÷éåãî úåøãñ 1.5

éäú :1.5.1 äøãâä

F ϕ // G ψ // H

åðä ïåéåùä øùàë) Ker(ψ) = Im(ϕ) íà (G-á) ú÷ééåãî äðä äøãñä éë øîàð .úåîåìà ìù íéîæéôøåî ìù äøãñ

.(G ìù úåîåìà-úú ïéá
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éäú :1.5.2 ïåèôùî

F ϕ // G ψ // H (S)

äøãñä Sx éäú ,x ∈ X ìëì .úåîåìà ìù íéîæéôøåî ìù äøãñ

Fx
ϕx // Gx

ψx // Hx (Sx)

.x ∈ X ìëì ú÷ééåãî Sx íà ÷øå íà ú÷ééåãî S éæà

,1.4.11 äîì éôì .Ker(ψ) = Im(ϕ) éæà .ú÷ééåãî S éë çéðð :äçëåä

.Ker(ψx) = Ker(ψ)x = Im(ϕ)x = Im(ϕx)

.x ∈ X ìëì ú÷ééåãî Sx ïëì

éäéå σ ∈ F(U) éäé .U ∈ Open(X) éäú .x ∈ X ìëì ú÷ééåãî Sx éë çéðð ,êôéäì

,x ∈ U ìëì æà .τ = (ψ ◦ ϕ)(U)(σ) ∈ H(U)

.τx = (ψx ◦ ϕx)(σx) = 0

,U ∈ Open(X) ìëì ïëì .ψ ◦ ϕ = 0 ïëì .τ = 0 ,1.2.4 äîì éôì

.pIm(ϕ)(U) = Im(ϕ(U)) ⊆ Ker(ψ(U))

äîì éôì .Ker(ψ) ìù äîåìà-úú äðä Im(ϕ) øîåìë ,Im(ϕ) ⊆ Ker(ψ) ,pIm(ϕ) é"ò úøöåð Im(ϕ)-å ìéàåä

,Sx ÷åéã úçðä éôìå 1.4.11

Im(ϕ)x = Im(ϕx) = Ker(ψx) = Ker(ψ)x

.ú÷ééåãî S ïëì .Im(ϕ) = Ker(ψ) ,1.3.3 äîì éôì .x ∈ X ìëì

äøãñä éæà ,úåîåìà ìù íæéôøåî ϕ: F → G íà :1.5.3 äàöåú

0 // Ker(ϕ) ı // F ϕ // G q′ // Coker(ϕ) // 0

.ú÷ééåãî äðä

ì"ðä äøãñä ,1.5.2 ïåèôùî éôì .ú÷ééåãî äðä äîéàúîä íéìåòáâä úøãñ x ∈ X ìëì ,1.4.11 äîì éôì :äçëåä

.ú÷ééåãî äðä
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éäú :(íéìáåìâä íéëúçä øåè÷ðåô ìù ìàîùî ÷åéã) 1.5.4 ïåèôùî

0 // F ϕ // G ψ // H

,U ∈ Open(X) ìëì éæà .úåîåìà ìù íéîæéôøåî ìù ú÷ééåãî äøãñ

0 // F(U)
ϕ(U) // G(U)

ψ(U) // H(U)

.úåéìáà úåøåáç ìù íéîæéôøåîåîåä ìù ú÷ééåãî äøãñ äðä

.ìàîùî ÷éåãî åðä Ab êåúì Sh(X,Ab) êåúî F 7→ F(U) øåè÷ðåôä ,úåøçà íéìéîá

:äçëåä

,Ker(ϕ(U)) = K(U) = 0 ïëì .K = Im(0) = 0 ,K = Ker(ϕ)-å ìéàåä .K = pKer(ϕ) éäé :à

.ò"çç ϕ(U) ïëìå

.ψ(U) ◦ ϕ(U) = 0 ïëìå ,ñôàä íæéôøåî åðä ψ ◦ ϕ ,Ker(ψ) = Im(ϕ)-å ìéàåä :á

ïåèôùî äàø) Im(ϕ) úøãâä éôì .τ ∈ Ker(ψ)(U) = Im(ϕ)(U) éæà .τ ∈ Ker
(
ψ(U)

)
éäé :â

êë σi ∈ F(Ui) íéé÷ i ìëì ïëì .i ìëì τ |Ui ∈ Im
(
ϕ(Ui)

)
-ù êë U =

⋃
i Ui çåúô éåñéë íéé÷ ,(1.2.3

,i, j ìë øåáò éæà .τ |Ui = ϕ(Ui)(σi)-ù

.ϕ(Ui ∩ Uj)
(
σi|Ui∩Uj

)
= τ |Ui∩Uj = ϕ(Ui ∩ Uj)

(
σj |Ui∩Uj

)

ïëìå ,ò"çç ϕ(Ui ∩ Uj) åðàøäù éôë

.σi|Ui∩Uj = σj |Ui∩Uj

,i ìë øåáò éæà .i ìëì σ|Ui
= σi-ù êë σ ∈ F(U) íéé÷ äîåìà F -å ìéàåä

.ϕ(U)(σ)|Ui = ϕ(Ui)
(
σ|Ui

)
= ϕ(Ui)(σi) = τ |Ui

,äîåìà G-å ìéàåä

.ϕ(U)(σ) = τ

.Ker
(
ψ(U)

)
= Im

(
ϕ(U)

)
ïëì .τ ∈ Im

(
ϕ(U)

)
ïëì
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:ïéîéî ÷ééåãî çøëäá åðéà íéìáåìâä íéëúçä øåè÷ðåô :1.5.5 äîâåã

,åðàøäù éôë .C = Coker(ϕ)-å K = Ker(ϕ) åéäé .1.4.7 äîâåãá ïúéðù ϕ íæéôøåîá ùîúùð

äàöåú éôì .C = 0 ,1.3.2 äîì éôì ïëìå ,x ìëì Cx = 0 ,1.2.6 äîì éôì .x ∈ X ìëì pCoker(ϕ)x = 0

äøãñä ,1.5.3

0 // K ı // H ϕ // H // 0

äøãñä ïëìå ,ìò åðéà ϕ(U) éæà ,U = X r{0} íà ,åðéàøù éôë íìåà .ú÷ééåãî äðä

0 // K(U)
ı(U) // H(U)

ϕ(U) // H(U) // 0

.éðùä H(U)-á ú÷ééåãî äðéà

éäú :1.5.6 äîì

F ϕ // G ψ // H (1)

äøãñä ,U ∈ Open(X) ìëìù êë úåîåìà ìù íéîæéôøåî ìù äøãñ

F(U)
ϕ(U) // G(U)

ψ(U) // H(U)

.ú÷ééåãî (1) äøãñä éæà .ú÷ééåãî äðä

úåîåìà íã÷ ìù ïåéåù íéé÷ ïëì .Im(ϕ(U)) = Ker(ψ(U)) ,U ∈ Open(X) ìëì :äçëåä

.pIm(ϕ) = pKer(ψ)

ïëì .äîåìà äðä pIm(ϕ) íâ ïëìå ,äîåìà äðä pKer(ψ) íìåà

, Im(ϕ) = pIm(ϕ) = pKer(ψ) = Ker(ψ)

.ú÷ééåãî (1) ïëìå

.äøùé äðåîú :ñéñáä áçøî éåðéù 1.6

.íéâåìåôåè íéáçøî ïéá f : X → Y äôéöø ä÷úòä òá÷ð äæ óéòñá
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øéãâð ,V ∈ Open(Y ) íà :àáä ïôåàá Y ìòî f∗F úà øéãâð .X ìòî äîåìà íã÷ F éäú :1.6.1 äøãâä

.f∗F(V ) = F(
f−1(V )

)

øéãâäì ïúéð ïëìå ,f−1(V ) ⊆ f−1(V ′) éæà ,V ⊆ V ′-ù êë V, V ′ ∈ Open(Y ) íà

.resf∗F
V ′,V = resFf−1(V ′),f−1(V ): F

(
f−1(V ′)

) → F(
f−1(V )

)

.Y ìòî äîåìà íã÷ äðä f∗F éæà

.Y ìòî äîåìà f∗F éæà ,X ìòî äîåìà F íà :1.6.2 äîì

ìù äîåìàä éàðú úà ïëì .íéãåçéàå íéëåúéç ìò úøîåù f−1: Open(Y ) → Open(X) ä÷úòää :äçëåä

.f−1 úøæòá X ìòî F -ì äøæç øáòî é"ò ÷åãáì ïúéð Y ìòî f∗F

úà øéãâð ,V ∈ Open(Y ) ìëì .X ìòî úåîåìà íã÷ ìù íæéôøåî ϕ: F → G éäé :1.6.3 äøãâä

(f∗ϕ)(V ): f∗F(V ) → f∗G(V )

ïëìå ,íéîåöîö íò óìçúî f∗ϕ éë øåøá .ϕ(f−1(V )): F(f−1(V )) → G(f−1(V )) íæéôøåîåîåää úåéäì

.úåîåìà íã÷ ìù íæéôøåî åðä f∗ϕ: f∗F → f∗G

úåîùää :1.6.4 äîì

F 7→ f∗F
ϕ 7→ f∗ϕ

1 éáéèéãà øåè÷ðåô úåøéãâî

f∗: Presh(X,Ab) → Presh(Y,Ab)

øåè÷ðåô åðä úåîåìàä úééøåâè÷ì åîåöîöù

.f∗: Sh(X,Ab) → Sh(Y,Ab)

f∗(ϕ◦ψ) = (f∗ϕ)◦ (f∗ψ) -å f∗idF = idf∗F úåðåëúä ,ϕ,ψ íéîæéôøåîå F äîåìà íã÷ ìë øåáò :äçëåä

.1.6.2 äîìî úòáåð äðåøçàä äðòèä .úåéáéèéãàä íâ êëå ,úåøãâääî úåòáåð

f∗(ϕ1 + ϕ2) = f∗ϕ1 + f∗ϕ2 øîåìë 1
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.(g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗ éæà ,úôñåð äôéöø ä÷úòä äðä g: Y → Z íà :1.6.5 äîì

.øåøá :äçëåä

.ìàîùî ÷ééåãî åðä f∗: Sh(X,Ab) → Sh(Y,Ab) øåè÷ðåôä :1.6.6 ïåèôùî

.[Ten] ìù 55 ãåîòá 7.6 äðòè êåúî :äçëåä

éäú

0 // F ϕ // G ψ // H

äøãñä ,1.5.4 ïåèôùî éôì .V ∈ Open(X) éäú .X ìòî úåîåìà ìù íéîæéôøåî ìù ú÷ééåãî äøãñ

0 // F(f−1(V ))
ϕ(f−1(V )) // G(f−1(V ))

ψ(f−1(V )) // H(f−1(V ))

÷åéãá àéä åæ äøãñ .ú÷ééåãî äðä

0 // f∗F(V )
f∗ϕ(V ) // f∗G(V )

f∗ψ(V ) // f∗H(V )

äøãñä ,1.5.6 äîì éôì ,ïëì

0 // f∗F f∗ϕ // f∗G f∗ψ // f∗H

.ú÷ééåãî äðä Y ìòî úåîåìà ìù íéîæéôøåî ìù

êåúì Sh(Y,Ab) êåúî íæéôøåîåæéà åðä G 7→ G(Y ) éæà .úããåá äãå÷ð ìòá áçøî Y éäé :1.6.7 äîâåã

øåè÷ðåôì íéàúî f∗ øåè÷ðåôä ,ì"ðä íæéôøåîåæéàä úçú éæà ,äòåá÷ä ä÷úòää äðä f : X → Y íà .Ab

,ïéîéî ÷ééåãî çøëäá åðéà äæ øåè÷ðåô ,1.5.5 äîâåãá åðéàøù éôë .Ab êåúì Sh(X,Ab) êåúî F 7→ F(X)

.ïéîéî ÷ééåãî çøëäá åðéà f∗ íâ ïëìå

.úéëôåä äðåîú :ñéñáä áçøî éåðéù 1.7

.íéâåìåôåè íéáçøî ïéá äôéöø ä÷úòä äðä f : X → Y éë çéðäì êéùîð

:àáä ïôåàá X ìòî f−1
0 G äîåìàä íã÷ úà øéãâð .Y ìòî äîåìà G éäú :1.7.1 äøãâä

øéãâð ,U ∈ Open(X) øåáò

.c(U) = {V ∈ Open(Y ) | V ⊇ f(U)}
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øéãâð .äìëä é"ò úðååëî äöåá÷ éäåæ

.f−1
0 G(U) = lim

−→
V∈c(U)

G(V )

.éòáèä íæéôøåîåîåää úåéäì λGU,V : G(V ) → f−1
0 G(U) úà øéãâð ,V ∈ c(U) ìëì

V ′ ⊆ V -ù êë V, V ′ ∈ c(U) ìë øåáò .c(U) ⊆ c(U ′) éæà ,U ′ ⊆ U -ù êë U ′, U ∈ Open(X) íà

:éôåìéç àáä íéùøúä

G(V )
resG

V,V ′ //

λG
U′,V %%JJJJJJJJJ

G(V ′)

λG
U′,V ′yyttttttttt

f−1
0 G(U ′)

(1)

ãéçé íæéôøåîåîåä íéé÷ ïëì

resf−1
0 G

U,U ′ : f−1
0 G(U) → f−1

0 G(U ′)

:éôåìéç àáä íéùøúä V ∈ c(U) ìëìù êë

G(V )
λG

U′,V

%%JJJJJJJJJ
λGU,V

zzuuuuuuuuu

f−1
0 G(U)

res
f
−1
0 G

U,U′ // f−1
0 G(U ′)

(2)

ìòî äîåìà-íã÷ äðä f−1
0 G ïëìå ,úåçåúô úåöåá÷ ìù úåìëä ìù úåáëøä ìò øîåù resf−1

0 G éë òáåð úåãéçéäî

.X

.X ìòî f−1
0 G-ì úôøåöîä äîåìàä úåéäì f−1G úà øéãâð ,Y ìòî G äîåìà øåáò :1.7.2 äøãâä

.íåìéàä íæéôøåî η: H0 → H-å ,H = f−1G ,H0 = f−1
0 G åéäé .Y ìòî äîåìà G éäú :1.7.3 äøãâä

íéé÷ ,1.7.1 äøãâä éðåîéñá .V ∈ c(f−1(V )) ïëìå V ⊇ f(f−1(V )) éæà .V ∈ Open(Y ) éäú

íæéôøåîåîåä

.λG(V ) = λGf−1(V ),V : G(V ) −→ H0(f−1(V )) = f∗H0(V )

éæà ,V ′ ⊆ V -ù êë V, V ′ ∈ Open(Y ) íà

resf∗H0
V,V ′ ◦ λG(V ) = resH0

f−1(V ),f−1(V ′) ◦ λG(V )

= λGf−1(V ′),V

= λGf−1(V ′),V ′ ◦ resGV,V ′

= λG(V ′) ◦ resGV,V ′
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ïëì .äîàúäá ,1.7.1 äøãâäá (1)-å (2)-î íéòáåð éùéìùäå éðùä ïåéåùä øùàë

.úåîåìà-íã÷ ìù íæéôøåî åðä λG : G → f∗H0

úåîåìàä íæéôøåî úà øéãâð

λ̂G : G → f∗H

.λ̂G = (f∗η) ◦ λG é"ò

.Y ìòî úåîåìà ìù íæéôøåî µ: G → f∗F éäéå ,X ìòî äîåìà F éäú .1.7.3 äøãâä éðåîéñá øàùð :1.7.4 äðòè

:éôåìéç àáä íéùøúäù êë X ìòî úåîåìà ìù µ̂: f−1G → F ãéçé íæéôøåî íéé÷ éæà

G λ̂G //

µ
ÃÃA

AA
AA

AA
A f∗f−1G

f∗µ̂zzvvv
vv

vv
vv

f∗F

íæéôøåîåîåä ïúåð µ íæéôøåîä ,V ∈ c(U) ìëì .U ∈ Open(X) éäú :äçëåä

.µ(V ): G(V ) → f∗F(V ) = F(f−1(V ))

íæéôøåîåîåä øéãâäì ïúéð ïëìå ,U ⊆ f−1(V ) íéé÷úî ,f(U) ⊆ V -å ìéàåä

θU,V : G(V ) → F(U)

é"ò

.θU,V = resFf−1(V ),U ◦ µ(V )

íéé÷úî ,íæéôøåî µ-ù ïåéëî éæà V ′ ⊆ V -ù êë V, V ′ ∈ c(U) íà

θU,V ′ ◦ resGV,V ′ = resFf−1(V ′),U ◦ µ(V ′) ◦ resGV,V ′

= resFf−1(V ′),U ◦ resf∗F
V,V ′ ◦ µ(V )

= resFf−1(V ′),U ◦ resFf−1(V ),f−1(V ′) ◦ µ(V )

= resFf−1(V ),U ◦ µ(V )

= θU,V .
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:éôåìéç àáä íéùøúä ïëì

G(V )
θU,V

##HH
HH

HH
HH

H

resG
V,V ′

²²

F(U)

G(V ′)
θU,V ′

;;vvvvvvvvv

(∗)

ãéçé íæéôøåîåîåä íéé÷ éë òáåð øùé ìåáâ ìù úéìñøáéðåàä äðåëúäî

µ̂0(U): f−1
0 G(U) → F(U)

:V ∈ c(U) ìëì éôåìéç àáä íéùøúäù êë

G(V )
θU,V

##FF
FF

FF
FF

F
λGU,V

zzuuuuuuuuu

f−1
0 G(U)

µ̂0(U)
// F(U)

(∗∗)

éæà .V ∈ c(U) éäú .U ′ ⊆ U -ù êë U,U ′ ∈ Open(X) åéäé

resFU,U ′ ◦ µ̂0(U) ◦ λGU,V = resFU,U ′ ◦ θU,V

= resFU,U ′ ◦ resFf−1(V ),U ◦ µ(V )

= resFf−1(V ),U ′ ◦ µ(V )

= θU ′,V

= µ̂0(U ′) ◦ λGU ′,V

= µ̂0(U ′) ◦ resf−1
0 G

U,U ′ ◦ λGU,V

,θU ′,V úøãâäî ,θU,V úøãâäî ,(∗∗) íéùøúäî íéòáåð éùéùäå éùéîçä ,éòéáøä ,éðùä ,ïåùàøä ïåéåùä øùàë

ïëì .äîàúäá ,1.7.1 úøãâä ìù (2) íéùøúäå (∗∗) íéùøúäî

resFU,U ′ ◦ µ̂0(U) ◦ λGU,V = µ̂0(U ′) ◦ resf−1
0 G

U,U ′ ◦ λGU,V

ïëì .V ∈ c(U) ìëì

.resFU,U ′ ◦ µ̂0(U) = µ̂0(U ′) ◦ resf−1
0 G

U,U ′
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.X ìòî úåîåìà-íã÷ ìù íæéôøåî åðä µ̂0: f−1
0 G → F ïëì

,(∗∗) éôìå V ∈ c(f−1(V )) éæà .V ∈ Open(Y ) éäú

µ̂0(f−1(V )) ◦ λGf−1(V ),V = θf−1(V ),V

= resFf−1(V ),f−1(V ) ◦ µ(V )

= µ(V ).

:éôåìéç àáä íéùøúä ïëì

G(V )
λG(V ) //

µ(V ) %%KKKKKKKKKK f−1
0 G(f−1(V ))

µ̂0(f
−1(V ))wwnnnnnnnnnnnn

F(f−1(V ))

:éôåìéç àáä íéùøúä ïëìå

G λG //

µ
ÃÃ@

@@
@@

@@
@ f∗(f−1

0 G)

f∗µ̂0zzuuuuuuuuu

f∗F

(∗ ∗ ∗)

éë çéðð .úàæ äðåëú íéé÷îä ãéçéä íæéôøåîä åðä µ̂0 éë úòë äàøð

ν̂0: f−1
0 G → F

íéé÷îä úåîåìà-íã÷ ìù íæéôøåî åðä

.(f∗ν̂0) ◦ λG = µ

:éôåìéç àáä íéùøúä V ∈ c(U) ìëì éæà .U ∈ Open(X) éäú

G(V )
λG

f−1(V ),V //

µ(V ) %%KKKKKKKKKK f−1
0 G(f−1(V ))

ν̂0(f
−1(V ))wwnnnnnnnnnnnn

F(f−1(V ))

íéé÷úî ,íæéôøåî ν̂0-å U ⊆ f−1(V )-ù ïåéëî ,óñåðá

ν̂0(U) ◦ resf−1
0 G

f−1(V ),U ◦ λGf−1(V ),V = resFf−1(V ),U ◦ ν̂0(f−1(V )) ◦ λGf−1(V ),V

= resFf−1(V ),U ◦ µ(V )

= θU,V
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äøãâä ìù (2) íéùøú éôì .äîàúäá ,θU,V úøãâäîå íãå÷ä éôåìéçä íéùøúäî íéòáåð éùéìùäå éðùä ïåéåùä øùàë

,1.7.1

, λGU,V = resf−1
0 G

f−1(V ),U ◦ λGf−1(V ),V

ïëìå

ν̂0(U) ◦ λGU,V = θU,V

.µ̂0(U) = ν̂0(U) ïëìå ,ì"ðä äðåëúä ìòá ãéçéä íæéôøåîåîåää åðä µ̂0(U) ,(∗∗) éôì .V ∈ c(U) ìëì

.ν̂0 = µ̂0 ïëì

íéùøúäù êë X ìòî úåîåìà ìù µ̂: f−1G → F ãéçé íæéôøåî íéé÷ ,íåìéà ìù úéìñøáéðåàä äðåëúä éôì

:éôåìéç àáä

f−1
0 G η //

µ̂0 !!DD
DD

DD
DD

f−1G

µ̂
}}zz

zz
zz

zz

F

êë ãéçéä íæéôøåîä åðä µ̂ éë íéàåø åðà ,(íéîæéôøåî ìò ò"çç ïôåàá ìòåô øîåìë) ïîàð øåè÷ðåô f∗-å ìéàåä

:éôåìéç àáä íéùøúäù

f∗(f−1
0 G)

f∗η //

f∗µ̂0 $$IIIIIIIII
f∗(f−1G)

f∗µ̂zzuuuuuuuuu

f∗F

:éôåìéç àáä íéùøúä éë äàøð ,(∗ ∗ ∗) íéùøúä úà óøöð íà

G (f∗η)◦λG //

µ
ÃÃA

AA
AA

AA
A f∗(f−1G)

f∗µ̂zzuuuuuuuuu

f∗F

.äðòèä úà åðçëåä éë íéàåø åðà ,λ̂G úøãâä éôì

ãéçé íæéôøåî íéé÷ éæà .Y ìòî úåîåìà ìù íæéôøåî ϕ: G → G′ éäé :1.7.5 äîì

f−1ϕ: f−1G → f−1G′
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:éôåìéç àáä íéùøúäù êë X ìòî úåîåìà ìù

G λ̂G //

ϕ

²²

f∗f−1G
f∗f−1ϕ

²²
G′ λ̂G

′
// f∗f−1G′

úåîùää

G 7→ f−1G, ϕ 7→ f−1ϕ

øåè÷ðåô úåøéãâî

.f−1: Sh(Y,Ab) −→ Sh(X,Ab)

.1.7.4 äðòèá ïúéðù µ̂ ãéçéä íæéôøåîä úåéäì f−1ϕ úà øéãâð .µ = λ̂G
′ ◦ ϕ-å F = f−1G′ øéãâð :äçëåä

.f−1ϕ íæéôøåîä úåãéçéî úåòáåð øåè÷ðåôä úåðåëú .éôåìéç ïëà ì"ðä íéùøúä éæà

íéé÷ Y ìòî G äîåìà ìëìå X ìòî F äîåìà ìëì øîåìë .f∗ øåè÷ðåôì ìàîùî óøåöî åðä f−1 øåè÷ðåôä :1.7.6 äîì

éòáè íæéôøåîåæéà

.ΘF,G : HomSh(X,Ab)(f−1G,F) ∼= HomSh(Y,Ab)(G, f∗F)

äîùää :äçëåä

µ̂ 7→ (f∗µ̂) ◦ λ̂G

.ìòå ò"çç äðä åæ ä÷úòä éë ÷åéãá úðééöî 1.7.4 äðòèá úéìñøáéðåàä äðåëúä .ïéîéì ìàîù óâàî ä÷úòä úðúåð

íéùøúä éæà ,X ìòî úåîåìà ìù íæéôøåî ϕ: F → F ′ íà éë úåàøäì êéøö ,úåéòáè úåàøäì úðî ìò

,éôåìéç åðéä àáä

Hom(f−1G,F)
ΘF,G //

(−)◦ϕ

²²

Hom(G, f∗F)

(−)◦f∗ϕ

²²
Hom(f−1G,F ′)

ΘF′,G // Hom(G, f∗F ′)
ãåîòá 2 èôùîá àåöîì ïúéð äéøåâè÷ ìëá äðåëðù úéììë äçëåä .Y ìòî úåîåìà ìù íéîæéôøåî øåáò äîåã ïôåàáå

.[Mac] ìù 83
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íæéôøåîåæéà íéé÷ Y ìòî G äîåìà ìëì .x ∈ X éäé :1.7.7 äîì

θGx : Gf(x)
∼ // (f−1G)x

:éôåìéç àáä íéùøúä éæà Y ìòî úåîåìà ìù íæéôøåî ϕ: G → G′ íàù êë

Gf(x)
θGx //

ϕf(x)

²²

(f−1G)x

(f−1ϕ)x

²²
G′f(x)

θG
′

x // (f−1G′)x

(¦)

,f(x) ∈ V -ù êë V ∈ Open(Y ) ìëì .X ìòî äîåìà-íã÷ F éäú ,úéùàø .x ∈ X éäé :äçëåä

íæéôøåîåîåää íéé÷å x ∈ f−1(V )

.resFf−1(V ),x: (f∗F)(V ) = F(f−1(V )) → Fx

àáä íéùøúä ïëìå resf∗F
V,V ′ = resFf−1(V ),f−1(V ′) éæà ,f(x) ∈ V ′ ⊆ V -ù êë V, V ′ ∈ Open(Y ) íà

:éôåìéç

f∗F(V )
resF

f−1(V ),x

##HHHH
HHHH

H

resf∗F
V,V ′

²²

Fx

f∗F(V ′)
resF

f−1(V ′),x

;;vvvvvvvvv

:f(x) ìù V äçåúô äáéáñ ìëì éôåìéç àáä íéùøúäù êë ρFx ãéçé íæéôøåîåîåä íéé÷ ïëì

f∗F(V )
resF

f−1(V ),x

##FF
FF

FF
FF

F
resf∗F

V,f(x)

yyrrrrrrrrrr

(f∗F)f(x)

ρFx // Fx

:éôåìéç åðéä àáä íéùøúä éæà X ìòî úåîåìà-íã÷ ìù íæéôøåî åðä ψ: F → F ′ íà éë úåàøì ì÷ óñåðá

(f∗F)f(x)

ρFx //

(f∗ψ)f(x)

²²

Fx

ψx

²²
(f∗F ′)f(x)

ρF
′

x // F ′x

(♣)
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øéãâäì éãë F = f−1G øåáò ρFx úøãâäá ùîúùð .Y ìòî äîåìà G úòë éäú

, θGx = ρf−1G
x ◦ λ̂Gf(x): Gf(x) −→ (f−1G)x

.1.7.3 äøãâäá øãâåî λ̂G øùàë

úîãå÷ä äøòääå (1.7.5 äîìá) f−1ϕ úøãâä éôì éæà ,Y ìòî úåîåìà ìù íæéôøåî ϕ: G → G′ íà

:éôåìéç àáä íéùøúä ,(F = f−1G øåáò)

Gf(x)

λ̂G
f(x) //

ϕf(x)

²²

(f∗f−1G)f(x)

ρf−1G
x //

(f∗f−1ϕ)f(x)

²²

(f−1G)x

(f−1ϕ)x

²²
G′f(x)

λ̂G
′

f(x) // (f∗f−1G′)f(x)

ρf−1G′
x // (f−1G′)x

.íæéôøåîåæéà åðä θGx éë çéëåäì øúåð .éôåìéç ïëà (¦) íéùøúä ïëì

íéùøúä ,(1.7.3 äøãâä ìù äðåøçàä ä÷ñéôá) λ̂G úøãâä éôì .íåìéàä íæéôøåî η: f−1
0 G → f−1G éäé

:éôåìéç àáä

Gf(x)

λG
f(x) //

λ̂G
f(x) %%LLLLLLLLLL

(f∗f−1
0 G)f(x)

(f∗η)f(x)wwoooooooooooo

(f∗f−1G)f(x)

:éôåìéç åðéä àáä íéùøúä éë äàøð ,ìéòìã (♣) íéùøúá F ′ = f−1G-å F = f−1
0 G áéöð íà ,óñåðá

(f∗f−1
0 G)f(x)

ρ
f
−1
0 G

x //

(f∗η)f(x)

²²

(f−1
0 G)x

ηx

²²
(f∗f−1G)f(x)

ρf−1G
x // (f−1G)x

ïëì
θGx = ρf−1G

x ◦ λ̂Gf(x)

= ρf−1G
x ◦ (f∗η)f(x) ◦ λGf(x)

= ηx ◦ ρ
f−1
0 G

x ◦ λGf(x).
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éë çéëåäì ÷éôñî ïëì .íæéôøåîåæéà åðä ηx ,1.2.6 äîì éôì

ρ
f−1
0 G

x ◦ λGf(x): Gf(x) → (f−1
0 G)x

.ϑGx = ρ
f−1
0 G

x ◦ λGf(x) àåôà éäé .íæéôøåîåæéà åðä

úîéé÷ ,f−1
0 G úøãâä éôì .τ ∈ f−1

0 G(U)-å x ∈ U ,U ∈ Open(X) øùàë ,τx ∈ (f−1
0 G)x éäé

éë òáåð ϑGx úøãâäîå ,f(x) ∈ V éæà .τ = λGU,V (σ)-å f(U) ⊆ V -ù êë σ ∈ G(V ) íéé÷å V ∈ Open(Y )

ϑGx (σf(x)) = ρ
f−1
0 G

x

((
λG(V )(σ)

)
f(x)

)

=
(
λGf−1(V ),V (σ)

)
x

=
(
resf−1

0 G
f−1(V ),U ◦ λGf−1(V ),V (σ)

)
x

=
(
λGU,V (σ)

)
x

= τx,

.ìò ϑGx ïëì .1.7.1 äøãâäá (2)-î òáåð éòéáøä ïåéåùä øùàë

éæà .f(x) ∈ V -ù êë σ ∈ G(V )-å V ∈ Open(Y ) øùàë ,σf(x) ∈ Ker(ϑGx ) éë çéðð

-å x ∈ U ⊆ f−1(V )-ù êë U ∈ Open(X) úîéé÷ ïëìå
(
λGf−1(V ),V (σ)

)
x

= 0

.resf−1
0 G

f−1(V ),U (λGf−1(V ),V (σ)) = 0

,1.7.1 äøãâäá (2) éôì

.λGU,V (σ) = 0

-å f(U) ⊆ V ′ ⊆ V -ù êë V ′ ∈ Open(Y ) úîéé÷ éë òáåð f−1
0 G(U) ìù øùéä ìåáâä úåðåëúî

.ò"çç ϑGx ïëì .σf(x) = 0-å f(x) ∈ V ′ ,èøôá .resGV,V ′(σ) = 0

.÷ééåãî åðä f−1: Sh(Y,Ab) → Sh(X,Ab) øåè÷ðåôä :1.7.8 äðòè

éäú :äçëåä

G ϕ // G′ ϕ′ // G′′

.Y ìòî úåîåìà ìù íéîæéôøåî ìù ú÷ééåãî äøãñ
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:éôåìéç àáä íéùøúä ,1.7.7 äîì éôì éæà .x ∈ X éäé

Gf(x)

ϕf(x) //

θGx
²²

G′f(x)

ϕ′f(x) //

θG
′

x

²²

G′′f(x)

θG
′′

x

²²
(f−1G)x

(f−1ϕ)x // (f−1G′)x

(f−1ϕ′)x // (f−1G′′)x

äøãñä íâ ,íéîæéôøåîåæéà íðä íééëðàä íéîæéôøåîåîåääå ìéàåä .ú÷ééåãî äðä äðåéìòä äøãñä ,1.5.2 ïåèôùî éôì

äøãñä éë äàøî 1.5.2 ïåèôùîá óñåð ùåîéù .ú÷ééåãî äðä äðåúçúä

f−1G f−1ϕ // f−1G′ f−1ϕ′ // f−1G′′

.ú÷ééåãî äðä

,X ìòî F äîåìà øåáò .ïåëéùä ı: Z ↪→ X éäéå áçøî-úú Z ⊆ X éäé ,éâåìåôåè áçøî X éäé :1.7.9 äøãâä

øéãâð

.F|Z = ı−1F

(F|Z)(U) = F(U) íéé÷úî V ⊆ U -ù êë U, V ∈ Open(Z) ìëì éæà Z ∈ Open(X) íà éë áì íéùð

.resF|ZU,V = resFU,V -å

.úåîåìà ìù äøùé äìôëîå øùé íåëñ 1.8

ìë ìò íéøãâåî X éâåìåôåè áçøî ìòî úåîåìà íã÷ ìù äçôùî ìù äøùéä äìôëîä íã÷å øùéä íåëñä íã÷

äìôëîä íã÷ù äìåò äøãâääî .U -ì úåîéàúîä úåøåáçä ìù äøùéä äìôëîëå øùéä íåëñë U äçåúô äöåá÷-úú

äàøð .øùéä íåëñä íã÷ úà íìàì êéøö øùéä íåëñì òéâäì éãëù ãåòá äîåìà äðä úåîåìà ìù äçôùî ìù äøùéä

.äñåçã U íà øùéä íåëñì øùéä íåëñä íã÷î øáòîá äðúùî åðéà é-U -ä áéëøîäù

:íéèøôì úòëå

øéãâð U ∈ Open(X) ìëì .X ìòî úåîåìà-íã÷ ìù óñåà {Fi}i éäéå éâåìåôåè áçøî X éäé :1.8.1 äøãâä

G(U) =
⊕

i

Fi(U)

-å

.H(U) =
∏

i

Fi(U)

33



øéãâð V ⊆ U -ù êë U, V ∈ Open(X) øåáò

resGU,V =
⊕

i

resFi

U,V : G(U) → G(V )

-å

.resHU,V =
∏

i

resFi

U,V : H(U) → H(V )

.äîàúäá p
∏

i Fi-å p
⊕

i Fi-á úåðîåñîä úåîåìà-íã÷ H-å G éæà

äøùé äìôëîå øùé íåëñ ìù úåéìñøáéðåàä úåðåëúä úà úåîéé÷î p
∏

i Fi -å p
⊕

i Fi úåîåìàä íã÷ :1.8.2 äîì

.Presh(X,Ab) äéøåâè÷á

.Ab äéøåâè÷á äìôëîå íåëñ ìù úåîéàúîä úåðåëúäî úòáåð äîìä :äçëåä

.äîåìà äðä p
∏

i Fi éæà i ìëì äîåìà Fi íà :1.8.3 äîì

.Uα,β = Uα ∩Uβ ïîñð .çåúô éåñéë U =
⋃

α Uα éäéå U ∈ Open(X) éäé .H = p
∏

i Fi ïîñð :äçëåä

i ìëì σi|Uα = 0 ,H ìù íåöîöä úøãâä éôì .α ìëì σ|Uα = 0-ù êë σ = (σi)i ∈ H(U) éë çéðð

.σ = 0 ïëìå ,i ìëì σi = 0 éë äàøð ,i ìëì äîåìà Fi-å ìéàåä .α ìëìå

íéëúç ìù óñåà íéìá÷î i ìëì éæà ,σ(α)|Uα,β
= σ(β)|Uα,β

-ù êë σ(α) ∈ H(Uα) íéðåúð íà

íéé÷îä σi ∈ Fi(U) êúç íéé÷ ,(äîåìà Fi-ù ïåéëî) ïëìå ,íéëåúéçä ìò íéãëìúîä σ
(α)
i ∈ Fi(Uα)

.α ìëì σ|Uα = σ(α) éæà ,σ = (σi)i ∈ H(U) êúçä úà øéãâð íà .α ìëì σi|Uα = σ
(α)
i

.äîåìà H ïëì

.äîåìà äðä p
⊕n

i=1 Fi éæà úåîåìà F1, . . . ,Fn íà :1.8.4 äàöåú

.äøùé äìôëî åðä éôåñ øùé íåëñ :äçëåä

.
∏

i Fi-á ïîñð 1.8.3 äîìî äîåìàä úà :1.8.5 ïåîéñ

.p
⊕

i Fi äîåìàä íã÷ì úôøåöîä äîåìàä úåéäì
⊕

i Fi úà øéãâð .úåîåìà Fi åéäé :1.8.6 äøãâä

.Sh(X,Ab) äéøåâè÷á øùé íåëñ ìù úéìñøáéðåàä äðåëúä úà úîéé÷î
⊕

i Fi äîåìàä :1.8.7 äîì

íéîæéôøåîä µi: Fi → G åéäéå íåìéàä íæéôøåî η: G → F éäé .F =
⊕

i Fi-å G = p
⊕

i Fi åéäé :äçëåä

.νi = η ◦ µi: Fi → F øéãâð .(1.8.2 äîì) úåîåìà-íã÷ øåáò G ìù úéìñøáéðåàä äðåëúäî íéòáåðä íééòáèä
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ãéçé íæéôøåî íéé÷ G ìù úéìñøáéðåàä äðåëúäî .i ìë øåáò íæéôøåî ρi: Fi → H éäéå äîåìà H éäú

:i ìëì éôåìéç àáä íéùøúäù êë ρ′: G → H

Fi
µi //

ρi ÃÃA
AA

AA
AA

G

ρ′ÄÄÄ
Ä

Ä
Ä

H

:éôåìéç àáä íéùøúäù êë ρ: F → H ãéçé íæéôøåî íéé÷ ,íåìéà ìù úéìñøáéðåàä äðåëúä éôì

G η //

ρ′ ÂÂ?
??

??
??

? F

ρ
ÄÄ~

~
~

~

H

:i ìëì àáä éôåìéçä íéùøúä úà ïúåð åììä íéîéùøúä éðù óåøéö

Fi
νi //

ρi ÃÃA
AA

AA
AA

F

ρ
ÄÄ~

~
~

~

H

.øùé íåëñ ìù úéìñøáéðåàä äðåëúä ÷åéãá éäåæ

η: G → F éäé .H =
∏

i Fi -å F =
⊕

i Fi ,G = p
⊕

i Fi åéäé ,X ìòî úåîåìà Fi åéäé :1.8.8 äîì

úåîåìà-íã÷ ìù íéîæéôøåî ìù éôåìéç íéùøú íéé÷ éæà .íåìéàä íæéôøåî

G
µ

ÂÂ?
??

??
??

?
η

ÄÄÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
Ä

F ν // H

.éðåî åðä ν íæéôøåîäù êë

éòáèä íæéôøåîåðåîä µ(U) éäé U ∈ Open(X) ìëì :äçëåä

.
⊕

i

Fi(U) →
∏

i

Fi(U)

äðåëúäî ìá÷úî ν íæéôøåîä ,äîåìàH-å ìéàåä .µ íæéôøåîä úà øéãâîå íéîåöîö íò óìçúî {µ(U)} óñåàä éæà

.íåìéà ìù úéìñøáéðåàä
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:éôåìéç àáä íéùøúä éæà .x ∈ X éäé

Gx

µx

ÃÃB
BB

BB
BB

B
ηx

~~}}
}}

}}
}}

Fx
νx // Hx

äîì éôì .ò"çç åðä νx ïëì .íæéôøåîåæéà åðä ηx ,1.2.6 äîì éôì .ò"çç åðä µx íæéôøåîåîåää ,1.4.3 äîì éôì

.éðåî åðä ν ,1.4.13

éäú .íåìéàä íæéôøåî η: G → F éäé .F =
⊕

i Fi -å G = p
⊕

i Fi åéäé ,X ìòî úåîåìà Fi åéäé :1.8.9 äîì

.U ∈ Open(X)

.ò"çç åðä η(U): G(U) → F(U) íæéôøåîåîåää (1)

.íæéôøåîåæéà åðä η(U) éæà äñåçã U íà (2)

:äçëåä

äæ éàðú .σ = 0 éæà ,x ∈ U ìëì σx = 0 íéé÷î σ ∈ G(U) íà éë úåàøäì êéøö ,íåìéàä úøãâä éôì (1)

ïúéð ïåøçàä éàðúä úà .σ = 0 éæà α ìëì σ|Uα = 0-å çåúô éåñéë åðä U =
⋃

α Uα íàù êëì ìå÷ù

.(1.8.3 äîì) úåøùé úåìôëî øåáò äîéàúîä äçëåäá åîë ÷åéãá çéëåäì

U =
⋃

α Uα çåúô éåñéë íéé÷ ,1.2.3 äðòèá äøãâää éôì .τ ∈ F(U) éäé .1.8.8 äîì éðåîéñá øàùéð (2)

,α ìëìù êë σ(α) ∈ G(Uα) íéëúçå

.τ |Uα =
(
σ(α)

x

)
x∈Uα

= η(Uα)(σ(α)) (∗)

.σ(α) = (σ(α)
i )i íåùøð .éôåñ åðä éåñéëä éë çéðäì ïúéð ,äñåçã U -å ìéàåä

íéé÷úî α ìëì (∗) éôì .θ = (θi)i íåùøðå ,θ = ν(U)(τ) ∈ H(U) éäé

.θ|Uα = (ν ◦ η)(Uα)(σ(α)) = µ(Uα)(σ(α))

åðà ,α ìù éôåñ øôñî íéé÷å ìéàåä .i ìë èòîë øåáò θi|Uα = 0 ,α ìëì ïëì .θi|Uα = σ
(α)
i ,α ìëå i ìëì ïëì

.θi = 0 ïëìå ,α ìëì θi|Uα
= 0 íéé÷úî ,i ìë èòîë øåáò éë íéàåø

éæà .σ ∈ G(U) øåáò θ = µ(U)(σ) ïëìå ,i ìë èòîë øåáò θi = 0 ïëì

.ν(U)(η(U)(σ)) = µ(U)(σ) = θ = ν(U)(τ) (∗∗)

éë òáåð (∗∗)-î ïëì .ò"çç ν(U) éë òáåð 1.4.5 äîìî ïëìå ,éðåî ν éë òáåð 1.8.8 äîìî

.η(U)(σ) = τ

.íæéôøåîåæéà η(U) éë òáåð (1) óéòñî .ìò àéä η(U) ïëì
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.úåîåìà ú÷áãä 1.9

Fi|Ui∩Uj
íàù äàøð .Ui ìòî äîåìà Fi éäú i ìëì .X éâåìåôåè áçøî ìù çåúô éåñéë X =

⋃
i Ui éäé

ìòî F äîåìàì Fi úåîåìàä úà ÷éáãäì ïúéð éæà ,íéîàåú íéîæéôøåîåæéàäå i, j ìëì Fj |Ui∩Uj -ì úéôøåîåæéà

.ãéçé ïôåàá X

ïîñðå çåúô éåñéë X =
⋃

i Ui éë çéðð .X ìòî úåîåìà F ,G åéäéå éâåìåôåè áçøî X éäé :1.9.1 äîì

úåîåìà ìù íéîæéôøåî íéîéé÷ íà .Uij = Ui ∩ Uj

µi: F|Ui → G|Ui

íéé÷úî i, j ìëìù êë

µi|Uij = µj |Uij

úåîåìà ìù (ãéçé çøëäá) íæéôøåî íéé÷ éæà

µ: F → G

.i ìëì íæéôøåîåæéà µi íà ÷øå íà íæéôøåîåæéà åðä µ ,ïë ìò øúé .i ìëì µ|Ui = µi -ù êë

.σ ∈ F(V ) éäé .Vij = V ∩Uij = Vi ∩ Vj -å Vi = V ∩Ui ïîñð i, j ìëì .V ∈ Open(X) éäú :äçëåä

øéãâð ,i ìëì

.τi = µi(Vi)(σ|Vi) ∈ G(Vi)

,µi|Uij = µj |Uij -å ìéàåä ,i, j ìëì éæà

τi|Vij = µi(Vi)(σ|Vi)|Vij

= µi(Vij)
(
σ|Vij

)

= µj(Vij)
(
σ|Vij

)

= µj(Vj)(σ|Vj )|Vij

= τj |Vij .

.i ìëì τ |Vi = τi íéé÷îä τ ∈ G(V ) ãéçé êúç íéé÷ ,V =
⋃

i Vi-å äîåìà G-å ìéàåä

ä÷úòä ìá÷ðå ,µ(V )(σ) = τ øéãâð

.µ(V ): F(V ) → G(V )

.íæéôøåîåîåä åðä µ(V ) éë òáåð i ìëì íæéôøåîåîåä åðä µi(Vi) éë äãáåòäå τ úåãéçéî
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i ìëì éæà .Wi = W ∩ Ui ïîñð .W ⊆ V -å W,V ∈ Open(X) éë çéðð
(
µ(V )(σ)|W

)|Wi
= µ(V )(σ)|Wi

=
(
µ(V )(σ)|Vi

)|Wi

=
(
µi(Vi)(σ|Vi

))|Wi

= µi(Wi)(σ|Wi
)

= µi(Wi)((σ|W )|Wi
)

= µ(W )(σ|W )|Wi
,

,W =
⋃

i Wi-å äîåìà G-å ìéàåä .µ(W ) úøãâäî òáåð éùéùä ïåéåùäå µ(V ) úøãâäî òáåð éùéìùä ïåéåùä øùàë

íéé÷úî

.µ(V )(σ)|W = µ(W )(σ|W )

.úåîåìà ìù íæéôøåî åðä µ ïëì

,σ ∈ F(V ) ìë øåáò ïëìå V = Vi éæà ,V ⊆ Ui íà

µ(V )(σ) = µ(V )(σ)|Vi

= µi(Vi)(σ|Vi)

= µi(V )(σ).

.i ìëì µ|Ui = µi ïëì

éæà .x ∈ Ui-ù êë i éäéå x ∈ X éäé ,óåñáì

.µx = (µ|Ui)x = (µi)x

,1.3.5 ïåèôùî éôì .x ∈ Ui ìëìå i ìëì íæéôøåîåæéà åðä (µi)x íà ÷øå íà x ∈ X ìëì íæéôøåîåæéà åðä µx ïëì

.i ìëì íæéôøåîåæéà µi íà ÷øå íà íæéôøåîåæéà µ éë íéãîì åðà

Uij = Ui ∩ Uj ïîñð i, j, k ìëì .çåúô éåñéë X =
⋃

i Ui éäéå éâåìåôåè áçøî X éäé :1.9.2 äðòè

.Uijk = Ui ∩ Uj ∩ Uk -å

íéîæéôøåîåæéà íéðåúð i, j ìëìå ,Ui ìòî Fi äîåìà äðåúð i ìëì éë çéðð

ϕij : Fi|Uij

∼−→ Fj |Uij

:íéàáä íéàðúä úà íéîéé÷îä
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.ϕi,i = idFi
,i ìëì (1)

:éôåìéç àáä íéùøúä ,i, j, k ìëì (2)

Fi|Uijk

ϕij |Uijk //

ϕik|Uijk $$IIIIIIIII
Fj |Uijk

ϕjk|Uijkzzuuuuuuuuu

Fk|Uijk

íéîæéôøåîåæéà íò ,íæéôøåîåæéà éãë ãò äãéçé ,X ìòî F äîåìà úîéé÷ éæà

ψi: F|Ui

∼−→ Fi

:éôåìéç àáä íéùøúä i, j ìëìù êë

F|Uij

Fi|Uij

ϕij //
{{

ψi|Uij
wwwwwwww

Fj |Uij

##

ψj |Uij

GGGGGGGGG

(?)

:äçëåä

.íé÷ìç äîëì äçëåää úà ÷ìçð

:äîåìà-íã÷ë F úéðá .à

øéãâðå ïåëéùä úà ηi: Ui ↪→ X-á ïîñð ,i ìëì

.Gi = (ηi)∗Fi

,V ∈ Open(X) ìëì ,ùøåôî ïôåàá .X ìòî äîåìà äðä Gi ,1.6.2 äîì éôì

.Gi(V ) = Fi(V ∩ Ui)

øéãâð .Gi|Ui = Fi éë áì íéùð

.G =
∏

i

Gi

øéãâðå Vij = V ∩ Uij ,Vi = V ∩ Ui ïîñð ,V ∈ Open(X) ìëì .X ìòî äîåìà G ,1.8.3 äîì éôì

.F(V ) =
{
σ = (σi)i ∈ G(V ) | ∀i, j ϕij(Vij)(σi|Vij ) = σj |Vij

}
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øéãâðå σ ∈ F(V ) éäé .W ⊆ V -å W ∈ Open(X) éë çéðð .G(V ) ìù äøåáç-úú F(V ) éæà

íéé÷úî i ìëì ,äøãâää éôì .τ = σ|W ∈ G(W )

.τi = resGi

V,W (σi) = resFi

Vi,Wi
(σi)

,i, j ìëì éæà

ϕij(Wij)(τi|Wij ) = ϕij(Wij)(σi|Wij )

= ϕij(Wij)
(
(σi|Vij

)|Wij

)

=
(
ϕij(Vij)(σi|Vij

)
)|Wij

íæéôøåî ϕij -å ìéàåä

= (σj |Vij )|Wij σ ∈ F(V )-å ìéàåä

= σj |Wij

= τj |Wij

ïëì .τ ∈ F(W ) ïëì

, resGV,W (F(V )) ⊆ F(W )

.G ìù äîåìà-íã÷-úú F ïëìå

,V ∈ Open(X) éäú .1.3.9 äîìá ïúéðä ïçåáá ùîúùð ,äîåìà F éë çéëåäì úðî ìò :äîåìà äðä F .á

.çåúô éåñéë åðä V =
⋃

α Vα éë çéððå

,i, j, α ìëì éæà .α ìëì σ|Vα ∈ F(Vα) íéé÷î σ = (σi)i ∈ G(V ) éë çéðð
(
ϕij(Vij)(σi|Vij )

)|Vα,i,j = ϕij(Vα,i,j)(σi|Vα,i,j )

= ϕij(Vα,i,j)((σi|Vα,i)|Vα,i,j )

=
(
σj |Vα,j

)|Vα,i,j σ|Vα = (σk|Vα,k
)k ∈ F(Vα)-å ìéàåä

= σj |Vα,i,j

=
(
σj |Vij

)|Vα,i,j

ïëì
(
ϕij(Vij)(σi|Vij )

)|Vα,i,j =
(
σj |Vij

)|Vα,i,j

,äîåìà Fj -å ìéàåä .α ìëì

, ϕij(Vij)(σi|Vij ) = σj |Vij

.äîåìà äðä F ,1.3.9 äîì éôì ïëì .σ ∈ F(V ) ïëìå
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øéãâð äçåúô V ⊆ Ui ìëìå i ìëì .Gi|Ui
= Fi éë øéëæð :ψi íæéôøåîåæéàä .â

ψi(V ): F(V ) −→ Gi(V ) = Fi(V )

éãé ìò

.ψi(V )(σ) = σi

úåîåìà ìù íæéôøåî ìá÷úî ïëìå ,íéîåöîöä íò íéôìçúîä íéîæéôøåîåîåä íðä ψi éæà

.ψi: F|Ui
−→ Fi

ïëìå Vj = Vij íéé÷úî ,V ⊆ Ui-ù ïåéëî ,j ìëì .σi = 0 éæà .ψi(V )(σ) = 0-å σ ∈ F(V ) éë çéðð

σj = σj |Vij

= ϕij(Vij)(σi|Vij ) σ ∈ F(V )-å ìéàåä

= 0.

.ò"çç ψi(V ) ïëìå σ = 0 ïëì

øéãâð j ìë øåáò .τ ∈ Fi(V ) éäé

.σj = ϕij(Vij)(τ |Vj ) ∈ Fj(Vj) = Fj(Vij)

éäé

.σ = (σj)j ∈ G(V )

ïëì .Vijk = Vjk íéé÷úî ,V ⊆ Ui-å ìéàåä ,j, k ìëì

ϕjk(Vjk)(σj |Vjk
) = ϕjk(Vjk)

(
ϕij(Vj)(τ |Vj )|Vjk

)

= ϕjk(Vjk)
(
ϕij(Vjk)(τ |Vjk

)
)

íæéôøåî ϕij -å ìéàåä

= ϕik(Vjk)(τ |Vjk
) (2) éàðú éôì

= ϕik(Vjk)((τ |Vk
)|Vjk

)

=
(
ϕik(Vk)(τ |Vk

)
)|Vjk

íæéôøåî ϕij -å ìéàåä

= σk|Vjk
ìéòìã σk úøãâä éôì

íéé÷úî (1) éàðú éôì ,ïë ìò øúé .σ ∈ F(V ) ïëì

ψi(V )(σ) = σi = ϕii(Vi)(τ |Vi)(τ)

íæéôøåîåæéà åðä ψi ,1.3.5 äðòè éôì .V ⊆ Ui ìëì íæéôøåîåæéà ψ(V ) ïëì .ìò åðä ψi(V ) ïëì .V = Vi-ù éë

.úåîåìà ìù
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.σ ∈ F(V ) éäé .V ∈ Open(Uij) éäú :(∗) íéùøúä úåéôåìéç .ã

íéé÷úî äøãâää éôì ,V = Vi = Vij -å ìéàåä

ϕij(V )(σi) = ϕij(V )(σi|Vij
)

= σj |Vij

= σj ,

ïëìå
ϕij(V )(ψi(V )(σ)) = ϕij(V )(σj)

= σj

= ψj(V )(σ).

:V ∈ Open(Uij) ìëì éôåìéç àáä íéùøúä ïëì

F(V )

Fi(V )
ϕij(V ) //

{{

ψi(V )
vvvvvvvvv

Fj(V )
##

ψj(V )
HHHHHHHHH

.éôåìéç ïëà (?) íéùøúä ïëì

íéîæéôøåîåæéà íò X ìòî äîåìà H éäú :F úåãéçé .ä

θi: H|Ui

∼−→ Fi

:éôåìéç àáä íéùøúä i, j ìëìù êë

H|Uij

Fi|Uij

ϕij //
{{

θi|Uij
wwwwwwwww

Fj |Uij

##

θj |Uij

GGGGGGGGG

(?′)

øéãâð

.µi = ψ−1
i ◦ θi: H|Ui

∼−→ F|Ui

íéé÷úî i, j ìëì éæà

µj |Uij = ψ−1
j |Uij ◦ θj |Uij

= ψ−1
i |Uij ◦ ϕ−1

ij ◦ θj |Uij (?) íéùøúä éôì

= ψ−1
i |Uij ◦ θi|Uij (?′) íéùøúä éôì

= µi|Uij .
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íæéôøåîåæéàì µi íéîæéôøåîåæéàä úà ÷éáãäì ïúéð ,1.9.1 äîì éôì ïëì

.µ: H ∼−→ F
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úåîé�ëñå íéâåç éáçøî .2

.íéâåç éáçøîå íéâåç úåîåìà 2.1

íéëøò íò úåîåìà-íã÷ øéãâäì ïúéð .úåéìáà úåøåáç ìù úåîåìàå úåîåìà íã÷á åðã íãå÷ä ÷øôá :2.1.1 äøòä

ïôåàá åùòð åðçëåäù íéèôùîäå úåéðáä éë áì íéùð .(...,úåöåá÷ ,íéìåãåî ,íéâåç ìùîì) úåøçà úåéøåâè÷á

úåøçà úåéøåâè÷á íéô÷ú íä ïëìå ,'åëå íéøùé úåìåáâ ,úåøùé úåìôëî ìù úåéìñøáéðåà úåðåëú úåòöîàá “éøåâè÷”

.íãå÷ä ÷øôä úåàöåúá ùîúùðå úåôñåð úåéøåâè÷á ãåáòð äúòî .'åëå úåøùé úåìôëî úåðáì ïúéð ïäá

.åéìòî íéâåç úîåìà OX -å ,éâåìåôåè áçøî X øùàë ,(X,OX) âåæ åðä íéâåç áçøî :2.1.2 äøãâä

ãçé ,f : X → Y äôéöø ä÷úòä àåä (Y,OY )-å (X,OX) íéâåç éáçøî ïéá (f, f#) íæéôøåî :2.1.3 äøãâä

.f# : OY → f∗OX úåîåìà ìù íæéôøåî íò

V ∈ Open(Y ) ìëì íéîæéôøåîåîåä øéãâî f# ,øúåé ùøåôî ïôåàá

f#(V ): OY (V ) → OX(f−1(V ))

.íéîåöîöä íò íéôìçúîù

íéîæéôøåî ìù äáëøä

(X,OX)
(f,f#) // (Y,OY )

(g,g#) // (Z,OZ)

é"ò úøãâåî

(X,OX)

(
g◦f,(g∗f#)◦g#

)
// (Z,OZ)

:äàáä äáëøää é"ò W ∈ Open(Z) ìëì ïúéð OZ → (g ◦ f)∗OX íæéôøåîä ,ùøåôî ïôåàá

OZ(W )
g#(W ) // OY (g−1(W ))

f#(g−1(W )) // OX((g ◦ f)−1(W ))

.íéâåçä éáçøî úéøåâè÷ úìá÷úî ,åìà úåøãâä úçú

.y = f(x) ∈ Y ,x ∈ X åéäéå íéâåç éáçøî ìù íæéôøåî (f, f#): (X,OX) → (Y,OY ) éäé :2.1.4äøãâä

íæéôøåîåîåä íéé÷å x ∈ f−1(V ) ,y úà ìéëîä V ∈ Open(Y ) ìëì

OY (V ) // OX,x
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äáëøää é"ò ìá÷úîä

OY (V )
f#(V ) // OX(f−1(V ))

res
OX

f−1(V ),x // OX,x

ìá÷úî íéøùé úåìåáâ ìù úéìñøáéðåàä äðåëúä éôì ,Y -á íéîåöîö íò íéôìçúî åììä íéîæéôøåîåîåääå ìéàåä

.f#
x ïë-íâ (ïåîéñä ùåáù êåú) åðîñð øùà OY,y → OX,x íæéôøåîåîåä

éæà ,y ìù V äçåúô äáéáñ øåáò σ ∈ OY (V ) íà ,ùøåôî ïôåàá

.f#
x (σy) = (f#(V )(σ))x

øù÷ä íéé÷ íìåà ,OY,y → (f∗OX)y ä÷úòä äðäù f# ìù íéìåòáâä ú÷úòä äðéà f#
x éë áì íéùð

:àáä

.y = f(x) ∈ Y éäéå x ∈ X éäé .íéâåç éáçøî ìù íæéôøåî (f, f#): (X,OX) → (Y,OY ) éäé :2.1.5 äîì

:éôåìéç åðä àáä íéùøúäù êë f [
x íéâåç ìù (ãéçé) íæéôøåîåîåä íéé÷ éæà

OY,y
f#

x //

(f#)y $$IIIIIIIII
OX,x

(f∗OX)y

f[
x

::t
t

t
t

t

(∗)

.íæéôøåîåæéà åðä f [
x éæà äúðåîú ìò íæéôøåîåàîåä äðä f ä÷úòää íà ,ïë ìò øúé

éæà .U = f−1(V ), U ′ = f−1(V ′) åéäé .y ∈ V ′ ⊆ V -ù êë V ′, V ∈ Open(Y ) åéäé :äçëåä

:éôåìéçä åðä àáä íéùøúä éæà .x ∈ U ′ ⊆ U

(f∗OX)(V )
idOX (U) //

res
f∗OX
V,V ′

²²

OX(U)

res
OX
U,U′

²²

res
OX
U,x

$$IIIIIIIII

OX,x

(f∗OX)(V ′)
idOX (U′) // OX(U ′)

res
OX
U′,x

::uuuuuuuuu

úìá÷úî êë .ìåòáâä úøãâäî úòáåð éðîéä ùìåùîä úåéôåìéçù ãåòá f∗ úøãâäî úòáåð éìàîùä òåáøä úåéôåìéç

íéîæéôøåîåîåä ìù äçôùî

, (f∗OX)(V ) −→ OX(f−1(V )) −→ OX,x
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íéùøúäù êë f [
x (ãéçé) íæéôøåîåîåä íéé÷ ïëì .Y ìòî íéîåöîöì íéîéàúîä ,y ìù V äçåúô äáéáñ ìëì ãçà

:y úà äìéëîä äçåúô V ìëì éôåìéç àáä

(f∗OX)(V )
res

f∗OX
V,y

xxqqqqqqqqqqq res
OX

f−1(V ),x

%%KKKKKKKKKK

(f∗OX)y

f[
x //___________ OX,x

:éôåìéç åðä àáä íéùøúä éæà .y ìù äçåúô äáéáñ V éäú

OY (V )
f#(V ) //

res
OY
V,y

²²

(f∗OX)(V )
idOX (f−1(V )) //

res
f∗OX
V,y

²²

OX(f−1(V ))

res
OX

f−1(V ),x

²²
OY,y

(f#)y // (f∗OX)y

f[
x // OX,x

:éôåìéç åðä àáä íéùøúä ïëì .äîàúäá f [
x-å (f#)y úøãâäî úòáåð éðîéäå éìàîùä òåáéøä úåéôåìéç

OY (V )
res
OY
V,y

zzvvv
vv

vv
vv res

OX

f−1(V ),x
◦f#(V )

$$HH
HH

HH
HH

H

OY,y
f[

x◦(f#)y // OX,x

ïëà (∗) íéùøúäå ,f#
x = f [

x ◦ (f#)y ïëì .f#
x úà äøéãâîä úéìñøáéðåàä äðåëúä äðä äæ íéùøú úåéôåìéç ìáà

.éôåìéç

.Z = f(X) ìò íæéôøåîåàîåä f éë çéðð úòë

,øîåìë .y ìù éäùìë V äçåúô äáéáñ øåáò σ ∈ (f∗OX)(V ) øùàë γ = σy çéðð ,γ ∈ Ker(f [
x) éäé

U ′ ⊆ f−1(V )-ù êë x ìù U ′ äçåúô äáéáñ úîéé÷ ,äøãâää éôì .σx = 0-ù êë σ ∈ OX(f−1(V ))

.resOX

f−1(V ),U ′(σ) = 0-å

-ù êë V ′ ∈ Open(Y ) úîéé÷ ïëìå Z-á äçåúô äðä f(U ′) ,Z ìò íæéôøåîåàîåä f -å ìéàåä

.(V ′∩V )∩Z = V ′∩Z ïëìå Z∩V ′ = f(U ′) ⊆ V éë òáåð U ′ ⊆ f−1(V ) ñçéäî .f(U ′) = Z∩V ′

f éë f−1(V ′) = U ′-å ,y = f(x) ∈ V ′ ,óñåðá .V ′ ⊆ V éë çéðäì ïúéð V ′ ∩ V -á V ′ úôìçä é"ò ïëì

ïëì .ò"çç
resf∗OX

V,V ′ (σ) = resOX

f−1(V ),f−1(V ′)(σ)

= resOX

f−1(V ),U ′(σ)

= 0.
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.ò"çç f [
x ïëì .γ = σy = 0 ïëì

äçåúô f(U) áåù éæà .δ = τx-ù êë τ ∈ OX(U)-å x ìù U äçåúô äáéáñ úîéé÷ éæà .δ ∈ OX,x éäé

τ ∈ (f∗OX)(V ) ,f−1(V ) = U éæà .y ìù éäùìë V äçåúô äáéáñ øåáò f(U) = Z ∩ V ïëìå Z-á

.ìò f [
x ïëì .f [

x(τy) = δ-å

éäé :2.1.6 äîì

(X,OX)
(f,f#) //

(h,h#) %%KKKKKKKKKK
(Y,OY )

(g,g#)yysssssssss

(Z,OZ)

:éôåìéç àáä íéùøúä éæà .z = g(y) = h(x) ,y = f(x) ,x ∈ X åéäé .íéâåç éáçøî ìù íéîæéôøåî ìù éôåìéç íéùøú

OX,x oo f#
x

cc

h#
x

FFFFFFFF
OY,y<<

g#
yxxxxxxxx

OZ,z

.f#
x úå÷úòää úøãâäîå íéîæéôøåî ìù äáëøää úøãâäî úåøéùé úòáåð äîìä :äçëåä

ϕ: A → B íæéôøåîåîåä .äîàúäá mB-å mA íééáøî íéìàéãéà íò íééîå÷î íéâåç B-å A åéäé :2.1.7 äøãâä

.ϕ(mA) ⊆ mB ìå÷ù ïôåàá åà ,ϕ−1(mB) = mA íà ,éîå÷î íæéôøåîåîåä àø÷�é

.éîå÷î íæéôøåîåîåä äðä íéâåç ìù íééîå÷î íéîæéôøåîåîåä ìù äáëøä :2.1.8 äîì

.øåøá :äçëåä

âåç àåä OX,x ìåòáâä ,x ∈ X ìëìù êë ,(X,OX) íéâåç áçøî åðä íééîå÷î íéâåç áçøî :2.1.9 äøãâä

.éîå÷î

éáçøî ìù (f, f#) íæéôøåî àåä (Y,OY )-å (X,OX) íééîå÷î íéâåç éáçøî ïéá íæéôøåî :2.1.10 äøãâä

.éîå÷î íæéôøåîåîåä åðä f#
x : OY,f(x) → OX,x íæéôøåîåîåää x ∈ X ìëìù êë ,íéâåç

.íééîå÷î íéâåç éáçøî ìù íæéôøåî àéä íééîå÷î íéâåç éáçøî ìù íéîæéôøåî ìù äáëøä :2.1.11 äîì

.2.1.8 äîìå 2.1.6 äîì éôì :äçëåä
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f = g -ù êë íéâåç éáçøî ïéá íéîæéôøåî éðù (f, f#), (g, g#): (X,OX) → (Y,OY ) åéäé :2.1.12 äîì

.f# = g# éæà .x ∈ X ìëì f#
x = g#

x -å

íéé÷úî x ∈ f−1(V ) = g−1(V ) ìëì éæà .σ ∈ OY (V ) éäéå V ∈ Open(Y ) éäú :äçëåä

(
f#(U)(σ)

)
x

= f#
x (σf(x))

= g#
x (σg(x))

=
(
g#(U)(σ)

)
x
.

,äîåìà OX -å ìéàåä

, f#(U)(σ) = g#(U)(σ)

.f#(U) = g#(U) ïëìå

-ù êë íééîå÷î íéâåç éáçøî ìù íæéôøåî (f, f#): (X,OX) → (Y,OY ) éäé :2.1.13 äîì

.íæéôøåîåàîåä åðä f (1)

.x ∈ X ìëì íæéôøåîåæéà åðä f#
x (2)

.íééîå÷î íéâåç éáçøî ìù íæéôøåîåæéà åðä (f, f#) éæà

.øåøá :äçëåä

.íéâåç éáçøî ìù úåçåúô úåöåá÷ úú 2.2

áçøî åðä (U,OU ) éæà .OU = OX |U øéãâð .U ∈ Open(X) éäúå íéâåç áçøî (X,OX) éäé :2.2.1 äîì

ìëì íæéôøåîåæéà åðä ı#x -å ïåëéùä åðä ı: U ↪→ X -ù êë (ı, ı#): (U,OU ) → (X,OX) íæéôøåî íéé÷å íéâåç

.éîå÷î íæéôøåî åðä (ı, ı#)-å íééîå÷î íéâåç áçøî (U,OU ) íâ éæà íééîå÷î íéâåç áçøî (X,OX) íà .x ∈ U

ïëìå ,ı−1(V ) = V ∩ U ,V ∈ Open(X) ìëì .éâåìåôåèä ïåëéùä ı: U ↪→ X ïë íà éäé :äçëåä

.(ı∗OU )(V ) = OU (U ∩ V ) = OX(U ∩ V )

íæéôøåîåîåää úåéäì ı#(V ) úà øéãâð

.resOX

V,U∩V : OX(V ) → OX(U ∩ V )
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:éôåìéç àáä íéùøúä éæà V ′ ⊆ V -ù êë V ′, V ∈ Open(X) íà

OX(V )
ı#(V ) //

res
OX
V,V ′

²²

OX(U ∩ V )

res
OX
U∩V,U∩V ′=res

ı∗OU
V,V ′

²²
OX(V ′)

ı#(V ′) // OX(U ∩ V ′)

ïëì

ı#: OX → ı∗OU

.íéâåç éáçøî ìù íæéôøåî åðä (ı, ı#) ïëìå ,úåîåìà ìù íæéôøåî åðä

íæéôøåîåîåää x ∈ U ìëì ïëì .ı#(V ) = idOX(V )-å ı∗OU (V ) = OX(V ) ,V ∈ Open(U) øåáò

.äðåøçàä äðòèä úòáåð êëîå ,íæéôøåîåæéà åðä ı#x : OX,x → OU,x

åéäé .V ⊆ U -ù êë U, V ∈ Open(X) åéäé .íéâåç áçøî (X,OX) éäé :2.2.2 äîì

(ıU , ı#U ): (U,OU ) −→ (X,OX)
(ıV , ı#V ): (V,OV ) −→ (X,OX)
(, #): (V,OV ) −→ (U,OU )

:éôåìéç àáä íéùøúä éæà .íéîéàúîä ïåëéùä éîæéôøåî

(V,OV )
(,#) //

(ıV ,ı#
V

) %%KKKKKKKKKK
(U,OU )

(ıU ,ı#
U

)yyssssssssss

(X,OX)

úåîéé÷î úåôéöøä úå÷úòää éë øåøá :äçëåä

.ıU ◦  = ıV

:éôåìéç àáä íéùøúä éæà .W ∈ Open(X) éäú ,úåîåìàä øåáò

OV (W ∩ V ) oo
#(W∩U)=res

OX
W∩U,W∩V

dd

ı#
V

(W )=res
OX
W,W∩V

IIIIIIIIIIIIIIIIIIII
OU (W ∩ U)

::

ı#
U

(W )=res
OX
W,W∩U

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

OX(W )
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ïëì

, ı#V = ((ıU )∗#) ◦ ı#U

.ùøãðë

U ∈ Open(X) åéäé .(íééîå÷î) íéâåç éáçøî ìù íæéôøåî (f, f#): (X,OX) → (Y,OY ) éäé :2.2.3 äîì

ãéçé (éîå÷î) íæéôøåî íéé÷ éæà .f(U) ⊆ V -ù êë V ∈ Open(Y )-å

(f0, f
#
0 ): (U,OU ) → (V,OV )

:éôåìéç àáä íéùøúäù êë

(U,OU )
(f0,f#

0 ) //______

(ıU ,ı#
U

)

²²

(V,OV )

(ıV ,ı#
V

)

²²
(X,OX)

(f,f#) // (Y,OY )

(?)

.x 7→ f(x) ïáåîë àéä f0: X → V äôéöøä ä÷úòää .U = X éë çéðð úéùàø :äçëåä

éæà .W ∈ Open(V ) éäú

.f−1
0 (W ) = f−1(W )

ïëìå

, ((f0)∗OX)(W ) = (f∗OX)(W )

øîåìë

.(f0)∗OX = (f∗OX)|V

íæéôøåîä úà íöîöì ïúéð ïëì

f#: OY −→ f∗OX

íæéôøåîä úà ìá÷ìå V -ì

f#
0 : OY |V = OV −→ (f0)∗OX

ïëì

(f0, f
#
0 ): (X,OX) −→ (V,OV )
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.íéâåç éáçøî ìù íæéôøåî åðä

:éôåìéç àáä íéùøúä éë çéëåäì êéøö ,úåîåìàä øåáò .ıV ◦ f0 = f éë øåøá ,úåôéöøä úå÷úòää øåáò

ı∗OV

ı∗f#
0

zzvvv
vv

vv
vv

f∗OX OY
f#

oo

ı#

OO (??)

:éôåìéç àáä íéùøúä ,W ∈ Open(Y ) ìëì éë çéëåäì êéøö øîåìë

OY (W ∩ V )
f#(W∩V )

wwnnnnnnnnnnnn

OX(f−1(W )) OY (W )
f#(W )

oo

res
OY
W,W∩V

OO

:êë äàøð ïåøçàä íéùøúä ïëìå f−1(W ) = f−1(W ∩ V ) ,äçðää éôì f(X) ⊆ V -å ìéàåä

OX(f−1(W ∩ V )) OY (W ∩ V )
f#(W∩V )oo

OX(f−1(W ))

res
OX

f−1(W ),f−1(W∩V )

OO

OY (W )
f#(W )

oo

res
OY
W,W∩V

OO

.éôåìéç ïëà (??) íéùøúä ïëì .íæéôøåî åðä f#-ù êëî úòáåð äæä íéùøúä úåéôåìéç

:íéâåç éáçøî ìù íéîæéôøåî ìù àáä éôåìéçä íéùøúä ìá÷úî ïëì

(V,OV )

(ıV ,ı#
V

)

²²
(X,OX)

(f,f#) //

(f0,f#
0 )

;;wwwwwwwwwwwwwwwwwww
(Y,OY )

íæéôøåîä øåáò ìéòìã éèøôä äø÷îá ùîúùð ,éììëä äø÷îá

(f, f#) ◦ (ıU , ı#U ): (U,OU ) −→ (Y,OY )

51



.éôåìéç ïëà (?) íéùøúä éë äàøðå

íéìá÷úî íééëðàä íéîæéôøåîåæéàä øùàë ,éôåìéç íéùøú íéé÷ éæà .y = f(x) ∈ V éäéå x ∈ U éäé

:2.2.1 äîìî

OU,x oo (f#
0 )x

OO

ı#
U,xo

OV,yOO

ı#
V,yo

OX,x oo f#
x OY,y

.úåãéçéá úåòá÷ð x ∈ U ìëì (f#
0 )x úå÷úòää ,ïë ìò øúé .éîå÷î (f0, f

#
0 ) íâ éæà éîå÷î (f, f#) íà ,èøôá

òá÷ð (f0, f
#
0 ) íæéôøåîä ,2.1.12 äîì éôì ïëì .úåãéçéá úòá÷ð f0: U → V äôéöøä ä÷úòää íâ éë øåøá

.úåãéçéá

.V = X íà (f |U , f#|U )-áå ,(f |VU , f#|VU )-á ïîñð 2.2.3 äîìî (f0, f
#
0 ) íæéôøåîä úà :2.2.4 ïåîéñ

U0, U ∈ Open(X) åéäé .íéâåç éáçøî ìù íæéôøåî (f, f#): (X,OX) → (Y,OY ) éäé :2.2.5 äîì

éæà .f(U0) ⊆ V0 -å f(U) ⊆ V ,V0 ⊆ V ,U0 ⊆ U -ù êë V0, V ∈ Open(Y )-å

.
(
(f, f#)|VU

)|V0
U0

= (f, f#)|V0
U0

:àáä íéùøúá ïðåáúð :äçëåä

(U0,OU0)

(
(f,f#)|VU

)
|V0
U0 //

(U0 ,#
U0

)

²²

(V0,OV0)

(V0 ,#
V0

)

²²
(U,OU )

(f,f#)|VU //

(ıU ,ı#
U

)

²²

(V,OV )

(ıV ,ı#
V

)

²²
(X,OX)

(f,f#) // (Y,OY )

íéëðåàîä íéöéçä úáëøä ,2.2.2 äîì éôì .éôåìéç åðä íéùøúä ïëìå ,äøãâää íöòî íééôåìéç íéùøúá íéòåáéøä éðù
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:àáä éôåìéçä òåáéøä úà úðúåð ìàîùîå ïéîéî

(U0,OU0)

(
(f,f#)|VU

)
|V0
U0 //

(ıU0 ,ı#
U0

)

²²

(V0,OV0)

(ıV0 ,ı#
V0

)

²²
(X,OX)

(f,f#) // (Y,OY )

éë òáåð 2.2.3 äîìá úåãéçéäî .(f, f#)|V0
U0

úà øéãâîä íéùøúä åäæ ìáà

,
(
(f, f#)|VU

)|V0
U0

= (f, f#)|V0
U0

.ùøãðë

,V ∈ Open(Y ) ,W ∈ Open(Z) åéäéå íéâåç éáçøî (X,OX), (Y,OY ), (Z,OZ) åéäé :2.2.6 äîì

êë íéîæéôøåî (g, g#): (Y,OY ) → (Z,OZ) ,(f, f#): (X,OX) → (Y,OY ) åéäé .U ∈ Open(X)

éæà .g(V ) ⊆ W -å f(U) ⊆ V -ù

.(g|WV ) ◦ (f |VU ) = (g ◦ f)|WU
:àáä éôåìéçä íéùøúá ïðåáúäì àåä ùåøãù äî ìë :äçëåä

(U,OU )
(f,f#)|VU //

(ıU ,ı#
U

)

²²

(V,OV )

(ıV ,ı#
V

)

²²

(g,g#)|WV // (W,OW )

(ıW ,ı#
W

)

²²
(X,OX)

(f,f#) // (Y,OY )
(g,g#) // (Z,OZ)

.úåãéçéäî úòë òáåð øåîàä ïåéåùä

éåñéë X -ì íéé÷ éë çéðð .íéâåç éáçøî ìù íéîæéôøåî (f, f#), (g, g#): (X,OX) → (Y,OY ) åéäé :2.2.7 äîì

,i ìëìù êë X =
⋃

i Ui çåúô

.(f |Ui , f
#|Ui) = (g|Ui , g

#|Ui)

.çåúô éåñéë ìòî åìù íéîåöîöä óñåà é"ò úåãéçéá òá÷ð íæéôøåî ,úåøçà íéìîá .(f, f#) = (g, g#) éæà

.f = g ,úåôéöø úå÷úòä øåúá éë øåøá :äçëåä
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ìéàåä .'åëå f0 = fU0 ïîñð .x ∈ U0-ù êë X ìù çåúôä éåñéëá øáéà U0 éäéå ,x ∈ X éäé

:éôåìéç àáä íéùøúä 2.2.3 äîì éôì ,(f0, f
#
0 ) = (g0, g

#
0 )-å

(U0,OU0)
(ı0,ı#0 ) //

(ı0,ı#0 )

²²

(f0,f#
0 )

(g0,g#
0 )

$$HHHHHHHHHHHHHHHHHHH
(X,OX)

(g,g#)

²²
(X,OX)

(f,f#) // (Y,OY )

:éôåìéç àáä íéùøúä ïëì

OU0,x oo (ı#0 )x

OO

(ı#0 )x

OX,xOO

g#
x

OX,x oo f#
x OY,f(x)

.(f, f#) = (g, g#) ,2.1.12 äîì éôì ïëì .f#
x = g#

x ïëìå ,íæéôøåîåæéà åðä (ı#0 )x ,2.2.1 äîì éôì

íéîéé÷ éë çéððå çåúô éåñéë X =
⋃

i Ui éäé .(íééîå÷î) íéâåç éáçøî (Y,OY )-å (X,OX) åéäé :2.2.8 äîì

(íééîå÷î) íéîæéôøåî

(fi, f
#
i ): (Ui,OX |Ui) → (Y,OY )

,i, j ìëìù êë i ìëì

.(fi, f
#
i )|Ui∩Uj = (fj , f

#
j )|Ui∩Uj

(éîå÷î) íæéôøåî íéé÷ éæà

(f, f#): (X,OX) → (Y,OY )

.i ìëì (f, f#)|Ui = (fi, f
#
i )-ù êë

íééåðéùä úà òöáì ïúéð ,úåîåìàä íæéôøåî íåé÷ úà úåàøäì úðî ìò .øåøá åðä f äôéöøä ä÷úòää íåé÷ :äçëåä

.íéâåç éáçøî øåáò 1.9.1 äîì úçëåäá íéîéàúîä
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íà .Ui = f−1(Vi)-å çåúô éåñéë Y =
⋃

i Vi éë çéðð .íéâåç éáçøî ìù íæéôøåî f : X → Y éäé :2.2.9 äîì

.íæéôøåîåæéà f éæà i ìëì íæéôøåîåæéà åðä f |Vi

Ui
: Ui → Vi

êë i øåáò àáä éôåìéçä íéùøúä íéé÷ x ∈ X ìëì .íæéôøåîåàîåä äðä f äôéöøä ä÷úòää éë øåøá :äçëåä

:x ∈ Ui-ù

OUi,x
oo ((f |VU )#)x

OO

o

OVi,f(x)OO

o

OX,x oo f#
x OY,f(x)

åðä (f, f#) ,2.1.13 äîì éôì .íæéôøåîåæéà åðä f#
x íâ ïëìå ,íæéôøåîåæéà åðä ïåéìòä íæéôøåîåîåää ,äçðää éôì

.íæéôøåîåæéà

.âåç ìù íåøè÷ôñä 2.3

éäú A ìù E äöåá÷-úú ìëìå ,åìù íééðåùàøä íéìàéãéàä óñåà Spec(A) éäé .âåç A éäé :2.3.1 äøãâä

.V (E) = {p ∈ Spec(A) | p ⊇ E}

D(f) = Spec(A)r V (f) ,f ∈ A ìëì øéãâð ïë

:2.3.2 äðòè

.D(0) = ∅ ,D(1) = Spec(A) ,V (0) = Spec(A) ,V (A) = ∅ (1)

.V (E) = V (a) = V (
√

a) æà .E éøáà é"ò øöåðä ìàéãéàä a éäé A ⊇ E ìëì (2)

V (
∑

i∈I ai) =
⋂

i∈I V (ai) (3)

V (ab) = V (a ∩ b) = V (a) ∪ V (b) (4)
√

a ⊇
√

b íà ÷øå íà V (a) ⊆ V (b) (5)

.(Spec(A)r V (a) =
⋃

f∈a D(f) åà) V (a) =
⋂

f∈a V (f) (6)

éòáè n íéé÷å ,D(f) ⊆ ⋃
i∈I0

D(fi)-ù êë | I0 |< ℵ0 , I0 ⊆ I úîéé÷ æà D(f) ⊆ ⋃
i∈I D(fi) íà (7)

.fn ∈ ∑
i∈I0

(fi)-ù êë

D(fn) = D(f) (8)

.ïãøé äùî úàî "3á äøáâìà" úåîéùøá ìùîì äàø :äçëåä
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(6)-î .Spec(A) ìò äéâåìåôåèì úåøåâñ úåöåá÷ óñåà äååäî V (a) óñåàä éë òáåð (4),(3),(1)-î

àéä D(f) úåöåá÷ä ïî úçà ìë (7)-î .åæ äéâåìåôåèá úåçåúôä úåöåá÷ì ñéñá úååäî D(f) äøåöäî úåöåá÷ä

.ñåçã áçøî àåä Spec(A) ,(1)-î èøôá ,(úéè÷ôîå÷) äñåçã

,U ∈ Open(Spec(A)) ìëì :àáä ïôåàá Spec(A) ìò O äîåìà ìù äðáî úòë øéãâð

O(U) :=
{
s ∈

∏

p∈U

Ap | ∀p ∈ U ∃V ∈ Open(U), V 3 p,

∃a, b ∈ A, ∀q ∈ V, b /∈ q ∧ s(q) =
a

b
∈ Aq

}

äðä äìå÷ù äøãâä

O(U) :=
{
s ∈

∏

p∈U

Ap | there exists an open cover U =
⋃

i

Ui and ai, bi ∈ A for all i

such that ∀p ∈ Ui, bi /∈ p ∧ s(p) =
ai

bi

}

.âåç àåä O(U)

íò ãçé .úéòáèä äìèää é"ò ìá÷úîù resU,V : O(U) → O(V ) íåöîö íæéôøåîåîåä ùé U ⊇ V íà

.íéâåç áçøî åðä (Spec(A),OSpec(A)) ïëìå ,äîåìà úìá÷úî íåöîöä úå÷úòä

éæà .âåç A éäé :2.3.3 ïåèôùî

.Op
∼= Ap ,p ∈ Spec(A) ìëì (1)

.O(D(f)) ∼= Af ,f ∈ A ìëì (2)

.O(Spec(A)) ∼= A (3)

:äçëåä

íæéôøåîåîåä øéãâð (1)

ϕ: Op → Ap, σ 7→ s(p)

úçú Op-á s ìù äðåîúì äðä sp-á äðååëä) sp = σ íéé÷úîå ,p ìù äáéáñ U øåáò s ∈ O(U) øùàë

:íæéôøåîåæéà ϕ éë äàøð .(øùéä ìåáâä ú÷úòä

p ìù äáéáñ úîéé÷ æà ,sp = tp úåîéé÷î t ∈ O(U2)-å s ∈ O(U1) íà :áèéä úøãâåî ϕ

.s(p) = t(p) èøôá æàå ,s|V = t|V -ù êë ,V ⊆ U1 ∩ U2

êúçá s øáéà øéãâî a
f éë áì íéùð .a ∈ A, f ∈ Ar p øùàá a

f é"ò âéöäì øùôà Ap á øáéà ìë :ìò ϕ

.ìò ϕ ïëì .Ap á s(p) = a
f íéé÷úîå p ∈ D(f)-ùå O(D(f))
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êøåöä úãéîá U úðè÷ä øçàì .σp = s ù êë σ ∈ O(U)-å äçåúô U éäúå ,s(p) = 0 çéðð :ò"çç ϕ

ìëìå p ∈ D(t) ∩ U æà .ta = 0-ù êë t ∈ Ar p íéé÷ ïëì , af = 0 Ap-á .O(U)-á σ = a
f éë çéðäì ìëåð

.ùøãðë s = 0 øîåìë ,ääæ Op ìåòáâá 0 ìùå σ ìù äðåîúä ïëì .Aq-á a
f = 0 íéé÷úî q ∈ D(t) ∩ U

íæéôøåîåîåä øéãâð (2)

ϕ: Af → O(D(f)),
a

fn
7→ a

fn

æàå ,fr(fma− fnb) = 0-ù êë éòáè r íéé÷ æà .Af -á a
fn = b

fm çéðð :áèéä øãâåî ϕ éë äàøð úéùàø

.O(D(f))-á úåéö÷ðåôë íâ a
fn = b

fm ïàëî .Aq-á a
fn = b

fm ïëìå ,fr /∈ q ,q ∈ D(f) ìëì

æà .Aq-á a
fn = 0 íéé÷úî q ∈ D(f) ìëì úåøçà íéìîá åà ,O(D(f))-á a

fn = 0 çéðð :ò"çç ϕ

øîåìë ,q 6⊇ a ,q ∈ D(f) ìëì .a = Ann(a) úòë éäé .tqa = 0 ù êë tq ∈ Ar q íéé÷ q ∈ D(f) ìëì

.fr ∈ a-ù êë éòáè r íéé÷ ïëìå ,f ∈ √a ,(2.3.2(5) äðòèî) ïëì .V (a) ⊆ V (f) åà ,V (a) ∩D(f) = ∅
.ò"çç ϕ-å ,Af -á a = 0 ïëìå fra = 0 ïë-íà åðàøä

ñéñá úåöåá÷ éãé-ìò D(f) úà úåñëì ïúéð ,ìéòì O äîåìàä úøãâä éôì .s ∈ O(D(f)) éäé :ìò ϕ

.D(hi) ⊆ D(gi) ïëìå gi 6∈ q ,q ∈ D(hi) ìëì .s|D(hi) = fi

gi
,i ∈ I ìëìù êë D(f) =

⋃
i∈I D(hi)

, fi

gi
= cifi

cigi
= cifi

h
ri
i

-å úåéä .hri
i = cigi-ù êë ci ∈ A-å éòáè ri íéîéé÷ ïëìå ,hi ∈ √g

i
,2.3.2(5) äðòèî

äðòèî .s |D(hi)=
fi

hi
ìá÷ì éãë hri

i -á hi úàå cifi-á fi úà óéìçäì ìëåð ,D(hi) = D(hri
i )-å úåéäå

.úéôåñ äöåá÷ I éë íâ çéðäì ìëåð ,2.3.2(7)

-ù íéé÷úî D(hihj)-á ïëìå ,2.3.2(4) äðòè) D(hihj) = D(hi) ∩ D(hj) ,i, j ìëì ,úòë

êë éòáè n íéé÷ åðééäã ,Ahihj -á íâ ó÷ú fi

hi
= fj

hj
ïåéååùä ò"çç ϕ-ù êëî .s|D(hihj) = fi

hi
= fj

hj

ïàëî .((i, j) úåâåæä ìëì íéàúéù êë åéã ìåãâ n øçáð) A-á (hihj)n(hjfi − hifj) = 0-ù

hn+1
j (hn

i fi)− hn+1
i (hn

j fj) = 0

éë ìá÷ð ,(D(hi) = D(hn+1
i ) éë øåëæð) hn+1

i -á hi-å hn
i fi-á fi úôìçä éãé-ìò

hjfi − hifj = 0

íéé÷úî ïééãòå

s|D(hi) =
fi

hi

.fr =
∑

i∈I aihi -ù êë ,ai ∈ A-å éòáè r íéîéé÷ù 2.3.2 äðòèî ìá÷ð ,D(f) =
⋃

i∈I D(hi)-ù ïååéë

:íéé÷úî I-á i ìëì æà ,a =
∑

aifi ïîñð

ahi =
∑

j∈I

ajfjhi =
∑

j∈I

ajhjfi = frfi
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ìá÷ìå ÷ìçì ïúéð ïëìå ,f 6∈ q ,q ∈ D(hi) ìëì

s|D(hi) =
fi

hi
=

a

fr

.íæéôøåîåæéà ïëìå ,ìò ϕ ïàëî ,D(f) ìëá ϕ( a
fn ) = s ïë-íà íéé÷îä Af -á øáéà àåä a

fr

.f = 1 úçé÷ì íò (2)-î òáåð (3)

:àáä ïôåàá (2)-î (1) úà ÷éñäì íâ ïúéð :äøòä

Op = lim
−→
U3p

O(U) = lim
−→
f 6∈p

O(D(f)) ∼= lim
−→
f 6∈p

Af = Ap

σ = sp = (s|D(f))p 7→ [ a
fn ] = a

fn = s(p)

ïîñð .sp = (s|D(f))p æàå ,D(f) ⊆ U -ù êë f ∈ A íéé÷ .σ ìù âéöð s ∈ O(U) íéøçåá :øáñä

.s(p) = a
fn ∈ Ap íâ ïëìå ,s|D(f) = a

fn íéé÷úî æà .Af 3 a
fn = ϕ−1(s|D(f))

.íééîå÷î íéâåç áçøî åðä (Spec(A),OSpec(A)) ,A âåç ìëì :2.3.4 äàöåú

.ϕ(S) ⊆ T -ù êë úåéìôë úåöåá÷-úú T ⊆ B -å S ⊆ A åéäé .íéâåç ìù íæéôøåîåîåä ϕ: A → B éäé :2.3.5 äîì

:éôåìéç àáä íéùøúäù êë ϕ̂: S−1A → T−1B ãéçé íæéôøåîåîåä íéé÷ éæà

A
ϕ //

²²

B

²²
S−1A

ϕ̂ //___ T−1B

.íéøáù éâåç ìù úéìñøáéðåàä äðåëúä ìù èåùô ùåîéù :äçëåä

úà ϕa: Aa → Bϕ(a)-á ïîñð a ∈ A ìë øåáò .íéâåç ìù íæéôøåîåîåä ϕ: A → B éäé :2.3.6 äøòä

q ∈ Spec(B) ìë øåáò .T = {ϕ(a)n | n ∈ N}-å S = {an | n ∈ N} øåáò 2.3.5 äîìî ϕ̂ íæéôøåîåîåää

.T = Br q-å S = Arϕ−1(q) øåáò íéàúîä íæéôøåîåîåää úà ϕq: Aϕ−1(q) → Bq-á ïîñð

åðä ϕq: Aϕ−1(q) → Bq éæà .q ∈ Spec(B) éäéå íéâåç ìù íæéôøåîåîåä ϕ: A → B éäé :2.3.7 äîì

.éîå÷î íæéôøåîåîåä

éæà .p = ϕ−1(q) ïîñð :äçëåä

ϕ−1
q (mBq) = {a

s
| a ∈ A, s ∈ Ar p,

ϕ(a)
ϕ(s)

∈ mBq = qBq}

= {a

s
| a ∈ A, s ∈ Ar p, ϕ(a) ∈ q}

= {a

s
| a ∈ A, s ∈ Ar p, a ∈ ϕ−1(q) = p}

= mAp .
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.éîå÷î ϕq ïëì

íæéôøåî íéé÷ éæà .Y = Spec(B) ,X = Spec(A) øéãâð .íéâåç ìù íæéôøåîåîåä ϕ: A → B éäé :2.3.8 äðòè

íééîå÷î íéâåç éáçøî ìù ãéçé

(f, f#): (Y,OY ) −→ (X,OX)

:úåàáä úåðåëúä úà íéé÷îä

.q ∈ Y ìëì f(q) = ϕ−1(q) (1)

:éôåìéç àáä íéùøúä q ∈ Y ìëì (2)

OX,f(q)

f#
q //

o
²²

OY,q

o
²²

Af(q)
ϕq // Bq

.2.3.3(1) äðòèî åìà íä íééëðàä íéîæéôøåîåæéàä øùàë

:àáä éàðúä úà íéé÷î äæ íæéôøåî ,ïë ìò øúé

:éôåìéç àáä íéùøúä a ∈ A ìëì (3)

Aa
ϕa //

o
²²

Bϕ(a)

o
²²

OX(D(a))
f#(D(a)) // OY (D(ϕ(a)))

.2.3.3(2) äðòèî åìà íä íééëðàä íéîæéôøåîåæéàä øùàë

íéé÷úî E ⊆ A ìëì éæà .f(q) = ϕ−1(q) é"ò f : Y → X ä÷úòää úà øéãâð :äçëåä

f−1(V (E)) = V (ϕ(E))

.a ∈ A ìëì f−1(D(a)) = D(ϕ(a)) èøôá éë áì íéùð .äôéöø f ïëìå

øáéàä úà øéãâð σ ∈ OX(U) ìëì .V = f−1(U) ∈ Open(Y ) éäúå U ∈ Open(X) éäú

f#(U)(σ) ∈
∏

q∈V

Bq

é"ò

f#(U)(σ)(q) = ϕq

(
σ(f(q))

)
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ìá÷ìå σ úà ìéòôäì ïúéð ïëì ,f(q) ∈ U íéé÷úî q ∈ V ìëì éë áèéä øãâåî f#(U)(σ) éë ïééöð .q ∈ V ìëì

.Bq-á øáéà ìá÷ìå ϕq úà ìéòôäì ïúéð åéìò ,Af(q)-á øáéà

p0 úà äìéëîä U0 ∈ Open(U) úîéé÷ OX(U) úøãâä éôì .p0 = f(q0) ∈ U éäéå q0 ∈ V éäé

.Ap-á σ(p) = a
s -å s /∈ p ,p ∈ U0 ìëìù êë a, s ∈ A íéøáéàå

åéäé

.b = ϕ(a), t = ϕ(s) ∈ B

,óñåðá .s /∈ ϕ−1(q)-å ìéàåä t /∈ q éæà .q ∈ V0 éäé .V -á úìëåîä q0 ìù äçåúô äáéáñ ,V0 = f−1(U0) éäú

íéé÷úî ,äøãâää éôì

.f#(U)(σ)(q) =
b

t

ä÷úòä åðìáé÷ êë .f#(U)(σ) ∈ OY (V ) ïëì

.f#(U): OX(U) −→ OY (f−1(U))

íò óìçúî f# éë øåøá ,óåñáì .íéâåç ìù íæéôøåîåîåä åðä f#(U) ,q ìëì íéâåç ìù íæéôøåîåîåä ϕq-ù ïåéëî

úåîåìà ìù íæéôøåî ìá÷úî ïëìå íéîåöîö

.f#: OX → f∗OY

äîìî íéîæéôøåîåæéàä úà ν: OY,q
∼→ Bq-å µ: OX,p

∼→ Ap-á ïîñð .p = f(q) éäéå q ∈ Y éäé

.2.3.3

úøãâä éôì .σ ∈ OX(U) øùàë γ = σp-ù êë p ìù U äçåúô äáéáñ úîéé÷ éæà .γ ∈ OX,f(q) éäé

,f#
q

, f#
q (γ) = τq

øùàë

.τ = f#(U)(σ) ∈ OY (f−1(U))

ïëì
ν(f#

q (γ)) = ν(τq)

= τ(q) ν úøãâä éôì

= ϕq(σ(p)) f#(U) úøãâä éôì

= ϕq(µ(σp)) µ úøãâä éôì

= ϕq(µ(γ)).
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.q ìëì éôåìéç ïëà (2) íéùøúä ïëì

.íééîå÷î íéâåç éáçøî ìù íæéôøåî åðä (f, f#) ïëìå ,éîå÷î íæéôøåîåîåä åðä f#
q ,èøôá

.f# úøãâäî úåøéùé úòáåð (3) íéùøúä úåéôåìéç

.úåãéçéá f# úà íéòáå÷ (2)-å (1) íéàðúä ,2.1.12 äîì éôì ,óåñáì

úåîéëñä íæéôøåî (f, f#): (Y,OY ) → (X,OX) éäéå íéâåç ìù íæéôøåîåîåä ϕ: A → B éäé :2.3.9 äîì

:éôåìéç àáä íéùøúä éæà .a ∈ A éäé .Y = Spec(B)-å X = Spec(A) øùàë ,íéàúîä

A
ϕ //

²²

B

²²

Γ(X,OX)
zz

∼
ttttttttttttt f#(X) //

resOX

X,D(a)

²²

Γ(Y,OY )
zz

∼
ttttttttttttt

resOY

Y,D(ϕ(a))

²²

Aa
ϕa // Bϕ(a)

Γ(D(a),OX)
f#(D(a)) //

zz

∼
ttttttttttttt

Γ(D(ϕ(a)),OY )
zz

∼
tttttttttttt

:äçëåä

.úåîåìà ìù íæéôøåî åðä f#-å ìéàåä úéôåìéç úéîã÷ä äàôä (∗)
.(2.3.6 äøòä äàø) ϕa úøãâä éôì úéôåìéç úéøåçàä äàôä (∗)

.2.3.8 äðòè ìù (3) óéòñ éôì úåéôåìéç äðåúçúäå äðåéìòä äàôä (∗)
.íéîæéôøåîåæéàä úøãâä íöòî úåòáåð úéðîéäå úéìàîùä äàôä úåéôåìéç (∗)

.øåè÷ðåô åðä Spec :2.3.10 äðòè

.Spec(A) ìù úåäæä íæéôøåî úà äøùî A âåç ìù úåäæä íæéôøåîåîåä éë øåøá :äçëåä

éäé

A
ϕ //

θ ÂÂ@
@@

@@
@@

B

ψÄÄ~~
~~

~~
~

C

.íéâåç ìù íéîæéôøåîåîåä ìù éôåìéç íéùøú
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.X = Spec(A), Y = Spec(B), Z = Spec(C) åéäé

íéùøúä éë úåàøäì êéøö .äîàúäá ϕ, ψ, θ é"ò íéøùåîä íéîæéôøåîä (f, f#), (g, g#), (h, h#) åéäé

:éôåìéç àáä

(X,OX) oo (f,f#)

ee

(h,h#) KKKKKKKKKK
(Y,OY )
99

(g,g#)sssssssss

(Z,OZ)

(?)

íéé÷úî r ∈ Z ìëì ,úåôéöøä úå÷úòää øåáò

θ−1(r) = ϕ−1(ψ−1(r))

ïëìå

.h = f ◦ g

:éôåìéç àáä íéùøúä éë úåøãâääî òáåð éæà .p = h(r) ,q = g(r) åéäéå r ∈ Z éäé

Ap
ϕq //

θr ÃÃA
AA

AA
AA

A
Bq

ψr~~}}
}}

}}
}}

Cr

:éôåìéç àáä íéùøúä W ∈ Open(Z) ìëì éë úåøéùé òáåð êëî

OX(h−1(W )) oo f#(g−1(W ))

ff

h#(W ) NNNNNNNNNNN
OY (g−1(W ))

88

g#(W )ppppppppppp

OZ(W )

.éôåìéç ïëà (?) íéùøúä ïëìå ,h# = (g∗f#) ◦ g# ïëì

íéâåç áçøî øåáò íâå X éâåìåôåè áçøî øåáò íâ X ïåîéñá äúòî ùîúùð ,ïåîéñä ùåáéù êåú :2.3.11 äøòä

íâ ïîñì f : X → Y -á ùîúùð íéâåç éáçøî (Y,OY )-å (X,OX) íà ïë åîë .åéìòî øãâåîä (X,OX)

.åæ äôéöø ä÷úòä ìòá (f, f#) íæéôøåî íâå íéâåìåôåè íéáçøî ìù äôéöø ä÷úòä
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âåæ ìëì íà (àìî ,äîàúäá) ïîàð åðä F éë øîàð .ïäùìë úåéøåâè÷ ïéá øåè÷ðåô F : C → D éäé :2.3.12 äøãâä

ä÷úòää C ìù A,B íéîöò

HomC(A, B) −→ HomD(F (A), F (B))

.(ìò ,äîàúäá) ò"çç äðä F éãé ìò úòá÷ðä

.ïîàð åðä Spec øåè÷ðåôä :2.3.13 äðòè

ùîúùð .äøùåîä íæéôøåîä f : Spec(B) → Spec(A) éäéå ,íéâåç ìù íæéôøåîåîåä ϕ: A → B éäé :äçëåä

éôåìéç íéùøú ìá÷ðå a = 1 øåáò 2.3.8 äîì ìù (3) óéòñá

A
ϕ //

o
²²

B

o
²²

OX(X)
f#(X) // OY (Y )

.ò"çç äðä ϕ 7→ (f, f#) äîùää ïëì .f é"ò úåãéçéá òá÷ð ϕ ,èøôá

.àìî åðä Spec øåè÷ðåôä :2.3.14 äðòè

éáçøî ìù íæéôøåî (f, f#): Y → X éäéå ,Y = Spec(B) ,X = Spec(A) åéäé ,íéâåç A,B åéäé :äçëåä

øàåúîë) (f, f#) úà äøùîù ϕ: A → B íéâåç ìù íæéôøåîåîåä íéé÷ éë úåàøäì êéøö éæà .íééîå÷î íéâåç

.(2.3.8 äðòèá

íæéôøåîåîåää úåéäì ϕ úà øéãâðå íéîæéôøåîåæéàä úà λB : B
∼→ OY (Y )-å λA: A

∼→ OX(X)-á ïîñð

:àáä éôåìéçä íéùøúä úà íéìùîä

A
ϕ //________

λA o

²²

B

λB o

²²
OX(X)

f#(X) // OY (Y )

(1)

:éôåìéç àáä íéùøúä q ∈ Y ìëì

OX(X)
f#(X) //

res
OX
X,f(q)

²²

OY (Y )

res
OY
Y,q

²²
OX,f(q)

f#
q // OY,q

(2)
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µq úà øéãâðå ,íééòáèä íéîæéôøåîåæéàä úà βq: OY,q
∼→ Bq-å αq: OX,f(q)

∼→ Af(q)-á ïîñð q ìëì ,óñåðá

:àáä éôåìéçä íéùøúä úà íéìùîä íæéôøåîåîåää úåéäì

OX,f(q)

f#
q //

αq o

²²

OY,q

βq o

²²
Af(q)

µq //_______ Bq

(3)

:àáä éôåìéçä íéùøúä úà ìá÷ð (3)-å (2) ,(1) íéîéùøúä úà óøöð íà

A
ϕ //

αq◦resOX
X,f(q)◦λA

²²

B

βq◦resOY
Y,q

◦λB

²²
Af(q)

µq // Bq

(4)

éæà .a ∈ A éäé

αq ◦ resOX

X,f(q) ◦ λA(a) = λA(a)(q) αq úøãâä éôì

=
a

1
λA úøãâä éôì

.úåéòáèä íå÷éîä úå÷úòä íðä (4) íéùøúá íééëðàä íéîæéôøåîåää ïëì .B øåáò äîåã ïôåàáå

éæà .a ∈ A éäé .éîå÷î íæéôøåîåîåä åðä µq éë òáåð (2) íéùøúå f ìù úåéîå÷îä úçðäî

a ∈ f(q) ⇐⇒ a

1
∈ mAf(q)

⇐⇒ µq

(a

1
) ∈ mBq éîå÷î µq-å ìéàåä

⇐⇒ ϕ(a)
1

∈ mBq (4) íéùøú éôì

⇐⇒ ϕ(a) ∈ q

ïëì

.f(q) = ϕ−1(q) (5)
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:êë äàøð (4) íéùøú ïëì

A
ϕ //

²²

B

²²
Aϕ−1(q)

µq // Bq

(6)

,(2.3.6 äøòä äàø) ϕq úøãâä éôì ,èøôá

.µq = ϕq (7)

:éôåìéç àáä íéùøúäå f(q) = ϕ−1(q) ,q ∈ Y ìëìù êë íééîå÷î íéâåç éáçøî ìù íæéôøåî åðä (f, f#) ïëì

OX,f(q)

f#
q //

o
²²

OY,q

o
²²

Af(q)
ϕq // Bq

.ϕ íæéôøåîåîåää é"ò äøùåî (f, f#) ïëìå ,2.3.8 äðòèá (2)-å (1) íéàðúä úà íéé÷î (f, f#) ïëì

:íéâåç éáçøî ìù íæéôøåîåæéà íéé÷ a ∈ A ìë øåáò .X = Spec(A) éäéå âåç A éäé :2.3.15 äîì

.(D(a),OX |D(a)) ∼= (Spec(Aa),OSpec(Aa))

úà (f, f#): Y → X-áå ,éòáèä íæéôøåîåîåää úà ϕ: A → Aa-á ïîñð .Y = Spec(Aa) øéãâð :äçëåä

.ϕ é"ò äøùåîä íæéôøåîä

.D(a) ìò Y ìù íæéôøåîåàîåä åðä f éë (úéñéñá úéôåìéç äøáâìàî) íéòãåé åðà

:éôåìéç àáä íéùøúä ,2.3.8 äðòè éôì .q = pAa éæà .p = f(q) ∈ D(a) éäéå q ∈ Y éäé

OX,p

f#
q //

o
²²

OY,q

o
²²

Ap
ϕq // (Aa)pAa

.íæéôøåîåæéà åðä f#
q ïëìå ,íæéôøåîåæéà åðä ϕq ,a /∈ p-å ìéàåä

.åúðåîú ìò íæéôøåîåæéà åðä (f, f#) ,2.1.13 äîì éôì
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.úåîéëñ ìù úåéñéñá úåðåëúå úåøãâä 2.4

(íééîå÷îä íéâåçä éáçøî úééøåâè÷á) éôøåîåæéàù íééîå÷î íéâåç áçøî äðä úéðéôà äîéëñ :2.4.1 äøãâä

.åäùìë A âåç øåáò Spec(A)-ì

úåçåúô úåöåá÷ éãé-ìò éåñéë åì íéé÷ øùà ,(X,OX) íééîå÷î íéâåç áçøî äðä äîéëñ :2.4.2 äøãâä

.úåéðéôà úåîéëñ íä (Ui,OX |Ui
) íééîå÷îä íéâåçä éáçøîù êë X =

⋃
i∈I Ui

.íéîéàúîä íééîå÷îä íéâåçä éáçøî ïéá íæéôøåî åðä úåîéëñ ìù íæéôøåî

.Sch-á äðîñðù íééîå÷îä íéâåçä éáçøî úééøåâè÷ ìù äéøåâè÷-úú äðä úåîéëñä ú÷ìçî

.äîéëñ äðä (U,OX |U ) éæà .U ∈ Open(X) éäú .äîéëñ (X,OX) éäú :2.4.3 äîì

,i ìëì .Vi = Spec(Ai) øîàð ,i ìëì úéðéôà äðä (Vi,OX |Vi) øùàë ,X =
⋃

i Vi íåùøð :äçëåä

,2.3.2 äðòè éôì ïëìå U ∩ Vi ∈ Open(Vi)

, U ∩ Vi =
⋃

j

D(ai,j)

.çåúô éðéôà éåñéë ùé U -ì ,2.3.15 äîì éôì ïëì .ai,j ∈ Ai øåáò

.OX(X) ∼= K-å ïåãéçé åðä X éæà .X = Spec(K) éäéå äãù K éäé :2.4.4 äîâåã

úåéäì K ìòî éðéôàä øùéä úà øéãâð .äãù K éäé :2.4.5 äîâåã

.A1
K = Spec(K[X])

úåøåâñ úåãå÷ð ïðä øàùäå ,(“úøöåé äãå÷ð” íâ úéðåëîä) äôåôö äãå÷ð åðäù ,0-ä ìàãéà ïðä X ìù úåãå÷ðä

.K ìòî íé÷éøô-éàä íéð÷åúîä íéîåðéìåôä íò ò"çç äîàúäá ,K[X] ìù íééáøéîä íéìàãéàì úåîéàúîù

ìù íæéôøåî .úåîéëñ ìù X → S íæéôøåî íò X äîéëñ äðä S ìòî äîéëñ .äîéëñ S éäú :2.4.6 äøãâä

:éôåìéç àáä íéùøúäù êë úåîéëñ ìù ϕ: X → Y íæéôøåî åðä S ìòî úåîéëñ

X
ϕ //

ÂÂ@
@@

@@
@@

Y

ÄÄÄÄ
ÄÄ

ÄÄ
Ä

S

.Spec(A) ìòî äîéëñ äðä A ìòî äîéëñ éæà ,âåç A íà
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ìòå ò"çç úéòáè ä÷úòä ùé æà .äîéëñ (X,OX)-å ,âåçA éäé :2.4.7 ïåèôùî

.α = αX,A: HomSch(X, Spec(A)) ∼−→ HomRing(A, Γ(X,OX))

íéâåç ìù íæéôøåîåæéà íéé÷ ,2.3.3 äîì éôì .S = Spec(A) ïîñð :äçëåä

.λA: A
∼−→ Γ(S,OS)

ìù íæéôøåîåîåä f#(S): Γ(S,OS) → Γ(X,OX) éæà ,íæéôøåî (f, f#): (X,OX) → (S,OS) íà

øéãâð .íéâåç

.α
(
(f, f#)

)
= f#(S) ◦ λA ∈ HomRing(A, Γ(X,OX))

.íé÷ìç äîëì ÷ìçð äçëåää úéøàù úà

:úéðéôà X = Spec(B) íà ò"òçç αX,A .à

(1) íéùøú éôì .äøùåîä íæéôøåîä (f, f#): X → S éäéå ,íéâåç ìù íæéôøåîåîåä ϕ: A → B éäé

:éôåìéç åðä àáä íéùøúä ,2.3.14 äðòè úçëåäá

A
ϕ //

λA

²²

B

λB

²²
Γ(S,OS)

f#(S)// Γ(X,OX)

(1)

úà ìá÷ð ,ϕ 7→ (f, f#)-ù êë β: HomRing(A,B) → HomSch(X,S) ä÷úòää úà øéãâð íà ïëì

:àáä éôåìéçä íéùøúä

HomSch(X,S)
αX,A // HomRing(A, Γ(X,OX))

HomRing(A,B)

β
hhQQQQQQQQQQQQQ

Hom(A,λB)
55jjjjjjjjjjjjjjj

.(1) íéùøú éôì f#(S) ◦ λA = λB ◦ ϕ íéé÷úî ϕ ∈ HomRing(A,B) ìëì éë éôåìéç åðä äæ íéùøú

.ò"òçç äðä β íâ ,2.3.14-å 2.3.13 úåðòè éôì .ò"òçç åðä Hom(A, λB) ,íæéôøåîåæéà åðä λB-å ìéàåä

.ò"òçç äðä αX,A ïëì

.úéììë äîéëñ äðä X-ù çéðð äúòî :X-á éòáè α .á
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:éôåìéç àáä íéùøúä éë çéëåäì åðéìò .úåîéëñ ìù íæéôøåî (h, h#): (X,OX) → (Y,OY ) éäé

HomSch(Y, S)
αY,A //

Hom(h,S)

²²

HomRing(A, Γ(Y,OY ))

Hom(A,h#(Y ))

²²
HomSch(X, S)

αX,A // HomRing(A, Γ(X,OX))

(2)

éæà .úåîéëñ ìù íæéôøåî (f, f#): Y → S ïë íà éäé

αX,A ◦Hom(h, S)(f) = αX,A

(
(f, f#) ◦ (h, h#)

)

=
(
(f, f#) ◦ (h, h#)

)
(S) ◦ λA

= h#(Y ) ◦ f#(S) ◦ λA

= h#(Y ) ◦ (αX,A(f))

= Hom(A, h#(Y )) ◦ αX,A(f).

.éôåìéç ïëà (2) íéùøúä ïëì

h: T → S éäéå íéâåç ìù íæéôøåîåîåä ϕ: A → B éäé .T = Spec(B) éäéå âåç B éäé :A-á éòáè α .â

:éôåìéç åðä àáä íéùøúä éë çéëåäì êéøö .ϕ é"ò äøùåîä íæéôøåîä

HomSch(X, T )
αX,B //

Hom(X,h)

²²

HomRing(B, Γ(X,OX))

Hom(ϕ,Γ(X,OX))

²²
HomSch(X, S)

αX,A // HomRing(A, Γ(X,OX))

(3)

éæà .íæéôøåî (f, f#): X → T ïë íà éäé

(αX,A ◦Hom(X,h))(f) = αX,A

(
(h, h#) ◦ (f, f#)

)

=
(
(h, h#) ◦ (f, f#)

)
(S) ◦ λA

= f#(T ) ◦ h#(S) ◦ λA

= f#(T ) ◦ λB ◦ ϕ (1) íéùøú éôì

=
(
αX,B(f)

) ◦ ϕ

= Hom(ϕ,Γ(X,OX)) ◦ αX,B(f).
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.éôåìéç ïëà (3) íéùøúä ïëì

éäé i ìëìå X ìù çåúô éðéôà éåñéë X =
⋃

i Ui éäé :éììëä äø÷îá ò"çç α .ã

(ηi, η
#
i ): (Ui,OX |Ui

) → (X,OX)

:êë äàøð (2) éôåìéçä íéùøúä ,i ìëì .2.2.1 äîìî ïåëéùä íæéôøåî

HomSch(X, S)
αX,A //

Hom(ηi,S)

²²

HomRing(A, Γ(X,OX))

Hom(A,η#
i (X))

²²
HomSch(Ui, S)

αUi,A // HomRing(A, Γ(Ui,OX))

(4)

éë òáåð (4)-î éæà .αX,A(f) = αX,A(g)-ù êë f, g ∈ HomSch(X, S) éë çéðð

.αUi,A ◦Hom(ηi, S)(f) = αUi,A ◦Hom(ηi, S)(g)

ïëì .åðçëåäù éôë ,ò"çç äðä αUi,A ,úéðéôà Ui-å ìéàåä

.f |Ui = f ◦ ηi = Hom(ηi, S)(f) = Hom(ηi, S)(g) = g ◦ ηi = g|Ui

.ò"çç αX,A ïëì .f = g íéé÷úî 2.2.7 äîì éôì ,i ìëì ïåëð äæ ïåéåùå ìéàåä

øéãâð i ìëì .ψ ∈ HomRing(A, Γ(X,OX)) éäé :éììëä äø÷îá ìò α .ä

.ψi = Hom(A, η#
i (X))(ψ) = η#

i (X) ◦ ψ = resOX

X,Ui
◦ ψ

-ù êë fi ∈ HomSch(Ui, S) íéé÷ ,ìò αUi,A-å ìéàåä

.αUi,A(fi) = ψi

àáä íéùøúä ,(4)-á åîë éæà .ïåëéùä íæéôøåî úåéäì θi,j : Ui,j → Ui úàå Ui,j = Ui ∩ Uj øéãâð i, j ìëì

:éôåìéç

HomSch(Ui, S)
αUi,A //

Hom(θi,j ,S)

²²

HomRing(A, Γ(Ui,OX))

Hom(A,θ#
i,j(Ui))

²²
HomSch(Ui,j , S)

αUi,j ,A
// HomRing(A,Γ(Ui,j ,OX))

(5)
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ïëì
αUi,j ,A(Hom(θi,j , S)(fi)) = Hom(A, θ#

i,j(Ui))(αUi,A(fi))

= Hom(A, θ#
i,j(Ui))(ψi)

= θ#
i,j(Ui) ◦ ψi

= resOX

Ui,Ui,j
◦ ψi

= resOX

X,Ui,j
◦ ψ

= · · · éøèîéñ ïôåàá

= αUi,j ,A(Hom(θj,i, S)(fj)).

ïëìå ,ò"çç αUi,j ,A éë øáë åðçëåä íìåà

fi|Ui,j = Hom(θi,j , S)(fi) = Hom(θj,i, S)(fj) = fj |Ui,j

øéãâð .i ìëì f |Ui = fi-ù êë f : X → S íæéôøåî íéé÷ ,2.2.8 äîì éôì .i, j ìëì

.ϕ = αX,A(f) ∈ HomRing(A, Γ(X,OX))

,i ìëì éæà
resOX

X,Ui
◦ ϕ = Hom(A, η#

i (X))(αX,A(f))

= αUi,A(f |Ui)

= αUi,A(fi)

= ψi

= resOX

X,Ui
◦ ψ.

ïëì

, ψ = ϕ = αX,A(f)

.ìò äðä αX,A ïëìå

íæéôøåîåîåäì íéàúîä íæéôøåî f : X → Spec(A) éäé .äîéëñ (X,OX)-å ,âåçA éäé :2.4.8 äîì

,x ∈ X ìëì éæà .ϕ: A → Γ(X,OX)

.f(x) = {a ∈ A | ϕ(a)x ∈ mX,x}
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é"ò ψ: A → B úà øéãâð .úéðéôà X = Spec(B) éë çéðð úéùàø .S = Spec(A) ïîñð :äçëåä

:éôåìéç àáä íéùøúä éæà .q ∈ X éäé .ψ = λ−1
B ◦ ϕ

A
ψ //

λA o

²²

ϕ

$$IIIIIIIIIIIIIIIIIIII B //

λB o

²²

Bq

Γ(S,OS)
f#(S) // Γ(X,OX) // OX,q

o

OO

ïëìå ψ é"ò äøùåî f éæà
f(q) = ψ−1(q)

= {a ∈ A | ψ(a) ∈ q}
= {a ∈ A | ψ(a)

1
∈ qBq}

= {a ∈ A | ϕ(a)q ∈ mX,q}
äáéáñ U ∈ Open(X) éäúå x ∈ X éäé ,éììëä äø÷îá .úéðéôà X øåáò äðåëð äðòèä ïëì

íæéôøåîåîåäì íéàúî f |U : U → S íæéôøåîä éë òáåð äîàúää úåéòáèî éæà .x ìù äçåúô úéðéôà

ïëìå ,resOX

X,U ◦ ϕ: A → Γ(U,OX)

f(x) = f |U (x)

= {a ∈ A | (resOX

X,U ◦ ϕ)(a)x ∈ mU,x}
= {a ∈ A | ϕ(a)x ∈ mX,x}

.éììëä äø÷îá äðåëð äîìä ïëì

.ãéçé ïôåàá Z ìòî äîéëñ äðä äîéëñ ìë øîåìë .X → Spec(Z) ãéçé íæéôøåî íéé÷ X äîéëñ ìëì :2.4.9 äàöåú

.2.4.7 ïåèôùîá ùîúùðå R = Γ(X,OX) áéöð .Z→ R ãéçé íæéôøåîåîåä íéé÷ R âåç ìëì :äçëåä

:ùøåôî øúåé ïôåàá ì"ðä ä÷úòää úà íåùøì ïúéð ,äùòîì

,x ∈ X ìëì éæà .ãéçéä íæéôøåîä f : X → Spec(Z) éäéå äîéëñ X éäú :2.4.10 äîì

.f(x) = Char(OX,x/mX,x)

.X = Spec(A) øîàð ,úéðéôà X éë úåéììëä úìáâä éìá çéðð ,íééîå÷î íðä äàååùîä éãéö éðùå ìéàåä :äçëåä

íæéôøåîåîåää é"ò äøùåî f éæà
ϕ: A −→ Z

n 7−→ n · 1
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,p ∈ X ìëì ïëì
f(p) = ϕ−1(p)

= {n ∈ Z | n · 1 ∈ p}
= {n ∈ Z | A/p-á n · 1 = 0}
= Char(Quot(A/p)).

-ù êëî úòë úòáåð äîìä

Quot(A/p) ∼= Ap/pAp
∼= OX,p/mX,p

A-úøáâìà ìù äðáî úðéúðì ìå÷ù åðä A ìòî äîéëñ ìù äðáî X -ì úúì éæà .äîéëñ X éäúå âåç A éäé :2.4.11 äîì

.A-íéøàðéì íðä resOX

U,V íéîåöîöäù êë U ∈ Open(X) ìëì Γ(U,OX)-ì

ìë íà ÷øå íà A ìòî íæéôøåî åðä h: X → Y úåîéëñ ìù íæéôøåî éæà ,A ìòî úôñåð äîéëñ Y íà

.A-íéøàðéì íðä h#(V ): Γ(V,OY ) → Γ(h−1(V ),OX) íéîæéôøåîåîåää

:äçëåä

íæéôøåî ïåúð éë çéðð úéùàø :Γ(U,OX) ìò A-úøáâìà ìù äðáî äøùî A-úîéëñ ìù äðáî .à

ìù íæéôøåîåîåä ïëìå ,f |U : U → Spec(A) íæéôøåî ìá÷úî U ∈ Open(X) ìëì .f : X → Spec(A)

.Γ(U,OX) âåçì A-úøáâìà ìù äðáî ,øîåìë ,ϕU = αU,A(f |U ): A → Γ(U,OX) íéâåç

íéùøúä éë òáåð 2.4.7 äðòèî .ïåëéùä íæéôøåî ı: V → U éäéå V ⊆ U -ù êë V,U ∈ Open(X) åéäé

:éôåìéç àáä

HomSch(U,Spec(A))
αU,A //

Hom(ı,Spec(A))

²²

HomRing(A, Γ(U,OX))

Hom(A,ı#(U))

²²
HomSch(V, Spec(A))

αV,A // HomRing(A, Γ(V,OX))

(∗)

íéé÷úî f |U ∈ HomSch(U, Spec(A)) øåáò

αV,A ◦Hom(ı, Spec(A))(f |U ) = αV,A

(
(f |U ) ◦ ı

)

= αV,A

(
(f |U )|V

)

= αV,A(f |V ) 2.2.5 äîì éôì

= ϕV .
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,êãéàî
Hom(A, ı#(U)) ◦ αU,A(f |U ) = Hom(A, ı#(U))(ϕU )

= resOX

U,V ◦ ϕU

éë òáåð (∗) úåéôåìéçî ïëì

, resOX

U,V ◦ ϕU = ϕV

.A-éøàðéì åðä resOX

U,V íåöîöä íæéôøåîåîåä ïëìå

U ∈ ìëì éë çéðð ,êôäì :A-úîéëñ ìù äðáî íéøéãâî A-éîæéôøåîåîåäå A-úåøáâìà ìù äðáî .á

äðòè éæà .V ⊆ U ìëì resOX

U,V ◦ ϕU = ϕV -ù êë ϕU : A → Γ(U,OX) íæéôøåîåîåä ïåúð Open(X)

.αX,A(f) = ϕX -ù êë f : X → Spec(A) íæéôøåî úðúåð 2.4.7

é"ò øãâåî ϕX éæà f |U é"ò íéøãâåî ϕU -äå f : X → Spec(A) ïåúð íà :åæì åæ úåëåôä úåîàúää .â

.ϕX -ì íéàúî f ïëìå f |X = f

íéàúî f |U éë úåàøäì êéøö ,ϕX é"ò f úà øéãâðå íéîæéôøåîåîåä ìù {ϕU}U óñåàî ìéçúð íà ,êôäì

.(V íå÷îá U -å U íå÷îá X íò) (∗) íéùøúî áåù òáåð äæ ìáà .U ∈ Open(X) ìëì ϕU -ì

.åæì åæ úåéëôåä ïëà ïä úåîàúää ïëì

U ∈ Open(X) ìëì .A ìòî úåîéëñ ïä g: Y → Spec(A)-å f : X → Spec(A) éë çéðð úòë

.äðáîä íæéôøåîåîåä úà ψV : A → Γ(V,OY )-å ϕU : A → Γ(U,OX)-á ïîñð V ∈ Open(Y )-å

.úåîéëñ ìù íæéôøåî h: X → Y éäé

àáä íéùøúä øîåìë ,A ìòî íæéôøåî h éë çéðð úéùàø :V ìëì A-éøàðéì h#(V )-ù øøåâ A-íæéôøåî h .ã

:éôåìéç

X
h //

f ##HH
HH

HH
HH

H Y

g{{ww
ww

www
ww

Spec(A)

:éôåìéç àáä íéùøúä ,2.2.6 äîì éôì éæà .U = h−1(V ) éäéå V ∈ Open(Y ) éäé

U
h|VU //

f |U ##GGG
GGG

GGG V

g|V{{ww
ww

ww
www

Spec(A)
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:àáä éôåìéçä íéùøúä úà ìá÷ð h|VU íæéôøåîä øåáò α−,A úåéòáèá ùîúùð íà

HomSch(V, Spec(A))
αV,A //

Hom(h|VU ,Spec(A))

²²

HomRing(A,Γ(V,OY ))

Hom(A,(h#)|VU (V ))=Hom(A,h#(V ))

²²
HomSch(U, Spec(A))

αU,A // HomRing(A, Γ(U,OX))

ìá÷ð g|V ∈ HomSch(V, Spec(A)) øåáò

h#(V ) ◦ ψV = h#(V ) ◦ (αV,A(g|V ))

= αU,A

(
(g|V ) ◦ (h|VU )

)
ïåøçàä íéùøúä éôì

= αU,A(f |U ) íãå÷ä íéùøúä éôì

= ϕU .

:éôåìéç åðä àáä íéùøúä ïëì

Γ(U,OX) oo h#(V )

dd

ϕU HHHHHHHHH
Γ(V,OY )

::

ψV
vvvvvvvvv

A

.A-éøàðéì åðä h#(V ) øîåìë

V ∈ ìë øåáò A-éøàðéì h#(V ) éë çéðð ,êôéäì :A-íæéôøåî h-ù øøåâ V ìëì A-éøàðéì h#(V ) .ä

:àáä éôåìéçä íéùøúä úà ìá÷ð V = Y øåáò ,èøôá .Open(Y )

Γ(X,OX) oo h#(Y )

dd

ϕX IIIIIIIII
Γ(Y,OY )

::

ψY
vvvvvvvvv

A

:àáä éôåìéçä íéùøúä úà ìá÷ð ,óñåðá

HomSch(Y, Spec(A))
αY,A //

Hom(h,Spec(A))

²²

HomRing(A, Γ(Y,OY ))

Hom(A,h#(Y ))

²²
HomSch(X, Spec(A))

αX,A // HomRing(A, Γ(X,OX))
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ìá÷ð g ◦ h ∈ HomSch(X, Spec(A)) íæéôøåîä øåáò

αX,A(g ◦ h) = αX,A ◦Hom(h, Spec(A))(g)

= Hom(A, h#(Y ))(αY,A(g))

= Hom(A, h#(Y ))(ψY )

= h#(Y ) ◦ ψY

= ϕX íãå÷ä íéùøúä éôì

= αX,A(f).

íéé÷úî ïëìå ,ò"çç äðä αX,A íìåà

, g ◦ h = f

.h#(Y ) éìáåìâä íæéôøåîåîåää ìù A-úåéøàðéìá ÷ø åðùîúùä éë áì íéùð .A ìòî íæéôøåî h øîåìë

.úåîéëñ ìù úåéãåñé úåðåëú 2.5

2.3.3 äðòèî éòáèä íæéôøåîåæéàä é"ò Γ(Spec(A),OSpec(A))-å A úà äúòî ääæð ,âåç A íà :2.5.1 äøòä

.ãçåéî øåëæà àìì

øéãâð .f ∈ Γ(X,OX) éäéå ,äîéëñ X éäú :2.5.2 äøãâä

.Xf = {x ∈ X | fx /∈ mX,x}

øåáò .θ = ϕ#(Y ): Γ(Y,OY ) → Γ(X,OX) éäéå ,úåîéëñ ìù íæéôøåî ϕ: X → Y éäé :2.5.3 äîì

íéé÷úî f ∈ Γ(Y,OY )

.ϕ−1(Yf ) = Xθ(f)

:éôåìéç åðéä àáä íéùøúä éæà .x ∈ X éäé :äçëåä

Γ(Y,OY ) θ //

²²

Γ(X,OX)

²²
OY,ϕ(x)

ϕ#
x // OX,x

íà ÷øå íà x ∈ Xθ(f) ïëì .fϕ(x) ∈ mY,ϕ(x) íà ÷øå íà θ(f)x ∈ mX,x ,éîå÷î íæéôøåîåîåä ϕ#
x -å ìéàåä

.ϕ(x) ∈ Yf
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éæà .U ∈ Open(X) éäú .f ∈ Γ(X,OX) éäéå ,äîéëñ X éäú :2.5.4 äîì

.Xf ∩ U = U(f |U )

.x ∈ U ìëì OX,x = OU,x-ù äãáåòäî úòáåð äîìä :äçëåä

.Xf = D(f) éæà .f ∈ Γ(X,OX) = A éäéå úéðéôà äîéëñ X = Spec(A) éäú :2.5.5 äîì

:äçëåä

Xf = {p ∈ X | fp /∈ mX,p}
= {p ∈ X | fp /∈ pAp}
= {p ∈ X | f /∈ p}
= D(f).

.Xf ∈ Open(X) éæà .f ∈ Γ(X,OX) éäéå ,äîéëñ X éäú :2.5.6 äîì

,X-á ïëìå ,Ui-á äçåúô Xf ∩ Ui ,2.5.5 äîìå 2.5.4 äîì éôì éæà .X ìù çåúô éðéôà éåñéë {Ui} éäé :äçëåä

.äçåúô Xf ïëì .i ìëì

êë n > 0 íéé÷ éæà .a|Xf
= 0-ù êë a, f ∈ A åéäéå A = Γ(X,OX) éäé .äñåçã äîéëñ X éäú :2.5.7 äîì

.fna = 0-ù

ìëì Ap-á a
1 = 0 ïëì ,a|D(f) = 0 ,2.5.5 äîì éôìå X = Spec(A) éæà .úéðéôà X éë çéðð úéùàø :äçëåä

.fna = 0-ù êë n > 0 íéé÷ ïëìå Af -á a
1 = 0 ïëì .p ∈ D(f) ∼= Spec(Af )

åéäé ,i ìëì .X =
⋃r

i=1 Ui éôåñ éðéôà çåúô éåñéë íéé÷ ,äñåçã X-å ìéàåä ,éììëä äø÷îá

êë ni > 0 íéé÷ ,ìéòìã éèøôä äø÷îä éôì .ai|Ui,fi
= 0 ,i ìëì éæà .ai = a|Ui , fi = f |Ui ∈ Γ(Ui,OX)

ïëìå ,i ìëì fn
i ai = 0 éæà .n = max{ni} éäé .fni

i ai = 0-ù

(fna)|Ui = 0

.fna = 0 ïëì .i ìëì

.A = Γ(X,OX) éäé .äñåçã äðä Ui ∩Uj ,i, j ìëìù êë {Ui} éôåñ éðéôà éåñéë úìòá äîéëñ X éäú :2.5.8 äîì

.
(
f |Xf

)n
b = a|Xf

-ù êë n > 0-å a ∈ A íéîéé÷ éæà .b ∈ Γ(Xf ,OX) éäéå f ∈ A éäé

.Γ(X, D(f)) ∼= Af íæéôøåîåæéàäî úòáåð äîìäå ,Xf = D(f) éæà úéðéôà X íà :äçëåä
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éäú ,fi = f |Ui
éäé ,i ìëì .Ui = Spec(Ai) éë çéðð ,éììëä äø÷îá

Vi = Xf ∩ Ui = (Ui)fi

íéîéé÷îä ni > 0-å ai ∈ Ai íéîéé÷ ,ìéòìã éèøôä äø÷îä éôì .bi = b|Vi
∈ Γ(Vi,OUi

) éäéå

.fi|ni

Vi
· bi = ai|Vi

.i ìëì n = ni éë çéðäì ïúéð éæà ,÷éôñî ìåãâ n ∈ N ç÷éð íà

éäúå ai,j = ai|Ui,j
éäé ,Ui,j = Ui ∩ Uj éäú ,i, j ìë øåáò

.Vi,j = Ui,j ∩Xf = (Ui,j)f |Ui,j

éæà

.ai,j |Vi,j = fn|Vi,j · bi|Vi,j = fn|Vi,j · b|Vi,j = fn|Vi,j · bj |Vi,j = aj,i|Vi,j

ïëìå ,äñåçã Ui,j äçðää éôì .(Ui,j)f |Ui,j
äöåá÷ä ìò ñôàúîù Γ(Ui,j ,OUi,j ) ìù øáéà åðä ai,j − aj,i ïëì

íéé÷îä mi,j > 0 íéé÷ ,2.5.7 äîì éôì

f |mi,j

Ui,j
(ai,j − aj,i) = 0

íéé÷îä m > 0 íéé÷ ,éôåñ åðä (i, j) úåâåæä øôñîå ìéàåä .i, j ìëì

f |mUi,j
(ai,j − aj,i) = 0 (∗)

øéãâð i ìëì .i, j ìëì

.αi = fm
i · ai ∈ Ai

éæà

.αi|Vi = fm+n
i bi (∗∗)

éë òáåð (∗)-î
αi|Ui,j = αj |Ui,j

éë (∗∗)-î òáåð éæà .α|Ui = αi íéé÷îä α ∈ Γ(X,OX) ãéçé øáéà íéé÷ ïëìå ,i, j ìëì

.α|Xf
= fm+nb
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ìëì σx ∈ O×X,x -ù êë σ ∈ Γ(U,OX) éäéå U ∈ Open(X) éäé ,íéâåç áçøî (X,OX) éäé :2.5.9 äîì

.σ ∈ Γ(U,OX)× éæà .x ∈ U

ìòî .i ìëì τi(σ|Ui
) = 1-ù êë τi ∈ Γ(Ui,OX) íéëúçå U =

⋃
i Ui çåúô éåñéë íéé÷ ,äçðää éôì :äçëåä

ïëì .äæì äæ íéååù íðä ïëìå ,σ|Ui,j
-ì íééëôåä íéøáéà éðù íðä τj |Ui,j

-å τi|Ui,j
íéøáéàä ,Ui,j = Ui ∩ Uj

.τσ = 1 ïëìå ,i ìëì (τσ)|Ui
= 1 éæà .i ìëì τ |Ui

= τi íéé÷îä τ ∈ Γ(U,OX) íéé÷

,A = Γ(X,OX) éäé .äñåçã äðä Ui∩Uj ,i, j ìëìù êë {Ui} éôåñ éðéôà éåñéë úìòá äîéëñ X éäú :2.5.10 äîì

éæà .f ∈ A éäéå

.Γ(Xf ,OX) ∼= Af

.äñåçã X éë øøåâ éôåñä éðéôàä éåñéëä éë ïééöð úéùàø :äçëåä

øáéà åðä f |Xf
,2.5.9 äîì éôì .a 7→ a|Xf

é"ò ϕ: A → Γ(Xf ,OX) íéâåç ìù íæéôøåîåîåä øéãâð

íéâåç ìù íæéôøåîåîåä äøùî ϕ ïëì .Γ(Xf ,OX) ìù êéôä

ϕ̂: Af −→ Γ(Xf ,OX)

a

fn
7−→ a|Xf

(f |Xf
)n

.íæéôøåîåæéà ϕ̂ ïëì .ìò ϕ̂ ,2.5.8 äîì éôì .ò"çç ϕ̂ ,2.5.7 äîì éôì

f1, . . . , fr ∈ A íéøáéà íéîéé÷ íà ÷øå íà úéðéôà X éæà .A = Γ(X,OX) éäéå äîéëñ X éäú :2.5.11 äðòè

.1 ≤ i ≤ r øåáò úéðéôà Xfi -ù êë äãéçéä ìàãéà úà íéøöåéä

.Xf1 = X-å f1 = 1 ,r = 1 ç÷éð ,úéðéôà X íà :äçëåä

.äðòèáë f1, . . . , fr ∈ A éë çéðð ,êôéäì

,OX,x-á
∑r

i=1(ai)x(fi)x = 1 éæà .x ∈ X éäé .
∑r

i=1 aifi = 1-ù êë a1, . . . , ar ∈ A åéäé

ïëì .x ∈ Xfj
øîåìë ,(fj)x /∈ mX,x-ù êë j íéé÷ ïëìå

.X =
r⋃

i=1

Xfi

,i, j ìëì .i ìëì úéðéôà Xfi ,äçðää éôì

, Xfi ∩Xfj = DXfj

(
fi|Xfj

)

.2.5.10 äîìá ùîúùäì ïúéð ïëì .äñåçã èøôá ,Xfj ìù úéñéñá äçåúô äöåá÷
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íéàúîä íæéôøåîä ψ: X → S éäéå ,úåäæä íæéôøåîåîåä ϕ: A → Γ(X,OX) éäé .S = Spec(A) éäé

íéé÷úî x ∈ X ìëì ,2.4.8 äîì éôì .2.4.7 äðòè éôì

.ψ(x) = {a ∈ A | ax ∈ mX,x}

éæà .Vi = D(fi) ∈ Open(S) éäé ,i ìëì

ψ−1(Vi) = {x ∈ X | ψ(x) ∈ D(fi)}
= {x ∈ X | fi /∈ ψ(x)}
= {x ∈ X | (fi)x /∈ mX,x}
= Xfi

.

ïîñð

.ψi = ψ|Vi

Xfi
: Xfi −→ Vi

àáä éôåìéçä íéùøúá ïðåáúð íà .i = 1, . . . , r éäé

Xfi

ψi //
� _

²²

Vi� _

²²
X

ψ // S

:àáä éôåìéçä íéùøúä úà ìá÷ð íéìáåìâ íéëúç ç÷éðå

Γ(Xfi ,OX) oo
ψ#

i (Vi)

OO
res
OX
X,Xfi

Γ(Vi,OS)
OO

res
OS
S,Vi

Afi

∼oo

Γ(X,OX) oo ψ
#(S)

Γ(S,OS)

A

ϕ=id

ggOOOOOOOOOOOO
o

OO a 7→ a
1

==||||||||||||||||||||

ä÷úòää éë íéàåø åðçðà èøôá

Afi

∼ // Γ(Vi,OS)
ψ#

i (Vi) // Γ(Xfi ,OX)

ïðä Vi-å Xfi -å ìéàåä .íæéôøåîåæéà åðä ψ#
i (Vi) ïëì .2.5.10 äîì úçëåäá øàåúîä íæéôøåîåæéàä ÷åéãá äðä

ïéá íæéôøåîåîåää íò (íæéôøåîåæéà éãë ãò) ãëìúîù íéâåç ìù íæéôøåîåîåä é"ò äøùåî ψi íæéôøåîä ,úåéðéôà

.íæéôøåîåæéà åðä ψi ïëìå ,íéâåç ìù íæéôøåîåæéà é"ò äøùåî ψi ïëì .ψ#
i (Vi) íò øîåìë ,íéìáåìâä íéëúçä éâåç

X ïëìå ,íæéôøåîåæéà åðä ψ: X → S ,2.2.9 äîì éôì ïëì .S =
⋃

i Vi ,(f1, . . . , fr) = A-å ìéàåä

.úéðéôà

79



íéøéù÷ íéáçøîå íé÷éøô-éà íéáçøî .3

.íé÷éøô-éà íéáçøî ìù úåéñéñá úåðåëúå úåøãâä 3.1

êë Z1, Z2 ⊆ X úåúåàð úåøåâñ úåöåá÷ úåîéé÷ íà ÷éøô åðä X éë øîàð .éâåìåôåè áçøî X éäé :3.1.1 äøãâä

.÷éøô éà åðä X éë øîàð ,÷éøô åðéà X-å X 6= ∅ íà .X = Z1 ∪ Z2-ù

:íéìå÷ù íðä íéàáä íéàðúä éæà .éâåìåôåè áçøî X éäé :3.1.2 äîì

.÷éøô-éà X (1)

.U ∩ V 6= ∅ ,U, V ∈ Open∗(X) ìëì (2)

.X -á äôåôö äðä U ,U ∈ Open∗(X) ìëì (3)

.úåôéôö úøãâäî òáåð (2) ⇐⇒ (3) .íéîéìùî úçé÷ì é"ò òáåð (1) ⇐⇒ (2) :äçëåä

.ä÷éøô-éà Y éæà .Y ∈ Open∗(X) éäúå ÷éøô-éà éâåìåôåè áçøî X éäé :3.1.3 äîì

ïëìå U, V ∈ Open∗(X) éæà .U, V ∈ Open∗(Y ) åéäé .3.1.2 äîì ìù (2) éàðúá ùîúùð :äçëåä

.U ∩ V 6= ∅

.÷éøô-éà X éæà ,ä÷éøô-éàå äôåôö äöåá÷-úú Z ⊆ X íà .éâåìåôåè áçøî X éäé :3.1.4 äîì

ïëìå ,úå÷éø ïðéà V ∩ Z-å U ∩ Z ,äôåôö Z-å ìéàåä .U, V ∈ Open∗(X) åéäé :äçëåä

ïëì .U ∩ V 6= ∅ ,èøôá .(U ∩ Z) ∩ (V ∩ Z) 6= ∅ ,ä÷éøô-éà Z-å ìéàåä .U ∩ Z, V ∩ Z ∈ Open∗(Z)

.÷éøô-éà X

.÷éøô-éà Y éæà .ìòå äôéöø ä÷úòä f : X → Y éäúå ,÷éøô-éà éâåìåôåè áçøî X éäé :3.1.5 äîì

f -å ìéàåä úå÷éø ïðéàù ,X ìù úåçåúô úåöåá÷ úú f−1(U), f−1(V ) éæà .U, V ∈ Open∗(Y ) åéäé :äçëåä

.÷éøô-éà éâåìåôåè áçøî Y ïëì .U ∩ V 6= ∅ ,èøôá .f−1(U) ∩ f−1(V ) 6= ∅ ,÷éøô-éà X-ù ïåéëî .ìò äðä

.íéøéù÷ íéáçøî 3.2

úåîéé÷îä U, V ∈ Open∗(X) ìëì íà øéù÷ åðä X éë øîàð .éâåìåôåè áçøî X éäé :3.2.1 äøãâä

àì úåçåúô úåöåá÷ ìù øæ ãåçéà øåúá X úà âöééì ïúéð àì ,úåøçà íéìîá .U ∩ V 6= ∅ íéé÷úî ,X = U ∪ V

.úå÷éø
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.øéù÷ X éæà ÷éøô-éà X íà :3.2.2 äîì

.øåøá :äçëåä

.øéù÷ X éæà ,øéù÷å óåôö áçøî-úú Z ⊆ X íà .éâåìåôåè áçøî X éäé :3.2.3 äîì

U ∩ Z, V ∩ Z ∈ Open∗(Z) ,óåôö Z-å ìéàåä .X = U ∪ V -ù êë U, V ∈ Open∗(X) åéäé :äçëåä

.U ∩V 6= ∅ ,èøôá .(U ∩Z)∩ (V ∩Z) 6= ∅ ,øéù÷ Z-å ìéàåä .Z = (U ∩Z)∪ (V ∩Z) óñåðáå

.øéù÷ Y éæà .ìòå äôéöø ä÷úòä f : X → Y éäúå ,øéù÷ éâåìåôåè áçøî X éäé :3.2.4 äîì

f−1(U), f−1(V ) ∈ Open∗(X) ,ìò àéä f -å ìéàåä .Y = U∪V -ù êë U, V ∈ Open∗(Y ) åéäé :äçëåä

.U∩V 6= ∅ ïëìå ,f−1(U)∩f−1(V ) 6= ∅ ,øéù÷ X-å ìéàåä .X = f−1(Y ) = f−1(U)∪f−1(V )-ù êë

.úå÷éøô-éàä úåöåá÷ä áçøî 3.3

.[Har] ìù 78 ãåîò êåúî

.X ìù úå÷éøô-éàä úåøåâñä úåöåá÷ä óñåà úåéäì Irr(X) úà øéãâð .éâåìåôåè áçøî X éäé :3.3.1 äøãâä

.éâåìåôåè áçøî X éäé :3.3.2 äîì

.Irr(X) 6= ∅ æà X 6= ∅ íà (1)

.Irr(Y ) ⊆ Irr(X) æà ,Y ∈ Closed(X) íà (2)

.Irr(∅) = ∅ (3)

.Irr(Y1 ∪ Y2) = Irr(Y1) ∪ Irr(Y2) éæà ,Y1, Y2 ∈ Closed(X) íà (4)

.Irr
(⋂

i Yi

)
=

⋂
i Irr(Yi) éæà ,{Yi}i∈I ⊆ Closed(X) íà (5)

:äçëåä

.{x0} ∈ Irr(X) ,3.1.4 äîì éôì ïëìå ,ä÷éøô-éà {x0} éæà .x0 ∈ X éäé (1)

.Z ∈ Irr(X) ïëìå ,X-á íâ äøåâñ Z éæà ,Z ∈ Irr(Y ) íà (2)

.(ä÷éøô-éà äðéà ä÷éøä äöåá÷ä äøãâää éôì éë øéëæð) øåøá (3)

ïëì .Irr(Yi) ⊆ Irr(Y1 ∪ Y2) ïëìå ,Yi ⊆ Y1 ∪ Y2 ,i = 1, 2 øåáò (4)

.Irr(Y1) ∪ Irr(Y2) ⊆ Irr(Y1 ∪ Y2)

Z ∩ Yi øùàë ,Z = (Z ∩Y1)∪ (Z ∩ Y2) ïëìå ,Z ⊆ Y1 ∪Y2 éæà .Z ∈ Irr(Y1 ∪ Y2) éë çéðð ,êôéäì

,Z ⊆ Y1 éæà .Z = Z ∩ Y1 çéðð ,Z = Z ∩ Y2 åà Z = Z ∩ Y1 ,ä÷éøô-éà Z-å ìéàåä .äøåâñ äöåá÷
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ïëì .Z ∈ Irr(Y1) ïëìå

.Irr(Y1) ∪ Irr(Y2) ⊇ Irr(Y1 ∪ Y2)

Z ∈ Irr(Y ) ïëìå ,i ∈ I ìëì Z ⊆ Yi íà ÷øå íà Z ⊆ Y éæà .Z ∈ Irr(X) éäú .Y =
⋂

i Yi éäé (5)

.i ∈ I ìëì Z ∈ Irr(Yi) íà ÷øå íà

øåáò Irr(Y ) ÷åéãá ïðä úåøåâñä úåöåá÷äù êë Irr(X) ìò äéâåìåôåè øéãâäì ïúéð .éâåìåôåè áçøî X éäé :3.3.3 äîì

.äøåâñ Y ⊆ X

.3.3.2 äîìî òáåð :äçëåä

ä÷éøô-éà f(Z) ,Z ∈ Irr(X1) ìëì .íéâåìåôåè íéáçøî ïéá äôéöø ä÷úòä f : X1 → X2 éäú :3.3.4 äøãâä

øéãâð .f(Z) ∈ Irr(X2) ,3.1.4 äîì éôì .3.1.5 äîì éôì

Irr(f): Irr(X1) −→ Irr(X2)

Z 7−→ f(Z)

:3.3.5 äîì

.äôéöø äðä Irr(f) ä÷úòää (1)

.äîöò êåúì íéâåìåôåèä íéáçøîä úééøåâè÷î øåè÷ðåô àåä Irr (2)

:äçëåä

íà ÷øå íà S ⊆ Y ,X2 ìù S äöåá÷-úú ìë øåáò ,äøåâñ Y -å ìéàåä .X2 ìù äøåâñ äöåá÷ úú Y éäú (1)

ïëì .S ⊆ Y

Irr(f)−1
(
Irr(Y )

)
=

{
Z ∈ Irr(X1) | Irr(f)(Z) ∈ Irr(Y )

}

=
{
Z ∈ Irr(X1) | f(Z) ⊆ Y

}

=
{
Z ∈ Irr(X1) | f(Z) ⊆ Y

}

=
{
Z ∈ Irr(X1) | Z ⊆ f−1(Y )

}

= Irr
(
f−1(Y )

)
.

Irr(f) ïëì .Irr(X1)-á äøåâñ äðä Irr(X2) ìù äøåâñ äöåá÷ ìë ìù Irr(f) úçú úéëôåää äðåîúä ïëì

.äôéöø

.äøåøá äðä Irr(idX) = idIrr(X) úåäæä (2)

åéäé

X1
f // X2

g // X2
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,Z ∈ Irr(X1) ìëì éë çéëåäì êéøö ,Irr(g ◦ f) = Irr(g) ◦ Irr(f) éë çéëåäì úðî ìò .úåôéöø úå÷úòä

.g
(
f(Z)

)
= g(f(Z))

ïëìå ,g(f(Z)) ⊆ g
(
f(Z)

)
ïëì ,f(Z) ⊆ f(Z) ,úéùàø

.g(f(Z)) ⊆ g
(
f(Z)

)

ïëìå ,g
(
f(Z)

)
⊆ g(f(Z)) ïëì .g

(
S

) ⊆ g(S) íéé÷úî S ⊆ X2 ìëì ,äôéöø g-å ìéàåä

.g
(
f(Z)

)
⊆ g(f(Z))

.Irr(g ◦ f) = Irr(g) ◦ Irr(f) ïëà ïëì

.αX(x) = {x} é"ò αX : X → Irr(X) øéãâð .éâåìåôåè áçøî X éäé :3.3.6 äøãâä

:3.3.7 äîì

.äôéöø αX ä÷úòää (1)

:éôåìéç àáä íéùøúä æà ,äôéöø ä÷úòä f : X1 → X2 íà (2)

X1

αX1 //

f

²²

Irr(X1)

Irr(f)

²²
X2 αX2

// Irr(X2)

:äçëåä

,x ∈ X ìëì .äøåâñ äöåá÷ úú Y ⊆ X éäú (1)

.{x} ∈ Irr(Y ) ⇐⇒ {x} ⊆ Y ⇐⇒ x ∈ Y

.α−1
X (Irr(Y )) = Y ïëì

,S ∈ Irr(S) éë áì íéùð .x ìò ä÷úòää µx: S → X1 éäú ,x ∈ X1 ìëì .úçà äãå÷ð ìòá áçøî S éäé (2)

íéé÷úî ,3.3.5 äîì éôìå

.Irr(f ◦ µx)(S) = Irr(f)
(
Irr(µx)(S)

)
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ïëì

Irr(f) ◦ αX1(x) = Irr(f)
(
{x}

)

= Irr(f)
(
Irr(µx)(S)

)

= Irr(f ◦ µx)(S)

= {f(x)}
= αX2 ◦ f(x).

.éôåìéç ïëà íéùøúä ïëì

øéãâð U ∈ Open(X) ìëì :3.3.8 äîì

.U∗ = U∗
X = {Z ∈ Irr(X) | Z ∩ U 6= ∅}

úå÷úòääå ,U∗ ∈ Open(Irr(X)) éæà

Open(X) −→ Open(Irr(X))

U 7−→ U∗

-å

Open(Irr(X)) −→ Open(X)

V 7−→ α−1
X (V )

.ò"òçç ïäî úçà ìë ,èøôá .åæì åæ úåëåôä ïðä

,U ∈ Open(X) øåáò :äçëåä

, Irr(X)rU∗ = Irr
(
X rU

)

,ïë ìò øúé .U∗ ∈ Open(Irr(X)) ïëìå

α−1
X (U∗) = {x ∈ X | {x} ∩ U 6= ∅}

= {x ∈ X | x ∈ U}
= U.

(1)
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,3.3.7 äîì úçëåä éôì .Y ∈ Closed(X) øùàë ,V = Irr(X)r Irr(Y ) øîàð ,V ∈ Open(Irr(X)) éäú

ïëì .α−1
X (V ) = X rY ïëì .α−1

X (Irr(Y )) = Y

(α−1
X (V ))∗ = (X rY )∗

= {Z ∈ Irr(X) | Z ∩ (X rY ) 6= ∅}
= {Z ∈ Irr(X) | Z 6⊆ Y }
= {Z ∈ Irr(X) | Z /∈ Irr(Y )}
= Irr(X)r Irr(Y )

= V.

(2)

.åæì åæ úåëåôä ïëà ì"ðä úå÷úòää éë íéãîì åðà (2)-å (1)-î

éæà .ïåëéùä ı: U ↪→ X éäéå U ∈ Open∗(X) éäú ,éâåìåôåè áçøî X éäé :3.3.9 äîì

Irr(ı): Irr(U) → Irr(X)

.Irr(X) ⊇ U∗
X ìò íæéôøåîåàîåä åðä

éäé .F = U ∩G-ù êë ,X-á äøåâñ ,G äöåá÷-úú úîéé÷ ïëì ,U -á äøåâñ F éæà .F ∈ Irr(U) éäú :äçëåä

,Z ∩ U = F 6= ∅-å ìéàåä .Z = Irr(ı)(F ) ,óñåðá .F = U ∩ Z ïëìå Z ⊆ G éæà .X-á F ìù øåâñä Z

.Im(Irr(ı)) ⊆ U∗ ïëì .Z ∈ U∗

.ò"çç Irr(ı) ïëìå ,F = U ∩ (
Irr(ı)(F )

)
,åðàøäù éôë

äîì éôì .Z-á äçåúôå ä÷éø àì äöåá÷-úú äðä F -å ä÷éøô-éà Z éæà .F = U ∩ Z éäú .Z ∈ U∗ éäú

Z-å Z-á äçåúô F -å ìéàåä .F ∈ Irr(U) ïëìå ,U -á äøåâñ äöåá÷-úú F ,óñåðá .ä÷éøô-éà äðä F ,3.1.4

.ìò àéä Irr(ı) ïëì .Z = F = Irr(ı)(F ) ïëìå ,Z-á äôåôö F ,ä÷éøô-éà

.äçåúô àéäù çéëåð .äôéöø Irr(ı) ,3.3.5 äîì éôì

-ù êë V ∈ Open(U) ⊆ Open(X) úîéé÷ ,3.3.8 äîì éôì .Irr(U)-á äçåúô äöåá÷-úú W éäú

.W = V ∗
U = {Z ∈ Irr(U) | Z ∩ V 6= ∅}
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éæà
Irr(ı)(W) = {Irr(ı)(F ) | F ∈ W}

= {F | F ∈ W}
= {F | F ∈ V ∗

U}
= {F | F ∈ Irr(U), F ∩ V 6= ∅}
= {Z ∈ U∗

X | (U ∩ Z) ∩ V 6= ∅}
= {Z ∈ U∗

X | Z ∩ V 6= ∅}
= U∗

X ∩ V ∗
X

= V ∗
X ,

.äçåúô ä÷úòä äðä Irr(ı) ïëì .U∗
X -á äçåúô äöåá÷ éäåæå

√
a éæà .Y = V (a) = {p ∈ X | a ⊆ p} éäúå ,X = Spec(A) éäé .A âåç ìù ìàãéà a éäé :3.3.10 äîì

.ä÷éøô-éà Y íà ÷øå íà éðåùàø

.a =
√

a-ù úåéììëä úìáâä éìá çéðð ,V (a) = V (
√

a)-å ìéàåä :äçëåä

.ä÷éøô-éà Y ïëìå ,Y = {a}-å a ∈ X éæà .éðåùàø a éë çéðð úéùàø

ïëìå ,a1a2 ∈ p ,p ∈ Y ìëì éæà .a1a2 ∈ a-ù êë a1, a2 ∈ A åéäé .ä÷éøô-éà Y éë çéðð ,êôéäì

ïëìå ,Y ⊆ V (a1) ∪ V (a2) ïëì .a2 ∈ p åà a1 ∈ p

.Y =
(
Y ∩ V (a1)

) ∪ (
Y ∩ V (a2)

)

ïëìå ,V (a) ⊆ V (a1) ïëì .Y = Y ∩ V (a1) çéðð ,ì"ðä úåöåá÷ä úçàì äååù Y ,ä÷éøô-éà Y -å ìéàåä

.éðåùàø a ïëì .a1 ∈
√

a = a

.íæéôøåîåàîåä äðä αX : X → Irr(X) éæà .äîéëñ (X,OX) éäú :3.3.11 äîì

.X = Spec(A) øîàð ,úéðéôà X éë çéðð úéùàø :äçëåä

éðåùàø a ,ä÷éøô-éà Z-å ìéàåä .Z = V (a)-ù êë A ìù a éðåùøåù ìàãéà íéé÷ æà .Z ∈ Irr(X) éäú

ïëì .3.3.10 äîì éôì

.Z = V (a) = {a} = αX(a)

.ìò àéä αX ïëì

éæà .αX(p) = αX(q)-ù êë p, q ∈ X åéäé

, p ∈ αX(p) = αX(q) = V (q)
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.ò"çç αX ïëì .p = q ïëìå p ⊆ q ,éøèîéñ ïôåàá .q ⊆ p ïëìå

,ìò àéä αX -å ìéàåä .α−1
X (Irr(Y )) = Y ,3.3.7 äîì éôì .Y ∈ Closed(X) éäú

.äøåâñ ä÷úòä αX ïëì .αX(Y ) = Irr(Y )

.íæéôøåîåàîåä äðä αX éðéôàä äø÷îá ïëì

3.3.7 äîì éôìå ì"ðä éèøôä äø÷îä éôì .éðéôà çåúô áçøî-úú Xλ øùàë ,X =
⋃

λ Xλ ,éììëä äø÷îá

:λ ìëì éôåìéç àáä íéùøúä ,3.3.9 äîìå

Xλ
∼

αXλ

//
� _

ıλ

²²

Irr(Xλ)

∼ Irr(ıλ)

²²
X∗

λ� _

²²
X

αX // Irr(X)

(1)

éë ÷éñäì ïúéðå Irr(X) =
⋃

λ X∗
λ ïëì .Z ∈ X∗

λ ïëìå ,Z ∩Xλ 6= ∅-ù êë λ íéé÷ éæà .Z ∈ Irr(X) éäé

.ìò äðä αX

íéé÷úäì áééç ,x ∈ {x′}-å ìéàåä .x ∈ Xλ-ù êë λ éäé .αX(x) = αX(x′)-ù êë x, x′ ∈ X åéäé

.ò"çç äðä αX ïëì .x = x′ ïëìå ,ò"çç äðä αX |Xλ
= αX ◦ ıλ ,(1) íéùøú éôì .x′ ∈ Xλ

.íæéôøåîåàîåä äðä αX ïëì .éîå÷î ïôåàá íæéôøåîåàîåä äðäå ,ò"òçç äðä αX ïëì

.äãéçé (äôåôö ,øîåìë) úøöåé äãå÷ð úîéé÷ ÷éøô-éàå øåâñ áçøî-úú ìëì éæà ,äîéëñ àéä X íà :3.3.12 äàöåú

.3.3.11 äîìî òáåð :äçëåä
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íéîæéôøåîå úåîé�ëñ ìù úåðåëú .4

.úåîöîåöî úåîéëñ 4.1

åðä Γ(U,OX) ,U ∈ Open(X) ìëì íà úîöîåöî äðä X éë øîàð .äîéëñ (X,OX) éäú :4.1.1 äøãâä

.(íééñéôà íéøáéà àìì øîåìë) íöîåöî âåç

.x ∈ X ìëì íöîåöî âåç åðä OX,x íà ÷øå íà úîöîåöî X éæà .äîéëñ (X,OX) éäú :4.1.2 äîì

äáéáñ úîéé÷ éæà .γn = 0 çéðð ,éñéôà øáéà γ ∈ OX,x éäéå x ∈ X éäé .úîöîåöî (X,OX) éäú :äçëåä

ïëìå íöîåöî Γ(U,OX) ,äçðää éôì .σn = 0-å σx = γ-ù êë σ ∈ Γ(U,OX) øáéàå x ìù U äçåúô

.íöîåöî OX,x ïëìå γ = 0 ïëì .σ = 0

éæà .σn = 0-ù êë σ ∈ Γ(U,OX) éäéå U ∈ Open(X) éäú .íéîöîåöî íéìåòáâä ìë éë çéðð ,êôéäì

.íöîåöî Γ(U,OX) ïëì .σ = 0 ïëì .σx = 0 äçðää éôì ïëìå ,σn
x = 0 ,x ∈ U ìëì

.íöîåöî âåç S−1A éæà .úéìôë äöåá÷-úú S ⊆ A éäúå íöîåöî âåç A éäé :4.1.3 äîì

êë t ∈ S íéé÷ ïëì ,(a
1 )n = 0 éæà .åäùìë n ≥ 1 øåáò xn = 0-ù êë x = a

s ∈ S−1A éäé :äçëåä

.x = a
s = 0 ïëìå ,ta = 0 ,äçðää éôì .(ta)n = 0 íéé÷úîå tn ∈ S íâ ,n ≥ 1-å ìéàåä .tan = 0-ù

.úîöîåöî äîéëñ X íà ÷øå íà íöîåöî âåç A éæà .X = Spec(A) éäéå âåç A éäé :4.1.4 äîì

,p ∈ X ìëì OX,p
∼= Ap-å ìéàåä .p ∈ X ìëì íöîåöî âåç Ap ,4.1.3 äîì éôì éæà íöîåöî A íà :äçëåä

.úîöîåöî äîéëñ X éë 4.1.2 äîìî òáåð

.íöîåöî âåç åðä A ∼= Γ(X,OX) éæà ,úîöîåöî X íà ,êôéäì

.úå÷éøô-éàå úåîìù úåîéëñ 4.2

.U ∈ Open(X) ìëì úåîìù íåçú åðä Γ(U,OX) íà äîìù X éë øîàð .äîéëñ (X,OX) éäú :4.2.1 äøãâä

.úåîìù íåçú åðä OX,x ,x ∈ X ìëì éæà .äîìù äîéëñ X éäú :4.2.2 äîì

íéàúîä A ìù éðåùàøä ìàãéàä p éäéå x ìù äçåúô úéðéôà äáéáñ U = Spec(A) éäú .x ∈ X éäé :äçëåä

.úåîìù íåçú åðä OX,x
∼= OU,x

∼= Ap ïëìå úåîìù íåçú åðä A ∼= Γ(U,OX) éæà .x äãå÷ðì

:äàáä úéãâðä äîâåãä úîéé÷ ,4.1.2 äîìì ãåâéðá
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úåãå÷ð éúù ìòá áçøî åðä X éæà .X = Spec(A) éäé .A = K × L éäéå úåãù K, L åéäé :4.2.3 äîâåã

.úåîìù íåçú åðéà Γ(X,OX) ∼= A ìáà ,úåîìù éîåçú íðä OX,y
∼= L-å OX,x

∼= K-ù êë x, y

.÷éøô-éà éâåìåôåè áçøî åðä X íà ä÷éøô-éà X éë øîàð .äîéëñ (X,OX) éäú :4.2.4 äøãâä

.úîöîåöîå ä÷éøô-éà X íà ÷øå íà äîìù X éæà .äîéëñ (X,OX) éäú :4.2.5 äîì

íéîéé÷ ,3.1.2 äîì éôì éæà ,÷éøô áçøî åðä X íà .úîöîåöî X éë øåøá .äîìù X éë çéðð úéùàø :äçëåä

U, V éë çéðäì ïúéð ,øúåé úåðè÷ úåöåá÷ úçé÷ì é"ò .U ∩ V = ∅ ìáà U, V 6= ∅-ù êë U, V ∈ Open(X)

ä÷úòää ,U ∩ V = ∅-å ìéàåä .Γ(U,OX), Γ(V,OX) 6= {0} ïëìå ,úåéðéôà

Γ(U ∪ V,OX) −→ Γ(U,OX)× Γ(V,OX)
σ 7−→ (σ|U , σ|V )

.ä÷éøô-éà ïëà X ïëì .äçðäì äøéúñá ,úåîìù íåçú åðéà Γ(U ∪ V,OX) ,èøôá .íæéôøåîåæéà äðä

.fg = 0-ù êë f, g ∈ Γ(U,OX) åéäéå U ∈ Open(X) éäú .úîöîåöîå ä÷éøô-éà X éë çéðð ,êôéäì

åéäé

W = U rUf = {x ∈ U | fx ∈ mX,x}

-å

.Z = U rUg = {x ∈ U | gx ∈ mX,x}

,÷éøô-éà áçøî åðä U ,3.1.3 äîì éôì .U = W ∪ Z ,fg = 0-å ìéàåä .U -á úåøåâñ W -å Z ,2.5.6 äîì éôì

2.5.4 äîì éôì .U ìù äçåúô úéðéôà äöåá÷-úú V éäú .Ug = ∅ éæà .U = Z çéðð ,U = Z åà U = W ïëìå

,äçðää éôì .Γ(V,OX) ìù éñéôà øáéà åðä g|V ïëìå ,D(g|V ) = ∅ ïëì .Ug ∩ V = D(g|V ) ,2.5.5 äîìå

,úåéðéôà úåöåá÷-úú é"ò äñåëî U -å ìéàåä .úéðéôà V ⊆ U ìëì g|V = 0 ïëìå ,íöîåöî âåç åðä Γ(V,OX)

.úåîìù íåçú åðä Γ(U,OX) ïëì .g = 0

.éðåùàø ìàãéà åðä A ìù ïåùøùä íà ÷øå íà ä÷éøô-éà X éæà .X = Spec(A) éäéå âåç A éäé :4.2.6 äîì

úáééç åæë äãå÷ð .X = {p0}-ù êë p0 ∈ X äãå÷ð úîéé÷ íà ÷øå íà ä÷éøô-éà X ,3.3.12 äàöåú éôì :äçëåä

.A ìù ïåùøùä úåéäì áééç p0 ïëìå ,p ∈ X ìëì p0 ⊆ p íéé÷ì

.úåîìù íåçú A íà ÷øå íà äîìù X éæà .X = Spec(A) éäéå âåç A éäé :4.2.7 äîì

,4.1.4 äîì éôì .éðåùàø ìàãéà åðä (0 àåäù) A ìù ïåùøùäå íöîåöî âåç A éæà úåîìù íåçú A íà :äçëåä

.äîìù äîéëñ X ,4.2.5 äîì éôì ïëì .ä÷éøô-éà äîéëñ X ,4.2.6 äîì éôì .úîöîåöî äîéëñ X

.úåîìù íåçú åðä A ∼= Γ(X,OX) éæà äîìù äîéëñ X íà ,êôéäì
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.øèð úåîéëñ 4.3

X =
⋃

Ui éðéôà çåúô éåñéë íéé÷ íà úéîå÷î øèð úîéëñ X éë øîàð .äîéëñ (X,OX) éäú :4.3.1 äøãâä

.Ai øèð âåç øåáò Ui = Spec(Ai) ,i ìëìù êë

éâåìåôåè áçøî X-å úéîå÷î øèð úîéëñ X íà øèð úîéëñ X éë øîàð .äîéëñ (X,OX) éäú :4.3.2 äøãâä

Ui = Spec(Ai) ,i ìëìù êë X =
⋃

Ui éôåñ éðéôà çåúô éåñéë íéé÷ íà øèð úîéëñ X ,ìå÷ù ïôåàá .ñåçã

.Ai øèð âåç øåáò

.úéîå÷î øèð úîéëñ V éæà .V ∈ Open(X) éäéå úéîå÷î øèð úîéëñ X éäú :4.3.3 äîì

,Vi = V ∩Ui éäé ,i ìëì .i ìëì øèð âåç Ai-å Ui = Spec(Ai)-ù êë çåúô éðéôà éåñéë X =
⋃

i Ui éäé :äçëåä

,D(fi,j) ∼= Spec((Ai)fi,j )-å ìéàåä .fi,j ∈ Ai øùàë ,Vi =
⋃

j D(fi,j) ïëì .Ui ìù äçåúô äöåá÷-úú

éë íéàåø åðà ,åîöòá øèð âåç åðä ïëìå øèð âåç ìù íå÷éî åðä (Ai)fi,j -å

V =
⋃

i

Vi =
⋃

i,j

D(fi,j)

.øèð éâåç ìù íéîåøè÷ôñ é"ò V ìù çåúô éðéôà éåñéë åðä

.øèð âåç åðä OX,x éæà .x ∈ X éäéå úéîå÷î øèð úîéëñ X éäú :4.3.4 äîì

íéàúîä A ìù éðåùàøä ìàãéàä p éäéå øèð âåç A-ù êë x ìù äçåúô äáéáñ U = Spec(A) éäú :äçëåä

.øèð âåç åðä ïëìå OX,x
∼= OU,x

∼= Ap éæà .x äãå÷ðì

ìëì øèð âåç Afi íà .äãéçéä ìàãéà úà íéøöåéä íéøáéà f1, . . . , fn ∈ A åéäéå âåç A éäé :4.3.5 äîì

.øèð âåç A éæà i = 1, . . . , n

.úéôåñ øöåð a éë çéëåð .A ìù ìàãéà a éäé :äçëåä

ai,1, . . . , ai,r ∈ a íéîéé÷ i ìëì ïëì .úéôåñ øöåð åðä ïëìå ,Afi ìù ìàãéà åðä afi ,i = 1, . . . , n ìëì

éë çéðäìå i, j ìëì `i,j = 0 úç÷ì ïúéð ,fi ∈ A×fi
-å ìéàåä .

{ ai,j

f
`i,j
i

}
j
-ù é"ò øöåð afj -ù êë `i,j ∈ N-å

.afj = (ai,1
1 , . . . ,

ai,r

1 )

-ù êë k ∈ N-å ci,1, . . . , ci,r ∈ A íéîéé÷ ,i ìëì éæà .a ∈ a éäé úòë

.Afi -á
a

1
=

r∑

j=1

ci,j

fk
i

ai,j

1
=

∑r
j=1 ci,jai,j

fk
i

,i ìëìù êë ` ∈ N íéé÷ ïëì

.f `+k
i a =

r∑

j=1

f `
i ci,jai,j (∗)
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-ù êë b1, . . . , bn ∈ A íéîéé÷ ïëìå ,(f `+k
1 , . . . , f `+k

n ) = A íâ ,(f1, . . . , fn) = A-å ìéàåä

.

n∑

i=1

bif
`+k
i = 1 (∗∗)

éë òáåð (∗∗)-å (∗)-î éæà

a =
n∑

i=1

bif
`+k
i a

=
n∑

i=1

bi

( r∑

j=1

f `
i ci,jai,j

)

=
∑

i,j

(bici,jf
`
i )ai,j .

.úéôåñ øöåð a ,èøôá .{ai,j | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ r} é"ò øöåð a ïëì

.U = Spec(B) øîàð ,úéðéôà äöåá÷-úú U ∈ Open(X) éäú .X = Spec(A) éäéå âåç A éäé :4.3.6 äîì

éæà .g = f |U ∈ B éäéå D(f) ⊆ U -ù êë f ∈ A éäé

.Af
∼= Bg

íéé÷úî 2.5.5 äîìå 2.5.4 äîì éôì ,D(f) ⊆ U -å ìéàåä :äçëåä

D(g) = Ug

= U(f |U )

= Xf ∩ U

= D(f) ∩ U

= D(f).

ïëì

.Af
∼= Γ(D(f),OX) = Γ(D(g),OU ) ∼= Bg

.øèð âåç åðä A éæà .X ìù äçåúô úéðéôà äöåá÷-úú U = Spec(A) éäúå úéîå÷î øèð úîéëñ X éäú :4.3.7 äðòè

úåéðéôà úåöåá÷ é"ò çåúô éåñéë U =
⋃

i Ui éäé .úéîå÷î øèð úîéëñ äðä U ,4.3.3 äîì éôì :äçëåä

êë fi,j ∈ A íéîéé÷ i ìëì ,Ui ∈ Open(U)-å ìéàåä .i ìëì øèð âåç Bi-ù êë Ui = Spec(Bi)

ìéàåä .i, j ìëì Afi,j
∼= (Bi)fi,j |Ui

,4.3.6 äîì éôì ïëìå D(fi,j) ⊆ Ui èøôá .Ui =
⋃

j D(fi,j)-ù
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.U =
⋃

i,j D(fi,j) çåúôä éåñéëì éôåñ éåñéë-úú íéé÷ ,äñåçã U -å ìéàåä .øèð âåç åðä Afi,j
,øèð âåç Bi-å

éë øøåâ éåñéëä éàðúå ìéàåä .k ìëì øèð âåç Afk
-å U =

⋃r
k=1 D(fk)-ù êë f1, . . . , fr ∈ A íéîéé÷ ïëì

.øèð âåç åðä A éë 4.3.5 äîìî òáåð ,A = (f1, . . . , fr)

.úåìáèä 4.4

íà (open immersion) äçåúô äìáèä åðä ϕ éë øîàð .úåîéëñ ìù íæéôøåî ϕ: X → Y éäé :4.4.1 äøãâä

÷åøéô íéé÷

X
ϕ //

ϕ0

∼

ÃÃ@
@@

@@
@@

@ Y

V
/ �

ı

>>~~~~~~~

.V ⊆ Y äçåúô äöåá÷-úú ìù ïåëéù åðä ı-å íæéôøåîåæéà åðä ϕ0-ù êë

íà äøåâñ äìáèä åðä ϕ éë øîàð .úåîéëñ ìù íæéôøåî (ϕ, ϕ#): (X,OX) → (Y,OY ) éäé :4.4.2 äøãâä

ϕ#: OY → ϕ∗OX úåîåìàä íæéôøåîå Y ìù äøåâñ äöåá÷-úú ìò X ìù íæéôøåîåàîåä äðä ϕ äôéöøä ä÷úòää

.(1.4.12 äøãâä ìù ïáåîá) éôà åðä

íà ÷øå íà äøåâñ äìáèä (ϕ, ϕ#) éæà .úåîéëñ ìù íæéôøåî (ϕ, ϕ#): (X,OX) → (Y,OY ) éäé :4.4.3 äîì

.x ∈ X ìëì ìò åðä ϕ#
x -å Y ìù äøåâñ äöåá÷-úú ìò X ìù íæéôøåîåàîåä ϕ

.Y ìù Z äøåâñä äöåá÷ä-úú ìò X ìù íæéôøåîåàîåä ϕ éë çéðð :äçëåä

éôåìéç íéùøú íéé÷ éë òáåð 2.1.5 äîìî .x ∈ X éäé

OY,ϕ(x)
ϕ#

x //

(ϕ#)ϕ(x) &&MMMMMMMMMM
OX,x

(ϕ∗OX)ϕ(x)
ϕ[

x

99rrrrrrrrrr

.ìò åðä (ϕ#)ϕ(x) íà ÷øå íà ìò åðä ϕ#
x ïëì .íæéôøåîåæéà ϕ[

x-ù êë

ïëìå ϕ−1(W ) = ∅ éæà .W = Y rZ éäú

.(ϕ∗OX)(V ) = OX(∅) = {0}

.y ∈ W ìëì ìò åðä (ϕ#)y èøôáå ,(ϕ∗OX)y = 0 ïëì

äîìî úòë úòáåð äîìä .y ∈ Y ìëì ìò åðä (ϕ#)y íà ÷øå íà x ∈ X ìëì ìò åðä ϕ#
x :äð÷ñî

.1.4.13
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.äøåâñ äìáèä äðä úåøåâñ úåìáèä ìù äáëøä :4.4.4 äîì

éæà .úåøåâñ úåìáèä (g, g#): (Y,OY ) → (Z,OZ) -å (f, f#): (X,OX) → (Y,OY ) åéäé :äçëåä

íæéôøåîåàîåä g ◦ f -å ,Z-á äøåâñ g ◦ f(X) ,äøåâñ ä÷úòä g-å ìéàåä .Z-á äøåâñ g(Y )-å Y -á äøåâñ f(X)

.g ◦ f(X) ìò X ìù

,ìò ïðä ïéîé óâàá úå÷úòää éúù ,äçðää éôì .(g ◦ f)#x = f#
x ◦ g#

f(x) ,2.1.6 äîì éôì .x ∈ X éäé

.äøåâñ äìáèä äðä (g, g#) ◦ (f, f#) ïëì .ìò íâ (g ◦ f)#x ïëìå

.úåîéëñ ìù íéîæéôøåî (g, g#): (Y,OY ) → (Z,OZ)-å (f, f#): (X,OX) → (Y,OY ) åéäé :4.4.5 äîì

.äøåâñ äìáèä (f, f#) éæà ò"çç g -å äøåâñ äìáèä (g, g#) ◦ (f, f#) íà

.ò"çç f íâ ,ò"çç g ◦ f -å ìéàåä :äçëåä

.g−1(g(S)) = S íéé÷úî S ⊆ Y ìëì ,ò"çç g-å ìéàåä

ïëìå g ◦ f(W ) ∈ Closed(Z) éæà .W ∈ Closed(X) éäú

.f(W ) = g−1(g(f(W ))) ∈ Closed(Y )

.äúðåîú ìò íæéôøåîåàîåä äðä ïëìå ,ò"ççå äøåâñ ä÷úòä f ïëì

:éôåìéç àáä íéùøúä 2.1.6 äîì éôì .x ∈ X éäé

OX,x oo f#
x

ee

(g◦f)#x JJJJJJJJJ
OY,f(x)99

g#
f(x)rrrrrrrrrr

OZ,g(f(x))

.äøåâñ äìáèä (f, f#) ïëì .ìò f#
x ïëìå ,ìò (g ◦ f)#x ,äçðää éôì

Ui = f−1(Vi) éäé i ìëì .Y ìù çåúô éåñéë Y =
⋃

i Vi éäé .úåîéëñ ìù íæéôøåî f : X → Y éäé :4.4.6 äîì

äøåâñ äìáèä fi íà ÷øå íà äøåâñ äìáèä f éæà .(2.2.3 äîì äàø) íöîåöîä íæéôøåîä fi = f |Vi

Ui
: Ui → Vi éäéå

.i ìëì

ìù éôåìéç íéùøú íéé÷ 2.2.3 äîìå 2.2.1 äîì éôì éæà .x ∈ Ui0 -ù êë i0 éäéå x ∈ X éäé :äçëåä

íéîæéôøåîåîåä

OUi0 ,x oo
(fi0 )#x

OO
o

OVi0 ,f(x)
OO
o

OX,x oo
f#

x

OY,y
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.íéîæéôøåîåæéà íðä íééëðàä íéîæéôøåîåîåääù êë

.x ∈ Ui ìëìå i ìëì ìò åðä (fi)#x íà ÷øå íà x ∈ X ìëì ìò åðä f#
x :à äð÷ñî

éæà .Zi = Z ∩ Vi éäé .fi: Ui → Vi-á ïðåáúð .Z ∈ Closed(Y ) ìò X ìù íæéôøåîåàîåä f éë çéðð

:íéîéé÷úî íéàáä íéàðúä

.Zi ∈ Closed(Vi) (∗)
.ò"çç fi (∗)

.Ui = f−1(Vi) éë fi(Ui) = Zi (∗)
.f(U) = Z ∩ V -ù êë V ∈ Open(Y ) úîéé÷ ïëì ,f(U) ∈ Open(Z) éæà .U ∈ Open(Ui) éäú (∗)

ïëì .V ⊆ Vi éë çéðäì ïúéð (V ∩ Vi-á V úôìçä é"ò) ïëìå ,f(U) ⊆ Vi ,U ⊆ Ui-å ìéàåä

.fi(U) = f(U) = Z ∩ V = Zi ∩ V ∈ Open(Zi)

.Zi ìò Ui ìù íæéôøåîåàîåä åðä fi ïëì

:éæà .Z = f(X) éäé .Vi ìù Zi äøåâñ äöåá÷-úú ìò Ui ìù íæéôøåîåàîåä fi ,i ìëì éë úòë çéðð ,êôéäì

x1, x2 ∈ Ui éæà .y ∈ Vi-ù êë i éäé .çéðð ,f(x1) = f(x2) = y-ù êë x1, x2 ∈ X åéäé ïëàå :ò"çç f (∗)
ïëìå

.fi(x1) = f(x1) = y = f(x2) = fi(x2)

.x1 = x2 ,ò"çç fi-å ìéàåä

.Y -á äøåâñ Z ïëìå ,i ìëì Vi-á äøåâñ Z ∩ Vi ïëì .Zi = Z ∩ Vi ,i ìëì (∗)
ïëìå W =

⋃
W ∩ Ui éæà .W ∈ Open(X) éäú (∗)

.f(W ) =
⋃

i

f(W ∩ Ui) =
⋃

i

fi(W ∩ Ui)

f(W ) ïëì .(Z-á äçåúô Zi éë) Z-á ïëìå ,Zi-á äçåúô fi(W ∩Ui) ïëìå W ∩Ui ∈ Open(Ui) ,i ìëì

.Z-á äçåúô

.Z ìò X ìù íæéôøåîåàîåä f ïëì

íæéôøåîåàîåä åðä fi ,i ìëì íà ÷øå íà Y ìù äøåâñ äöåá÷-úú ìò X ìù íæéôøåîåàîåä åðä f :á äð÷ñî

.Vi ìù äøåâñ äöåá÷-úú ìò Ui ìù

.äðòèä úåðåëð úà ÷éñð ìéòìã úåð÷ñîä éúù úà óøöð íà
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íéâåç ìù íæéôøåîåîåä ϕ: A → B éäé .X = Spec(A), Y = Spec(B) åéäéå íéâåç A,B åéäé :4.4.7 äîì

éæà .äøùåîä úåîéëñä íæéôøåî f : Y → X éäéå
2 .X -á äôåôö f(Y ) ,äæ äø÷îá .éðåî åðä f#: OX → f∗OY íæéôøåîä íà ÷øå íà ò"çç ϕ (1)

.äøåâñ äìáèä f íà ÷øå íà ìò ϕ (2)

:äçëåä

.U ∈ Open(X) ìëì ò"çç f#(U) íà ÷øå íà éðåî åðä f# ,1.4.5 äîì éôì éë ïééöð (1)

éë çéëåäì êéøö .V = f−1(U) ∈ Open(Y ) éäéå U ∈ Open(X) éäé .ò"çç ϕ éë çéðð

øåáò U = D(a) ,úéñéñá äçåúô äöåá÷ äðä U éë çéðð úéùàø .ò"çç åðä f#(U): OX(U) → OY (V )

:éôåìéç àáä íéùøúäå V = D(ϕ(a)) ,2.3.8 äîì éôì .åäùìë a ∈ A

Aa
ϕa //

o
²²

Bϕ(a)

o
²²

OX(U)
f#(U) // OY (V )

.ò"çç ϕa éë çéëåäì ÷éôñî ò"çç f#(U) éë çéëåäì úðî ìò ïëì

.ϕ(a)mϕ(x) = 0-ù êë m ∈ N íéé÷ ïëì , ϕ(x)
ϕ(a)n = 0 éæà .ϕa( x

an ) = 0-ù êë n ∈ N ,x ∈ A åéäé

.ò"çç ïëà ϕa ïëì .Aa-á x
an = 0 ïëìå ,amx = 0 íéé÷úî ,ò"çç ϕ-å ìéàåä

éäéå U -á úìëåîä úéñéñá äçåúô U0 éäú .f#(U)(σ) = 0-ù êë σ ∈ OX(U) éäé ,éììëä äø÷îá

éæà .V0 = f−1(V0)

.f#(U0)(σ|U0) = f#(U)(σ)|V0 = 0

,σ = 0 ,úåéñéñá úåöåá÷-úú é"ò äñåëî U -å ìéàåä .σ|U0 = 0 ïëìå ò"çç f#(U0) ,ìéòìã éèøôä äø÷îä éôì

.ò"çç f#(U) ïëìå

äàø) íæéôøåîåæéà éãë ãòå ìéàåä .ò"çç f#(X): OX(X) → OY (Y ) èøôá éæà ,éðåî f# íà ,êôéäì

.ò"çç ϕ éë íé÷éñî åðà ,ϕ íæéôøåîåîåää íò ãëìúî f#(X) (2.3.8 äîì ìù 3 óéòñ

éàðúä .åäùìë a ∈ A øåáò ,X ìù ä÷éø àì úéñéñá äçåúô äöåá÷-úú D(a) éäú .úåôéôöì úòë

íéé÷ ïëì .D(ϕ(a)) 6= ∅ ïëìå ,éñéôà åðéà ϕ(a) íâ ,ò"çç ϕ-å ìéàåä .éñéôà åðéà a-ù êëì ìå÷ù D(a) 6= ∅
.D(a) ∩ f(Y ) 6= ∅ ïëì .f(q) ∈ D(a) øîåìë ,a /∈ ϕ−1(q) = f(q) ïëì .ϕ(a) /∈ q-ù êë q ∈ Y

f : q 7→ ϕ−1(q) ä÷úòää éæà .X ìù äøåâñ äöåá÷-úú ,Z = V (a) éäú .a = Ker(ϕ) éäé .ìò ϕ éë çéðð (2)

íéìéîá ,a úà íéìéëîä A ìù íééðåùàøä íéìàãéàäå B ìù íééðåùàøä íéìàãéàä ïéá ìòå ò"çç äîàúä äðä

.èìåù àø÷ð åçååèá äôåôö åúðåîúù íæéôøåî 2
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ïëìå ϕ(ϕ−1(S)) = S íéé÷úî B ìù S äöåá÷-úú ìëì ,ìò ϕ-å ìéàåä ,óñåðá .Z-å Y ïéá úåøçà

.Z ìò Y ìù íæéôøåîåàîåä f ïëì .äøåâñ ä÷úòä f øîåìë ,f(V (S)) = V (ϕ−1(S))

øåáò ìò åðä f#
q ,2.3.8 äðòè ìù (2) óéòñ éôì .ìò åðä ϕq: Af(q) → Bq íæéôøåîåîåää ,q ∈ Y ìëì

.äøåâñ äìáèä f ,4.4.3 äîì éôì .q ∈ Y ìë

éäúå Z = Spec(C) éäé ,C = A/a éäé .a = Ker(ϕ) éäé .äøåâñ äìáèä f éë çéðð ,êôéäì

íéâåç ìù éôåìéç íéùøú íéé÷ éæà .äðîä ú÷úòä π: A → C

A
ϕ //

π
ÂÂ@

@@
@@

@@
B

C

ϕ̄

??~~~~~~~

:úåîéëñ ìù íéîæéôøåî ìù éôåìéç íéùøú äøùî äæ íéùøú

X oo f

``

p @@
@@

@@
@ Y

Z
ÄÄ f̄

~~~~~~~

ìò Z ìù íæéôøåîåàîåä äðä p ä÷úòääù êë äøåâñ äìáèä åðä p ,ìò π-å ìéàåä ,óéòñä ìù ïåùàøä ÷ìçä éôì

éôì .V (a)-á äôåôö f(Y ) = p(f̄(Y )) ïëìå ,Z-á äôåôö f̄(Y ) éë òáåð (1) óéòñî ,ò"çç ϕ̄-å ìéàåä .V (a)

úå÷úòä ìù éôåìéç íéùøú íéé÷ ïëìå ,f(Y ) = V (a) ïëì .X-á äøåâñ f(Y ) èøôáå äøåâñ äìáèä åðä f ,äçðää

:úåôéöø

V (a) oo f

aa

p CC
CC

CC
CC

Y

Z
ÄÄ f̄

¡¡¡¡¡¡¡¡

.Z ìò Y ìù íæéôøåîåàîåä äðä f̄ ä÷úòää ïëì .íéîæéôøåîåàîåä ïðä f -å p-ù êë

(1) óéòñî òáåð ,ò"çç ϕ̄-å ìéàåä .éôà f̄# ïëì .ò"çç p éë äøåâñ äìáèä åðä f̄ íæéôøåîä ,4.4.5 äîì éôì

.(íéâåç ìù íâ ïëìå ,úåéìáà úåøåáç ìù) úåîåìà ìù íæéôøåîåæéà åðä f̄# éë òáåð 1.4.14 äîìî ïëìå ,éðåî f̄# éë

.íéâåç ìù íæéôøåîåæéà åðä ϕ̄ ïëìå ,úåéðéôà úåîéëñ ìù íæéôøåîåæéà åðä (f̄ , f̄#): (Y,OY ) → (Z,OZ) ïëì

.ìò åðä ϕ ,èøôá

.úéðéôà Y íâ éæà úéðéôà X íà .úåîéëñ ìù äøåâñ äìáèä f : Y → X éäú :4.4.8 äðòè

ìéàåä .äñåçã Z íâ ,äñåçã X-å ìéàåä .Z = f(Y ) ∈ Closed(X) éäú .X = Spec(A) éë çéðð :äçëåä

.äñåçã Y íâ ,Z ìò Y ìù íæéôøåîåàåîåä f -å

96



úîéé÷ ïëì ,f(U) ∈ Open(Z) éæà .Y ìù úéðéôà äçåúô äöåá÷-úú U = Spec(B) éäú

.U = f−1(V ) ,èøôá .f(U) = V ∩ Z-ù êë V ∈ Open(X)

.f(y) ∈ D(a) ∩ Z ⊆ V ∩ Z-ù êë a ∈ A íéé÷ éæà .y ∈ U éäé

íéâåç ìù íæéôøåîåîåä é"ò äøùåî äæ íæéôøåî .úåéðéôà úåîéëñ ìù f |U : U → X íæéôøåîá ïðåáúð

éæà .θ: A → B

, D(θ(a)) = (f |U )−1(D(a)) = f−1(D(a)) ∩ U = f−1(D(a)) ∩ f−1(V ) = f−1(D(a))

é"ò çåúô éðéôà éåñéë ùé U -ì ïëì .y ∈ ϕ−1(D(a)) ,óñåðá .D(a) ⊆ V -ù êëî òáåð ïåøçàä ïåéåùä øùàë

íéîéé÷ ,äñåçã Y -å ,úåéðéôà úåçåúô úåöåá÷ é"ò äñåëî Y -å ìéàåä .a ∈ A ,f−1(D(a)) äøåöäî úåöåá÷

-å úéðéôà f−1(D(ai))-ù êë a1, . . . , ar ∈ A

.Y =
r⋃

i=1

f−1(D(ai))

ïëì

.Z ⊆
r⋃

i=1

D(ai))

-ù êë ar+1, . . . , as ∈ A íéîéé÷ ,äñåçã X-å äçåúô X rZ-å ìéàåä

X =
s⋃

i=1

D(ai)

ïëìå A ìù äãéçéä ìàãéà úà íéøöåé a1, . . . , as ,2.3.2 äðòè éôì .úéðéôà åà ä÷éø ϕ−1(D(ai)) ,i ìëìå

.
∑

i biai = 1-ù êë bi ∈ A íéîéé÷

.f#(X): Γ(X,OX) = A → C íéâåç ìù íæéôøåîåîåä äøùî f íæéôøåîä .C = Γ(Y,OY ) éäé

.C-á äãéçéä ìàãéà úà íéøöåé c1, . . . , cs ïëì ,
∑

i f#(X)(bi)ci = 1 éæà .ci = f#(X)(ai) éäé

,i ìëì ,2.5.5 äîìå 2.5.3 äîì éôì ,óñåðá

, Yci = f−1(Xai) = f−1(D(ai))

.úéðéôà äðä Y ,2.5.11 äðòèá úåéðéôàä ïçåá éôì .äéðáä éôì úéðéôà äöåá÷ éäåæå
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.íééôåñå úéôåñ íéøöåð íéîæéôøåî 4.5

íæéôøåîåîåä ϕ: A → B éäéå ,úåéðéôà úåîéëñ ìù íæéôøåî f : Spec(B) → Spec(A) éäé :4.5.1 äøãâä

íà (úéôåñ øöåð ìåãåî ,äîàúäá) úéôåñ úøöåð äøáâìà åðä f éë øîàð ,çåðéîä ùåáéù êåú .íéàúîä íéâåçä

.(úéôåñ øöåð A-ìåãåî äîàúäá) úéôåñ úøöåð A-úøáâìàì B úà êôåä ϕ íæéôøåîåîåää

éðéôà éåñéë íéé÷ íà úéîå÷î éôåñ ñåôéèî åðä f éë øîàð .úåîéëñ ìù íæéôøåî f : X → Y éäé :4.5.2 äøãâä

íæéôøåîäù êë f−1(Vi) =
⋃

j Ui,j çåúô éðéôà éåñéë ùé i ìëìù êë Y =
⋃

i Vi çåúô

f |Vi

Ui,j
: Ui,j → Vi

f éë èåùô øîàð éæà ,i ìëì éôåñ åðä f−1(Vi) =
⋃

j Ui,j éåñéëä óñåðá íà .i, j ìëì úéôåñ úøöåð äøáâìà åðä

.éôåñ ñåôéèî åðä

Y =
⋃

i Vi çåúô éðéôà éåñéë íéé÷ íà éôåñ åðä f éë øîàð .úåîéëñ ìù íæéôøåî f : X → Y éäé :4.5.3 äøãâä

íæéôøåîäå úéðéôà f−1(Vi) ,i ìëìù êë

f |Vi

f−1(Vi)
: f−1(Vi) → Vi

.úéôåñ øöåð ìåãåî åðä

çåúô éðéôà éåñéë íéé÷ íà ñåçã åðä f éë øîàð .úåîéëñ ìù íæéôøåî f : X → Y éäé :4.5.4 äøãâä

.i ìëì äñåçã f−1(Vi)-ù êë Y =
⋃

i Vi

,äîàúäá) úéôåñ úøöåð A-úøáâìà åðä B íà .a ∈ A éäéå íéâåç ìù íæéôøåîåîåä ϕ: A → B éäé :4.5.5 äîì

.(úéôåñ øöåð Aa -ìåãåî ,äîàúäá) úéôåñ úøöåð Aa -úøáâìà åðä Bϕ(a) éæà ,(úéôåñ øöåð A-ìåãåî

.Bϕ(a) úà íéøöåé b1
1 , . . . , bk

1 éæà B úà íéøöåé b1, . . . , bk íà :äçëåä

éæà .úéðéôà äçåúô äöåá÷-úú V ⊆ Y éäú .úéîå÷î éôåñ ñåôéèî úåîéëñ ìù íæéôøåî f : X → Y éäé :4.5.6 äðòè

.j ìëì úéôåñ úøöåð äøáâìà åðä f |VUj
: Uj → V -ù êë f−1(V ) =

⋃
j Uj çåúô éðéôà éåñéë ùé

.íéáìù äîëì äçëåää úà ÷ìçð :äçëåä

çåúô éðéôà éåñéë ùé íà FG âåñî äðä V éë øîàð ,úéðéôà V ∈ Open(Y ) øåáò :FG úðåëú .à

Y ìù çåúô éðéôà éåñéë ùé éë íéçéðî åðà ïë íà .j ìëì úéôåñ úøöåð äøáâìà f |VUj
-ù êë f−1(V ) =

⋃
j Uj

.FG âåñî äðä Y ìù äçåúô úéðéôà äöåá÷-úú ìë éë çéëåäì åðéìòå FG âåñî
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V ∈ Open(Y ) éäú :FG âåñî äðä V ìù úéñéñá äçåúô äöåá÷-úú ìë æà FG âåñî V ⊆ Y íà .á

êë çåúô éðéôà éåñéë U =
⋃

j Uj éäéå U = f−1(V ) éäú .V = Spec(A) çéðð ,FG âåñî úéðéôà

éäé .úéôåñ úøöåð A-úøáâìà Bj -å Uj = Spec(Bj)-ù

.θ = f#(V ): Γ(V,OY ) = A → Γ(U,OX)

éäé j ìëì

.θj = resOX

U,Uj
◦ θ: Γ(V,OY ) = A → Γ(Uj ,OX) = Bj

.A-úøáâìà øåúá Bj ìù äðáîä íæéôøåîåîåä åðä θj = (f |VUj
)#(V ) éæà

íéé÷úî 2.5.5 äîìå 2.5.4 äîì ,2.5.3 äîì éôì éæà .a ∈ A éäé

(f |VUj
)−1(D(a)) = f−1(D(a)) ∩ Uj

= f−1(Va) ∩ Uj

= Uθ(a) ∩ Uj

= (Uj)θ(a)|Uj

= (Uj)θj(a)

= D(θj(a))

,èøôá

.f−1(D(a)) =
⋃

j

(f−1(D(a)) ∩ Uj) =
⋃

j

D(θj(a))

:àáä éôåìéçä íéùøúä ìá÷úî éòáè ïôåàá íéôøåîåæéàä íéâåçä éåäéæ é"ò ,2.3.9 äîì éôì

A = Γ(V,OY )
θj //

²²

Γ(Uj ,OX) = Bj

²²
Aa = Γ(D(a),OY )

(θj)a // Γ(D(θj(a)),OX) = (Bj)θj(a)

äðä D(a) ïëì .úéôåñ úøöåð Aa-úøáâìà åðä (Bj)θj(a) 4.5.5 äîì éôì ,úéôåñ úøöåð A-úøáâìà Bj -å ìéàåä

.FG âåñî
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äçåúô úéðéôà äöåá÷-úú V = Spec(A) éäú .Y = Spec(C) éë çéðð :FG âåñî Y éæà úéðéôà Y íà .â

éæà .D(c) ⊆ V -ù êë c ∈ C éäé .FG âåñî Y ìù

.D(c) = Yc = Yc ∩ V = Vc|V = D(c|V )

ìù íéîåøè÷ôñ é"ò çåúô éðéôà éåñéë ùé f−1(D(c))-ì ïëì .FG âåñî àéä D(c) ,íãå÷ä óéòñä éôì ïëì

éë íéàåø åðà ,C ìòî äøáâìàë 1
c é"ò øöåð Cc âåçäå ìéàåä .Γ(D(c),OY ) = Cc ìòî úéôåñ úåøöåð úåøáâìà

.Γ(Y,OY ) = C ìòî úéôåñ úåøöåð úåøáâìà ìù íéîåøè÷ôñ é"ò çåúô éðéôà éåñéë ùé f−1(D(c))-ì

éë íéàåø åðà ,åìàë íé-V é"ò äñåëî Y -å ,c ∈ C øùàë D(c) äøåöäî úåöåá÷-úú é"ò äñåëî V -å ìéàåä

âåñî äðä Y ïëì .Γ(Y,OY ) ìòî úéôåñ úåøöåð úåøáâìà ìù íéîåøè÷ôñ é"ò çåúô éðéôà éåñéë ùé f−1(Y )-ì

.FG

ïúéð ïëìå ,FG âåñî çåúô éðéôà éåñéë ùé W -ì á óéòñ éôì .äçåúô úéðéôà W ⊆ Y éäú :äçëåää íåéñ .ã

.FG âåñî W éë ÷éñäìå â óéòñ ìù éèøôä äø÷îá ùîúùäì

:äàáä äàöåúä úà åðìáé÷ äðåøçàä äðòèä úçëåä êìäîá

ñåôéèî f íà .U = f−1(V ) éäúå V ∈ Open(Y ) éäú .úåîéëñ ìù íæéôøåî f : X → Y éäé :4.5.7 äàöåú

.úéîå÷î éôåñ ñåôéèî f |VU íâ éæà úéîå÷î éôåñ

.äñåçã Xa íâ éæà äñåçã X íà .a ∈ Γ(X,OX) éäéå äîéëñ X éäú :4.5.8 äîì

ìëì ,2.5.5 äîìå 2.5.4 äîì éôì éæà .X ìù éôåñ çåúô éðéôà éåñéë X = U1 ∪ . . . ∪ Un éäé :äçëåä

íéé÷úî 1 ≤ i ≤ n

,Xa ∩ Ui = (Ui)|a|Ui
= D(a|Ui)

ïëì .äñåçã äöåá÷ Xa ∩ Ui èøôáå

Xa =
n⋃

i=1

(Xa ∩ Ui)

.äñåçã äðä

.äñåçã f−1(W ) ,úéðéôà W ∈ Open(Y ) ìëì éæà ñåçã f íà .úåîéëñ ìù íæéôøåî f : X → Y éäé :4.5.9 äîì

äîì éôì éæà .b ∈ B éäé .äñåçã U := f−1(V )-ù êë úéðéôà V = Spec(B) ∈ Open(Y ) éäú :äçëåä

íéé÷úî 2.5.5 äîìå 2.5.3

, f−1(D(b)) = f−1(Vb) = Uθ(b)
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.äñåçã f−1(D(b)) ,4.5.8 äîì éôì ïëì .θ = f#(V ): Γ(V,OY ) = B → Γ(U,OX) øùàë

éæà .úéðéôà W ∈ Open(Y ) éäú .i ìëì äñåçã f−1(Vi)-ù êë çåúô éðéôà éåñéë Y =
⋃

i Vi éäé

.W =
⋃

i

(W ∩ Vi)

é"ò äñåëî W ∩ Vi-å ìéàåä .äñåçã úéëôåä äðåîú ùé Vi ìù úéñéñá äçåúô äöåá÷-úú ìëì ,ìéòìã åðàøäù éôë

çåúô éðéôà éåñéë íéé÷ éë íéàåø åðà ,Vi ìù úåéñéñá úåçåúô úåöåá÷-úú

W =
⋃
α

Wα

,ì"ðä éåñéëá α ìù éôåñ øôñî úç÷ì ïúéð ïëìå ,äñåçã W ,úéðéôà W -å ìéàåä .α ìëì äñåçã f−1(Wα)-ù êë

æàå

f−1(W ) =
⋃
α

f−1(Wα)

.äîöòá äñåçã èøôá ,úåñåçã úåöåá÷ ìù éôåñ ãåçéà äðä

.ñåçãå úéîå÷î éôåñ ñåôéèî f íà ÷øå íà éôåñ ñåôéèî f éæà .úåîéëñ ìù íæéôøåî f : X → Y éäé :4.5.10 äîì

.úùøãðä äøåöäî f−1(V ) ìù éôåñ çåúô éðéôà éåñéë íéé÷ úéðéôà V ⊆ Y ìëì ,äæ äø÷îá

V = Spec(B) ∈ Open(Y ) éäú .úéîå÷î éôåñ ñåôéèî f äøãâää éôì éæà .éôåñ ñåôéèî f éë çéðð :äçëåä

,èøôá .B ìòî úéôåñ úåøöåð úåøáâìà ìù íéîåøè÷ôñ é"ò éôåñ çåúô éðéôà éåñéë ùé f−1(V )-ìù êë úéðéôà

,ì"ðä äøåöäî çåúô éðéôà éåñéë Y -ì ùé ,äçðää éôì .úåñåçã úåöåá÷ é"ò éôåñ éåñéë äì ùé éë äñåçã f−1(V )

.ñåçã f ïëìå

,4.5.6 äðòè éôì .úéðéôà V = Spec(B) ⊆ (Y ) éäú .úéîå÷î éôåñ ñåôéèîå ñåçã f éë çéðð ,êôéäì

f−1(V ) ,4.5.9 äîì éôì .B ìòî úéôåñ úåøöåð úåøáâìà ìù íéîåøè÷ôñ ìù çåúô éðéôà éåñéë ùé f−1(V )-ì

.éôåñ ñåôéèî f ïëì .éôåñ åðä äæä éåñéëä ïëìå äñåçã

ìëì .(a1, . . . , an) = (1)-ù êë a1, . . . , an ∈ A åéäé .íéâåç ìù íæéôøåîåîåä ϕ: B → A éäé :4.5.11 äîì

Ai úà êôåä ϕi íà .ϕ ìò A → Ai éòáèä íæéôøåîåîåää ìù äáëøää ϕi: B → Ai éäéå Ai = Aai éäé i

.úéôåñ úøöåð B -úøáâìàì A úà êôåä ϕ éæà ,i ìëì úéôåñ úøöåð B -úøáâìàì

äöåá÷ä i = 1, . . . , n ìëìù êë α1, . . . , αd ∈ A åéäé :äçëåä

{αj

1
| 1 ≤ j ≤ d

} ∪ { 1
ai

}
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-ù êë c1, . . . , cn åéäé .B-úøáâìàë Ai úà úøöåé

.

n∑

i=1

ciai = 1 (1)

é"ò úøöåðä A ìù B-úøáâìàä-úú C éäú

.{α1, . . . , αd, a1, . . . , an, c1, . . . , cn}

.A = C éë äàøðù êë é"ò äçëåää úà íéìùð

íéé÷úî Ai âåçáù êë b
(i)
j ∈ B íéîéé÷ ,i = 1, . . . , n ìëì éæà .a ∈ A àåôà éäé

a

1
=

∑

j∈Nd+1

ϕi

(
b
(i)
j

)αj1
1 · · ·αjd

d

aj0
i

=
∑

j∈Nd+1

ϕ
(
b
(i)
j

)

1
αj1

1 · · ·αjd
d

aj0
i

=
1

am
i

∑

j∈Nd+1

ϕ
(
b
(i)
j

)
αj1

1 · · ·αjd
d am−j0

i

,i ìëìù êë ` ∈ N íéé÷ ïëì .åäùìë m ∈ N øåáò

.a`+m
i a =

∑

j∈Nd+1

ϕ
(
b
(i)
j

)
αj1

1 · · ·αjd
d a`+m−j0

i ∈ C (2)

íéîåðéìåô íéîéé÷ s ∈ N+ ìëì :äðòè

F
(s)
1 , . . . F (s)

n ∈ Z[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn]

íéîéé÷îä

.

n∑

i=1

F
(s)
i (a1, . . . , an, c1, . . . , cn)as

i = 1 (3)

ïåéåùá ùîúùð s > 1 øåáò .(1)-î úòáåð äðòèä ,s = 1 øåáò :äçëåä

1 =

(
n∑

i=1

F
(s−1)
i (a1, . . . , an, c1, . . . , cn)as−1

i

)(
n∑

i=1

ciai

)
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.éáéè÷åãðéà ïôåàá F
(s)
i úà øéãâäì úðî ìò

íéîéé÷îä g1, . . . , gn ∈ C íéîéé÷ ïëì

.

n∑

i=1

gia
`+m
i = 1 (4)

éë äàøð (4)-å (2) úà óøöð íà

.a =
n∑

i=1

gia
`+m
i a ∈ C

.úéôåñ úøöåð B-úøáâìà äðä A = C ïëà ïëì

úåéðéôà úåöåá÷-úú U = Spec(A)-å V = Spec(B) åéäé .éôåñ ñåôéèî íæéôøåî f : X → Y éäé :4.5.12 äîì

.úéôåñ úøöåð B -úøáâìà äðä A éæà .U ⊆ f−1(V )-ù êë äîàúäá X -å Y ìù úåçåúô

,äçðää éôì :äçëåä

f−1(V ) =
k⋃

i=1

Ui

ïëìå ,úéôåñ úøöåð Ai-úøáâìà (Ai)α éæà .α ∈ Ai éäé .úéôåñ úøöåð B-úøáâìà Ai-å Ui = Spec(Ai) øùàë

éæà ,D(α) ⊆ U -ù êë α ∈ Ai íà .U =
⋃k

i=1(U ∩ Ui) éë ïééöð .úéôåñ-úøöåð B-úøáâìà (Ai)α

.D(α) = (Ui)α = Uα|U = D(α|U )

íéé÷úî (íééòáèä íéîæéôøåîåæéàä é"ò) éë áì íéùð

.(Ai)α = Γ(D(α),OX) = Γ(D(α|U ),OX) = Aα|U

-ù êë a1, . . . , an ∈ A íéîéé÷ ïëì

U =
n⋃

j=1

D(aj)

4.5.11 äîìî ïëìå ,(a1, . . . , an) = A éë òáåð U ìù éåñéëä éàðúî .i ìëì úéôåñ úøöåð B-úøáâìà Aai -å

.úéôåñ úøöåð B-úøáâìà A éë òáåð
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i ìëì .(a1, . . . , an) = (1)-ù êë a1, . . . , an ∈ A åéäé .íéâåç ìù íæéôøåîåîåä ϕ: A → B éäé :4.5.13 äîì

éæà 1 ≤ i ≤ n ìëì úéôåñ øöåð Ai -ìåãåî åðä Bi íà .ϕi = ϕai
: Ai → Bi -å Bi = Bϕ(ai) ,Ai = Aai

ïîñð

.úéôåñ øöåð A-ìåãåî åðä B

ìëìù êë b1, . . . , br ∈ B-å m ∈ N íéîéé÷ éë íéàåø åðà óúåùî äðëîì äàáäå íéøöåé úôñåä é"ò :äçëåä

äöåá÷ä é"ò Ai-ìåãåîë øöåð Bi ,1 ≤ i ≤ n

.

{
bj

ϕ(ai)m
| 1 ≤ j ≤ r

}

ïåéåùä Bi-á íéé÷úî i ìëìù êë {α(i)
j | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ r} ⊆ A-å ` ∈ N íéîéé÷ éæà .b ∈ B éäé

b

1
=

r∑

j=1

ϕi

(α
(i)
j

a`
i

) bj

ϕ(ai)m

=

∑r
j=1 ϕ(α(i)

j )bj

ϕ(ai)`+m

(∗)

,i ìëìù êë k ∈ N íéé÷ ïëì

.ϕ(ai)k+`+mb = ϕ(ai)k
∑

j=1

ϕ(α(i)
j )bj =

r∑

j=1

ϕ(ak
i α

(i)
j )bj

-ù êë c1, . . . cn ∈ A íéîéé÷ ïëìå ,(ak+`+m
1 , . . . , ak+`+m

n ) = (1) íâ ,(a1, . . . , an) = (1)-å ìéàåä

.

r∑

i=1

cia
k+`+m
i = 1

ìá÷ð (∗)-á ùîúùðå äæ ïåéåù ìò ϕ úà ìéòôð íà

b =
n∑

i=1

ϕ(ci)ϕ(ai)k+`+mb

=
n∑

i=1

ϕ(ci)
r∑

j=1

ϕ(ak
i α

(i)
j )bj

=
r∑

j=1

ϕ
( n∑

i=1

cia
k
i α

(i)
j

)
bj .

.{b1, . . . , br} é"ò A-ìåãåîë øöåð B ïëì
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f−1(V ) éæà .úéðéôà äçåúô äöåá÷-úú V ⊆ Y éäú .úåîéëñ ìù éôåñ íæéôøåî f : X → Y éäé :4.5.14 äðòè

.úéôåñ øöåð ìåãåî åðä f |Vf−1(V ): f−1(V ) → V -ù êë úéðéôà

.íéáìù äîëì äçëåää úà ÷ìçð :äçëåä

f |Vf−1(V )-ù êë úéðéôà f−1(V ) íà FT âåñî äðä V éë øîàð ,úéðéôà V ∈ Open(Y ) øåáò :FT úðåëú .à

äöåá÷-úú ìë éë çéëåäì åðéìòå FT âåñî Y ìù çåúô éðéôà éåñéë ùé éë íéçéðî åðà ïë íà .úéôåñ øöåð ìåãåî

.FT âåñî äðä Y ìù äçåúô úéðéôà

V ∈ Open(Y ) éäú :FT âåñî äðä V ìù úéñéñá äçåúô äöåá÷-úú ìë æà FT âåñî V ⊆ Y íà .á

A-ìåãåî B-ù êë U = Spec(B) ,äçðää éôì .U = f−1(V ) éäú .V = Spec(A) çéðð ,FT âåñî úéðéôà

íæéôøåîåîåää êøã úéôåñ øöåð

.θ = f#(V ): Γ(V,OY ) = A → Γ(U,OX) = B

íéâåçä éåäéæ é"ò ,2.3.9 äîì éôì .úéðéôà äöåá÷ éäåæ èøôáå ,f−1(D(a)) = D(θ(a)) éæà .a ∈ A éäé

:àáä éôåìéçä íéùøúä ìá÷úî éòáè ïôåàá íéôøåîåæéàä

A = Γ(V,OY ) θ //

²²

Γ(U,OX) = B

²²
Aa = Γ(D(a),OY )

θa // Γ(D(θ(a)),OX) = Bθ(a)

.FT âåñî äðä D(a) ïëì .úéôåñ øöåð Aa-ìåãåî åðä Bθ(a) ,4.5.5 äîì éôì

äçåúô úéðéôà äöåá÷-úú V = Spec(A) éäú .Y = Spec(C) éë çéðð :FT âåñî Y éæà úéðéôà Y íà .â

éæà .D(c) ⊆ V -ù êë c ∈ C éäé .FT âåñî Y ìù

.D(c) = Yc = Yc ∩ V = Vc|V = D(c|V )

,c ∈ C øùàë D(c) äøåöäî úåöåá÷-úú é"ò äñåëî V -å ìéàåä .FT âåñî àéä D(c) ,íãå÷ä óéòñä éôì ïëì

-ù êë c1, . . . , cn ∈ C íéîéé÷ éë íéàåø åðà ,åìàë íé-V é"ò äñåëî Y -å

Y =
n⋃

j=1

D(cj)
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ïîñð .j ìëì FT âåñî D(cj)-å

.θ = f#(Y ): Γ(Y,OY ) = C → Γ(X,OX)

íéé÷úî ,1 ≤ j ≤ n ìëì

.f−1(D(cj)) = f−1(Ycj
) = Xθ(cj)

ïëìå C = (c1, . . . , cn) éë òáåð Y =
⋃

j D(cj) éàðúäî .j ìëì úéðéôà Xθ(cj) ,FT âåñî D(cj)-å ìéàåä

.X = Spec(B) øîàð ,úéðéôà X ,2.5.11 äðòè éôì .Γ(X,OX) = (θ(c1), . . . , θ(cn))

,óñåðá .j ìëì f−1(D(cj)) = D(ϕ(cj))-å ,ϕ: C → B íæéôøåîåîåä é"ò äøùåî f íæéôøåîä éæà

.úéôåñ øöåð C-ìåãåî åðä B ,4.5.13 äîì éôì .j ìëì úéôåñ øöåð Ccj -ìåãåî åðä Bθ(cj) ïëìå FT âåñî D(cj)

.FT âåñî åðä Y ïëì

ïúéð ïëìå ,FT âåñî çåúô éðéôà éåñéë ùé W -ì á óéòñ éôì .äçåúô úéðéôà W ⊆ Y éäú :äçëåää íåéñ .ã

.FT âåñî W éë ÷éñäìå â óéòñ ìù éèøôä äø÷îá ùîúùäì
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