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äîã÷ä

åéúåãåñé .íééôåì¤ç íéâåç ø÷åçä ä÷éèîúîä ìù óðòä åúåà äðä (commutative algebra) úéôåì¤çä äøáâìàä

úéøáâìà äéøèîåàâá éðù ãöîå Z íéîìùä íéøôñîä âåç ø÷çáå íéøôñîä úøåúá ãçà ãöî íéöåòð äæ óðò ìù

íéâåçä .K äãù ìòî íéðúùî n á K[X1, . . . , Xn] íéîåðéìåôä âåç åðä íééôåìç íéâåç ìù ñåôèä áà äáù

úàæ ãáìî .(äòåã�éÌ�ë åæ äãáËò åðà íéçéðî åìà úåîéùøá) úéëøò ãç úå÷éøô éìòá íäéðùù êëá äæì äæ íéîåã åììä

ìë ,ïë ìò øúé .éôåñ úåðî äãù ìòáå éaøµî åðä Z ìù ñôàî äðåù éðåùàø ìàãéà ìë .äæî äæ äðåù éô³à éìòá íä

íé÷øôúî ãöéë ïéáäì úåñðì íééøáâìàä íéøôñîä úøåúì úøùôàî âåçä ìù åæ úåèùô .éùàø åðä Z ìù ìàãéà

êøàî úåìåò úåøãñ úàæ úîåòì ùé K[X1, . . . , Xn] âåçì .íéîìù íéøôñî éâåçá Z ìù íééðåùàøä íéìàãéàä

úåðåëú éìòá úåîìù éîåçú àìà úåãù øúåé íðéà åìà íéìàãéàì ñçéá âåçä ìù úåðîä .íééðåùàø íéìàãéà ìù n

åìù éáøî ìàãéàì ñçéá K[X1, . . . , Xn] ìù äðîä ,äîâHì .úéøáâìàä äéøèîåàâá úåëìùä éìòá úåðå�âîå úåðåù

.(èøáì¤ä ìù íéñôàä èôùî ìù íéçåñ�ðäî ãçà åäæ) K ìù úéôåñ äáçøä äãù åðä

áéáà ìú úèéñøáéðåà ìù ä÷éèîúîì øôñä úéáá ïú�ðù "3á äøáâìà" ñøå÷ä øåáò åðëåäù åìà úåîéùø

íééôåìçä íéâåçä ìù íéâùåîä íìåòì äööä úåðúåð å"ñùú ìù äðåùàøä úéöçîáå ä"ñùú ìù äéðùä úéöçîá

úéðáì ùã÷»î úåîéùøä ìù ìåãâ ÷ìç .úëì ÷éçøäì úøùôàî äðéà äøö÷ä úøâñîä .åìà íéâåç ìòî íéìåãåîäå

ìù úåéøåæðè úåìôëî ,âåç ìòî íéìeãÛî ,âåç ìù íéðåùøºù ,íééaøîå íééðåùàø íéìàãéà ïåâë íééñéñáä íéâùåîä

ìù äîìä :íðä åðçëåäù íééø÷Äòä íéèôùîä .øèð éâåçå íééðåùàø íéìàãéàá íéìåãåîå íéâåç ìù íå÷´î ,íéâåç

úå÷æç éøåè ìù íéâåç øåáòå íéîåðéìåô éâåç øåáò èøáìä ìù ñéñáä èôùî ,èøáìä ìù íéñôàä èôùî ,äî�é÷ð

óéòñ ùã»î ïë åîë .äãù ìòî íéðúùî äîëá íééìîøåôä úå÷æçä éøåè âåç ìù úéëøò ãçä úå÷éøôä óåñáìå íééìîøåô

.ãðé÷ãã éâåçå úåãéãá úåëøòäì øö÷

íééøìåâø íééîå÷î íéâåçå íéâåç ìù úåîìùäå ,ãîîä úøåú íä éúàáä àìå àéáäì äöåø éúééäù óñåð íéàùåð

ìò äèåùô äãRð ìù éîå÷îä âåçäå ìéàåä .úå÷æç éøåè âåç äðä éøìåâø éîå÷î âåç ìù äîìùääù èôùîä íò ãçé

åìà íéàùåð ã¹îìì ùé éøòöì .úåéøáâìà úåòéøé ø÷çá éæëøî íå÷î ïåøçàä èôùîä ùôåú ,éøìåâø åðä úéøáâìà äòéøé

.úøçà úøâñîá

ïãøé äùî

å"ñùú ,éøùú ,ïåéö úøùáî



íéìàBéàå íéâåç .à

.íééãåñéä íäéúåðåëúá ïåãðå ìàãéàå âåç ìù âùåîä úà ñéðëð äæ óéòñá

.íéîæéôøåîåîåäå íéâåç

éðùå ìôëå øåáç ,úåøéù÷ úåéøðéá úåìåòô éúù íò A äöåá÷ åðä ((ring) âåç øåöNá) äãéçé íò éôåì¤ç âåç

:x, y, z ∈ A ìëì úåî�é÷úî úåàáä úåùéøãäù ïôàá 1 å 0 íéòåá÷

.(x + y) + z = x + (y + z) :øåáçì óåøöä ììë (1à)

x + y = y + x :óåì¤çä ììë (2à)

.0 + x = x :ñôàä øáà (3à)

.(x + (−y) íå÷îá x− y í¹ùøð) .x + (−x) = 0 ù êë −x ãéçé øáà í�é÷ x ìëì :éãâð øáà (4à)

.(xy)z = x(yz) :ìôëì óåøöä ììë (5à)

.xy = yx :ìôëì óåìçä ììë (6à)

.1x = x :äãéçéä øáà (7à)

.x(y + z) = xy + xz :âåìôä ììë (8à)

.0 á ïîËñî àåäå ñôàä âåç åðä A äæ äø÷îá .0 = 1 ù úåøùôàä úà åðììù àì

:x, y ∈ A ìëì úåàáä úåùéøãä úåî�é÷úî íà íæéôøåîåîåä úàø÷ð B âåçì A âåçî α ä÷úòä

.(α(x− y) = α(x)− α(y) å α(0) = 0 ,ïëìå) α(x + y) = α(x) + α(y) (1á)

.α(xy) = α(x)α(y) (2á)

.α(1) = 1 (3á)

.íéâåç ìù íæéôøåîåîåä åðä β ◦ α: A → C óåøöä éæà ,íéâåç ìù íæéôøåîåîåä åðä β: B → C íà

.íéâåç ìù íéîæéôøåîåîåä äð¤ä id: A → A úåäæä ú÷úòä

äæ äø÷îá .äãéçéä úà äìéëîå ìôëäå øåáçä úçú äøåâñ àéä íà âåç úú äð�ëî A âåç ìù A0 äöåá÷ úú

.éëøò ãç ãç íæéôøåîåîåä àéä A0 → A ïåë´ùä ú÷úòäå A ìù úåìåòôì ñçéá âåç ä�åäî àéä

íæéôøåîåæéà àø÷ð íæéôøåîåää .α(A) = B íà íæéôøåîéôà àø÷ð íéâåç ìù α: A → B íæéôøåîåîåä

.íæéôøåîåæéà äðä α−1: B → A äëåôää ä÷úòää íâ äæ äø÷îá .ìòå éëøò ãç ãç àåä íà

.äðî éâåçå íéìàãéà

A éøáàá ìôë úçú äøåâñå ñôàä øáà úà äìéëî ,øåñ¤çä úçú äøåâñä äöåá÷ úú åðä A âåç ìù a ìàãéà

íò ãëìúî a ìàãéàä .A ìù íéìàãéà íéåäî åîöò A å 0 ,äîâHì .ra ∈ a ù íéøøåâ r ∈ A å a ∈ a :øîåìë)

.(proper) úÛà�ð a ù íéøîåà ,äøå÷ åðéà äæ íà .1 ∈ a íà ÷øå íà A âåçä
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êôäð .a éôì A ìù úåéìàîùä úå÷ìçîä óñà úà A/a = {a + a | a ∈ A} á ïîñð .A ìù ìàãéà a éäé

:úåàáä úåøãâää úøæòá âåçì A/a úà

(x + a) + (y + a) = (x + y) + a (x + a)(y + a) = xy + a

π(x) = x + a éãé ìò úøãâ»îä π: A → A/a ä÷úòää .1 + a äéäé äãéçéä øáàå 0 + a äéäé A/a ìù ñôàä

.(quotient map) äðîä ú÷úÀòä úàø÷ðä A/a ìò A ìù íæéôøåîéôà äðä

(kernel) ïéòøâä àø÷ðä A ìù ìàãéà äðä Ker(α) = α−1(0) äöåá÷ä .íæéôøåîåîåä α: A → B éäé

B ìù âåç úú äðä Im(α) = α(A) äöåá÷ä .Ker(α) = 0 íà ÷øå íà éëøò ãç ãç íæéôøåîåîåää .α ìù

.α ìù (image) äðåîúä àø÷ðä

í�é÷ éæà .a = Ker(α) ïîñðå íæéôøåîéôà α: A → B éäé :(íéâåçì ïåùàøä íæéôøåîåæéàä èôùî) à.à ïåèôùî

.äðîä ú÷úòä åðä ᾱ ◦ α = π ù êë ᾱ: B → A/a ãéçé íæéôøåîåæéà

íéìàãéàä óñà úà ä÷éúòî b → α−1(b) ä÷úòää íéâåçì ïåùàøä íæéôøåîåæéàä èôùî ìù íéðåîéñá

.a úà íéôé÷îä A ìù íéìàãéàä óñà ìò éëøò ãç ãç ïôàá B ìù

íà A âåç ìù a ìàãéàå x, y íéøáéà øåáò a åìåãåî y ì óôåç x øîàðå x ≡ y mod a íùø�ð óåñáì

íà ÷øå íà x ≡ y mod a ,ïë ìò øúé .ìôëäå øåá¤çä úåìËòôì íàåúä úåìé÷ù ñçé åðä äôéôçä ñçé .x− y ∈ a

.äðîä ú÷úòä äðä π: A → A/a øùàá ,π(x) = π(y)

.úÛã§ç²à ,íééñéô²à íéøáà ,ñôà é÷ìçî

ñôà é÷ìçî àìì A âåç .xy = 0 ù êë y 6= 0 í�é÷ åøåáòù x øáà åðä A âåçá (zero divisor) ñôà ÷l§çî

K[X1, . . . , Xn] íéîåðéìåôä âåçå Z íéîìùä âåç ,äîâHì .(integral domain) úåîìù íåçú àø÷ð 0 ì èøô

.úåîìù éîåçú íðä K äãù ìòî X1, . . . , Xn íéðúùîá

äðåù âåçá éñéôà øáà ìë .xn = 0 ù êë n éòáè øôñî í�é÷ íà (nilpotent) éñéô²à åðä x ∈ A øáà

.éñéôà åðä ñôà ÷ìçî ìë àì íìåà ñôà ÷ìçî åðä ñôàî

äæ äø÷îá .uu′ = 1 ù êë u′ ãéçé øáà íéàúî äæë øáàì .(unit) äãç²à íâ íéàøå÷ A ìù u êéôä øáàì

.A× á úðîËñîä úéôåì¤ç äøåáç äåäî A ìù úåãçàä óñ¹à .u′ = u−1 íéðîñî

íà äãçà x ù òáåð úåøãâääî .(principal) éùàø äð�ëîä ìàãéà åðä A ìù x øáà ìù Ax úåìåôëä óñà

.Ax = A íà ÷øå

êôäì àì íìåà úåîìù íåçú åðä äãù ìë èøôá .êåôä ùé ñôàî äðåù øáà ìëìå 1 6= 0 åáù âåç åðä äãÚ

:íéâåçä áø÷á úåãùä úà ï�éôàî àáä ïåèôùîä .(äãù åðéàù úåîìù íåçú åðä Z)
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:åæì åæ úåìå÷ù A 6= 0 âåç ìù úåàáä úåðåëúä :á.à ïåèôùî

.äãù åðä A (à)

.åîöò A å 0 íä A á íéãéçéä íéìàãéàä (á)

.éëøò ãç ãç åðä B ñôàî äðåù âåç êåúì A ìù α íæéôøåîåîåä ìë (â)

äâöääî .A ìù àåäùìë øáà y éäé .x 6= 0 øáà a á í�é÷ éæà .A ìù ñôàî äðåù ìàãéà a éäé :(á) øøåâ (à) úçëåä

.a = A ,ïëì .y ∈ a ù òáåð y = yx−1 · x

.1 /∈ Ker(α) éë ,Ker(α) 6= A éæà .íæéôøåîåîåä α: A → B éä�é�å ñôàî äðåù âåç B éäé :(â) øøåâ (á) úçëåä

.éëøò ãç ãç α ù ïàëîå Ker(α) = 0 ,(á) éôì ,ïëì

A/Ax éæà .Ax ⊂ A øîåìë ,êéôä åðéà x ù äìéìùá çéðð .A ìù ñôàî äðåù øáà x éäé :(à) øøåâ (â) úçëåä

.π(x) = 0 ù êëì äøéúñá .úéëøò ãç ãç äðä π: A → A/Ax äðîä ú÷úòä ,(â) éôì ,ïëì .ñôàî äðåù âåç åðä

.äãù A ù ïëìå êéôä x ù òáåð åæ äøéúñî

.íééaUî íéìàãéàå íééðåùàø íéìàãéà

,ïéôåì¤çì .y ∈ p åà x ∈ p ù øøåâ xy ∈ p íàå p 6= A íà (prime) éðåùàø äð�ëî A âåç ìù p ìàãéà

.éðåùàø ìàãéà åðä 0 íà ÷øå íà úåîìù íåçú åðä A âåç .úåîìù íåçú àåä A/p

ïåèôùî éôì ,ïéôåìçì .A ì m ïéá ìàãéà íåù ïéà íàå m ⊂ A íà (maximal) éÄaUµî åðä A ìù m ìàãéà

.äãù A/m ,á.à

.êôäì àì íìåà éðåùàø åðä éaøî ìàãéà ìë

.B ìù éðåùàø ìàãéà ìëì A ìù éðåùàø ìàãéà åðä α−1(q) éæà .íéâåç ìù íæéôøåîåîåä α: A → B éäé

.(ìéâøú) B ìù éáøî ìàãéà åðä q íà A ìù éáøî ìàãéà àåä α−1(q) éæà ,ìò êëì óñåðá àåä α íà

äîìá íéùîúùî ,íäìù íåé÷ çéëåäì éãë .úéôåìçä äøáâìàá éæëøî ãé÷ôú íé÷çùî íééðåùàøä íéìàãéàä

:ïøåö ìù

:x, y ∈ X ìëì úåàáä úåùéøãä úà í�é÷î àåä íà é÷ìç øãñ ñçé åðä X äöåá÷ ìò ≤ éøðéá øãñ ñçé

,x ≤ x (à1)

,x = y ù øøåâ y ≤ x å x ≤ y (á1)

.x ≤ z øøåâ y ≤ z å x ≤ y å (â1)

á úøùøù .S ìù úåöåá÷ä úú óñà ìò é÷ìç øãñ ñçé åðä S äöåá÷ ìù úåöåá÷ úú ìò äìëää ñçé ,äîâHì

øáà åðä X0 ìù (upper bound) ïåéìò íñç .äàåùäì íéðú�ð X0 á íéøáà éðù ìë äáù X0 äöåá÷ úú äðä X

åðëúé íìåà) åðîî ìåãâä øáà X á ïéà íà maximal éáøî åðä X á z øáà .X0 éøáà ìëî äåù åà ìåãâä y ∈ X

.(z íò äàåùäì íéðúð íðéàù íéôñåð íééáøî íéøáà
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í�é÷ éæà .ïåéìò íñç ùé X á úøùøù ìëìù çéðð .≤ é÷ìç øãñ ñçé íò ä÷éø àì äöåá÷ X éäú :(Zorn) ïYÛö ìù äîìä

.(x íò äàåùäì íéðúð íðéàù íéôñåð íééáøî íéøáà åðëúé íìåà ,åðîî ìåãâ ïéàù x ∈ X øáà øîåìë) éaøî øáà X á

.a úà óé÷îä m éáøî ìàãéà A ì í�é÷ éæà .A âåç ìù úåàð ìàãéà a0 éäé :â.à ïåèôùî

A úà øãñð .a0 úà íéôé÷·îä A ìù íéúåàðä íéìàãéàä ìë óñà úà A á ïîñð .1 /∈ a ,úåàð a0 å ìéàåä :äçëåä

.A ì ê�éù ïëìå ,1 úà ìéëî åðéàù ìàãéà áåù åðä A ìù úøùøù ìëá íéìàãéà ìù ãåçàä .äìë¢ä éãé ìò é÷ìç ïô¹àá

.a0 úà óé÷îä A ìù éáøî ìàãéà äéäé äæ øáà .m éáøî øáà A á íé÷ù ,ïøåö ìù äîìäî òáåð ïëì

íééáøî íéìàãéà A á ùéù ìá÷ð ,A ñôàî äðåù âåçá ñôàä ìàãéà ìò â.à ïåèôùî úà ìéòôð íà ,èøôá

éáøî ìàãéà A á ùé ,â.à ïåèôùî éôì ,ïëì .úåàð ìàãéà åðä Ax éæà ,äãçà åðéà x íà .íééðåùàø íéìàãéà íâ ïëìå

.x úà ìéëî ïëìå Ax úà óé÷îä

:äìéòåî äììëäì úðúð â.à ïåèôùî ìù äçëåää

A ìù p éðåùàø ìàãéà í�é÷ éæà .a ì äøæäå ìôë úçú äøåâñä A ìù äöåá÷ úú S å A âåç ìù ìàãéà a éäé :ã.à ïåèôùî

.S ì øæäå a úà óé÷·îä

úçú A úà øãñð .a ∈ A éæà .S ì íéøæäå a úà íéôé÷·îä A ìù íéìàãéàä ìë úöåá÷ úà A á ïîñð :äçëåä

.éðåùàø p ù çéëåð .p éaøî øáà A á í�é÷ ,ïøåö ìù äîìä éôì .äìëä

A ìù íéìàãéà íðä Ay + p å Ax + p éæà .xy ∈ p ù êë x, y ∈ Ar p íéøáà íéî�é÷ù äìéìùá çéðð

s1 ∈ (Ax+p)∩S íéî�é÷ ,úåøçà íéìîá .Ax+p, Ay+p /∈ A ù òáåð p ìù úåéaøîäî .p úà ùîî íéôé÷·îä

.éðåùàø p ù òáåð åæ äøéúñî .p ∈ A ù êëì äøéúñá ,s1s2 ∈ p∩ S åî�éK�é íä .s2 ∈ (Ay + p)∩ S å

.éîå÷î âåç åðä äãù ìë ,äîâHì .(local ring) éîå÷î âåç àø÷ð m ãçà éáøî ìàãéà ÷åéãá ùé åáù A âåç

:íééîå÷î íéâåç ï�éô·àî àáä ïåèôùîä .A ìù (residue field) úåéøàùä äãù A/m àø÷ð äæ äø÷îá

.âåç A éäé :ä.à ïåèôùî

.åìù ãéçéä éáøîä ìàãéàä åðä m å éîå÷î A éæà ,êéôä Arm ìù øáà ìëù êë m úåàð ìàãéà A ì í�é÷ íà (à)

.éîå÷î A éæà ,êéôä 1 + m ìù øáà ìëù êë A ìù éáøî ìàãéà åðä m íà (á)

åðä m ,ïëì .a ⊆ m ù òáåð ïàëî .x ∈ m ïëìå êéôä åðéà x éæà .x ∈ a éäéå A ìù úåàð ìàãéà a éäé :à úçëåä

.éîå÷î A ,ïëìå A ìù ãéçéä éáøîä ìàãéàä

úà ùîî óé÷·îä A ìù ìàãéà åðä Au + m ,ïëàå .êéôä u ∈ Arm øáà ìëù çéëåäì ÷éôñî ,(à) éôì :á úçëåä

.au = 1−m ïëìå au + m = 1 ù êë m ∈ m å a ∈ A íéî�é÷ èøôá .Au + m = A ,éaøî m å ìéàåä .m

.çéëåäì äéäù éôë ,êéôä u å (1−m)−1au = 1 ,ïëì .êéôä 1−m ,äçðää éôì
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.(semi-local ring) ä�ö¡ç¶î�ì éîå÷î âåç àø÷ð íééaøî íéìàãéà ìù éôåñ øôñî ìòá âåç

:å.à úåàîâH

.úéëøò ãç úå÷éøô ìòá åðä K äãù ìòî X1, . . . , Xn íéðúùîá A = K[X1, . . . , Xn] íéîåðéìåôä âåç (à)

÷åìç ,n = 1 íà ,ïëàå .éðåùàø ìàãéà åðä Af ù òáåð úéëøò ãçä úå÷éøôäî .÷éøô éà øáà f ∈ A éäé

ì n î äéö÷åãðàä ãòö .úéëøò ãç úå÷éøô ìòá âåçä ïëìå éùàø åðä ìàãéà ìëù çéëåî úéøàù íò íéîåðéìåô

.ñåàâ ìù äîìä úøæòá äùòð n + 1

íà ÷øå íà éðåùàø mZ ìàãéàä ,ïë ìò øúé .m éìéìù éà øôñî øåáò mZ äøåöä ìàãéà ìëì ùé Z âåçá (á)

Fp = Z/pZ úåéøàùä äãù .éaøî åðä éðåùàø øôñî p åáù pZ ìàãéà ìë .éðåùàø øôñî åðä m åà m = 0

.íéøáà p ïéá äãù åðä

.(p + mZ)k = 0 éë Z/mZ ìù éñéô²à øáà åðä p + mZ éæà ,k ≥ 2 å éðåùàø p øùàá m = pk íà

ìù ñôà ÷ìçî åðä pi + mZ íéøáàäî ãçà ìë éæà ,íééðåùàø íéøôñî ìù äìôëî åðä m = p1 · · · pr íà

.íé�éñéôà íéøáà äæ âåçá ïéà íìåà Z/mZ

.n > 1 åáù äø÷îá àì íìåà n = 1 ù äø÷îá (à) äîâHá âåçä øåáò íâ øéøù úîãå÷ä éðôì ä÷ñôá ïåòèä

íìåà .(äãù åðä A/m ∼= K éë) éáøî åðä ñôàì äåù íäìù éùô¨çä øáàäù íéîåðéìåôä ìë ìù m ìàãéàä ,ïëàå

.(ìéâøú) éùàø åðéà m

ìàãéà ìë äæë âåçá .éùàø åðä ìàãéà ìë åáù úåîìù íåçú åðä (principal ideal domain) éùàø âåç (â)

øáà íò p = ax éæà .Ap úà óé÷îä ìàãéà Ax éäéå ÷éøô éà øáà p éäé ,ïëàå .éaøî ñôàî äðåù éðåùàø

Ap ïëì .Ax = A éðùä äø÷îá .Ax = Ap ïåùàøä äø÷îá .êéôä x åà êéôä a ,÷éøô éà p å ìéàåä .a ∈ A

.éáøî

.íéðåùYºù

íà .N(A) á åúåà ïîñð .(nil radical) A ìù éðåñéô²àä ïåùYºùä àø÷ð A âåç ìù íééñéôàä íéøáàä óñ¹à

.(reduced) íöî�öî A ù øîàð ,N(A) = 0

.íöî�öî âåç åðä A/N(A) å ìàãéà åðä A âåç ìù ,N(A) ,éðåñéôàä ïåùøùä :æ.à ïåèôùî

êë A ìù íéøáà y å x åéäé ,ïëàå .øåá¤ç úçú øåâñ àåäù úåàøäì ÷éôñî ìàãéà åðä N(A) ù çéëåäì éãë :äçëåä

íà ,ïëì .s ≥ n ìëì ys = 0 å r ≥ m ìëì xr = 0 éæà .m,n íééòáè íéøôñî øåáò yn = 0 å xm = 0 ù

.ù÷Ëáîë ,(x + y)m+n =
∑m+n

r=0

(
m+n

r

)
xrym+n−r = 0 ù òáåð ïàëî .xrys = 0 éæà ,r + s = m + n

(x+N(A))k = 0 í�é÷îä x ∈ A øáàá ïðåáúð ñôàä ãáìî íééñéôà íéøáà A/N(A) á ïéàù çéëåäì éãë

êë éòáè l í�é÷ ïëì .xk ∈ N(A) øîåìë ,xk ∈ N(A) ù êë éòáè k í�é÷ù òáåð ïàëî .éòáè k àåäù äæéà øåáò

.çéëåäì äéäù éôë ,x ∈ N(A) ïëìå xkl = 0 ù
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:åìù íùä úà äøéáñîå óñåð ïô¹àá A ìù ïåùøùä úà úð�éôàî äàáä äàöåúä

.åìù íééðåùàøä íéìàãéàä ìë êåúçì äåù A âåç ìù éðåñéôàä ïåùøùä :ç.à ïåèôùî

ù êë éòáè n í�é÷ éæà ,x ∈ N(A) íà .A ìù íééðåùàøä íéìàãéàä ìë ìù êåúçä úà I á ïîñð :äçëåä

.N(A) ⊆ I ù ïàëî .I ì íâ ïëìå A ìù éðåùàø ìàãéà ìëì êéù x ,ïëì .xn = 0

éôì .S = {x, x2, x3, . . .} úéìôëä äöåá÷ì øæ N(A) éæà .x ∈ I rN(A) í�é÷ù äìéìùá äúò çéðð

ù òáåð åæ äøéúñî .x ∈ I ⊆ p ù êëì äøéúñá ,x /∈ p ,èøôá .S ì øæä p éðåùàø ìàãéà í�é÷ ã.à ïåèôùî

.çéëåäì äéäù éôë ,I = N(A)

á ïîËñîå A ìù íééaøîä íéìàãéàä ìë êåúçë øãâ»î A âåç ìù (Jacobson radical) ïåñá÷òé ïåùøºù

.N(A) ⊆ J(A) ,ç.à ïåèôùî éôì .J(A)

.y ∈ A ìëì 1− xy ∈ A× íà ÷øå íà x ∈ J(A) éæà .x ∈ A å âåç A éäé :è.à ïåèôùî

m éáøî ìàãéà í�é÷ éæà .êéôä åðéà 1− xy ù êë y ∈ A í�é÷ù äìéìùá çéððå x ∈ J(A) ù äìéçú çéðð :äçëåä

.y ∈ A ìëì êéôä 1− xy ù äàøî åæ äøéúñ .1 ∈ m ,ïëì .x ∈ m ,äçðää éôì ,éðù ãöî .1− xy ∈ m ù êë

àåôà íéî�é÷ .Ax + m = A ,ïëì .x /∈ m ù êë m éaøî ìàãéà í�é÷ éæà .x /∈ J(A) ù çéðð ,êôäì

.ùøãð�ë ,êéôä åðéà 1− xy = m ∈ m ,ïëì .yx + m = 1 ù êë m ∈ m å y ∈ A

.íéìàãéà ìò úåìËòô

íä b å a íà ,äîâHì .úåìåòô äîë úøæòá íéùãç íéìàãéà íäî øöéì ïú�ð ,A âåçá íéìàãéà úöåá÷ ïµúðäá

,íäìù íåëñä éæà íéìàãéà

a + b = {a + b | a ∈ a, b ∈ b}

á íéìàãéà ìù äöåá÷ {ai | i ∈ I} éäú ,øúåé éììë ïô¹àá .b úàå a úà óé÷·îä øúåéá ïè÷ä ìàãéàä àåä

ìë èòîë øåáò ai = 0 å ai ∈ ai øùàá ,
∑

i∈I ai íéîåëñä ìë óñ¹àë øãâ»î
∑

i∈I ai íäìù íåëñä .A

éæà ,A ìù íéøáà íä x1, . . . , xn íà èøôá .(íé-i ìù éôåñ øôñîì èøô i ∈ I ìë øåáò ,øîåìë) i ∈ I

.x1, . . . , xn éãé ìò (generated) øöåðä ìàãéàä åðä
∑n

i=1 Axi = {∑n
i=1 aixi | a1, . . . , an ∈ A}

.ìàãéà áåù åðä ai íéìàãéàä ìù
⋂

i∈I ai êåúçä

äîåã ïôàá .bj ∈ b å aj ∈ a ,n ≥ 0 íäáù
∑n

j=1 ajbj íéîåëñä ìë óñ¹àë úøãâ»î ab äìôëîä

úåìôëî ìù íééôåñä íéîåëñä ìë óñàë ak øãâ»î k ≥ 1 øåáò èøôá .íéìàãéà ìù éôåñ øôñî ìù äìôëî íéøéãâî

.a0 = A íéøéãâî åðà ,óñåðá .a ìù íéøáà ìù a1a2 · · · ak

.a(b + c) = ab + ac :âåìôä ÷ç úà íéî�é÷î íåëñäå äìôëîä
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:é.à úåàîâH

å a ∩ b = lcm(m,n)Z ,a + b = gcd(m,n)Z íéìá÷î b = nZ å a = mZ ,A = Z ù äø÷îá (à)

.gcd(m,n) = 1 íà ÷øå íà ab = a ∩ b ,èøôá .ab = mnZ

íéîåðéìåôä ìë ìù ìàãéàä a =
∑n

i=1 AXi éäéå K äãù ìòî íéîåðéìåôä âåç A = K[X1, . . . , Xn] éäé (á)

.k î äðè÷ äìòîî íéøáà éøñç íéîåðéìåôä ìë ìù ìàãéàä àåä ak éæà .òåá÷ øáà éøñç

.äæì äæ íéøæ b å a íéìàãéàäù øîàð øîàð a + b = A íà .ab ⊆ a ∩ b ,øúåé éììë ïô¹àá

úåé-n ä ìë úöåá÷ äðä A1, . . . , An íéâåç ìù A =
∏n

i=1 Ai (direct product) äøùé äìôëîä

äé-n ä àåä äøùéä äìôëîá ñôàä øáà .íéáéëøî éãé ìò íéøãâ»î ìôëäå øåáçäå xi ∈ Ai ïäáù (x1, . . . , xn)

ìù íæéôøåîåîåä àéä é-i ä áéëøîä ìò πi: A → Ai äìèää i ìëì .(1, . . . , 1) àåä ãçàä åìàå (0, . . . , 0)

.íéâåç

éãé ìò øãâ»îä íæéôøåîåîåää úà ϕ: A → ∏n
i=1 A/ai á ïîñð .A âåçá íéìàãéà a1, . . . , an åéäé :àé.à ïåèôùî

.ϕ(x) = (x + a1, . . . , x + an)

.
∏n

i=1 ai =
⋂n

i=1 ai éæà ,äæì äæ íéøæ a1, . . . , an íéìàãéàäî íéðù ìë íà (à)

.äæì äæ íéøæ a1, . . . , an íéìàãéàäî íéðù ìë íà ÷øå íà ìò ϕ (á)

.
⋂n

i=1 ai = 0 íà ÷øå íà éëøò ãç ãç ϕ (â)

.ñôàä ìàãéà åðä íìë êåúçå äæì äæ íéøæ a1, . . . , an íéìàãéàäî íéðù ìë íà íæéôøåîåæéà åðä ϕ (ã)

ù êë b ∈ b å a ∈ a íéî�é÷ äçðää éôì .b = a2 å a = a1 íùøðå n = 2 ù äø÷îá ìë íãå÷ ïðåáúð :à úçëåä

.(relatively prime) .x ∈ a ∩ b ìëì x = xa + xb ∈ ab ,ïëì .1 = a + b

éôì .a1 ∩ · · · ∩ an−1 = a1 · · · an−1 éæà .n − 1 øåáò øáë äçëåä äðòèäùå n ≥ 3 ù çéðð äúò

.ai ≡ 1 mod an øîåìë ,ai + xi = 1 ù êë xi ∈ an å ai ∈ ai íéøáà 1 ≤ i ≤ n− 1 ìëì íéî�é÷ äçðää

ù òáåð n = 2 äø÷îäî .äæì äæ íéøæ an å a1 · · · an−1 ,úåøçà íéìîá .a1 · · · an ≡ 1 mod an ,ïëì

.ïòèðù éôë ,a1 ∩ · · · ∩ an−1 ∩ an = a1 · · · an−1 ∩ an = a1 · · · an−1an

ìëì .n ì 1 ïéá i á ïðåáúð .A ìù íéøáà x1, . . . , xn åéäé .úåâåæá íéøæ a1, . . . , an ù íãå÷ çéðð :á úçëåä

ïîñð .aij ≡ 0 mod aj å aij ≡ 1 mod ai ù êë aij ∈ A í�é÷ ïëì .ai + aj = 1 í�é÷úî j 6= i

å xiai ≡ ai mod ai ,ïëì .j 6= i ìëì ai ≡ 0 mod aj å ai ≡ 1 mod ai ,éæà .ai =
∏

j 6=i aij

ù òáåð ïàëî .i ìëì x ≡ xi mod ai éæà .x =
∑n

j=1 xjaj ïîñð óåñáì .j 6= i ìëì xiai ≡ 0 mod aj

.ìò ϕ ä÷úòää ,ïëì .ϕ(x) = (x1 + a1, . . . , xn + an)

.ìéâøúë øàùð øçàä ïååëä
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.äðòèä ïàëî .Ker(ϕ) =
⋂n

i=1 ai ù òáåð ϕ úøãâäî :â úçëåä

.â �å á î úòáåð äðòèä :ã úçëåä

:íéøôñîä úøåúî éðéñä úåéøàùä èôùî úà äìéìëî àé.é ïåèôùî ìù úéã�éî äð÷ñî

.A ìù íéøáà a1, . . . , an å A âåç ìù úåâåæá íéøæ íéìàãéà a1, . . . , an åéäé :(éðéñä úåéøàùä èôùî) áé.à äð÷ñî

.i = 1, . . . , n ,x ≡ ai mod ai ù êë x ∈ A í�é÷ éæà

.âåç A éäé :âé.à ïåèôùî

.a ⊆ pi ù êë i í�é÷ éæà .
⋃n

i=1 pi á ìëåîä ìàãéà a å A ìù íééðåùàø íéìàãéà p1, . . . , pn åéäé (à)

.ai ⊆ p ù êë i í�é÷ éæà a1 · · · an úà óé÷·îä éðåùàø ìàãéà p å A ìù íéìàãéà a1, . . . , an åéäé (á)

.p = ai ù êë i í�é÷ éæà ,p = a1 · · · an åà p = a1 ∩ · · · ∩ an íà ,(á) ìù íéàðúá (â)

n− 1 øåáò ïåëð àåäù äéö÷åãðàá çéðð .n = 1 øåáò ïåëð a 6⊆ ⋃n
i=1 pi ⇐=

∧n
i=1 a 6⊆ pi éàðúä :à úçëåä

,úøçà .åðî�éñ ,aj /∈ pj ù êë j í�é÷ íà .aj ∈ ar
⋃

i 6=j pi í�é÷ j ìëì ,éæà .1 ≤ i ≤ n ìëì a 6⊆ pi ù çéððå

òéôåî i 6= k ìëì .b ∈ pk ù êë k í�é÷ù äìéìùá çéðð .a ì ê�éù b =
∑n

i=1

∏
j 6=i aj øáàä .j ìëì aj ∈ pj

j 6= k í�é÷ ïëì .
∏

j 6=k aj ∈ pk íâù òáåð ïàëî .
∏

j 6=i aj ∈ pk ,ïëìå
∏

j 6=i aj äìôëîä ìù íéîøåâä ïéá ak

.ùøãðë ,b /∈ ⋃n
k=1 pk ù òáåð åæ äøéúñî .aj úøéçáì ãåâðá ,aj ∈ pk ù êë

,a1 · · · an ∈ a1 · · · anr p ïëì .ai ∈ ar p øáà i ìëì í�é÷ éæà .i ìëì ai 6⊆ p ù äìéìùá çéðð :á úçëåä

.äçðäì äøéúñá

.p = ai ,ïëì .p ⊆ a1 ∩ · · · ∩ an ⊆ ai éðù ãöî .ai ⊆ p ù êë i í�é÷ù òáåð (á) î :â úçëåä

éììëä äø÷îá ,ïëì .a úà ÷ìçî p íà ÷øå íà a úà p óé÷·î ,p = pZ å a = aZ ,A = Z åáù äø÷îá :äøòä

p éðåùàø ìàãéà íàù âé.à ïåèôùî ìù á ÷ìç øîåà åìà íéçðåîá .a ⊆ p íà a úà ÷ìçî p ù íéîòôì íéøîåà

.íäî ãçà úåçôì ÷ìçî àåä ,íéìàãéà ìù äìôëî ÷ìçî

.éòáè n àåäù äæéà øåáò xn ∈ a íøåáòù A ìù x éøáà ìë óñ¹àë øãâ»î A âåçá a ìàãéà ìù ïåùøºùä

åðä
√

a ,èøôá .a úà íéôé÷îä íéðåùàøä íéìàãéàä ìë ìù êåúçì äåù A âåçá a ìàãéà ìù
√

a ïåùøºùä :ãé.à ïåèôùî

.ìàãéà

íééðåùàøä íéìàãéàä ìë ìò øáåò p̄ øùàë .äðîä ú÷úòä π: A → Ā éäúå Ā = A/a äðîä âåçá ïðåáúð :äçëåä
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,æ.à ïåèôùî éôì ,ïëì .a úà íéôé÷îä A ìù íééðåùàøä íéìàãéàä ìë ìò π−1(p̄) øáåò ,Ā ìù

⋂

p⊇a

p =
⋂

p̄

π−1(p̄) = π−1
( ⋂

p̄

p̄
)

= π−1{x̄ ∈ Ā |
∞∨

n=1

x̄n = 0} = {x ∈ A |
∞∨

n=1

xn ∈ a}

.çéëåäì äéäù éôë
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âåç ìù íåøè÷ôñä .á

.íééãåñéä åéúåðåëúá ïåãðå éâåìåôåè áçøîì A âåç ìù íééðåùàøä íéìàãéàä ìë óñà úà êôäð äæ óéòñá

ïîñð A ìù E äöåá÷ úú ìëì .A ìù íééðåùàøä íéìàãéàä ìë óñà úà Spec(A) á ïîñð .âåç A éäé

:úåàáä úåðåëúä åæ úéúöåá÷ äéö÷ðåôì .V (E) = {p ∈ Spec(A) | E ⊆ p}
.V (E) ⊇ V (E′) éæà ,E ⊆ E′ íà (1à)

.V (E) = V (a) = V (
√

a) éæà ,E éãé ìò øöåðä ìàãéàä àåä a íà (2à)

.V (1) = ∅ å V (0) = Spec(A) (3à)

.V (
⋃

i∈I Ei) =
⋂

i∈I V (Ei) í�é÷úî A ìù úåöåá÷ úú ìù (Ei)i∈I äçôùî ìëì (4à)

.V (
∑

i∈I ai) =
⋂

i∈I V (ai) í�é÷úî A ìù íéìàãéà ìù (ai)i∈I äçôùî ìëì (5à)

.((á)âé.à ïåèôùîá ùîúùä) V (a ∩ b) = V (ab) = V (a) ∪ V (b) (6à)

:éâåìåôåè áçøî ìù úåøåâñ úåöåá÷ úú ìù úåùéøãä úà úåî�é÷î V (E) úåöåá÷äù úåçéëåî åìà úåàöåú

äøåâñ äöåá÷ åðä úåøåâñ úåöåá÷ ìù àéäùìë äçôùî ìù êåúç ,úåøåâñ úåöåá÷ ïä áçøîä ìëå ä÷éøä äöåá÷ä

ìò úåùéøãä úà íéî�é÷î úåøåâñä úåöåá÷ä ìù íéîéìùîä .äøåâñ äöåá÷ åðä úåøåâñ úåöåá÷ éúù ìù ãåçàå

ìù äçôùî ãåçà ,úåçåúô úåöåá÷ íéåäî åì�ë áçøîäå ä÷éøä äöåá÷ä :éâåìåôåè áçøî ìù úåçåúôä úåöåá÷ä

äæë ïôàá äøãâ«äù äéâåìåôåèä .äçåúô äöåá÷ åðä úåçåúô úåöåá÷ éúù êåúçå äçåúô äöåá÷ åðä úåçåúô úåöåá÷

.Spec(A) ìù é÷öéøæ ìù äéâåìåôåèä úàø÷ð

,úåøçà íéì´îá Xf = {p ∈ Spec(A) | f /∈ p} éäé f ∈ A ìëì .X á íâ ïàë Spec(A) úà ïîñð

A ìù a ìàãéà ìëì ,ïë ìò øúé .Spec(A) ìù äçåúô äöåá÷ úú åðä Xf ,ïëì .Xf = Spec(A)rV (Af)

ñéñá äåäî Xf úåöåá÷ä óñà ,ïëì .Spec(A)rV (a) =
⋃

f∈a Xf øîåìë ,
⋂

f∈a V (Af) = V (a) í�é÷úî

.é÷öéøæ úéâåìåôåèì

:úåàáä úåðåëúä Spec(A) ìù é÷öéøæ úéâåìåôåè ìù Xf ñéñáä úåöåá÷ì :à.á äîì

.Xf ∩Xg = Xfg (à)

.éñéôà f íà ÷øå íà Xf = ∅ (á)

.êéôä f íà ÷øå íà Xf = Spec(A) (â)

.
√

Af =
√

Ag íà ÷øå íà Xf = Xg (ã)

éåñë úú ùé úåçåúô úåöåá÷ éãé ìò Spec(A) ìù éåñë ìëì ,øîåìë (compact) ñåçã éâåìåôåè áçøî åðä Spec(A) (ä)

.éôåñ

.é÷öéøæ úéâåìåôåèá äñåçã Xf úåöåá÷äî úçà ìë (å)

.Xf äøåöäî úåöåá÷ ìù éôåñ ãåçà àéä íà ÷øå íà äñåçã äðä Spec(A) ìù äçåúô äöåá÷ úú (æ)
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(fi)i∈I äçôùîá ïðåáúð (å) úà çéëåäì éãë .f = 1 åáù (å) ÷ìç ìù éèøôä äø÷îäî òáåð (ä) ÷ìç :å ,ä úçëåä

íéî�é÷ .
√

Af ⊆ √∑
i∈I Afi ïëìå V (f) ⊇ ⋂

i∈I V (fi) ïàëî .Xf ⊆
⋃

i∈I Xfi íéî�é÷îä A éøáà ìù

,ïëì .fr =
∑

i∈I0
aifi ù êë r éòáè øôñîå i ∈ I0 ìëì A ìù ai íéøáà ,I ìù I0 úéôåñ äöåá÷ úú àåôà

.çéëåäì äéäù éôë ,Xf ⊆
⋃

i∈I0
Xfi

,úåøçà íéìîá .V (f) ⊇ ⋂
i∈I0

V (fi)

ìàãéà åðä ϕ−1(q) éæà .Y = Spec(B) å X = Spec(A) ïîñð .íéâåç ìù íæéôøåîåîåä ϕ: A → B éäé

ϕ∗: Spec(B) → Spec(A) ä÷úÀòä øéãâäì åðì úøùôàî åæ äãáËò .B ìù éðåùàø ìàãéà åðä q íà A ìù éðåùàø

:(úåøãâääî úåòáåð ïì�ëù) úåàáä úåðåëúä åæ ä÷úòäì .ϕ∗(q) = ϕ−1(q) éãé ìò øãÅñ úøîåù

.äôéöø ϕ∗ ,èøôá .(ϕ∗)−1(Xf ) = Yϕ(f)éæà ,f ∈ A íà (1á)

øöåðä B ìù ìàãéàä åðä ϕ(a)B ,øùàá ,(ϕ∗)−1(V (a)) = V (ϕ(a)B) éæà ,A ìù ìàãéà åðä a íà (2á)

.ϕ(a) éãé ìò

,èøôá .X ìù V (Ker(ϕ)) äøåâñä äöåá÷ä úú ìò éôøåîåàµîåä ïôàá Y úà ä÷éúòî ϕ∗ éæà ,ìò ϕ íà (3á)

.V (a) ì éòáè ïô¹àá éôøåîåàîåä Spec(A/a) áçøîä A ìù a ìàãéà ìëì

ïåéåù åðì ùé ,A ìù N(A) éðåñéôàä ïåùøùä úà íéôé÷·î A âåç ìù íééðåùàøä íéìàãéàä ìëå ìéàåä (4á)

àåôà íéìá÷î åðà .Spec(A/N(A)) ì éòáè ïôàá éôøåîåàîåä Spec(A) ,ïëì .Spec(A) = V (N(A))

.íöî�öî âåç ìù íåøè÷ôñì éôøåîåàîåä âåç ìë ìù íåøåè÷ôñäù

.(ψ ◦ ϕ)∗ = ϕ∗ ◦ ψ∗ éæà ,íéâåç ìù óñåð íæéôøåîåîåä àåä ψ: B → C íà (5á)

.Ȳ éãé ìò X éâåìåôåè áçøîá Y äöåá÷ úú ìù øåâñä úà ïîñð

äðä p ù äæ äø÷îá øîàð) äøåâñ äöåá÷ äðä {p} ,èøôá .{p} = V (p) éæà .éðåùàø ìàãéà p å âåç A éäé :á.á ïåèôùî

÷øå íà q ∈ {p} éæà ,óñåð éðåùàø ìàãéà åðä q íà .A ìù éaøî ìàãéà åðä p íà ÷øå íà (Spec(A) ìù äøåâñ äãRð

.p ⊆ q íà

,èøôá .äúåà úåôé÷îä úåøåâñä úåöåá÷ä ìë ìù êåúçä åðä äöåá÷ ìù øåâñä :äçëåä

. {p} =
⋂

V (a)3p

V (a) = V (p)

.

úåöåá÷ éúù ìù ãåçà åðéà íàå ÷éø åðéà X íà (irreducible) ÷éøô éà àåäù X éâåìåôåè áçøî ìò øîàð

.÷éø åðéà úå÷éø àì úåçåúô úåöåá÷ éúù ìë ìù êåúçä ,ïéôåì¤çì .X á ùîî úìëåî úçà ìëù úåøåâñ

Spec(A) èøôá .éðåùàø ìàãéà åðä A ìù éìéðä ïåùøºùä íà ÷øå íà ÷éøô éà Spec(A) éâåìåôåèä áçøîä :â.á ïåèôùî

.úåîìù íåçú åðä A íà ÷éøô éà
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ìëì fg ∈ p éæà .fg ∈ N(A) ù êë f, g ∈ A íéøáàá ïðåáúð .÷éøô éà Spec(A) ù íãå÷ çéðð :äçëåä

V (f) = Spec(A) ù òáåð úå÷éøôä éàî .V (f) ∪ V (g) = V (fg) = Spec(A) ,øîåìë ,p ∈ Spec(A)

.éðåùàø ìàãéà åðä N(A) ù òáåð ïàëî .g ∈ N(A) åà f ∈ N(A) ,ïëì .V (g) = Spec(A) åà

ù êë Spec(A) ìù D å C úåúåàð úåøåâñ úåöåá÷ úú úåîé÷ éæà .÷éøô Spec(A) ù çéðð ,êôäì

.D ⊆ V (g) ⊂ Spec(A) å C ⊆ V (f) ⊂ Spec(A) ù êë f, g ∈ A íéîé÷ ïøåáò .C ∪D = Spec(A)

,ïëìå Spec(A) = C ∪ D ⊆ V (f) ∪ V (g) = V (fg) ⊆ Spec(A) ,äæì óñåðá .f, g /∈ N(A) èøôá

.éðåùàø åðéà N(A) ,ïëì .fg ∈ N(A) ù ,øîåà äæ .V (fg) = Spec(A)

.âåç A éäé :ã.á äàöåú

.éðåùàø ìàãéà åðä
√

a íà ÷øå íà ÷éøô éà (V (a) ïéôåìçì) Spec(A/a) éæà .A ìù ìàãéà a éäé (à)

.p éðåùàø ìàãéà ìëì íé÷éøô éà V (p) å Spec(A/p) (á)

.éâåìåôåè áçøî X éäé :ä.á ïåèôùî

.÷éøô éà Ȳ íâ éæà ,÷éøô éà åðä Y áçøî úú íà (à)

.éaøî ÷éøô éà áçøî úúá ìëåî X ìù ÷éøô éà áçøî úú ìë (á)

íéáçøî úú .X úà äñëî íé÷éøô éàä íééáøîä íéáçøîä ìë óñàå øåâñ íé÷éøô éàä íééáøîä íéáçøîä úúî ãçà ìë (â)

.X ìù (irreudiclbe components) íé÷éøô éàä íéáéëøîä íéàø÷ð åìà

éøòæî éðåùàø ìàãéà åðä p øùàá V (p) äøåöä X ìù ÷éøô éà áéëøî ìëì éæà ,X = Spec(A) å âåç àåä A íà (ã)

.A ìù

åà Y ⊆ B ïëìå Y ⊆ B ∪ C ,éæà .Ȳ ⊆ B ∪ C ù êë X ìù úåøåâñ úåöåá÷ úú B, C åéäé :à úçëåä

.÷éøô éà Ȳ ,ïëì .Ȳ ⊆ C åà Ȳ ⊆ B ù ïàëî òáåð ,úåøåâñ B, C å ìéàåä .Y ⊆ C

.éaøî ÷éøô éà áçøî íé÷ ïøåö ìù äîìä éôì .÷éøô éà åðä íé÷éøô éà íéáçøî ìù äìåò úøùøù ãåçà :á úçëåä

éäú .(ã.á äàöåú) Spec(A) ìù ä÷éøô éà äöåá÷ úú àéä V (p) éæà .A ìù éøòæî éðåùàø ìàãéà p éäé :ã úçëåä

ã.á äàöåúî .
√

a ⊆ p ,ïëì .Y = V (a) ù êë a ìàãéà í�é÷ ,éæà .V (p) úà äôé÷îä ä÷éøô éà äøåâñ äöåá÷ Y

ù àåôà òáåð .V (p) = V (
√

a) = V (a) = Y ,ïëì .p =
√

a ù òáåð p ìù úåéøòæîäî .éðåùàø
√

a ù òáåð

.X ìù øéù÷ éà áéëøî åðä V (p)

éðåùàø ìàãéà q éäé .p éðåùàø ìàãéà øåáò Y = V (p) ,íãå÷î åîë .X ìù ÷éøô éà áéëøî Y éäé ,êôäì

.V (p) = Y = V (q) ù òáåð Y ìù úåéáøîäî .÷éøô éàå øåâñ V (q) å Y = V (p) ⊆ V (q) éæà .p á ìëåîä

.éøòæî éðåùàø ìàãéà åðä p ïëì .p = q ù òáåð á.á ïåèôùîî
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.úåéøáâìà úåöåá÷

øçáð .åéìòî úéôåñðéà úåìòð úìòî ìòáå K úà óé÷·îä úéøáâìà øåâñ äãù Ω å úéøáâìà øåâñ äãù K éäé

àø÷ðå K[X] á F íéîåðéìåô úöåá÷á ïðåáúð .X = (X1, . . . , Xn) øåöNá ùîúùðå X1, . . . , Xn íéðúùî

äöåá÷ä úúì

V = {a ∈ Ωn | f(a) = 0 for all f ∈ F}

íéîåðéìåôä óñà .úéøáâìà äöåá÷ Ωn ìù

I(V ) = {g ∈ K[X] | g(a) = 0 for all a ∈ V }

.V ìù (coordinate ring) úåèðéãøåàå÷ä âåç àø÷ð A = K[X]/I(V ) äðîä âåçå K[X] ìù ìàãéà äåäî

úåàøì øùôà ,ïëì .g1 ≡ g2 mod I(V ) íà ÷øå íà x ∈ V ìëì g1(x) = g2(x) éæà ,g1, g2 ∈ K[X] íà

ìë ä÷éúòîä äéö÷ðåôä äðä xi = Xi + I(V ) ,èøôá .Ω ì V î úåéìàéîåðéìåôä úåéö÷ðåôä ìë âåçë A úà

.A = K[x] í�é÷úîå ai ìò a ∈ V

pa = {f ∈ A | f(a) = 0} äöåá÷ä a ∈ V äãRð ìëì :Spec(A) êåúì V î úéòáè ä÷úòä äðáð

íåçú åðä A/p = K[b] éæà bi = xi + p ïîñðå ,p ∈ Spec(A) íà ,êôäì .A ìù éðåùàø ìàãéà äðä

íééøáâìà br+1, . . . , bn å K ìòî úéøáâìà íééåìú íðéà b1, . . . , br ù çéðäì ìëåð úåéììëä úìáâä éìá .úåîìù

úìòî Ω ì éë éøùôà äæ) K ìòî úéøáâìà íééåìú íðéàù a1, . . . , ar ∈ Ω øçáð .K(b1, . . . , br) ìòî

ì bi úà ÷éúòîä K[b1, . . . , br] → K[a1, . . . , ar] K-íæéôøåîåæéàä úà áéçøðå (K ìòî úéôåñðéà úåìòð

á br+1, . . . , bn ìù úåðåîúä úà ïîñð .(úéøáâìà øåâñ Ω éë éøùôà äæ) Ω êåúì K[b] ìù íæéôøåîåæéàì ai

.ìò àåôà äðä V → Spec(A) ä÷úòää .p = pa ïåéåùå K[b] ∼=K K[a] íæéôøåîåæéà ìá÷ðå ar+1, . . . , an

b íà .éáøî ìàãéà åðä pa ïëìå äãù åðä K[a] = K éæà ,a ∈ V (K) íà .V (K) = V ∩Kn ïîñð

,ïëì .bi ìò ai úà ÷éúòîä K[a] ∼= K[b] K-íæéôøåîåæéà í�é÷ éæà ,pa = pb å V (K) ìù úôñåð äãRð àéä

íééaøîä íéìàãéàä ìë äöåá÷ ìò éëøò ãç ãç ïôàá V (K) úà àåôà ä÷éúòî V → Spec(A) ä÷úòää .a = b

.ìò äðä åæ ä÷úòäù øîåà (êùîäá çéëåðù) èøáìä ìù íéñôàä èôùî (Max(A) á úðîËñîä) A ìù

ìù úåèðéãøåàå÷ä âåç .Ωn á P ìù íéñôàä ìë óñà úà V á ïîñðå K[X] ìù éðåùàø ìàãéà P éäé

x1, . . . , xn úà úåàøì øùôà ,ìéòì åðéàøù éôë .xi = Xi + I(V ) øùàá ,K[X]/I(V ) = K[x] äéäé V

ä÷éøô éà V ù òáåð ,éðåùàø P ù äãáËòäî .(generic) úøöåé úàø÷ðä V ìù äãRðë x úàå Ω ìù íéøáàë

.V á ùîî úåìëåîä úåéøáâìà úåöåá÷ ìù ãåçà äðéà àéä ,øîåìë (irreducible)
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íéìeãÛî .â

.úåãù ìòî íééøåè÷å íéáçøî ìù äììëäë "íéâåç ìòî íéìåãåî" ñéðëð äæ óéòñá

.íéìåãåî ìù íéîæéôøåîåîåäå íéìåãåî

ãçé (øåáçë úîùøð äúìËòôù) M úéôåìç äøåáç åðä A-ìeãÛî .(äãéçé ìòáå éôåìç ,ãéîú åîë) âåç A éäé

:x, y ∈ M å a, b ∈ A ìëì úåàáä úåùéøãä úà úî�é÷îä M ìò ìàîùî A ìù äìËòô íò

a(x + y) = ax + ay (1à)

(a + b)x = ax + bx (2à)

(ab)x = a(bx) (3à)

.1x = x (4à)

.a ∈ A ìëì a = 0 øøåâ aM = 0 íà (faithful) ï¸î±à�ð A-ìåãåî àåä M ù øîàð

:úåàîâH

.A-ìåãåî åðä åîöò A ,èøôá .A-ìåãåî åðä A ìù ìàãéà ìë (1)

.K ìòî éøåè÷å áçøî åðä A-ìåãåî ìë éæà ,K äãù åðä A íà (2)

.úéìáà äøåáç åðä A-ìåãåî éæà ,A = Z íà (3)

.úéøàðéì ä÷úòä íò K ìòî éøåè÷å áçøî àìà åðéà A-ìåãåî éæà ,A = K[X] íà (4)

ìôëä åðä B éøáàá A éøáà ìù ìôëä øùàë A-ìåãåîë B úà úåàøì øùôà ,B âåç ìù âåç úú åðä A íà (5)

.B êåúá

íà A-íæéôøåîåîåä úàø÷ð α: M → N ä÷úòä .A-é�ìåãåî M, N åéäé

α(x + y) = α(x) + α(y)

α(ax) = aα(x)

.íééøåè÷å íéáçøî ìù úéøàðéì ä÷úòä àìà åðéà A-íæéôøåîåîåä ,äãù åðä A íà .x, y ∈ M å a ∈ A ìëì

.A-íæéôøåîåîåä åðä A-éîæéôøåîåîåä ìù äákøä

ìôëå øåáç íéøéãâî :A-ìåãåîì N A-ìåãåîì M A-ìåãåîî A-íéîæéôøåîåîåää ìë óñ¹à úà êÉôäì øùôà

:àáä ïôàá A ìù øáàá
(α + β)(x) = α(x) + β(x)

(aα)(x) = aα(x)

.HomA(M, N) á äæ A-ìåãåî íéðîñî
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ä÷úòä äøùî A-éìåãåî ìù µ: M ′ → M íæéôøåîåîåä

µ∗: HomA(M,N) → HomA(M ′, N)

ä÷úòä øéãâî A-éìåãåî ìù ν: N → N ′′ íæéôøåîåîåä åìàå .µ∗(α) = α ◦ µ :àáä ïôàá úøãâ»îä

ν∗: HomA(M, N) → HomA(M, N ′′)

.A-éìåãåî ìù íéîæéôøåîåîåä ïðä úå÷úòää éúù .ν∗(α) = ν ◦ α éãé ìò úøãâ»îä

.α 7→ α(1) éãé ìò øãâ»îä HomA(A,M) ∼= M éòáè íæéôøåîåæéà íéàúî M A-ìåãåî ìëì ,óåñáì

.äðî é�ìåãåîå íéìåãåî úú

M/M0 äðîä úøåáç .A éøáàá ìôë úçú äøåâñä M ìù äøåáç úú åðä M A-ìåãåî ìù M0 ìåãåî úú

äðîä ìåãåî àø÷ð M/M0 ìåãåîä .a(x + M0) = ax + M0 :ììëä úøæòá A-ìåãåî ìù äðáî úìá÷î

úàø÷ðä A-éìåãåî ìù íæéôøåîåîåä äðä x 7→ x + M0 úéòáèä ä÷úòää .M0 á M ìù (quotient modul)

úú ìë óñà úà ä÷éúòî L 7→ π−1(L) ä÷úòää .π á ïàë äúåà ïîñð .(quotient map) äðîä ú÷úòä

.M0 úà íéôé÷·îä M ìù íéìåãåîä úú ìë óñà ìò éëøò ãç ãç ïôàá M/M0 ìù íéìåãåîä

äöåá÷ä éæà ,A-éìåãåî ìù íæéôøåîåîåä åðä α: M → N íà

Ker(α) = {x ∈ M | α(x) = 0}

,α ìù äðåîúä äîåã ïôàá .α ìù ïéòøâä àø÷ðä M ìù ìåãåî úú äðä

Im(α) = {α(x) | x ∈ M}

äðîä ìåãåî .N ìù ìåãåî úú äðä

Coker(α) = N/Im(α)

.α ìù (cokernel) ïéòøâ-å÷ä àø÷ð

éãé ìò ᾱ: M/M0 → N ä÷úòä øéãâäì øùôà ,Ker(α) á ìëåîä M ìù ìåãåî úú åðä M0 íà

åðà ,M0 = Ker(α) íà ,èøôá .ᾱ ◦ π = α í�é÷îä A-éìåãåî ìù íæéôøåîåîåä éäåæ .ᾱ(x + M0) = α(x)

éòáè íæéôøåîåæéà íéìá÷î

M/Ker(α) ∼= Im(α)

.íéìåãåîì ïåùàøä íæéôøåîåæéàä èôùî åäæ
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.íéìåãåî úú ìò úåìËòô

äçôùî (Mi)i∈I å A-ìåãåî M éäé .íéìåãåî úú ìò úåìËòôì äììëäì úåðúð íéìàãéà ìò úåìËòôä áø

íé-i ä ìë èòîëå xi ∈ Mi íäáù
∑

i∈I xi íéîåëñä ìë óñàë øãâ»î
∑

i∈I Mi íåëñä .íéìåãåî úú ìù

êåúçä íâ .M ìù ìåãåî úú àåä .
⋃

i∈I Mi úà íéôé÷·îä íéìåãåîä úú ìë ìù êåúçä åðä íåëñä .ñôàì íéåù

.ìåãåî úú åðä
⋂

i∈I Mi

:à.â ïåèôùî

.(éðùä íæéôøåîåæéàä èôùî) (M1 + M2)/M1
∼= M2/(M1 ∩M2) éæà ,íéìåãåî úú íä M2 å M1 íà (à)

.(éùéìùä íæéôøåîåæéàä èôùî) M/N ′ ∼= (M/N ′)/(N/N ′) éæà ,A-éìåãåî íä N ′ ⊆ N ⊆ M íà (á)

ìò M2 î x 7→ x + M1 ä÷úòä íéøéãâî ïåùàøä äø÷îá .íééòáè íä íéîæéôøåîåæéàä éðù :äçëåä

ìò M/N ′ î x + N ′ 7→ x + N ä÷úòä íéøéãâî éðùä äø÷îá .M1 ∩M2 äðéòøâù (M1 + M2)/M1

.ïåùàøä íæéôøåîåæéàä èôùî úà íéìéòôî íéø÷îä éðùá .N/N ′ äðéòøâù M/N

∑
aixi íééôåñä íéîåëñä ìëî áëø»îä M ìù ìåãåîä úúë aM úà íéøéãâî A ìù ìàãéà åðä a íà

.xi ∈ M å ai ∈ a íäáù

(xi)i∈I ù øîàð ,M =
∑

i∈I Axi íà .M ìù ìåãåî úú åðä Ax = {ax | a ∈ A} éæà x ∈ M íà

.úéôåñ øöåð M ù øîàð ,úéôåñ íéøöåé úöåá÷ M ì ùé íà .íéøöåé úöåá÷ äðä

å x ∈ M íäáù (x, y) úåâåæä ìë óñ¹à åðä íäìù (direct sum) øùéä íåëñä .A-éìåãåî N å M åéäé

.M ⊕N éãé ìò ïîËñî äæ ìåãåî .íéáéëøî éãé ìò íéøãâ»î A éøáàá ìôëäå øåáçä ,y ∈ N

(xi)i∈I úåììëåîä úåøãñä ìë óñàë øãâ»î (Mi)i∈I A-éìåãåî úçôùî ìù øùéä íåëñä ,øúåé éììë ïôàá

ìôëäå øåáçä .ñôàì íéåù íé-xi ä ìë èòîë íäáù ,(
∏

i∈I Mi úéæèø÷ä äìôëîä ìù íéøáà äùòîì íä åìà)

.
⊕

i∈I Mi á øùéä íåëñä úà íéðîñî .íéáéëøî éôì áåù íéøãâ»î A éøáàá

ä÷úòää .j 6= i ìëì xi = 0 å xj = x åáù (xi)i∈I øáàë εj(x) úà øéãâð x ∈ Mj å j ∈ I ìëì

íéîæéôøåîåîåä ìù (αj)j∈I äçôùî ìë .(éëøò ãç ãç íæéôøåîåîåä øîåìë) ïåk´ù àéä εj : Mj →
⊕

i∈I Mi

α ◦ εj = αj ù êë α:
⊕

i∈I Mi → N ãéçé íæéôøåîåîåä äøéãâî (j á éåìú åðéàù) N A-ìåãåîì Mj ìù αj

α((xi)i∈I) =
∑

i∈I αi(xi) ììëä éãé ìò øãâ»î äæ íæéôøåîåîåä .j ∈ J ìëì

.úéôåñ íéøöåð íéìåãåî

.i ∈ I ìëì Mi
∼= A åáù

⊕
i∈I Mi äøåöäî A-ìåãåîì éôøåîåæéàä ìåãåî åðä (free) éùôç A-ìåãåî

.An á A ìù íé÷úÃò n ìù øùéä íåëñä úà íéðîñî íéøáà n úá úéôåñ äöåá÷ I ù äø÷îá

.éòáè n àåäù äæéà øåáò An ìù äðî àåä íà ÷øå íà úéôåñ øöåð M A-ìåãåî :á.â ïåèôùî
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.M êåúì A ìù íæéôøåîåîåä äðä a 7→ ax ä÷úòää x ∈ M ìë øåáòù ï�éöì ÷éôñî :äçëåä

í�é÷îäå A ìù ïåñá÷òé ïåùøùá ìëåîä A ìù ìàãéà a å úéôåñ øöåð A-ìåãåî M éäé :(ä¸î�éJ�ð ìù äîìä) â.â ïåèôùî

.M = 0 éæà .aM = M

äçðää éôì .M ìù íéøöåé ìù úéøòæî äöåá÷ n ≥ 1 íò u1, . . . , un éäúå M 6= 0 ù äìéìùá çéðð :äçëåä

.(1−an)un = a1u1+· · ·+an−1un−1 ù ïàëî .un = a1u1+· · ·+anun ù êë a1, . . . , an ∈ a íéî�é÷

íâù ïàëî .un = (1− an)−1a1u1 + · · ·+ (1− an)−1an−1un−1 ,ïëì .êéôä 1− an ,è.à ïåèôùî éôì

.M = 0 ù äçéëåî åæ äøéúñ .u1, . . . , un ìù úåéøòæîì ãåâðá M úà íéøöåé u1, . . . , un−1

í�é÷îäå A ìù ïåñá÷òé ïåùøùá ìëåîä A ìù ìàãéà a å ìåãåî úú M0 ,úéôåñ øöåð A-ìåãåî M åéäé :ã.â äàöåú

.M = M0 éæà .M = M0 + aM

,ïëì .M/M0 = 0 ,â.â ïåèôùî éôì .M/M0 = a(M/M0) í�é÷îå úéôåñ øöåð M/M0 äðîä ìåãåî :äçëåä

.M = M0

.m å A ì äî�é÷ð ìù äîìä úà íÚ�éì àåôà øùôà .m éáøîä ìàãéàì ïåñá÷òé ïåùøù äåù A éîå÷î âåçá

:úéùåîùá úåáø íéîòô äòéôåîù äîâH äðä

ù çéðð .x1, . . . , xn ∈ M åéäéå úéôåñ øöåð ìåãåî M éäé ,m éaøî ìàãéà íò éîå÷î âåç A éäé :ä.â ïåèôùî

x1, . . . , xm éæà .A/m úåéøàùä äãù ìòî M/mM éøåè÷åä áçøîì ñéñá íéåäî x1 + mM, . . . , xn + mM

.M úà íéøöåé

.M = M0 ,ã.â äàöåú éôì ,ïëì .M = M0 + mM ,äçðää éôì .M0 =
∑n

i=1 Axi ïîñð :äçëåä

."äî�é÷ð ìù äîì"ë úåðåøçàä úåàöåúä ùìùî úçà ìëì êùîäá ñç�éúð åðà

.úÛ÷Ì�éH°î úÛø@Àñ

A-íéîæéôøåîåîåäå A-é�ìåãåî ìù äøãñ

· · · −→ Mi−1
αi−1−→ Mi

αi−→ Mi+1 −→ · · ·

:èøôá .Mi ìëá ú÷�éHî àéä íà ú÷éHî äøãñä .Im(αi−1) = Ker(αi) íà Mi á (exact) ú÷�éHî äðä

.úéëøò ãç ãç α íà ÷øå íà ú÷éHî 0 −→ M0
α−→ M äøãñä (1á)

.ìò β íà ÷øå íà ú÷éHî M
β−→ N −→ 0 äøãñä (2á)

å Im(α) = Ker(β) ,úéëøò ãç ãç α íà ÷øå íà ú÷éHî 0 −→ M0
α−→ M

β−→ N −→ 0 äøãñä (3á)

.M/Im(α) ∼= N íæéôøåîåæéà äøùî β äæ äø÷îá .ìò β
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.(short exaqct sequence) äøö÷ ú÷éHî äøãñ úàø÷ð (3á) á äòéôåîä úàæ åîë äøãÄñ

éôåñ ãîîî íééøåè÷å íéáçøî ìù ú÷éHî äøãñ 0 −→ V0
α0−→ V1

α1−→ · · · αn−1−→ Vn → 0 éäú :å.â äîâH

.
∑n

i=0(−1)i dim(Vi) = 0 éæà .K äãù ìòî

,ïëì .0 → Ker(αi) → Vi → Im(αi) → 0 äøö÷ ú÷éHî äøãñ åðì ùé i ìëì ,ïëàå

.− (−1)i dim(Ker(αi)) + (−1)i dim(Vi)− (−1)i dim(Im(αi)) = 0 (1)

.úù÷Ëáîä äçñ�ðä úà úðúåð n ãò 0 î (1) ìò äîéëñ Im(αi) = Ker(αi+1) å ìéàåä
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íéìåãåî ìù úéøåæðè äìôëî .ã

.íéðåúð íéìåãåîî ìåãåî úåðáì úôñåð êøã ãîìð äæ óéòñá

íéàðúä úà úî�é÷î àéä íà A-úéøàðéì-éá äðä α: M × N → P ä÷úòä .A-é�ìåãåî M, N, P åéäé

:a ∈ A å Ny, y′ ∈ ,x, x′ ∈ M ìëì íéàáä

α(x + x′, y) = α(x, y) + α(x′, y)

α(x, y + y′) = α(x, y) + α(x, y′)

α(ax, y) = aα(x, y)

α(x, ay) = aα(x, y)

A-íéîæéôøåîåîåää íéãîåò A ìåãåî ìëìù êë N å M íéðåúð íéìåãåî êåúî T A-ìåãåî äðåá àáä ïåèôùîä

:P êåúì M ×N î A-úåéøàðéìéáä úå÷úòää íò úéëøò ãç ãç äîàúäá

ä÷úòä τ : M × N → T å A-ìåãåî åðä T åáù (T, τ) âåæ íé÷ éæà .A-é�ìåãåî N å M åéäé :à.ã ïåèôùî

:äàáä äðåëúä íò A-úéøàðéì-éá

ù êë α′: T → P ãéçé A-íæéôøåîåîåä í�é÷ α: M × N → P úéøàðéì-éá ä÷úòä ìëìå P A-ìåãåî ìëì (1)

.α′ ◦ τ = α

äøåöäî íééìîøåô íéîåëñ íðä äæ ìåãåî éøáà .M × N éãé ìò øöåðä C éùôçä A-ìåãåîá ïðåáúð :äçëåä

C0 éäé .ñôà íì�ë èòîëù A ìù íéøáà íðä ax,y å M ×N éøáà ìë ìò íéøáåò (x, y) íäáù
∑

ax,y(x, y)

:äøåöäî íéøáàä ìë éãé ìò øöåðä C ìù ìåãåîä úú

(x + x′, y)− (x, y)− (x′, y)

(x, y + y′)− (x, y)− (x, y′)

(ax, y)− a(x, y)

(x, ay)− a(x, y)

íéøáàä éãé ìò øöåð T éæà .x ⊗ y = (x, y) + C0 ïîñð C ìù (x, y) ñéñá øáà ìëì .T = C/C0 ïîñð

í�é÷úîå x⊗ y

(x + x′)⊗ y = x⊗ y + x′ ⊗ y

x⊗ (y + y′) = x⊗ y + x⊗ y′

(ax)⊗ y = a(x⊗ y) = x⊗ ay
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.A-úéøàðéì-éá äðä τ(x, y) = x⊗ y éãé ìò úøãâ»îä τ : M ×N → T ä÷úòää ,èøôá

äðä α íà .α̃: C → A A-íæéôøåîåîåäì äáçøäì úðú�ð P A-ìåãåîì M × N î α ä÷úòä ìë

íæéôøåîåîåä äøùî àéä ïëì .åîöò C0 ìò íâ ïëìå C0 ìù íéøöåéä ìë ìò úñôàúî àéä A-úéøàðéì-éá

.α′ ◦ τ = α ,úåøçà íéìîá .(x, y) ∈ M ×N ìëì α′(x⊗ y) = α(x, y) ù êë A-éìåãåî ìù α′: T → P

.ïåøçàä éàðúä éãé ìò ãéçé ïôàá øãâ»î α′ ù øéòð óåñáì

éæà ,(1) úà í�é÷îä óñåð âåæ àåä (T ′, τ ′) íà ,ïëàå .åìù úåãéçé úøøåâ (T, τ) âåæä ìù (1) äðåëúä :á.ã äøòä

.σ′ ◦ τ ′ = τ ù êë σ′: T ′ → T A-íæéôøåîåîåä í�é÷å σ ◦ τ = τ ′ ù êë σ: T → T ′ A-íæéôøåîåîåä í�é÷

ù P íå÷îá T øåáò (1) éàðúáù úåãéçéäî òáåð idT ◦ τ = τ íâå ìéàåä .σ′ ◦ σ ◦ τ = σ′ ◦ τ ′ = τ ,ïëì

.íéîæéôøåîåæéà íðä σ′ íâå σ íâ ,ïëì .σ ◦ σ′ = idT ′ ù òáåð äîåã ïô¹àá .σ′ ◦ σ = idT

ìù úéøåæðèä äìôëîä äæ A-ìåãåîì àø÷ðå M ⊗A N á T úà ïîñð (T, τ) âåæä ìù úåãéçéä úåá÷òá

éæà ,N ìù íéøöåé úöåá÷ äðä {yj | j ∈ J} å M ìù íéøöåé úöåá÷ àéä {xi | i ∈ I} íà .N å M

.M ⊗A N ìù íéøöåé úöåá÷ äðä {xi ⊗ yj | (i, j) ∈ I × J}

τ : M1×· · ·×Mr → P úåéøàðéì áø úå÷úòä íò ìéçúäì øùôà ,úåéøàðéìéá úå÷úòä íò ìéçúäì íå÷îá

:A-éìåãåî äîë ìù úéøåæðè äìôëî ìá÷ìå

úéøàðéì-áø ä÷úòäîå T A-ìåãåîî áëø»îä (T, α) âåæ í�é÷ éæà .A-éìåãåî M1, . . . , Mr åéäé :â.ã ïåèôùî

:äàáä äðåëúä úìòá τ : M1 ×Mr → P

α′: T → P ãéçé A-íæéôøåîåîåä í�é÷ α: M1 × · · · ×Mr → P úéøàðéì-áø ä÷úòä ìëìå P A-ìåãåî ìëì (2)

.α′ ◦ τ = α ù êë

.τ ◦ σ = τ ′ ù êë σ: T → T ′ ãéçé íæéôøåîåæéà í�é÷ éæà ,(2) éàðúä úà àåä óà í�é÷î (T ′, α′) âåæ íà ,ïë ìò øúé

:úåéøåæðè úåìôëî ïéá íééòáè íéøù÷ äîë ïúåð àáä ïåèôùîä

íéãéçé A-íéîæéôøåîåæéà íéî�é÷ éæà .A-éìåãåî M, N, P åéäé :ã.ã ïåèôùî

M ⊗A N → N ⊗A M (à)

(M ⊗N)⊗ P → M ⊗A (N ⊗A P ) → M ⊗A N ⊗A P (á)

(M ⊕N)⊗ P → (M ⊗ P )⊕ (N ⊗ P ) (â)

A⊗A M → M (ã)

ù ïôàá

x⊗ y → y ⊗ x ('à)

(x⊗ y)⊗ z 7→ x⊗ (y ⊗ z) 7→ x⊗ y ⊗ z ('á)
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.(x, y)⊗ z 7→ (x⊗ z, y ⊗ z) (â)

.a⊗ x 7→ ax (ã)

.äîàúäá

íéøöåéä ìò åæì åæ úåëåôä úå÷úòääù íéàøî ,ìàîù óâàì ïéîé óâàî ä÷úòä íéøéãâî íéø÷îäî ãçà ìëá :äçëåä

.íéîæéôøåîåæéà ïä úåéøå÷îä úå÷úòääù ïàëî .íéìåãåîä ìò íâ åæì åæ úåëåôä úå÷úòääù úåãéçéäî íé÷éñîå

M×N → M⊗N⊗P úéøàðéì-éáä ä÷úòäá ïðåáúðå z ∈ P øáàî àöð äæ êøöì .(á) éöç úà äîâHì çéëåð

êë A-éìåãåî ìù αz: M ⊗N → M ⊗N ⊗P íæéôøåîåîåä äøùî àéä .(x, y) 7→ x⊗y⊗ z éãé ìò úøãâ»îä

éãé ìò úòá÷ðä (M⊗N)×P → M⊗N⊗P úéøàðéì-éáä ä÷úòäá ïðåáúð äúò .αz(x⊗y) = x⊗y⊗z ù

äøåöäî t ìë øåáò αz+z′(t) = αz(t)+αz′(t) ,äîâHì .íéðúùîä éðùá úéøàðéì-éá åæ ä÷úòä .(t, z) → αz(t)

α: (M⊗N)⊗P → M⊗N⊗P íæéôøåîåîåä åæ ä÷úòä äøùî ,ïëì .t ∈ M⊗A N ìë øåáò íâ ïëìå x⊗y

.A-éìåãåî ìù

β(x⊗ y ⊗ z) = ù êë β: M ⊗A N ⊗A P → (M ⊗A N)⊗A P íæéôøåîåîåä øéãâð êåôää ïååëá

àéä ïäî úçà ìëù ïàëî .íéìåãåîä ìò íâ ïëìå íéøöåéä ìò åæì åæ úåëåôä β å α úå÷úòää .(x ⊗ y) ⊗ z

.íæéôøåîåæéà

åá åðä N øîåìë ,(A,B)-ìåãåî N å B-ìåãåî P ,A-ìåãåî M ,íéâåç B å A åéäé .íéìåôë íéìåãåî :ä.ã äøòä

b ∈ B ,a ∈ A ìëì a(by) = b(ay) åðééäã ,äæ íò äæ íéáù�éúî íéðáîä éðù B-ìåãåî íâå A-ìåãåî íâ úéðîæ

úéøàðéì-éá àéä (x, y) 7→ x ⊗ by ä÷úòää b ∈ B ìëì ,ïëàå .(A,B)-ìåãåî åðä M ⊗A N éæà .y ∈ N å

úåãéçéá ùåîù .x⊗ by ìò x⊗ y úà ÷éúòîä M ⊗A N → M ⊗A N íæéôøåîåîåä äøùî ïëìå A ì ñçéá

úà íéëôåä äîåã ïôàá .A ìù äìËòôä íò úáù�éúîä M ⊗A N ìò B ìù äìËòô äøéãâî ïëà åæ ä÷úòäù äàøî

:(A,B)-éìåãåî ìù àáä éòáèä íæéôøåîåæéàä ìù íéôâàä éðù áèéä íéøãâ»î äæá .(A,B)-ìåãåîì N ⊗B P

. (M ⊗A N)⊗B P ∼= M ⊗A (N ⊗B P )

.ïéîé óâà ìù x⊗ (y ⊗ z) øáàì øáòé ìàîù óâà ìù (x⊗ y)⊗ z øáàä

.(á)é.â ïåèôùîì åðàáäù äçëåäì äîåã íæéôøåîåæéàä úçëåä

:í�é÷úîå A-ìåãåî íâ åðä N éæà .B-ìåãåî N å A ìåãåî M ,B ìù âåç úú A äúò åéäé

(M ⊗A B)⊗B N ∼= M ⊗A N (3)

.(à)ã.ã ïåèôùî íò ä.ã äøòä úà óøöì øùôà äæ íæéôøåîåæéà çéëåäì éãë
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ä÷úòää éæà .A-éìåãåî ìù íéîæéôøåîåîåä β: N → N ′ å α: M → N ′ åéäé :å.ã äøòä

ãéçé íæéôøåîåîåä í�é÷ ïëì .úéøàðéì-éá M ′ ⊗A N ′ ì M ×N î (x, y) 7→ α(x)⊗ β(y)

γ: M ⊗A N → M ′ ⊗A N ′

.γ(x⊗ y) = α(x)⊗ β(y) í�é÷îä

(α′ ◦ α)⊗ íéîæéôøåîåîåää éæà íéîæéôøåîåîåä íä β′: N ′ → N ′′ å α′: M ′ → M ′′ ,äæì óñåðá íà

,ïëì .M ⊗N ìù x⊗ y íéøöåéä ìò íéãëìúî (α′ ⊗ β′) ◦ (α⊗ β) å (bet′ ◦ β)

. (α′ ◦ α)⊗ (β′ ◦ β) = (α′ ⊗ β′) ◦ (α⊗ β)

.íéçåèù íéìåãåî

:ïéîéî ú÷éHî úéøåæðèä äìôëîäù øîåà àáä ïåèôùîä

éäú :æ.ã ïåèôùî

M1
α−→ M2

β−→ M3 −→ 0 (4)

äøãñä íâ éæà .óñåð A-ìåãåî N éäé .A-éìåãåî ìù ú÷éHî äøãñ

M1 ⊗N
α⊗1−→ M2 ⊗A N

β⊗1−→ M3 ⊗A N −→ 0

.ú÷éHî äðä N ìù úåäæä ú÷úòä úà ïîñî 1 äáù

íæéôøåîéôà äøùî β ⊗ 1 ,ïëì .Im(α⊗ 1) ⊆ Ker(β ⊗ 1) ùå ìò äðä β ⊗ 1 ù úåàøì ì÷ :äçëåä

β ⊗ 1: (M2 ⊗A N)/Im(α⊗ 1) → M3 ⊗A N

íæéôøåîåîåä äðáð äæ êøöì .íæéôøåîåæéà àåä β ⊗ 1 ù úåàøäì ÷éôñî èôùîä úçëåä úà í�éñì éãë

ψ: M3 ⊗A N → (M2 ⊗A N)/Im(α⊗ 1) (5)

éãé ìò M3 ×N → (M2 ⊗A N)/Im(α⊗ 1) ä÷úòä øéãâð ìéâøë .β ⊗ 1 ì êåôä äéäéù

(x3, y) 7→ (x2 ⊗ y) + Im(α⊗ 1) (6)

ììâá) α(x1) = x2 − x′2 ù êë x1 ∈ M1 í�é÷ éæà ,β−1(x3) á óñåð øáà åðä x′2 íà .x2 ∈ β−1(x3) øùàá

ä÷úòää ,úåøçà íéìîá .(x2 ⊗ y) + Im(α ⊗ 1) = (x′2 ⊗ y) + Im(α ⊗ 1) ,ïëì .((4) äøãñä ìù ÷å�éãä

í�é÷îä (5) á åîë ψ íæéôøåîåîåä äøéãâî àéä ,ïëì .úéøàðéì-éá äðä åæ ä÷úòäù òáåð äæî .áèéä úøãâ»î (6)

.ùøãð�ë ,β ⊗ 1 ì êåôä ïëà ψ ù äìåò úåøãâääî .ψ(x3 ⊗ y) = (x2 ⊗ y) + Im(α⊗ 1)
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éôì .Z ⊗ Z/2Z ìù 2 ⊗ (1 + 2Z) øáàá ïðåáúð ,äîâHì .úåøéäæ ùøåã úåéøåæðè úåìôëîá ìåôÄèä :ç.ä äîâH

äðä Z ìò 2Z ìù 2x → x ä÷úòää éðù ãöî .0 ì ïëìå 1⊗ (2 + 2Z) ì äæ øáà äåù úéøåæðèä äìôëîä éììë

úà øéáòî äæ íæéôøåîåæéà .2Z⊗ Z/2Z ∼= Z⊗ Z/2Z íæéôøåîåæéà äøùî àéä ïëìå Z é�ìåãåî ìù íæéôøåîåæéà

íæéôøåîåæéàä úçú Z/2Z ì éôøåîåæéà ïåøçàä ìåãåîä .Z⊗ Z/2Z ìù 1⊗ (1 + 2Z) øáàì 2⊗ (1 + 2Z)

ìù øáà øåúá ñôàì äåù åðéà 2 ⊗ 1 + Z/2Z ,ïëì .1 + 2Z ì øáåò 1 ⊗ 1 + 2Z èøôá .x ⊗ y 7→ xy

.2Z⊗ Z/2Z

åì ùé íìåà äìôëîä êåúá ÷ø áèéä øãâ»î M ⊗A N úéøåæðè äìôëî ìù x ⊗ y øáàù äàøî åæ äîâH

.x úà ìéëîä M ìù ìåãåî úú åðä M0 íà M0 ⊗A N á úøçà úåòîùî

0 −→ Z α−→ Z ú÷éHîä äøãñá ïðåáúð ,ïëàå .ìàîùî ú÷éHî äðéà úéøåæðèä äìôëîäù äàøî íâ åæ äîâH

,ìéòì åðéàøù éôë ïëù ,ú÷éHî äðéà 0 −→ Z⊗Z/2Z α−→ Z⊗Z/2Z äøãñä úàæ úîåòì .α(x) = 2x äáù

.α(1⊗ (1 + 2Z)) = 2⊗ (1 + 2Z) = 0 íìåà Z⊗ Z/2Z á ñôàî äðåù 1⊗ Z/2Z

:íéàáä íéìå÷ùä íéàðúä éðùî ãçà í�é÷î àåä íà (flat) çåèù åðä N A-ìåãåîù øîàð

äøãñä íâ éæà ,A-é�ìåãåî ìù ú÷éHî äøãñ äðä 0 → M1 → M2 → M3 → 0 íà (1â)

0 → M1 ⊗A N → M2 ⊗A N → M3 ⊗A N → 0

.ú÷éHî

ìù ïåëù åðä α ⊗ 1: M1 ⊗A M1 → M2 ⊗A M2 íâ ,A-é�ìåãåî ìù ïåë´ù åðä α: M1 → M2 íà (2â)

.A-éìåãåî

:ïìäì çéëåðù éôë íéçåèù íéìåãåî ãéîú íðä íééøåè÷å íéáçøî

íäìù íéñéñá {wi | j ∈ J} å {vi | i ∈ I} åéäéå K äãù ìòî íééøåè÷å íéáçøî W å V åéäé :è.ã ïåèôùî

.V ⊗K W ìù ñéñá åðä {vi ⊗ wj | (i, j) ∈ I × J} éæà .äîàúäá

ä÷úòää .(i, j) ∈ I×J íäáù (vi, wj) úåâåæäî áëø»î åñéñáù K ìòî éøåè÷åä áçøîä úà Z á ïîñð :äçëåä

ïååëá ä÷úòä øéãâäì éãë .V ⊗K W êåúì Z î α úéøàðéì ä÷úòäì äáçøäì úðúð (vi, wj) → vi ⊗ wj

÷éúòðå w =
∑

j∈J bjwj øáàîå ñôà íìë èòîëù ai ∈ K íò V ìù v =
∑

i∈I aivi øáàî àöð êåôää

úéøàðéì ä÷úòä äøéãâî ïëìå Z êåúì V ×W î úéøàðéì-éá ä÷úòä éäåæ .
∑

i,j aibj(vi, wj) ì (v, w) úà

òáåð èøôá .íæéôøåîåæéà åðä íäî ãçà ìë ,ïëì .äæì äæ íéëåôä α′ å α ù òáåð úåøãâääî .α′: V ⊗K W → Z

.V ⊗K W ì ñéñá íé�åäî vi ⊗ wj íéøáàäù

.dim(V ⊗K W ) = dim(V ) dim(W ) éæà .K äãù ìòî íééøåè÷å íéáçøî W å V åéäé :é.ã äàöåú
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.çåèù K -ìåãåî åðä K äãù ìòî W éøåè÷å áçøî ìë :àé.ã äàöåú

êåúì V1 ⊗K W ìù úéòáèä ä÷úòääù úåàøäì åðéìò .K ìòî íééøåè÷å íéáçøî V1 ⊆ V2 åéäé :äçëåä

{vi | i ∈ I2} ñéñáì åúåà áéçøðå V1 ì {vi | i ∈ I1} ñéñá øçáð äæ êø�öì .úéëøò ãç ãç äðä V2 ⊗K W

,è.ã ïåèôùî éôì .W ìù {wj | j ∈ J} ñéñá øçáð ïë åîë .(ïøåö ìù äîìá ùîúùä) V2 ìù (I1 ⊆ I2 øùàá)

íðéà (i, j) ∈ I1 × J íøåáòù vi ⊗ wj íéøáàä ,èøôá .V2 ⊗K W ìù ñéñá åðä (vi ⊗ wj)(i,j)∈I2×J

.úéøàðéì íééåìú

.ñôà íì�ë èòîëå aij ∈ K øùàá
∑

(i,j)∈I1×J aijvi ⊗wj íåëñë äâöäì ïúð V1 ×W ìù u øáà ìë

.u = 0 ,ïëì .j ∈ J å i ∈ I1 ìëì aij = 0 ,úîãå÷ä ä÷ñôä éôì ,éæà ,V2×W á ñôàì äåù äæ øáà íà
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úåðî éìåãåîå úåðî éâåç .ä

:íééììë íééôåìç íéâåçì úåîìù íåçú ìù úåðîä äãù úéðá úà ìéìëäì ïú�ð

øîàð .ìôë úçú äøåâñ S íàå 1 ∈ S íà (multiplicative) úéìôÌ�ë äð�ëî A ìù S äöåá÷ úú .âåç A éäé

øæåç äæ ñçé u(s′a− sa′) = 0 ù êë u ∈ S í�é÷ íà äæì äæ íéìå÷ù S × A á (s′, a′) å (s, a) úåâåæ éðùù

í�é÷ øîåìë ,(s′′, a′′) âåæì ìå÷ù (s′, a′) ù çéðð (éáéèéæðøè=) àöåé íâ ñçéäù çéëåäì éãë .éøèîéñå (éáéñ÷ìôø=)

vs′′ á ïåùàøä ïåéåùä úà ìéôëð .vs′′a′ = vs′a′′ å us′a = usa′ ,éæà .v(s′′a′ − s′a′′) = 0 ù êë v ∈ S

S å ìéàåä .uvs′(s′′a − sa′′) = 0 ù ïàëî .uvs′s′′a = usvs′′a′ = uvss′a′′ ìá÷ì éãë éðùá ùîúùðå

.(s′′, a′′) ì ìå÷ù (s, a) ,ïëì .uvs′ ∈ S ,éìôë

øåáç øéãâð .úåìé÷ùä úå÷ìçî ìë úöåá÷ S−1A éäúå .as øáùë (s, a) âåæä ìù úåìé÷ùä ú÷ìçî úà ïîñð

:úìáRîä êøãá S−1A ìò ìôëå

a

s
+

a′

s′
=

as′ + a′s
ss′

a

s

a′

s′
=

aa′

ss′

úåéåìú ïðéà åìà úåøãâäù äàøî (úòâ�éî éë íà) úéúøâù ä÷éãá . 11 äéäé ãçàä åìàå 0
1 äéäé S−1A ìù ñôàä øáà

íò éôåìç âåç åðä S−1A ,ïëì .í�é÷ì íéëéøö âåçá ìôëå øåáçù íéììëä ìë úà íéî�é÷î ìôëäå øåáçäùå íéâö�éîá

.S ì ñçéá A ìù (ring of fractions) úåðîä âåç àø÷ð äæ âåç .äãéçé

.A ìù úåðîä äãù åðä S−1A éæà ,S = Ar{0} å úåîìù íåçú åðä A íà ,äîâHì

:úåàáä úåðåëúä (S−1A, σ) âåæì .σ(a) = a
1 éãé ìò øãâ»îä σ: A → S−1A éòáè íæéôøåîåîåä í�é÷

.S−1A á êéôä σ(s) éæà ,s ∈ S íà (1à)

.as = 0 ù êë s ∈ S í�é÷ éæà ,σ(a) = 0 íà (2à)

.s ∈ S àåäù äæéàå a ∈ A àåäù äæéà øåáò σ(a)σ(s)−1 äøåöä S−1A øáà ìëì (3à)

α′: S−1A → B ãéçé íæéôøåîåîåä í�é÷ α(S) ⊆ B× åøåáòù íéâåç ìù α: A → B íæéôøåîåîåä ìëì (4à)

.α ◦ α′ = σ ù êë

íéîòôì íéîùåø úàæ úåøîì .ïåë´ù åðéà σ: A → S−1A éæà ,ñôà é÷ìçî S á ùé íàù äìåò (2à) éàðúî

.σ(a) = 0 íà S−1A á a = 0 ù ìùîì íéøîåà äæ äø÷îá .a ë σ(a) úà

:à.ä úåàîâH

á S−1A úà íéðîñî äæ äø÷îá .úéìôë äöåá÷ äðä S = Ar{p} éæà .A âåç ìù éðåùàø ìàãéà p éäé .1

ùøÉôî ïôàá .Ap ìù σ(p) ìàãéàä úà pAp áå Ap

Ap =
{a

s
| a ∈ A, s ∈ Ar p

}
, pAp =

{a

s
| a ∈ p, s ∈ Ar p

}
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àåä pAp å éîå÷î âåç åðä Ap ù òáåð ïàëî .S−1A á a
s ì êåôä s

a ,ïëì .a /∈ p éæà ,as ∈ Apr pAp íà

.A/p ìù úåðîä äãù åðä Ap/pAp úåéøàùä äãù .åìù ãéçéä éaøîä ìàãéàä

.p á A ìù (localization) íew´î àø÷ð Ap ì A î øáòîä

.S−1A íå÷îá Af í¹ùøð äæ äø÷îá .S = {fn | n ≥ 0} éäéå f ∈ S éäé .2

.Z(p) ë íâ äæ âåç íéðîñî .p ì øæ n íäáù m
n úåðîä ìë âåç åðä Ap ,p = pZ å A = Z ù äø÷îá .3

ìù éîå÷îä âåçä .V á äãRð a éäú .K úéøáâìà øåâñ äãù ìòî Ωn á äòéøé ìù úåèðéãøåàå÷ä âåç K[x] éäé .4

:pa = {f(x) | f(a) = 0} éðåùàøä ìàãéàá K[x] ìù éîå÷îä âåçä àìà åðéà a á V

. K[x]a =
{f(x)

g(x
) ∈ f, g ∈ K[X], g(a) 6= 0

}

á (s′,m′) å (s,m) úåâåæ éðù øéãâð .ìåãåî M éäé .íéìåãåîì íéâåçî S−1A ìù äéðáä úà øéáòäì ïú�ð

.úåìé÷ù ñçé åäæ ïëàù íãå÷î åîë íéçéëåî .u(s′m − sm′) = 0 ù êë u ∈ S í�é÷ íà íéìå÷ùë S ×M

S−1M úà êôäðå S−1M á úåìé÷ùä úå÷ìçî óñà úà ïîñð ,ms øáùë (s,m) ìù úåìé÷ùä ú÷ìçî úà ïîñð

íà .S−1A á ìôëäå øåáçä úà åðøãâäù åæì äîåã êøãá S−1A éøáàá ìôëå øåáç øéãâðù éãé ìò S−1A-ìåãåîì

å S = {fn | n ≥ 0} ù äø÷îá .S−1M íå÷îá Mp ïåîéñá ùîúùð ,p éðåùàø ìàãéà øåáò S = Ar p

.S−1M íå÷îá Mf ïîñð f ∈ A

éãé ìò S−1α: S−1M → S−1N íæéôøåîåîåä íéøéãâî A-éâåç ìù α: M → N íæéôøåîåîåä ìëì

éæà ,A-éìåãåî ìù óñåð íæéôøåîåîåä åðä β: N → N ′ íà .(S−1α)(m
s ) = α(m)

s

:ú÷éHî S−1 äìËòôäù äàøî úéúøâù ä÷éãá .S−1(β ◦ α) = S−1β ◦ S−1α

äøãñä íâ éæà .A-éÅ-ìåãåî ìù ú÷éHî äøãñ L
α−→ M

β−→ N éäú :á.ä ïåèôùî

S−1L
S−1α−→ S−1M

S−1β−→ S−1N

.ú÷éHî

:úåéøåæðè úåìôëî úøæòá S−1A íéâåçäî S−1M íéìåãåîä úà ìá÷ì øùôà äùòîì

.S−1M ∼= S−1A⊗A M éòáè íæéôøåîåæéà í�é÷ éæà .A-ìåãåî M å úéìôë äöåá÷ S ,âåç A åéäé :â.ä ïåèôùî

éãé ìò ïúð´ú äëåôää ä÷úòää .ms 7→ 1
s ⊗m éãé ìò S−1M → S−1A ⊗A M ä÷úòä íéøéãâî :äçëåä

.as ⊗m 7→ am
s

:äàáä äàöåúä úà ïúåð â.ä å á.ä íéðåèôùîä ìù óåøö
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.çåèù A-ìåãåî åðä S−1A :ã.ä ïåèôùî

:úéøåæðèä äìôëîä íò úôìçúî S−1 úìòôä

ãéçé íæéôøåîåæéà í�é÷ éæà .A á úéìôë äöåá÷ S éäúå A-éìåãåî N å M åéäé :ä.ä ïåèôùî

α: S−1M ⊗S−1A S−1N → S−1(M ⊗A N)

.Ap -éìåãåîë Mp ⊗Ap Np
∼= (M ⊗A N)p éæà ,A ìù ìàãéà åðä p íà ,èøôá .α

(
m
s ⊗ n

t

)
= m⊗n

st í�é÷îä

.úåéîå÷î úåðåëú

ìàãéà ÷ø åá ùéù âåçì ,øúåé èåùô âåçì A úà øéáòî àåäù ïåøúéä ùé p éðåùàø ìàãéàá A âåç ìù íå÷´î�ì

ìù P äðåëúù øîàð .A ìù úåðåëú ìò íééîå÷îä íéâåçä ìù úåðåëúäî ãîìì øùôà íéãçà íéø÷îá .ãçà éáøî

p éðåùàø ìàãéà ìë øåáò (Mp ïéôåìçì) Ap øåáò äúåðåëðî íà (local) úéîå÷î äðä (íéìåãåî ïéôåìçì) íéâåç

:úåéîå÷î úåðåëúì úåàîâH úåðúåð úåàáä úåàöåúä .(M ïéôåìçì) A øåáò äúåðåëð úòáåð A ìù

:äæì äæ íéìå÷ù M A-ìåãåî ìò íéàáä íéàðúä :å.ä ïåèôùî

.M = 0 (à)

.p éðåùàø ìàãéà ìëì Mp = 0 (á)

.m éaøî ìàãéà ìëì Mm = 0 (â)

.smx = 0 ù êë sm ∈ Arm íé÷ éaøî m ìëì éæà .x ∈ M àåôà éäé .(à) øøåâ (â) ù çéëåäì ÷éôñî :äçëåä

A á íé-am íéî�é÷ ,úåøçà íéìîá .A úà øöåé íé-sm ä ,ïëì .íé-sm ä ìë úà ìéëîä éaøî ìàãéà í�é÷ ïéà ,èøôá

.x =
∑

amsmx = 0 ù òáåð ïàëî .
∑

amsm = 1 ù êë ñôà íì�ë èòîëù

éæà .A ìù úéìôë äöåá÷ úú S éäúå A-é�ìåãåî ìù íæéôøåîåîåä α: M → N éäé :æ.ä ïåèôùî

.S−1Ker(α) = Ker(S−1α) (à)

.S−1Im(α) = Im(S−1α) (á)

.S−1Coker(α) = Coker(S−1α) (â)

.(á.ä ïåèôùî) S−1 øåè÷ðåôä ìù ÷åéãä úøæòá åæ øçà åæá úåðòèä úà çëåä :äçëåä

.äæì äæ íéìå÷ù íéàáä íéàðúä éæà .A-é�ìåãåî ìù íæéôøåîåîåä α: M → N éäé :ç.ä ïåèôùî

.éëøò ãç ãç α (à)

.p éðåùàø ìàãéà ìëì éëøò ãç ãç αp: Mp → Np (á)
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.m éáøî ìàãéà ìëì αm: Mm → Nm (â)

ù ï�éöì ÷éôñî (à) øøåâ (â) ù çéëåäì éãë .ú÷éHî äìËòô åðä éðåùàø ìàãéàá íå÷´î éë (á) øøåâ (à) :äçëåä

.å.ä ïåèôùîá ùîúùäìå Ker(α)m = Ker(αm)

:"ìò" á "éëøò ãç ãç" íéôéìçî íà äðåëð úøàùð äðåøçàä äàöåúä

.äæì äæ íéìå÷ù íéàáä íéàðúä éæà .A-é�ìåãåî ìù íæéôøåîåîåä α: M → N éäé :è.ä ïåèôùî

.ìò α (à)

.p éðåùàø ìàãéà ìëì ìò α: Mp → Np (á)

.m éaøî ìàãéà ìëì ìò αm: Mm → Nm (â)

ìëìù êëáå æ.ä ïåèôùîá ùîúùäìå ú÷éHî äìËòô àåä íå÷´îù êëî åðéúåðòè úåòáåð ïàë íâ æ.ä ïåèôùî åîë :äçëåä

.Coker(α)m = Coker(αm) å í�é÷úî A ìù m éáøî ìàãéà

íàå A ìù úéìôë äöåá÷ úú àåä S íàù êëì áì íéùì êéøö úéîå÷î äðåëú àéä úåçéèùù ù çéëåäì éãë

éæà ,Ap-ìåãåî åðä M å A ìù éðåùàø ìàãéà àåä p íà ,èøôá .M = S−1M éæà ,S−1A-ìåãåî åðä M

.M = Mp

:M A-ìåãåî ìëì äæì äæ íéìå÷ù íéàáä íéàðúä :é.ä ïåèôùî

.çåèù A-ìåãåî åðä M (à)

.p éðåùàø ìàãéà ìëì çåèù Ap -ìåãåî åðä Mp (á)

.m éaøî ìàãéà ìëì çåèù Am -ìåãåî åðä Mm (â)

.úåðîä âåçì íéìàãéà ìù äáçøä

ìù ìàãéà àåä S−1a = {a
s | a ∈ a, s ∈ S} A ìù a ìàãéà ìëì .åá úéìôë äöåá÷ S å âåç A åéäé

:úåðåëú äîë ùé íéìàãéà ìù íå÷´îä úìËòÀô�ì .S−1A

:àé.ä ïåèôùî

úöåá÷ ìò éëøò ãç ãç ïôàá S ì íéøæä A ìù íééðåùàøä íéìàãéàä úöåá÷ úà ä÷éúòî p → S−1p äîàúää (à)

.Ap ìù íééðåùàøä íéìàãéàä

.íéðåùøùå íéëåúç ,úåìôëî ,íééôåñ íéîåëñ ú�éðá íò úôìçúî a 7→ S−1a äìËòôä (á)

S−1A ìù s
1 êéôää øáàä úà ìéëî S−1p éæà ,s ∈ S ∩ p øáà í�é÷ íà .A ìù éðåùàø ìàãéà p éäé :à úçëåä

t ∈ S í�é÷ ,ïëì . 11 = a
s ù êë s ∈ S å a ∈ p íéî�é÷ éæà ,S−1p = S−1A íà ,êôäì .S−1p = S−1A ,ïëìå

.S ∩ p 6= ∅ ù ïàëî .p ì êéù ïéîé óâà åìàå S ì êéù ìàîù óâà .su = au ù êë
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.xys′′t = ass′t ù êë t ∈ S í�é÷ éæà ,a ∈ p å s, s′, s′′ ∈ S øùàá x
s

y
s′ = a

s′′ å ,S∩p = ∅ íà ,äúò

.éðåùàø S−1p ù ïàëî .p ì ê�éù y åà x íéøáàä éðùî ãçà ,s′′, t /∈ p å ìéàåä

å A ìù éðåùàø ìàãéà àåä p = {a ∈ A | a
1 ∈ P} éæà ,S−1A ìù éðåùàø ìàãéà àåä P íà óåñáì

.a ∈ p ïëìå a
1 = s

1 · a
s ∈ P éæà ,s ∈ S å a ∈ A íò a

s ∈ P íà ,ïëàå .S−1p = P

A ìù íéìàãéàä íò úéëøò ãç ãç äîàúäá íéãîåò Ap ìù íéìàãéàä éæà .A âåç ìù éðåùàø ìàãéà p éäé :áé.ä äàöåú

.p á íéìëåîä
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úåîìù úåáçøä .å

úåãùá Z ìù íéîìùä íéøåâñä àìà íðéàù íéøôñî éâåç äø÷çî æëøîá äãéîòî íééøáâìàä íéøôñîä úøåú

íééôåìç íéâåç øåáò äæ àùåð ãîìð äæ óéòñá .úåîìù úåáçøäì äìåãâ úåáéùç ùé úéøáâìà äéøèîåàâá íâ .íéøôñî

.íäùìë

äøåöäî äàåùî í�é÷î àåä íà A ìòî (integral) í�ìºù x ù íéøîåà .B ìù øáà x å âåç úú A ,âåç B éäé

xn + a1x
n−1 + · · ·+ an = 0 (1)

.A ìòî íìù A ìù øáà ìë ,èøôá .ai ∈ A íéîã÷î íò

íò éôåì¤ç) âåç ìë ìòî íéøãâåî äèððéîøèãä âùåîå äöéøèîä âùåîù øéòð úåîìùä âùåî úà ï�éôàì éãë

I øùàá ,C̃C = det(C)I äçñ�ðä úà úî�é÷î C úéòåáø äöéøèî ìù C̃ úôø�öîä äöéøèîä ,èøôá .A (äãéçé

.[Lang, Algebra, 3rd Edition, p. 518] äãéçéä úöéøèî àéä

:åæì åæ úåìå÷ù úåàáä úåðòèä .x ∈ B å âåç úú A ,âåç B åéäé :à.å ïåèôùî

.A ìòî íìù x (à)

.A-ìåãåîë úéôåñ øöåð A[x] (á)

.A-ìåãåîë úéôåñ øöåðä B ìù C âåç úúá ìëåî A[x] (â)

.A-ìåãåîë úéôåñ øöåðä M ïîàð A[x]-ìåãåî í�é÷ (ã)

í�é÷úî r ≥ 0 ìëì ,éæà .ai ∈ A íéîã÷î íò (1) äàåùîä úà í�é÷î x ù çéðð :(á) øøåâ (à) úçëåä

,ïëì .k ≥ 0 ìëì xk ∈ ∑n−1
i=0 Axi ù äéö÷åãðàá òáåð ïàëî .xn+r = −a1x

n+r−1 − · · · − anxr

.A-ìåãåîë úéôåñ øöåð A[x] =
∑n−1

i=0 Axi

ù êë aij ∈ A íéî�é÷ 1 ≤ i ≤ n ìëì ,éæà .A[x]-ìåãåîë M ìù íéøöåé v1, . . . , vn åéäé :(à) øøåâ (ã) úçëåä

.øLðåø÷ ìù àúìãä àåä δij øùàá ,i = 1, . . . , n ,
∑n

j=1(δijx − aij)vj = 0 ,ïëì .xvi =
∑n

j=1 aijvj

øãñî C = (δijx− aij)1≤i,j≤n äöéøèîá ïðåáúð .vj àåä äìù é-j ä áéëøîäù n äá�âî äãåîòä úà v á ïîñð

(èôùîä éðôì ïåéãä éôì) ìá÷ì éãë C̃ úôø�öîä äöéøèîá ìàîùî Cv = 0 úåöéøèîä ïåéå´ù úà ìéôëðå n × n

.det(C) = 0 ,ïîàð A[x]-ìåãåî àåä M å ìéàåä .det(C)M = 0 ,ïëì .j = 1, . . . , n ,det(C)vj = 0

.x øåáò (1) äøåöäî äàåùîå (aij)1≤i,j≤n äöéøèîä ìù éðéô¸àä íåðéìåôä úà ïúåð äèððéîøèãä çåúô

A[x1, . . . , xn] éæà ,A ìòî íìù xi íéøáàäî ãçà ìë íà .x1, . . . , xn ∈ B å âåç úú A ,âåç B éäé :á.å äàöåú

.A-ìåãåîë úéôåñ øöåð

íâ íìù xn å ìéàåä .A-ìåãåîë úéôåñ øöåð A[x1, . . . , xn−1] ù úðúåð n ìò äéö÷åãðà :äçëåä
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,ïëì .(à.å ïåèôùî) A[x1, . . . , xn−1]-ìåãåîë úéôåñ øöåð A[x1, . . . , xn] âåçä ,A[x1, . . . , xn−1] ìòî

.A-ìåãåîë íâ úéôåñ øöåð A[x1, . . . , xn]

.A úà óé÷îä C ìù A′ âåç úú äåäî A ìòî íéîìùä B ìù íéøáàä óñ¹à .B âåç ìù âåç úú A éäé :â.å äàöåú

,à.å ïåèôùî éôì ,ïëì .A-ìåãåîë úéôåñ øöåð A[x, y] âåçä éæà .A ìòî íéîìù C ìù íéøáà x, y åéäé :äçëåä

.A ìòî íéîìù xy å x + y

úåîìùÌÄá øåâñ A ù øîàð ,A′ = A íà .B á A ìù íìùä øÛâñä àø÷ð â.å äàöåúá øëæ�ðä A′ âåçä

.A ìòî (integral) í�ìù B ù øîàð A′ = B íà .B á (integrally closed)

:àöåé "ìòî íìù úåéäì" ñçéäù úøîåà äàáä äàöåúä

.A ìòî íìù C éæà .B ìòî íìù C å A ìòî íìù B ù çéðð .íéâåç A ⊆ B ⊆ C åéäé :ã.å äàöåú

A[x] ,èøôá .bi ∈ B íéøáà íò xn + b1x
n−1 + · · · + b0 = 0 äøåöäî ïåéåù í�é÷î x ∈ C ìë :äçëåä

,ïëì .(á.å äàöåú) A ìòî úéôåñ øöåð A[b1, . . . , bn] ,A ìòî íìù B å ìéàåä .A[b1, . . . , bn] ìòî úéôåñ øöåð

.A ìòî íìù x ,à.å ïåèôùî éôì .A ìòî úéôåñ øöåð A[x]

.B á úåîìùá øåâñ A′ éæà .B á A ìù íìùä øÛâñä A′ å íéâåç A ⊆ B åéäé :ä.å äàöåú

.A′ ì ê�éù ù ïàëî .A ìòî íìù x ,ã.å äàöåú éôì éæà ,A′ ìòî íìù B ìù x øáà íà :äçëåä

:úåðî éâåçìå úåðîì øáòîá øîùð "ìòî íìù úåéäì" ñçéäù äàøî äàáä äàöåúä

.A âåç ìòî íìùä âåç B éäé :å.å ïåèôùî

.A/a ìòî íìù B/b éæà .a = b ∩B å B ìù ìàãéà b åéäé (à)

.S−1A âåçä ìòî íìù S−1B âåçä éæà .A ìù úéìôë äöåá÷ úú S éäú (á)

,ïëì .xn + a1x
n−1 + · · ·+ an = 0 ù êë a1, . . . , an ∈ A íéî�é÷ éæà .s ∈ S å x ∈ B éäé :á úçëåä

.

(
x

s

)n

+
a1

s

(
x

s

)n−1

+ · · ·+ an

sn
= 0

.S−1A ìòî íìù x
s ,øîåìë

.äi�ìÂò§ä èôùî

B ù äø÷îá .A ìù éðåùàø ìàãéà åðä q ∩ A éæà ,B ìù éðåùàø ìàãéà àåä q íà .íéâåç A ⊆ B åéäé

:ïìäì äàøðù éôë ,øúåé ÷åãä A ìù íééðåùàøä íéìàãéàä ïéáì B ìù íééðåùàøä íéìàãéàä ïéá øù÷ä ,A ìòî íìù
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.äãù A íà ÷ø íà äãù B éæà .A ìòî íìù B ù çéðð .úåîìù éîåçú A ⊆ B åéäé :æ.å ïåèôùî

ù êë a1, . . . , an ∈ A íéî�é÷ éæà .B ìù ñôàî äðåù øáà x éäé .äãù A ù íãå÷ çéðð :äçëåä

ïàëî .x−1 = a−1
n (xn−1 + a1x

n−2 + · · ·+ an) ∈ B ,ïëì .an 6= 0 å xn + a1x
n−1 + · · ·+ an = 0

.äãù B ù

ù êë a1, . . . , an ∈ A íéî�é÷ ,ïëì .x−1 ∈ B ,éæà .x 6= 0 ,x ∈ A éäéå äãù B ù çéðð ,êôäì

.x−1 = −(a1x + · · ·+ anxn−1) ∈ A ,ïëì .x−n + a1x
−n+1 + · · ·+ an = 0

ìòî çðåî q ù øîàð) p = q ∩ A ïîñðå A ìòî íìù B ù çéðð .B ìù ìàãéà q å íéâåç A ⊆ B åéäé :ç.å äàöåú

.éáøî p íà ÷øå íà éáøî q ,éæà .(p

äãù B/q ,æ.å äàöåú éôì .úåîìù éîåçú íðä åìà íéâåç éðù .åéìòî íìùå A/p úà óé÷·î B/q äðîä âåç :äçëåä

.éáøî p íà ÷øå íà éáøî q ,ïëì .äãù A/p íà ÷øå íà

.q∩A = q′∩B ù çéðð .B ìù íééðåùàø íéìàãéà q ⊆ q′ åéäé .A ìòî íìù B ù êë íéâåç A ⊆ B åéäé :è.å äàöåú

.q = q′ ,éæà

å qBp íééðåùàøä íéìàãéàä ìù êåúçä .pAp éáøîä ìàãéàä ìòá Ap éîå÷îä âåçä ìòî íìù Bp âåçä :äçëåä

ù òáåð ïàëî .qBp = q′Bp ,ïëì .íééaøî q′Bp íâå qBp íâ ,ç.å äàöåú éôì ,ïëì .pAp ì äåù Ap íò q′Bp

.q = q′

çðåîä B ìù q éðåùàø ìàãéà í�é÷ éæà .A ìòî íìù B ù çéðð .A ìù éðåùàø ìàãéà p å íéâåç A ⊆ B åéäé :é.å èôùî

.p ìòî

éôåìçä íéùøúá ïðåáúð :äçëåä

Ap
// Bp

A

α

OO

// B

β

OO

ìàãéàä ìòá Ap éîå÷îä âåçä ìòî íìù Bp âåçä .úåìëä íðä íéðæ»àîä íéö¤çäå úåìéâøä úå÷úòää ïä β å α åáù

.n∩Ap = pAp ,ïëì .Ap ìù éáøî ìàãéà åðä n∩Ap ,ç.å äàöåú éôì .Bp ìù n éáøî ìàãéà øçáð .pAp éáøîä

.p ìòî çðåîä B ìù éðåùàø ìàãéà åðä q = β−1(n) ,ïëì

íéìàãéà ìù äðåúð äøãñî åá íéìåòù ïåéë (going up thoerem) "äéìòä èôùî" àø÷ð àáä èôùîä

.øúåé íéìåãâ íéìàãéà úøãñì íééðåùàø
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åéäéå A ìù íééðåùàø íéìàãéà p1 ⊆ · · · ⊆ pn åéäé .A ìòî íìù B ù êë íéâåç A ⊆ B åéäé :àé.å èôùî

íééðåùàø íéìàãéà íéî�é÷ éæà .i = 1, . . . , m øåáò pi = qi ∩ A ù êë B ìù íééðåùàø íéìàãéà q1 ⊆ · · · ⊆ qm

.i = m + 1, . . . , n øåáò qi ∩A = pi å qm ⊆ qm+1 ù êë qm+1 ⊆ · · · ⊆ qn

p̄2 éäéå .B̄ = B/q1 å Ā = A/p1 ïîñð .n = 2 å m = 1 åáù äø÷îá ïåãì ÷éôñîù äàøî äéö÷åãðà :äçëåä

ìù q2 äëåôää äðåîúä .p̄2 ìòî çðåîä q̄2 éðåùàø ìàãéà åì í�é÷ ,Ā ìòî íìù B̄ å ìéàåä .Ā á p2 ìù äðåîúä

.p2 ìòî çðåîäå q1 úà óé÷îä éðåùàø ìàãéà äéäú B á q̄2

.äãéøé èôùî

íéìàãéà øåáò äãéøé èôùî íâ ,äéìòä èôùîì óñåð ,íéî�é÷î øçàä ìòî íìù íäî ãçàù úåîìù éîåçú

.íééðåùàø

:(á)å.å ïåèôùî úà óéøçð úéùàø

øÛâñä åðä S−1A′ éæà .A ìù úéìôë äöåá÷ úú S å B á A ìù íìùä øÛâñä A′ ,íéâåç A ⊆ B åéäé :é.å ïåèôùî

.S−1B á S−1A ìù íìùä

ù êë s ∈ S å b ∈ B åéäé ,ïëàå .S−1B á úåîìùá øåâñ S−1A′ ù çéëåäì ÷éôñî ,(á)å.å ïåèôùî éôì :äçëåä

ù êë t1, . . . , tn ∈ S å a1, . . . , an ∈ A àåôà íéî�é÷ .S−1A ìòî íìù b
s

.

(
b

s

)n

+
a1

t1

(
b

s

)n−1

+ · · ·+ an

tn
= 0

äøåöäî ïåéåù ìá÷ì éãë (st)n á ïåøçàä ïåéåùä úà ìéôëðå t = t1 · · · tn ïîñð

(tb)n + a′1(tb)
n−1 + · · ·+ a′n = 0

. bs = tb
ts ∈ S−1A′ ,ïëì .tb ∈ A′ ù ìá÷ð ,B á úåîìùá øåâñ A′ å ìéàåä .a′i ∈ A íéîã÷î íò

øåâñ Z ,äîâHì .åìù úåðîä äãùá øåâñ A íà (integrally closed) úåîìùÌÄá øåâñ äð�ëî A úåîìù íçú

âåç ,èøôá .úåîìùá øåâñ A éæà ,úéëøò ãç úå÷éøô ìòá úåîìù íåçú åðä A íà ,øúåé éììë ïôàá .Q á úåîìùá

..úåîìùá øåâñ åðä K äãù ìòî K[X1, . . . , Xn] íéîåðéìåôä

ù êë a1, . . . , an ∈ A íéî�é÷ù çéðð .A ìù äæì äæ íéøæ ñôàî íéðåù íéøáà x, y åéäé ,ïëàå

.

(
x

y

)n

+ a1

(
x

y

)n−1

+ · · ·+ an = 0

ù òáåð äðåøçàä äàåùîäî .p ÷éøô éà íøåâ åì ùé ,êéôä åðéà y íà .xn + a1yxn−1 + · · ·+ anyn = 0 ,ïëì

.çéëåäì äéäù éôë ,xy ∈ A ,ïëìå êéôä y ù òáåð åæ äøéúñî .p|x ïëìå p|xn

:úåîìù éîåçú øåáò úéîå÷î äðåëú àéä úåîìùá øåâñ úåéäìù øáúñî
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.A ìù íééáøîä íéìàãéàä ìë ìò øáåò m øùàë Am íéâåçä ìù êåúçì äåù A éæà .úåîìù íåçú A éäé :àé.å ïåèôùî

íéîé÷ ,å.ä ïåèôùî úçëåäá åîë .smx ∈ A ù êë sm ∈ Arm í�é÷ éæà .x ∈ Am ,éáøî m ìëìù çéðð :äçëåä

.x =
∑

amsmx ∈ A ,ïëì .
∑

amsm = 1 ù êë ñôà íì�ë èòîëù am ∈ A

:åæì åæ úåìå÷ù A úåîìù íåçú ìù úåàáä úåðåëúä :áé.å ïåèôùî

.úåîìùá øåâñ A (à)

.A ìù p éðåùàø ìàãéà ìë øåáò úåîìùá øåâñ Ap (á)

.A ìù m éáøî ìàãéà ìë øåáò úåîìùá øåâñ Am (â)

,éæà .A ìòî íìù K ìù x øáàù çéðð .(éáøî m íò Am ìë ìùå) A ìù úåðîä äãù K éäé :(à) øøåâ (â) úçëåä

.x ∈ A ù òáåð àé.å ïåèôùî î .x ∈ Am ,úåîìùá øåâñ Am å ìéàåä .Am ìòî íìù x ,m éáøî ìàãéà ìë øåáò

:ãç�éî äø÷îá é.å èôùî úà äîéìùî äàáä äàöåúä

øÛâñä B éäéå K ìù úéìîøåð äáçøä L éäú .A ìù úåðîä äãù K éäéå úåîìùá øåâñ úåîìù íåçú A éäé :âé.å ïåèôùî

øåâñ A ù çéðð .A ìù p éðåùàøä ìàãéàä åúåà ìòî íéðëåùä B ìù íééðåùàø íéìàãéà q′ å q åéäé .L á A ìù íìùä

.σq = q′ ù êë σ ∈ Aut(L/K) í�é÷ éæà .K ìòî éìîøåð L å A ìòî íìù B ,úåîìùá

:íéø÷î éðùì äçëåää úà ãéøôð :äçëåä

q′ 6⊆ σq ,è.å äàöåú éôì .σ ∈ Aut(L/K) ìëì q′ 6= σq ù äìéìùá çéðð .[L : K] < ∞ :à äø÷î

øçáð .q′ 6⊆ ⋃
σ∈Aut(L/K) σq ù (à)âé.à ïåèôùîî òáåð ,éôåñ Aut(L/K) å ìéàåä .σ ∈ Aut(L/K) ìëì

éæà .x ∈ q′r
⋃

σ∈Aut(L/K) σq

.τ ∈ Aut(L/K) ìëì τx /∈ q (2)

char(K) > 0 íà p = char(K) øùàá ,x ìù äîøåðä y = NormL/Kx =
( ∏

τ∈Aut(L/K) τx
)pk

éäú

òáåð äàåìâ úøåúî .(L/K ìù úåãéøôä éà úìòîì äåùä) íéàúî éòáè øôñî k å char(K) = 0 íà p = 1 å

.y ∈ A ,úåîìùá øåâñ y å ìéàåä .A ìòî íìù y íâ ,ïëìå A ìòî íìù τx íéøáàäî ãçà ìë ,ïë åîë .y ∈ K ù

åæ äøéúñ .(2) ì äøéúñá ,τx ∈ q ù êë τ ∈ Aut(L/K) í�é÷ ïëìå y ∈ q ,ïëì .y ∈ q′ ∩ A = p ù ïàëî

.K ìòî äæì äæ íéãåîö q′ å q ù äçéëåî

äáçøä äðä E íøåáòù (E, σ) úåâåæä ìë ìù E äöåá÷á ïðåáúð .àéäùìë úéìîøåð äáçøä L/K :á äø÷î

äðéà åæ äöåá÷ .σ(q ∩E) = q′ ∩E í�é÷îä Aut(L/K) ìù øáà åðä σ å L á úìëåîä K ìù úéôåñ úéìîøåð

åðøãâä äæá .σ′|E = σ å E ⊆ E′ íà E á úåâåæ éðù øåáò (E, σ) ≤ (E′, σ′) í¹ùøð .(K, id) ∈ E ïëù ä÷éø
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E′ úéôåñ äáçøä E ì úî�é÷ éæà ,E 6= L íà .E ìù (E, σ) éáøî øáà úðúåð ïøåö ìù äîìä .E ìò é÷ìç øãñ

íä q′ ∩ E′ å σ(q ∩ E′) éæà .E′/K ìù σ íæéôøåîåèåàì σ úà áéçøð .K ìòî úéìîøåð àéäù L á úìëåîä

τ ∈ Aut(E′/E) ïúåð à äø÷î .q′ ∩E ìòî íéçðåîä E ∩B ìù E′ ∩B íìùä øåâñä ìù íééðåùàø íéìàãéà

øáà åðä (E′, τσ) ,éæà .τ á àåä óà ïîËñéù Aut(L/K) ìù øáàì τ úà áéçøð .τσ(q ∩ E′) = q′ ∩ E ù êë

.ù÷Ëáîë ,σq = q′ ùå E = L ù äçéëåî (E, σ) ìù úåéaøîì åæ äøéúñ .(E, σ) î ùîî ìåãâä E ìù

p2 ⊆ p1 åéäé .åéìòî íìùå A úà óé÷îä âåç B éäéå úåîìùá øåâñ úåîìù íåçú A éäé :(äãéøéä èôùî) ãé.å èôùî

çðåîå q1 á ìëåîä q2 éðåùàø ìàãéà B ì í�é÷ éæà .p1 ìòî çðåîä B ìù éðåùàø ìàãéà q1 éäéå A ìù íééðåùàø íéìàãéà

.p2 ìòî

.B ⊆ A′ éæà .L′ á A ìù íìùä øÛâñä úà A′ á ïîñðå L úà äôé÷·îä K ìù L′ úéìîøåð äáçøä øçáð :äçëåä

ì í�é÷ êëì óñåðá .i = 1, 2 ,q′i ∩ A = pi ù êë A′ ìù q′2 ⊆ q′1 íééðåùàø íéìàãéà íéî�é÷ äéìòä èôùî éôì

ù êë σ ∈ Aut(L′/K) ïúåð áé.å ïåèôùî .p1 ìòî íâ ïëìå (é.å èôùî) q1 ìòî çðåîä q′′1 éðåùàø ìàãéà A′

çðåîäå q1 á ìëåîä B ìù éðåùàø ìàãéà àåä q2 ù ìá÷ì éãë q2 = q′′2 ∩ B å q′′2 = σq′1 ïîñð .q′′1 = σq′1

.ùøãðë ,p2 ìòî

.úåîìùá àåä óà øåâñ úåîìùá øåâñ úåîìù íåçú ìòî íéîåðéìåôä âåçù äàøð óåñáì

,fg ∈ A[X] íà .íéð÷»úî íéîåðéìåô f, g ∈ K[X] å K úåðî äãù ìòá úåîìùá øåâñ úåîìù íåçú A éäé :åè.å äîì

.f, g ∈ A[X] éæà

ìù äìôëîì g ìùå f ìù íé÷åøôä g(X) =
∏n

j=1(X − yj) å f(X) =
∏m

i=1(X − xi) åéäé :äçëåä

ïàëî .A á åéîã÷îù fg ï÷»úîä íåðéìåôä ìù ùøù àåä yj å xi íéøáàäî ãçà ìë éæà .K̃ ìòî íééðåùàø íéîøåâ

íéîìù íä ïëìå x1, . . . , xm á íéîìù íéîã÷î íò íéîåðéìåô íä f ìù íéîã÷îä .j å i ìëì íéîìù xi, yj ù

.g ∈ A[X] ù íéàøî äîåã ïôàá .A ì íâ íéë�éù íä ïëìå K ì íéë�éù åìà íéîã÷î éðù ãöî .A ìòî

.úåîìùá øåâñ úåîìù íåçú åðä A[X] íâ éæà .úåîìùá øåâñ úåîìù íåçú A éäé :æè.å ïåèôùî

÷éôñî ,úåîìùá øåâñ K[X] å ìéàåä .A[X] ìù úåðîä äãù àåä K(X) éæà .A ìù úåðîä äãù K éäé :äçëåä

êë g0, . . . , gn−1 ∈ A[X] íéî�é÷ ,ïëàå .A[X] ì ê�éù A[X] ìòî íìù àåäù f ∈ K[X] øáà ìëù úåàøäì

ïîñðå deg(f),deg(g0), . . . , deg(gn−1) î ìåãâä éòáè r øçáð .fn + gn−1f
n−1 + · · · + g0 = 0 ù

h0, . . . , hn−1 ∈ A[X] íéî�é÷ ,ïëì .(p+Xr)n +gn−1(p+Xr)n−1 + · · ·+g0 = 0 éæà .p = f−Xr

äøåöá íâ í¹ùøð ïåøçàä ïåéåùä úà .pn + hn−1p
n−1 + · · ·+ h0 = 0 ù êë

p(pn−1 + hn−1p
n−2 + · · ·+ h1) = −h0 (2)
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òáåð r úøéçáî .deg(p) = r ,äæëù øåúá .K á íéîã÷î íò íåðéìåôë (2) ìù ïéîé óâàá íéîøåâäî ãçà ìë äàøð

ù n− 2 ì 1 ïéá i ìëì

. deg(hn−i+1p
n−i) = deg(hn−i+1) + (n− i)r < r + (n− 2)r = deg(pn−1)

p ∈ A[X] ,èøôá .A[X] ì ê�éù íäî ãçà ìëù òáåð ,åè.å äîìî .ï÷»úî (2) ìù ïéîé óâàá íéîøåâäî ãçà ìë ,ïëì

.f ∈ A[X] íâ ïëìå
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ä�ëTÂò§ä é�âeç .æ

A úà íéôé÷·îä F ìù äëøòää éâåç ìë êåúçì äåù åúåà óé÷îä F äãùá A úåîìù íåçú ìù íìùä øÛâñä

çúôð äæ óéòñá .äëøòä éâåç ìù äáçøää èôùîî äàöåú åðä (å.æ äàöåú) èøáìä ìù íéñôàä èôùî (â.æ äàöåú)

.åðøëæäù úåàöåúä éúù úà çéëåäì ìëåðù ïôàá äëøòä éâåç ìù âùåîä úà äøö÷á

,x ∈ K× ìëì íà (valuation ring) äëøòä âåç àåä B ù øîàð .K úåðî äãù íò úåîìù íåçú B éäé

.x−1 ∈ B åà x ∈ B

.K úåðî äãù íò äëøòä âåç B éäé :à.æ ïåèôùî

.éîå÷î âåç åðä B (à)

ìàãéàá ìëåî B′ ìù éáøîä ìàãéàä ,ïë ìò øúé .äëøòä âåç åðä B′ éæà ,K á ìëåîå B úà óé÷îä âåç àåä B′ íà (á)

.B ìù éáøîä

.úåîìùá øåâñ B (â)

øåâñ m ù äàøð ìë íãå÷ .ìàãéà àåä m ù úåàøäì åðéìò .B ìù íéëéôä àìä íéøáàä ìë úöåá÷ m éäé :à úçëåä

,äúò .(bx)−1 /∈ B íâ ,ïëìå x−1 = b(bx)−1 éæà ,ñôàî íéðåù b ∈ B å x ∈ m íà ,ïëàå .B éøáàá ìôë úçú

.x+y = x(1+x−1y) ∈ m ,åðçëåäù äðòèä éôì ,ïëì .x−1y ∈ B ù çéðäì ìëåð ,ñôàî íéðåù x, y ∈ B íà

.xn +b1x
n−1 + · · ·+bn = 0 ù êë b1, . . . , bn ∈ B àåôà íéî�é÷ .B ìòî íìùä K ìù øáà x éäé :â úçëåä

.x ∈ B ïëì .äøéúñ ,x = −(b1 + · · ·+ bnx−(n−1)) ∈ B ïëìå x−1 ∈ B äéä ,x /∈ B äéä åìà

å úéøáâìà øåâñ äãù Ω ,A úà óé÷·îä äãù F ,úåîìù íåçú A åéäé :(ä�ìÈá¶ù ìù äáçøää èôùî) á.æ èôùî

ù êë α úà áéçøîä β: B → Ω íæéôøåîåîåäå A úà óé÷îä F ìù B äëøòä âåç í�é÷ éæà .íæéôøåîåîåä α: A → Ω

.B ìù éáøîä ìàãéàä åðä Ker(β)

:íé÷ìç äîëì äçëåää úà ÷ìçð :äçëåä

å A úà óé÷îä F ìù âåç úú åðä A′ íäáù (A′, α′) úåâåæä ìë óñ¹à úà ïîñð .ïøåö ìù äîìä úìòôä :à ÷ìç

øéãâðù éãé ìò é÷ìç ïôàá A úà øãñð .A ì ê�éù (A, α) âåæä .A á α úà áéçøîä íæéôøåîåîåä åðä α′: A′ → Ω

ìù äîìä éôì ,ïëì .A ì ê�éù A á úøùøù ìù ãåçà .α′ úà áéçøî α′′ å A′ ⊆ A′′ íà (A′, α′) ≤ (A′′, α′′)

.(B, β) éaøî øáà A á ùé ,ïøåö

íåçú àåä β(B) âåçä ,Ω ì é÷ìç âåç øåúá .B ìù éaøîä ìàãéàä åðä m = Ker(β) å éîå÷î âåç åðä B :á ÷ìç

βm: Bm → Ω íæéôøåîåîåäì β úà áéçøð .Bm éîå÷îä âåçá ìëåî B å éðåùàø ìàãéà åðä Ker(β) ,ïëì .úåîìù

ìàãéàä åðä m = mBm å B = Bm ,éaøî (B, β) å ìéàåä .s ∈ Brm å b ∈ B ìëì βm

(
b
s

)
= β(b)

β(s) éãé ìò

.åìù éaøîä
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á íéîåðéìåôä ìë óñà àåä m[x] ù øéòð .m[x−1] 6= B[x−1] åà m[x] 6= B[x] éæà ,x ∈ F íà :â ÷ìç

íéî�é÷ éæà .m[x−1] = B[x−1] å m[x] = B[x] ù äìéìùá çéðð .(x /∈ m[x] èøôá) m á íéîã÷î íò x

ù êë a′0, . . . , a
′
n, a0, . . . , am ∈ m

1 = a0 + a1x + · · ·+ amxm (1a)

1 = a′0 + a′1x
−1 + · · ·+ a′nx−n (1b)

ïåùàøä øáàä úà øéáòðå xm á (1b) úà ìéôëð .m ≥ n ù çéðð ïë åîë .(1) äâöää íò íééøòæî n å m ù çéðð

B á êéôä 1− a′0 ù òáåð ,a′0 ∈ m ù êëî .(1− a′0)x
m = a′1x

m−1 + · · ·+ a′nxm−n :äìàîù ïéîé óâàá

íà .xm = (1 − a′0)
−1a′1x

m−1 + · · · + (1 − a′0)
−1xm−n ,ïëì .(éîå÷î B ù êëá íéùîúùî åðà ïàë)

.åðúðòè úà úøøåâ åæ äøéúñ .m ìù úåéøòæîì äøéúñ äâöä ìá÷ð (1a) á xm ì äæä éåèáä úà áéöð

øçáð .B[x] âåçä ìù úåàð ìàãéà àåä m[x] ù ,â ÷ìç éôì ,çéðð .x ∈ F× éäé .F ìù äëøòä âåç åðä B :ã ÷ìç

áéçøäì ïú�ð ïëì .K̄ = β(B) ïîñð .m′ ∩B = m ,éáøî m å ìéàåä .m[x] úà óé÷îä B[x] ìù m′ éaøî ìàãéà

K̄[x̄] äéä àì ,K̄ ìòî äìòð x̄ äéä åìà .x̄ = β′(x) åáù K̄[x̄] äãù ìò B[x] ìù β′ íæéôøåîåîåäì β úà

íæéôøåîåîåää .γ′: K̄[x̄] → Ω K̄-ïåëù í�é÷ ,úéøáâìà øåâñ Ω å K̄ ⊆ Ω å ìéàåä .K̄ ìòî éøáâìà x̄ ïëì .äãù

B ù òáåð ïàëî .x ∈ B ù ïëìå B[x] = B ù òáåð (B, β) ìù úåéáøîäî .β úà áéçøî γ′ ◦ β′: B[x] → Ω

.F ìù äëøòä âåç àåä

êåúçä åðä A′ éæà .K á A ìù íìùä øÛâñä úà A′ á ïîñð .A úà óé÷îä äãù F å úåîìù íåçú A éäé :â.æ äàöåú

.A úà íéôKîä F ìù äëøòää éâåç ìë ìù

B å ìéàåä .A úà óé÷îä F ìù B äëøòä âåç ìë ìòî íìù ïëìå A ìòî íìù x éæà .A′ ìù øáà x éäé :äçëåä

.x ∈ B ,((â)à.æ ïåèôùî) úåîìùá øåâñ

a0, . . . , an−1 ∈ A íéî�é÷ åéä úøçà) x /∈ A[x−1] éæà .A ìòî íìù åðéàù F ìù øáà x éäé ,êôäì

.(äçðäì äøéúñá ,xn = a0x
n−1 + · · · + an−1 ,ïëì .x = a0 + a1x

−1 + · · · + an−1x
−(n−1) ù êë

øåâñä úà K̃ á ïîñð .x−1 úà ìéëîä A[x−1] ìù p éaøî ìàãéà àåôà í�é÷ .A[x−1] á êéôä åðéà x−1 ,ïëì

ìù B äëøòä âåç ïúåð á.æ èôùî .äðîä ú÷úòä úà α: A[x−1] → K̃ áå A[x−1]/p äãùä ìù éøáâìàä

íéìá÷î åðééä ,x ∈ B äéä åìà .α úà áéçøîä β: A[x−1] → K̃ íæéôøåîåîåäå A[x−1] úà óé÷îä F

.x /∈ A′ ïëìå Bx /∈ ïëì .äøéúñ ,1 = β(1) = β(x · x−1) = β(x)β(x−1) = β(x) · 0 = 0

Ω úéøáâìà øåâñ äãù êåúì A ìù íæéôøåîåîåä ìë éæà .A ìòî íìùä úåîìù íåçú B å úåîìù íåçú A éäé :ã.æ äàöåú

.Ω êåúì B ìù íæéôøåîåîåäì äáçøäì ïú�ð
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.F = Quot(B) á A ìù A′ íìùä øÛâñá ìëåî B ù òáåð äçðääî .íæéôøåîåîåä α: A → Ω éäé :äçëåä

,â.æ äàöåú éôì .α úà áéçøîä γ: O → Ω íæéôøåîåîåäå F ìù O äëøòä âåç ïúåð ä�ìÈá¶ù ìù äáçøää èôùî

.α úà áéçøîä Ω êåúì B ìù íæéôøåîåîåä åðä β = γ|B ,ïëì .A′ ⊆ O

éæà .A ìòî (âåçë) úéôåñ øöåð B ù çéðð .B ìù ñôàî äðåù øáà y å úåîìù éîåçú A ⊆ B åéäé :ä.æ ïåèôùî

äáçøäì ïú�ð α(u) 6= 0 í�é÷îä Ω úéøáâìà øåâñ äãù êåúì A ìù α íæéôøåîåîåä ìëù êë ,u 6= 0 ,u ∈ A í�é÷

.β(y) 6= 0 ù êë β: B → Ω íæéôøåîåîåäì

:íéø÷î éðù ïéá ìéãáð .B = A[x] ù çéðäì úøùôàî B ìù íéøöåéä øôñî ìò äéö÷åãðà :äçëåä

íéî�é÷ ,y 6= 0 å ìéàåä .A ìòî x á íéîåðéìåôä âåç åðä B äæ äø÷îá .A ìòî äìòð x :à äø÷î

α éäé .u = am øçáð .a0 6= 0 å y = amxm + am−1x
m−1 + · · · + a0 ù êë a0, . . . , am ∈ A

ù êë x̄ ∈ Ω í�é÷ ,éôåñðéà Ω å ìéàåä .α(am) 6= 0 ù êë Ω úéøáâìà øåâñ äãù êåúì A ìù íæéôøåîåîåä

éãé ìò β: A[x] → Ω íæéôøåîåîåäì α úà áéçøð .α(am)x̄m + α(am−1)x̄m−1 + · · · + α(a0) 6= 0

.β(y) = α(am)x̄m + · · ·+ α(a0) 6= 0 ,èøôá .β(x) = x̄ øçáðù

úåàåùî àåôà íéî�é÷î y å x íéøáàä éðù .A ìòî éøáâìà y íâ éæà .A ìòî éøáâìà x :á äø÷î

amxm + am−1x
m−1 + · · ·+ a0 = 0 (2a)

bny−n + bn−1y
−n+1 + · · ·+ b0 = 0 (2b)

ù êë Ω úéøáâìà øåâñ äãù êåúì A ìù íæéôøåîåîåä α äúò éäé .u = amb0 6= 0 å ai, bj ∈ A ïäáù

C á ïîñð .α′(u−1) = α(u)−1 ù êë α′: A[u−1] → Ω íæéôøåîåîäì α úà áéçøäì ïú�ð éæà .α(u) 6= 0

C ìù γ íæéôøåîåîåäì α′ úà áéçøäì úøùôàî ã.æ äàöåú .B ìù úåðîä äãùá A[u−1] ìù íìùä øåâñä úà

ãåâ�ðá ,γ(b0) 6= 0 äéä ,γ(y) = 0 äéä åìàù äàøî (2b) ïåéåùä ìò γ úìòôä .x ∈ C ù òáåð (2a) î .Ω êåúì

.ù÷Ëáîä íæéôøåîåîåää åðä A[x] ì γ ìù β íåöîöä .γ(y) 6= 0 ,ïëì .åðúøéçáì

.K̃ á K äãù ìù éøáâìàä øÛâñä úà ïîñð

äãù ìòî K[X1, . . . , Xn] íéîåðéìåôä âåç ìù úåàð ìàãéà I éäé :(èøáì¤ä ìù ùl§ç§ä íéñôàä èôùî) å.æ äàöåú

.f ∈ I ìëì f(a1, . . . , an) = 0 ù êë a1, . . . , an ∈ K̃ íéî�é÷ éæà .K

K[x1, . . . , xn] éæà xi = Xi + M ïîñð .I úà óé÷·îä K[X1, . . . , Xn] ìù M éaøî ìàãéà øçáð :äçëåä

èôùî éôì .äðîä íæéôøåîåîåä π: K[X1, . . . , Xn] → K[x1, . . . , xn] éäé .K úà óé÷·îä úåîìù íåçú åðä

α ◦ π éæà .ai = α(xi) ïîñð .α: K[x1, . . . , xn] → K̃ íæéôøåîåîåäì K → K̃ ïåë´ùä úà áéçøäì ïúð ,ä.æ
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,f ∈ I ìëì f(a1, . . . , an) = 0 ,èøôá .I ìò ïëìå M ìò ñôàúîä K[X1, . . . , Xn] ìù íæéôøåîåîåä àåä

.çéëåäì äéäù éôë

a = äé-n åðä K äãù ìòî K[X1, . . . , Xn] íéîåðéìåôä âåç ìù I ìàãéà ìù éøáâìà ñôà

.f ∈ I ìëì f(a) = 0 ù êë (a1, . . . , an) ∈ K̃n

éäéå K äãù ìòî K[X1, . . . , Xn] íéîåðéìåôä âåç ìù ìàãéà I éäé :(èøáì¤ä ìù ÷æ¨ç¦ä íéñôàä èôùî) æ.æ äàöåú

éòáè øôñî í�é÷ ,úåøçà íéì´îá .f ∈ √I éæà .I ìù íééøáâìàä íéñôàä ìë ìò ñôàúî f ù çéðð .f ∈ K[X1, . . . , Xn]

.fr ∈ I ù êë r

ìàãéàì ïéà äçðää éôì .Y óñåð äðúùîá ïðåáúðå X = (X1, . . . , Xn) ïîñð :äçëåä

K[X, Y ]I + K[X, Y ](1− Y f(X))

,úåøçà íéìîá .âåçä ìë àåä äæ ìàãéà ,èøáìä ìù ùìçä íéñôàä èôùî éôì ,ïëì .éøáâìà ñôà íåù K[X, Y ] ìù

ù êë g1, g2 ∈ K[X, Y ] å h(X) ∈ I íéî�é÷

. g1(X, Y )h(X) + g2(X, Y )(1− Y f(X)) = 1

ïåøçàä ïåéåùä úà ìéôëðå r = degY g1 éäé .g1

(
X, 1

f(X)

)
h(X) = 1 ìá÷ì éãë Y = 1

f(X) äæ ïåéåùá áéöð

.çéëåäì äéäù éôë ,f(X)r =
(
f(X)rg1(X, 1

f(X) )
)
h(X) ∈ I ,ìá÷ì éãë f(X)r á

:åîöò I ì I ìù ïåùøùä äåù éðåùàø ìàãéà I ù éèøôä äø÷îá

.f ∈ K[X1, . . . , Xn] éäéå K äãù ìòî K[X1, . . . , Xn] íéîåðéìåôä âåç ìù éðåùàø ìàãéà P éäé :ç.æ äàöåú

.f ∈ P éæà ,P ìù íééøáâìàä íéñôàä ìë ìò ñôàúî f íà

äáçøä åðä B éæà ,äãù àåä B íà .K ìòî úéôåñ øöåðä âåç B = K[x1, . . . , xn] å äãù K éäé :è.æ äàöåú

.K ìù úéôåñ úéøáâìà

.ïåëù àåä α ,äãù B å ìéàåä .α: B → K̃ K-íæéôøåîåîåä úðúåð ã.æ äàöåú :äçëåä
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øèð é�ìeãÛîå øÆè�ð éâåç .ç

úåáø úåðåëú íéøøåâ íãöîù íéðåù úåéôåñ éàðú íéî�é÷î úéøáâìà äéøèîåàâáå íéøôñîä úøåúá íéòéôåîä íéâåçä

.úåôñåð

:äæì äæ íéìå÷ù A âåç ìòî M ìåãåî ìò íéàáä íéàðúä :à.ç ïåèôùî

äìåò úøùøù ìëì :úåøçà íéìîá .(stationary) äãéîÂò äðä íéìåãåî úú ìù äìåò úøùøù ìë :äìåòä úøùøùä éàðú (à)

.r ≥ n ìëì Mr = Mn ù êë éòáè n í�é÷ íéìåãåî úú ìù M1 ⊆ M2 ⊆ M3 ⊆ · · ·
.úéôåñ øöåð M ìù é÷ìç ìåãåî ìë :ñéñáä éàðú (á)

.éaøî øáà äìéëî íéé÷ìç íéìåãåî ìù M ä÷éø àì äöåá÷ ìë (maximum) áUµîä éàðú (â)

.x1, . . . , xn ∈ M íéøáà øáë åðøçáù äéö÷åãðàá çéðð .M ìù ìåãåî úú M0 éäé :(á) øøåâ (à) úçëåä

äøãñ ìá÷ð .xn+1 ∈ M0r
∑n

i=1 Axi øáà øçáð úøçà ,xn+1 = xn øéãâð
∑n

i=1 Axi = M0 íà

ù êë n í�é÷ äçðää éôì .Ax1 ⊆ Ax1 + Ax2 ⊆ Ax1 + Ax2 + Ax3 ⊆ · · · :íéìåãåî úú ìù äìåò

.
∑n

i=1 Axi = M0 ,äé�ðáä éôì ,ïëì .xn+1 ∈
∑n

i=1 Axi ,èøôá .
∑n

i=1 Axi =
∑n+1

i=1 Axi

íéìåãåî ìù ùîî äìåò äøãñ äéö÷åãðàá øçáì øùôà éæà .éaøî ìåãåîM á ïéàù äìéìùá çéðð :(à) øøåâ (á) úçëåä

.(á) ì ãåâðá ,M ì íéë�éùä íéé÷ìç

íéìå÷ùä íéàðúä úà í�é÷î àåä íà (Noetherian modul) øÆè�ð ìeãÛî àåäù M A-ìåãåî ìò íéøîåà

A-ìåãåî úúå ìéàåä .åîöò ìòî øèð ìåãåî àåä íà (Noetherian ring) øèð âåç àø÷ð A âåç .à.ç ïåèôùî ìù

:íéàáä íéìå÷ùä íéàðúä úà úà í�é÷î àåä íà ÷øå íà øèð âåç àåä A ,ìàãéà àìà åðéà A ìù

.äãéîÂò A ìù íéìàãéà ìù äìåò äøãñ ìë (1à)

.úéôåñ øöåð A ìù ìàãéà ìë (2à)

.éaøî øáà ùé íéìàãéà ìù ä÷éø àì äöåá÷ ìëá (3à)

:á.ç ïåèôùî

.øèð (âåç) ìåãåî áåù äðä øèð (âåç) ìåãåî ìù úéôøåîåîåä äðåîú (à)

.øèð âåç àåä S−1A íâ éæà ,A á úéìôë äöåá÷ S å øèð âåç àåä A íà (á)

.øèð (âåç) ìåãåî áåù àåä øèð (âåç) ìåãåî ìù é÷ìç (âåç) ìåãåî (â)

.úéôåñ øöåð M íâ éæà ,úéôåñ íéøöåð M/M0 å M0 íà .ìåãåî úú M0 å ìåãåî M éäé (ã)

.øèð ìåãåî àåä M íâ ,øèð éìåãåî íðä M/M0 å M0 íà .ìåãåî úú M0 å ìåãåî M éäé (ä)

éæà .M/M0 ù íéøöåé y1 + M0, . . . , yn + M0 å M0 ìù íéøöåé x1, . . . , xm åéäé :(ã) úçëåä

.M ìù íéøöåé x1, . . . , xm, y1, . . . , yn
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øöåð (M0 + M1)/M0 ,ïë åîë .M0 ìù ìåãåî úú øåúá ,úéôåñ øöåð M0 ∩M1 éæà .ìåãåî úú M1 éäé :(ä) úçëåä

øöåð M1/(M0 ∩M1) íâ ,M1/(M0 + M1) ∼= (M0 + M1)/M0 å ìéàåä .M/M0 ìù ìåãåî úú øåúá úéôåñ

.úéôåñ øöåð M1 ù ,(â) éôì ,òáåð ïàëî .úéôåñ

.âåç A éäé :â.ç äàöåú

.øèð ìåãåî åðä íéøÅè�ð A-éìåãåî ìù éôåñ øôñî ìù øùé íåëñ (à)

.øèð ìåãåî åðä M A-ìåãåî ìù íéøèð íéìåãåî úú ìù éôåñ íåëñ (á)

M1 ⊕M2 ,(ä)á.ç ïåèôùî éôì ,ïëì .M2
∼= (M1 ⊕M2)/M1 éæà .øèð éìåãåî M2 å M1 åéäé :à úçëåä

.øèð ìåãåî àåä øèð éìåãåî ìù éôåñ øôñî ìù øùé íåëñ íâù äàøî äéö÷åãðà .øèð ìåãåî àåä

øùéä íåëñä ìù äðåîú åðä
∑n

i=1 Mi éæà .M ìåãåî ìù íéøèð íéìåãåî úú M1, . . . ,Mn åéäé :á úçëåä

.øèð ìåãåî àåä
∑n

i=1 Mi íâ ,(à)á.ç ïåèôùî éôì ,ïëì .øèð ìåãåî àåä øùéä íåëñä ,(à) éôì .
⊕n

i=1 Mi

.øèð ìåãåî àåä úéôåñ øöåð M A-ìåãåî ìë éæà .øèð ìåãåî A éäé :ã.ç äàöåú

ìåãåî àåä An ,(à)â.ç äàöåú éôì .An ìåãåîä ìù äðåîú àåä M éæà .íéøáà n éãé ìò øöåð M ù çéðð :äçëåä

.øèð ìåãåî àåä M íâ ïëì .øèð

.øèð éâåç íä K[X] å Z ,èøôá .øèð éâåç íðä éùàø âåç ìëå äãù ìë :ä.ç úåàîâH

:äàáä äàöåúäî ìá÷ì øùôà úåôñåð úåàîâH

.øèð âåç åðä A[X] íâ ,øèð âåç àåä A íà :(èøáìä ìù ñéñáä èôùî) å.ç èôùî

íéîã÷îä ìë óñà úà i ≥ 0 ìëì ïîñð úéôåñ øöåð äæ ìàãéàù çéëåäì éãë .A[X] ìù ìàãéà A éäé :äçëåä

ïåéìòä íã÷îä àåä a íà ,ïë ìò øúé .ìàãéà àåä ai éæà .ai á A ì íéë�éùä i äìòîî íéîåðéìåô ìù íéðåéìòä

,ïëì .Xf ìù ïåéìòä íã÷îä àåä a å i + 1 äìòîî Xf ∈ A éæà A ì ê�éùä i äìòîî f íåðéìåô ìù

øöåð ai ,ïë ìò øúé .r ≥ n ìëì ar = an ù êë n ≥ 0 í�é÷ ,øèð âåç åðä A å ìéàåä .a0 ⊆ a1 ⊆ a2 ⊆ · · ·
ïåéìòä íã÷îä àåä aij ù A á i äìòîî fij íåðéìåô øçáð i, j ìëì .ai1, . . . , ai,m(i) íéøáà éãé ìò øîàð ,úéôåñ

.A úà íéøöåé {fij | i = 0, . . . , n, j = 1, . . . ,m(i)} ù çéëåð .åìù

íéî�é÷ ,d ≤ n íà .a ∈ ad éæà .åìù ïåéìòä íã÷îä a éäéå d äìòîî A á íåðéìåô f àåôà éäé

î äðè÷ äìòîî íåðéìåô àåä g = f − ∑m(d)
j=1 bjfij ,ïëì .a =

∑m(d)
j=1 bjaij ù êë b1, . . . , bm(d)

,ïëì .a =
∑m(n)

j=1 cjanj ù êë c1, . . . , cm(d) íéî�é÷å a ∈ an éæà ,d > n íà .A ì ê�éùä d

úçðäî ÷éñäì ìëåð íéø÷îä éðùá .A ì ê�éùä d î äðè÷ äìòîî íåðéìåô àåä g = f −Xd−n
∑m(n)

j=1 cjfnj

.íé-fij ä íúåà ìù óåøö àåä f íâ ,ïëì .i ≤ n íò íé-fij ä ìù éøàðéì óåøö àåä g ù äéö÷åãðà
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.øèð âåç àåä A ìòî (âåçë) úéôåñ øöåðä B = A[x1, . . . , xn] âåç ìë éæà .øèð âåç A éäé :æ.ç äàöåú

ìù äðî àåä B å ìéàåä .øèð âåç àåä A[X1, . . . , Xn] ù òáåð íéðúùîä øôñî ìò äéö÷åãðàá :äçëåä

.øèð âåç àåä B íâ A[X1, . . . , Xn]

éâåç íðä úéøáâìàä äéøèîåàâá íéòéôåîä íéìéâøä íéâåçä ìëù úøøåâ (á)á.ç ïåèôùî íò ãçé æ.ç äàöåú

.øèð éâåç íðä úéøáâìàä íéøôñîä úøåúá íéòéôåîä íéâåçäù äàøú äàáä äàöåúä .øèð

á ïîñð .K ìù äãéøô úéôåñ äáçøä L å åìù úåðîä äãù K ,úåîìùá øåâñä øèð ìù úåîìù íåçú A åéäé :ç.ç ïåèôùî

.L á A ìù íìùä øåâñä úà B

.øèð âåç àåä B èøôá .úéôåñ øöåð A-ìåãåî åðä B (à)

.n äâøãî (úéùôç úéìáà äøåáç øîåìë) éùôç Z-ìåãåî åðä B éæà .n = [L : K] å A = Z ù çéðð (á)

ù çéðäì øùôàî ,A ìù íéàúî øáàá w1, . . . , wn ìù ìôë .L/K ì ñéñá w1, . . . , wn éäé :à úçëåä

A ìòî íéîìù σiwk íâ éæà .Ks êåúì L ìù íéðåùä K-éðåk´ù σ1, . . . , σk åéäé .A ìòî íéîìù w1, . . . , wn

á ïîñð .A ìòî íìù d èøôá .[Lang, Algebra, 3rd Edition, p. 284] d = det(σjwk)1≤j,k≤n 6= 0 å

(σ1, . . . , σn) ìù äøåîú äðä (σσ1, . . . , σσn) äé-n ä σ ∈ Gal(L̂/K) ìëì .L/K ìù äàåìâ øÛâñ úà L̂

.d2 ∈ K ù òáåð ïàëî .σd2 = d2 ïëìå σd = ±d ,ïëì .(σjwk)1≤j,k≤n äöéøèîä úåøåù ìù äøåîú äøùîä

,σjb =
∑n

k=1 akσjwk ,ïëì .ak ∈ K íò b =
∑n

k=1 akwk äøåöá äâöäì ïúð b ∈ B øáà ìë

èøôá .A[σja, σjwk]1≤j,k≤n âåçì íéëéù ck øùàá ak = d−1ck ù òáåð øµîVO ììëî .j = 1, . . . , n

.K ì êéù ïéîé óâàå dck = d2ak óñåðá .A ìòî íéîìù dck íéøáàä íâ ïëì .A ìòî íéîìù ck

ù òáåð ïàëî b =
∑n

k=1 dck · d−2wk ∈
∑n

k=1 Ad−2wk ,ïëì .dck ∈ A ,úåîìùá øåâñ A å ìéàåä

øöåð B ïëì .øèð ìåãåî åðä äðåøçàä äìëää ìù ïéîé óâà ,øèð ìåãåî åðä A å ìéàåä .B ⊆ ∑n
k=1 Ad−2wk

.øèð âåç åðä B ù òáåð æ.ç äàöåúî .A ìòî âåçë íâ ïëìå A-ìåãåîë úéôåñ

åðä B ,ïëì .
⊕n

i=1 Zd−1wi úéùôçä úéôåì¤çä äøåáçä ìù äøåáç úú åðä B ù äìåò (à) úçëåäî :á úçëåä
⊕n

i=1 Zwi úéùôçä úéôåìçä äøåáçä úà B äôé÷î éðù ãöî .n ìò äìåò äðéàù äâøãî úéùôç úéôåìç äøåáç

.n ì äåù B úâøã ïëì .n äâøãî
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íéîìù»î øèð éâåç ìò .è

íà :[Zar] :äàáä äàöåúä úà äðîî ÷éñðå ñéø-ïéèøà úîì úà äæ óéòñá çéëåð ,èøáìä ìù ñéñáä èôùîî åðàö�éa

.b-úéâåìåôåèì ñçéá íâ íìù»î A éæà ,a-úéâåìåôåèì ñçéá íìù»î A å A øèð âåç ìù íéìàãéà íä b ⊆ a

íà M ìù a-ïåðÄñ àø÷´ú A ìù íéìåãåî úú ìù M = M0 ⊇ M1 ⊇ M2 ⊇ M2 ⊇ M3 ⊇ · · · äøãÄñ

.n å k ìëì akMn ⊆ Mn+k äæ äø÷îáù äàøî k ìò äéö÷åãðà .n ìëì aMn ⊆ Mn+1

åáù äø÷îá ,èøôá M = a0M ⊇ aM ⊇ a2M ⊇ a3M ⊇ · · · äøãñä äðä M ìù a-ïåðÄñì äîâH

âåçä úà äðáð åæ äøãñ ñéñá ìò .A ìù a-ïåðÄñ A ⊇ a ⊇ a2 ⊇ a3 ⊇ · · · íéìàãéàä úøãñ äåäî M = A

an = 0 å n ìëì an ∈ an äáù a∗ = (a0, a1, a2, . . .) äøãñ åðä A∗ ìù øáà ìë .A∗ =
⊕∞

n=0 an (âøIîä)

ììëä éãé ìò íéîåðéìåô ìù ìôëá åîë øãâ»î a∗b∗ = c∗ ìôëä .íéáéëøî éôì øãâ»î A∗ á øåáçä .åéã ìåãâ n ìëì

a(0) = (a, 0, 0, . . .) øáàä úà A ìù a øáà ìëì íéàúðù éãé ìò A∗ êåúì A úà ïëùð .cn =
∑n

i=0 aibn−i

.0 ãîåò øçà íå÷î ìëáå a ãîåò åìù é-n ä íå÷îáù A∗ ìù øáàä úà a(n) á ïîñð ,éììë ïôàá .A∗ ìù

äøãñ äéäé M∗ ìù øáà . (âøIî) A∗-ìåãåîì M∗ =
⊕∞

n=0 Mn øùéä íåëñä úà êôäð ìéá÷îá

ìò øãâ»î øåáçä ,áåù .ñôàì íéåù íéáéëøîä ìë èòîëå Mn ì ê�éù äìù é-n ä áéëøîäù z∗ = (z0, z1, z2, . . .)

íéàúðù éãé ìò M∗ êåúì M úà ïëùð .
∑n

i=0 aizn−i äéäé a∗z∗ äìôëîä ìù é-n ä áéëøîä åìàå íéáéëøî éãé

.M∗ ìù y(0) = (y, 0, 0, . . .) øáàä úà M ìù y øáàì

.øèð âåç åðä A∗ éæà ,A ìù ìàãéà a å ,øèð âåç A åéäé :à.è äîì

øöåé n äìòîî x1, . . . , xr á íéîåðåîä óñ¹à éòáè n ìëì éæà .a ìù íéøöåé x1, . . . , xr åéäé :äçëåä

ìò øáåò i = (i1, . . . , ir) øùàá ,a =
∑

aix
i1
1 · · ·xir

r äøåöá äâöäì àåôà ïúð�ð a ∈ an ìë .an úà

ïëì .ai ∈ A äæë i ìëìå i1 + · · · + ir = n íéî�é÷îä íééìéìù éà íéîìù íéøôñî ìù úåé-r ä ìë

ïëì .a ∈ A íò a(n) äøåöäî íéøáà ìù íåëñ åðä A∗ ìù øáà ìë .a(n) =
∑

i ai(x
(1)
1 )i1 · · · (x(1)

r )ir

å α(a) = a(0) éãé ìò úøãâ»îä α: A[X1, . . . , Xn] → A∗ ä÷úòää ïëì .A∗ = A[x(1)
1 , . . . , x

(1)
r ]

.éøèð åðä A[X1, . . . , Xn] ,èøáìä ìù ñéñáä èôùî éôì .íæéôøåîéôà íðä ,i = 1, . . . , r ,α(Xi) = x
(1)
i

.éøèð A∗ íâ ,ïëì

éæà .M∗ =
⊕∞

n=0 anM å A∗ =
⊕∞

n=0 an ïîñð .úéôåñ øöåð A-ìåãåî M å ìàãéà a ,âåç A åéäé :á.è äîì

.øèð A∗ -ìåãåî åðä M∗ ,øèð âåç àåä A íà ,èøôá .úéôåñ øöåð A∗ -ìåãåî åðä M∗

ïëàå .A∗ ìòî M∗ =
⊕∞

n=0 anM úà íéøöåé y∗1 , . . . , y∗s ù çéëåð .M ìù íéøöåé y1, . . . , ys åéäé :äçëåä

é-n ä áéëøîì èøô áéëøî ìëá íéñôà íò z∗ = (0, . . . , 0, ay, 0, . . .) äøåöäî íéøáàä ìë éãé ìò øöåð M∗

.y =
∑s

i=1 biyi ù êë b1, . . . , bs ∈ A íéî�é÷ äçðää éôì .y ∈ M øáàá a ∈ an øáà ìù äìôëî úãîåò åáù
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íéðåîéñá ,éæà .a ãîåò é-n ä áéëøîá åìàå 0 åá ãîåò é-n ä áéëøîì èøô áéëøî ìëáù A∗ ìù øáàä úà a′ á ïîñð

.z∗ =
∑s

i=1 a′b∗i y
∗
i ,ìéòìã

äàöåú) øèð ìåãåî åðä M∗ ,úîãå÷ä ä÷ñôä éôì ,ïëì .(à.è äîì) øèð àåä A∗ éæà ,øèð âåç àåä A íà

.(ã.ç

øôñî í�é÷ éæà .ìåãåî úú N å úéôåñ øöåð A-ìåãåî M ,A ìù ìàãéà a ,øèð âåç A åéäé :(ñéø-ïéèøà úîì) â.è èôùî

.k ≥ 0 ìëì ak+nM ∩N = ak(anM ∩N) ù êë n éòáè

N ìù àáä a-ïåðÄñá äúò ïðåáúð éòáè n ìëì :äçëåä

N = N ⊇ aM ∩N ⊇ · · · ⊇ anM ∩N ⊇ a(anM ∩N) ⊇ a2(anM ∩N) ⊇ · · ·

:íéàúîä A∗-ìåãåî úà äðáðå

.N∗
n = N ⊕ (aM ∩N)⊕ · · · ⊕ (anM ∩N)⊕

∞⊕

i=1

ai(anM ∩N)

,(á.è äîì) øèð ìåãåî åðä M∗ å ìéàåä .n ìëì N∗
n ⊆ N∗

n+1 ,äæ ìò óñåðá .M∗ ìù ìåãåî úú åðä N∗
n éæà

úðúåð íéìåãåîä éðù ìù íé-(k + n) ä íéáéëøîä ìù äàåùä .k ≥ 0 ìëì N∗
n = N∗

k+n ù êë éòáè n í�é÷

.çéëåäì äéäù éôë ,ak(anM ∩N) = ak+nM ∩N

.aN = N éæà .N =
⋂∞

n=0 anM ïîñð .úéôåñ øöåð A-ìåãåî M å A ìù ìàãéà a ,øèð âåç A åéäé :ã.è äð÷ñî

.N = 0 éæà ,A ìù ïåñåá÷òé ïåùøºùá ìëåî a ,óñåðá íà

ù êë éòáè n úðúåð ñéø-ïéèøà úîì :äçëåä

.a1+nM ∩N = a(anM ∩N) (1)

ïëì .aN ì äåù åìù éðî�éä óâàä åì´àå N ì (1) ìù éìàîùä óâàä äåù ,N ⊆ anM å N ⊆ a1+nM å ìéàåä

.N = 0 ù äîé÷ð ìù äîìäî òáåð ,ïåñá÷òé ïåùøùá ìëåî a íà .N = aN

:ìeø÷ úîì úà ïúåð M = a å úåîìù íåçú A åáù ã.è äð÷ñî ìù éèøôä äø÷îä

.
⋂∞

n=1 an = 0 éæà .A ìù úåàð ìàãéà a å éøèð úåîìù íåçú A éäé :(ìåø÷ úîì) ä.è äð÷ñî

òáåð åðçëåäù äðòèäî .b ìù íéøöåé b1, . . . , bn åéäé .ab = b ,ã.è äð÷ñî éôì .b =
⋂∞

n=1 an ïîñð :äçëåä

b å C = (aij − δij)1≤i,j≤n øùàá ,Cb = 0 ,ïëì .bi =
∑n

j=1 aijbj ù êë aij ∈ a íéî�é÷ bi ìëìù

,C ì úôø�öîä äöéøèîá ìàîùî ïåøçàä ïåéåùä úà ìéôëð íà .bk àåä äìù é-k ä áéëøîäù n äá�âî äãåîòä åðä
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,úåàð a å ìéàåä .k ìëì (a − 1)bk = 0 ù êë a ∈ a í�é÷ù ïàëî .k = 1, . . . , n ,det(C)bk = 0 ìá÷ð

.çéëåäì äéäù åîë ,M = 0 ,ïëì .k ìëì bk = 0 ,úåîìù íåçú A å ìéàåä .a− 1 6= 0

åðä M ìù a-úéâåìååôè ìù 0-úåáéáñì ñéñá .A-ìåãåî M å A ìù ìàãéà a ,øèð âåç A àåôà éäé

úåöåá÷ä àåôà åéäé M ìù x øáà ìù úåçåúôä úåáéáñì ñéñá .M ìù {anM}n=1,2,3··· úåöåá÷ä úú óñà

ù àåä a-úéâåìåôåèá äøåâñ äéäú M ìù N äöåá÷ úúù êëì ÷éôñîå éçøëä éàðú ,ïëì .{x + anM}n=1,2,3,...

.N =
⋂∞

n=1(N + anM)

êë n0 í�é÷ éòáè m ìëì íà a-úéâìåôåèá éùå÷ úøãñ úàø÷ð M ìù íéøáà ìù x1, x2, x3, . . . äøãÄñ

ïåøçàä éàðúäî ,ïëàå) .xn+1 − xn ∈ amM ïéôåìçì ,xn′ − xn ∈ amM í�é÷úî n, n′ ≥ n0 ìëìù

íìù»î M âåçä (.xn′ − xn = (xn′ − xn′−1) + · · · + (xn+1 − xn) ∈ amM éæà ,n′ ≥ n íàù òáåð

m ìëì ,øîåìë .M ìù x øáàì úñðëúî x1, x2, x3, . . . åìù éùå÷ úøãñ ìë íà a-úéâåìåôåèá (complete)

úøãñ íà ,ñðëúî M ìù íéøáà ìù
∑∞

i=1 xi øåè .xn − x ∈ amM í�é÷úî n ≥ n0 ìëìù êë n0 íé÷ ,éòáè

,íìù»î M íàù òáåð ,
∑n+1

i=1 xi −
∑n

i=1 xi = xn+1 å ìéàåä .úñðëúî
∑n

i=1 xi åìù íéé÷ìçä íéîåëñä

.xi → 0 íà ÷øå íà ñðëúî øåèä éæà

x1, x2, x3, . . . äøãñ íà ,äæ äø÷îá .
⋂∞

n=0 anM = 0 íà ÷ø íòè ùé øáàì äøãñ úåñðëúä ìù âùåîì

.x = x′ ïëìå x−x′ ∈ ⋂∞
n=0 anM = 0 éæà ,úåìåáâ éðù íä x′ å x íà ,ïëàå .ãéçé ïôàá òá÷ð äìåáâ ,úñðëúî

ïëìå
⋂∞

n=0 an = 0 éæà ,éøèð úåîìù íåçú åðä A ù åà A ìù ïåñá÷òé ïåùøùá ìëåî a å M = A ù äø÷îá

.ãéçé àåä ,ìåáâ A á äøãñì í�é÷ íà

éæà .A ìù ïåñá÷òé ïåùøùá ìëåî a å a-úéâåìåôåèá íìù»î A ù çéðð .A ìù íéìàãéà b ⊆ a å øèð âåç A åéäé :å.è äîì

.a-úéâåìåôåèá øåâñ b

éôì .(1 + b àåäå) ãçà øáà éãé ìò øöåðä A-ìåãåî åðä M éæà .N =
⋂∞

n=0 anM å M = A/b ïîñð :äçëåä

.a-úéâåìåôåèá øåâñ b ,úåøçà íéìîá .b =
⋂∞

n=1(a
n + b) ,ïëì .N = 0 ,ã.è äîì

ïåñá÷òé ïåùøùá ìëåî a å a-úéâåìåôåèì ñçéá íìù»î A ù çéðð .A ìù íéìàãéà b ⊆ a åéäéå øèð âåç A éäé :æ.è äîì

.b-úéâåìåôåèì ñçéá íâ íìù»î A éæà .A ìù

éæà .b-úéâåìåôåèá A á éùå÷ úøãñ x1, x2, x3, . . . éäú :äçëåä

xj − xi ∈ bm(i) (2)

äðä x1, x2, x3, . . . äøãñä ,bm(i) ⊆ am(i) å ìéàåä .óåñðéàì óàåù i øùàë óåñðéàì óàåù m(i) å j ≥ i ìëì

,úåøçà íéìîá .a-úéâåìåôåèá A ìù x øáàì úñðëúî àéä äçðää éôì .a-úéâåìåôåèá íâ éùå÷

xj − x ∈ an(j) (3)
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å (1) éôì ,ïëì .a-úéâåìåôåèá øåâñ bm(i) ìàãéàä ,å.è äð÷ñî éôì .óåñðéàì óàåù j øùàë óåñðéàì óàåù n(j) å

(3)

.xi − x ∈
⋂

j≥i

(an(j) + bm(i)) = bm(i)

.ùøãðë ,b-úéâåìåôåèá x ì óàåù xi ù òáåð ïàëî

.A ìù ïåñá÷òé ïåùøùá ìëåî a éæà .a úåàð ìàãéàì ñçéá íìù»î øèð íåçú A éäé :ç.è äîì

ïëìå a úà óé÷·î åðéàù m éáøî ìàãéà A ì í�é÷ äéä A ìù ïåñá÷òé ïåùøùá ìëåî äéä àì a åìà :äçëåä

òáåð ,éðù ãöî .êéôä åðéà m = 1− a ,ïëì .a + m = 1 ù êë m ∈ m å a ∈ a àåôà íéî�é÷ åéä .a + m = A

ìåø÷ úîìá íéùîúùî åðà ïàë) 1− a ìù êåôää úà äåäî ïëìå A á ñðëú´î
∑∞

n=0 an øåèäù A ìù úåîìùäî

.A ìù ïåñá÷òé ïåùøùá ìëåî a ,ïëàù òáåð åæ äøéúñî .(
⋂∞

n=0 an = 0 ù úøîåàä

:äàáä äàöåúä úà ïúåð ç.è äîìå æ.è äîì ìù áåì´ùä

.b ì ñçéá íâ íìù»î A éæà ,a ì ñçéá íìù»î A íà .åìù íéúåàð íéìàãéà b ⊆ a å øèð íåçú A éäé :è.è èôùî

àéä äàáä äàöåúä .m-úéâåìåôåèì ñçéá íìù»î A íà íìù»î äð�ëî m éáøî ìàãéà íò A éîå÷î âåçù øéëæð

:æ.è èôùî ìù éèøô äø÷î àåôà

.a åìù úåàð ìàãéà ìëì ñçéá a-íìù»î A éæà .íìù»î éîå÷î øèð âåç A éäé :é.è äàöåú

ïåñá÷òé ïåùøù íâ åðä m ìàãéàä .A ìù m éáøîä ìàãéàá ìëåî àåä éæà ,A ìù úåàð ìàãéà åðä a íà :äçëåä

.a ì ñçéá íâ íìù»î A ,å.è äîì éôì ,ïëì .m ì ñçéá íìù»î A ,äçðää éôì .A ìù
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íéîéã÷î íéìàãéà .é

íéìàãéà ìù êåúçë ìàãéà ìë ìù äâöää åðä éëøò ãç úå÷éøô ìòá âåçá éëøò ãç ÷åøôì øèð âåçá ùìç óéìçú

.ïåúð ìàãéà íéôé÷îä íééøòæîä íééðåùàøä íéìàãéàä øôñî úåéôåñå íéîéã÷î

,èøôá .a = c åà a = b ù øøåâ a = b ∩ c íà (irreducible) ÷éøô éà a ù øîàð .A âåçá ìàãéà a éäé

.((â)âé.à ïåèôùî) ÷éøô éà A ìù éðåùàø ìàãéà ìë

.íé÷éøô éà íéìàãéà ìù éôåñ øôñî ìù êåúç åðä úåàð ìàãéà ìë A øèð âåçá :à.é äîì

.íé÷éøô éà íéìàãéà ìù éôåñ øôñî ìù êåúç íðéàù A ìù íéúåàðä íéìàãéàä ìë äöåá÷ úà A á ïîñð :äçëåä

íéìàãéà íéî�é÷ ïëìå ÷éøô a èøôá .a éaUî øáà A á íé÷ ,øèð âåç åðä A å ìéàåä .ä÷éø äðéà A ù äìéìùá çéðð

éà íéìàãéà ìù íééôåñ íéëåúç íä c å b ù òáåð a ìù úåéaøîäî .b ∩ c = a ù êë a úà ùîî íéôé÷·îä c å b

.ä÷éø A ù ÷éñð åæ äøéúñî .a ∈ A ù êëì äøéúñá ,íé÷éøô éà íéìàãéà ìù éôåñ êåúç àåä a íâ ïëì .íé÷éøô

n í�é÷ù åà x ∈ q ù øøåâ xy ∈ q å q 6= A íà (primary) íéÌDO·î äð�ëî A âåç ìù q úåàð ìàãéà

íéã÷î ìàãéà ìù √q ïåùøùä éë øéòð .éñéôà åðä A/q ìù ñôà ÷ìçî ìëå A/q 6= 0 ,ïéôåì¤çì .yn ∈ q éòáè

.y ∈ q øîåìë yn ∈ q ù êë éòáè n í�é÷ ïëìå x /∈ q éæà ,x /∈ √q å xy ∈ √q íà ,ïëàå .éðåùàø ìàãéà åðä

íà .(23 ìéâøú äàø) íééðåùàø íäéðåùøùù íìåà íéîéã÷î íðéàù q íéìàãéà íéî�é÷ :äðåëð äðéà äëåôää äðòèä

.S−1p =
√

S−1q éæà p =
√

q íàå íéã÷î ìàãéà àåä S−1q éæà ,q ì äøæä A ìù úéìôë äöåá÷ àéä S

íéðúùîá íéîåðéìåôä âåç R = K[X,Y, Z] ,äãù K éäé .íéã÷î ìàãéà äðéàù éðåùàø ìàãéà ìù ä÷æç :á.é äîâH

äðîä ú÷úòä úçú X, Y, Z íéøáàä ìù úåðåîúä úà x, y, z á ïîñð .A = R/R(XY − Z2) å X, Y, Z

A/p ∼= R/RX + RZ ∼= éë ,éðåùàø p = Ax + Az ìàãéàä .xy = z2 å A = K[x, y, z] éæà .R → A

f, g, h, j ∈ íéîåðéìåô íéî�é÷ úøçà ,x /∈ p2 ,éðù ãöî .xy = z2 ∈ p2 ,ïë ìò øúé .úåîìù íåçú åðä K[Y ]

.X = f(X, Y, Z)X2+g(X, Y, Z)XY +h(X,Y, Z)Y 2+j(X,Y, Z)(XY −Z2) ù êë K[X,Y, Z]

íæéôøåîåæéàá òáåð óñåðá .2 äðä ïéîé óâà úìòîù ãåòá 1 äðä åìù ìàîù óâà úìòî éë ,ïëúé àì äæ ïåéåù

.íéã÷î ìàãéà åðéà p2 ù òáåð äæ ìëî .éòáè n ìëì yn /∈ p2 ù ïàëî .y /∈ p ïëìå Y ì y øáåò A/p ∼= K[Y ]

ïáåîë åäæ .xa = 0 ù êë x ∈ A íéøáàä ìë óñàë øãâ»î A âåç ìù a ìàãéà ìù (annihalator) ñÌÅô·à°î§ä

.A ìù ìàãéà

.íéã÷î åðä A øèð âåç ìù a úåàðå ÷éøô éà ìàãéà ìë :â.é ïåèôùî

éäé ,ïëàå .éñéô²à A ìù x ñôà ÷ìçî ìëù çéëåäì åðéìò .a = 0 ùå A 6= 0 ù çéðäì éãë A/a âåçì øÉáòð :äçëåä
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ìéàåä .Ann(x) ⊆ Ann(x2) ⊆ Ann(x3) ⊆ · · · íéìàãéàä úøãÄñá ïðåáúð .xy = 0 å y 6= 0 ù êë y ∈ A

.Ann(xn) = Ann(xn+1) ù êë éòáè n í�é÷ ,éøèð A å

.z = a2y å z = a1x
n ù êë a1, a2 ∈ A íéî�é÷ éæà .z ∈ Axn ∩Ay éäé ,ïëàå .Axn ∩Ay = 0 :äðòè

,úåøçà íéìîá .a1 ∈ Ann(xn) ïëìå a1 ∈ Ann(xn+1) ù ïàëî .a1x
n+1 = zx = a2xy = 0 ,ïëì

.ïòèðÌ�ë ,z = a1x
n = 0

.éñéôà x ïëìå xn = 0 ,úåøçà íéìîá .Axn = 0 ù ìá÷ð ,Ay 6= 0 å ÷éøô éà 0 å ìéàåä

:â.é å à.é íéðåèôùîä úà óø�öð

.íéîéã÷î íéìàãéà ìù éôåñ øôñî ìù êåúç åðä úåàð ìàãéà ìë A øèð âåçá :ã.é ïåèôùî

ìàãéà àåäù íâ åà) a ì (belongs) ê�éù àåäù øîàð A ìù p éðåùàø ìàãéà ìò .A âåçá ìàãéà a éäé

.a úà íéôé÷·îä íééðåùàøä íéìàãéàä úöåá÷ ïéá éøòæî àåä íà (a ìù éøòæî

.a ì íéë�éù A ìù íééðåùàø íéìàãéà ìù éôåñ øôñî ÷ø éæà .A øèð âåçá ìàãéà a éäé :ä.é ïåèôùî

íà .éðåùàø ìàãéà åðä pi =
√

q
i

,i ìëì .íéîéã÷î íéìàãéà ìù a =
⋂n

i=1 q êåúçë a úà í¹ùøð :äçëåä

íéìàãéàä .(ç.à ïåèôùî) pi ⊆ p ïëì .((á)âé.à ïåèôùî) qi ⊆ p ù êë i í�é÷ éæà ,a úà óé÷·î p éðåùàø ìàãéà

.{p1, . . . , pn} úéôåñä äöåá÷á íééøòæîä íéøáàä àåôà íðä a ì íéë�éùä íééðåùàøä

íééðåùàøä íéìàãéàä p1, . . . , pm åéäéå A øèð âåçá ìàãéà a éäé :éøèîåàâ ùåøô ä.é ïåèôùîì ïú�ð

,ïëì .íé-pi äî ãçà óé÷·î ,a úà óé÷·îä A ìù éðåùàø ìàãéà ìë .(ä.é ïåèôùî éôì éôåñ íøôñî) a ì íéë�éùä

íä íé-V (pi) ä ,ïëì .øçàä úà óé÷î åðéà íé-pi äî ãçà óà éðù ãöî .V (a) = V (p1) ∪ · · · ∪ V (pm)

.((ã)ä.á ïåèôùî) V (a) ìù íé÷éøô éàä íéáéëøîä

äð�ëú a =
⋂n

i=1 qi äîéã÷î äâöä .äîéã÷î äâöä àø÷´ú íéîéã÷î ïéìàãéà ìù êåúçë a ìàãéà ìù äâvä

íà úîöî�öî

.qi íåù èéîùäì øùôà éà (à)

.äæî äæ íéðåù q1, . . . , qn ì íéë�éùä p1, . . . , pn íééðåùàøä íéìàãéàä (á)

íéã÷î ìàãéà åðä
⋂m

i=1 qi íâ éæà .p óú»ùî ïåùøù éìòá A âåç ìù íéîéã÷î íéìàãéà q1, . . . , qm åéäé :å.é äîì

.p ì äåù åðåùøùå

qj å ìéàåä .x /∈ qj ù êë j í�é÷ éæà .x /∈ ⋂m
i=1 qi å xy ∈ ⋂m

i=1 qi íéî�é÷îä A ìù íéøáà x, y åéäé :äçëåä

.r = max1≤i≤mri ïîñð .ynri ∈ qi ù êë ,éòáè ri í�é÷√qi = p å ìéàåä .yn ∈ p ù êë éòáè n í�é÷ ,íéã÷î

.íéã÷î
⋂m

i=1 qi ,ïëì .ynr ∈ ⋂m
i=1 qi éæà
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ù êë j í�é÷ âé.à ïåèôùî éôì .q1 · · · qn ⊆ p′ éæà .
⋂n

i=1 qi úà óé÷·îä A ìù éðåùàø ìàãéà p′ äúò éäé

.
√⋂m

i=1 qi = p ù òáåð ïàëî .p ⊆ p′ í�é÷úî √qj = p å ìéàåä .qj ⊆ p′

.úîöî�öî äîéã÷î äâöä ùé A øèð âåçá a ìàãéà ìëì :æ.é äîì

åéäé i, j íéñ÷ãðà éðù :I ìò úåìé÷ù ñçé øéãâð .q =
⋂

i∈I qi äîéã÷î äâöä a ì ùé ã.é ïåèôùî éôì :äçëåä

j ∈ J ìëì .úåìé÷ùä úå÷ìçî ìù øæ ãåçàë I ìù äâöää I =
⋃· j∈J Ij éäé .√qi = √

qj íà äæì äæ íéìå÷ù

äîéã÷îä äâöääî íà .
√

q′j 6=
√

q′j′ éæà ,j 6= j′ íà ,ïë ìò øúé .(å.é äîì) íéã÷î q′j =
⋂

i∈Ij
qi ìàãéàä

äøö÷ äîéã÷î äâöä íò øàùäìå ãçà íéã÷î ìàãéà äðîî èéîùäì øùôà ,úîöî�öî äðéà ïéãò q =
⋂

j∈J q′j

.a ìù úîöî�öî äîéã÷î äâöäì òéâð ,åìàë úåèîùä ìù éôåñ øôñî éøçà .øúåé
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ãðé÷ãã éâåçå úåãéãá úåëøòä .àé

úå÷éøô OK á ïéà ììë êøãá .OK á K á Z ìù íìùä øÛâñä úà ïîñð .Q ìù K úéôåñ äáçøä åðä íéøôñî äãù

úãRð åðä äæ èôùî .íééðåùàø íéìàãéà ìù äìôëîë éëøò ãç ïôàá äâöäì ïú�ð OK ìù ìàãéà ìë íìåà .úéëøò ãç

äìôëîë úéëøò ãç äâöä "ãðé÷ãã âåç" ìù ìàãéà ìëì ùé øúåé éììë ïôàá .íééøáâìàä íéøôñîä úøåú ìù àöåîä

.äæ óéòñá ãîìðù éôë ,íééðåùàø íéìàãéà ìù

äâöäì ïú�ð a ñôàî äðåù ìàãéà ìë éæà .éaøî ñôàî äðåù éðåùàø ìàãéà ìë åáù øèð ìù úåîìù íåçú A éäé :à.àé äîì

.äæì äæ íéøæ íéîéã÷î íéìàãéà ìù äìôëîë äãéçé

éäú .a 6= A ù àåôà çéðð .íéîéã÷î íéìàãéà ìù ä÷éø äöåá÷ ìù äìôëî åðä a éæà ,a = A íà :íåé÷ úçëåä

äðåù éðåùàø ìàãéà àåä pi =
√

qi ì÷éãøä ,i ìëì .(æ.é ïåèôùî) q ìù úîöî�öî äîéã÷î äâöä a =
⋂m

i=1 qi

éôì .äæì äæ íéøæ ïëìå äæî äæ íéðåù p1, . . . , pm íéìàãéàä ,ïë ìò øúé .éaU°î ïëìå (a ⊆ qi ⊆ pi éë) ñôàî

.a =
∏m

i=1 qi ,ïëì .
⋂m

i=1 qi =
∏m

i=1 qi ,(à)àé.à ïåèôùî éôì .äæì äæ íéøæ q1, . . . , qm íéìàãéàä ,5 ìéâøú

íéìàãéà ìù äìôëîë a ìù äâöäá òéôåîä q íéã÷î ìàãéàì êéùä A ìù éáøî ìàãéà p éäé :úåãéçé úçëåä

,ïéîé óâàá íéëúçðäî ãçà óé÷î p ,(á)âé.à ïåèôùî éôì ,ïëì .
∏m

i=1 ⊆ a ⊆ q ⊆ p éæà .äæì äæ íéøæ íéîéã÷î

.p1 = p ,íééáøî åììä íéìàãéàä éðùå ìéàåä .p1 ⊆ p ,ïëì .q1 ⊆ p ìùîì

ïåèôùî éôì .i = 1 øîåìë ,pi = p ,ïëìå pi ⊆ p éæà ,1 ≤ i ≤ n àåäù äæéà øåáò qi ⊆ p íà

íéîåã÷ä íéìàãéàä íâù ïàëî .A ∩ aAp1 = A ∩ q1Ap1 = q1 ,ïëì .aAp =
∏n

i=1 qiAp = q1Ap ,è.ä

.a éãé ìò ãéçé ïô¹àá íéòá÷ð q1, . . . , qn

.úåãéãá úåëøÂò§ä

,x, y ∈ K× ìëì úî�é÷îä Z ìò K× ìù v ä÷úòä äðä K ìù äãéãá äëøòä .äãù K éäé

v(xy) = v(x) + v(y) (à1)

.v(x + y) ≥ min(v(x), v(y)) (á1)

úà í�é÷îäå Z ì óñåðù ïîéñ åðä ∞ øùàá ,v(0) = ∞ íéøéãâîù éãé ìò K ìëì v úà áéçøäì íéâäåð

(1) ììë êéùîî åìà úåøãâä úçú .k ∈ Z ∪ {∞} ìëì k +∞ = ∞ å k ∈ Z ìëì k < ∞ :íéàáä íéììëä

.x, y ∈ K ìë øåáò íâ í�é÷úäì

:àáä éùåîùä éàðúä (1) î òáåð ïë åîë .k ∈ Z ìëì v(−k) = v(k) ùå v(1) = 0 ù òáåð (à1) ììëî

.v(x + y) = min(v(x), v(y)) éæà ,v(x) 6= v(y) íéî�é÷î x, y ∈ K íà (2)

,óñåðá .v(x + y) ≥ min(v(x), v(y)) éæà .v(x) < v(y) ù ìùîì çéðð ,ïëàå

.v(x) = v(x + y − y) ≥ min(v(x + y), v(y)) ≥ v(x + y)
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.v(x + y) = v(x) ,ïëì

äðä Mv = {x ∈ K | v(x) > 0} å K ìù äëøòä âåç äðä Ov = {x ∈ K | v(x) ≥ 0} äöåá÷ä

.xy ∈ O×v íà ÷øå íà äëøòä äúåà ùé x, y ∈ K íéøáà éðùì .åìù éáøîä ìàãéàä

äâöäì ïúð a ∈ A ìë .A ìù ÷éøô éà øáà p éäé .K úåðî äãù íò úéëøò ãç úå÷éøô ìòá âåç A éäé :á.àé äîâH

øéãâð .a éãé ìò ãéçé ïôàá òá÷ð m åæ äâöäá .m ∈ Z å p á íé÷ìçúî íðéà Ax, y ∈ øùàá a = x
y pm äøåöá

.úéãà-p ä äâöää äð�ëîä K ìù äãéãá äëøòä äðä äæë ïôàá úøãâ»îä vp: K× → Z äéö÷ðåôä .vp(a) = m

àåäù äæéà øåáò vp ì äìå÷ù Q ìù äëøòä ìëù úåàøäì äù÷ äæ ïéà K = Q å A = Z åáù äø÷îá

.vq ì äìå÷ù äðéà vp éæà ,íééðåùàø íéøôñî íä å p 6= q íà .p éðåùàø øôñî

ï÷»úîå ÷éøô éà íåðéìåô ìëì .K ìòî äìòð x å K = K0(x) ,äãù K0 ,A = K0[x] åáù äø÷îá ïðåáúð

íéîåðéìåô íä p 6= q íà .K0 ìò úéìàéáéøè vp ù íéøîåà .a ∈ K0 ìëì vp(a) = 0 í�é÷úî p ∈ K0[x]

ìò úéìàéáéøè àéäù K ìù äëøòä ìë ,êôäì .úåìå÷ù ïðéà vq å vp úåëøòää ,äæî äæ íéðåùä íéð÷»úî íééðåùàø

äçñ�ðä éãé ìò íé÷éøô éà íéîåðéìåô ìù g
h äðî ìò úøãâ»îä v∞ äëøòääì åà vp úåëøòää úçàì äìå÷ù K0

.v∞( g
h ) = deg(h)− deg(g)

.Ov = A ù êë K = Quot(A) ìò v äãéãá äëøòä úî�é÷ íà äãéãá äëøòä âåç àø÷ð A úåîìù íåçú

ìàãéàá ïðåáð .v(π) = 1 ù êë A ìù øáà π éäé ,ïëàå .øèð âåç åðä A èøôá ,éùàø íåçú àåä A äæ äø÷îá

a = kZ ïëì .(úåãçà ñôàî íéðåùä a éøáà ìë åéä úøçà) Z ìù ñôàî äðåù ìàãéà åðä v(a) éæà .A ìù a 6= 0

ìù äãçà äðä πk

a0
,ïëì .v(a0) = v(πk) ,éæà .v(a0) = k ù êë a0 ∈ a øçáð .k éòáè øôñî àåäù äæéà øåáò

a = Ovπk ù òáåð ïàëî .a = a
πk πk ∈ Aπk ,ïëìå v(a) ≥ k í�é÷î a ∈ a øáà ìë .πk ∈ a ù ïàëîå A

.éùàø ìàãéà àåä

:äãéãá äëøòä âåçì íéðåù íéðåéôà ïúåð àáä èôùîä

ìù ãéçéä éáøîä ìàãéàä m éäé .éaøî åðä ñôàî äðåù éðåùàø ìàãéà ìë åáù éîå÷î éøèð úåîìù íåçú A éäé :â.àé ïåèôùî

:åæì åæ úåìå÷ù úåàáä úåðòèä .úåéøàùä äãù K̄ = A/m éäéå A

.äãéãá äëøòä âåç åðä A (à)

.úåîìùá øåâñ A (á)

.éùàø ìàãéà åðä m (â)

.dimK̄(m/m2) = 1 (ã)

.m ìù ä÷æç åðä A ìù ñôàî äðåù ìàãéà ìë (ä)

.íìù n ≥ 0 àåäù äæéà øåáò Aπn äøåöäî åðä ìàãéà ìëù êë π ∈ A í�é÷ (å)

:úåøòä éúùá äçëåää úà ìéçúð :äçëåä
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.m àåäå ñôàî äðåù ãçà éðåùàø ìàãéà ÷ø A ì ùé äçðää éôì .A ìù ñôàî äðåù úåàð ìàãéà a éäé (à2)

åðä A) m ìù íéøöåé x1, . . . , xm åéäé .m =
√

a ,ïëì .a úà óé÷îä ãéçéä éðåùàøä ìàãéàä åðä m ,èøôá

.mk ⊆ a ïëìå xk
1 , . . . , xk

m ∈ a ù êë k éòáè øôñî àåôà í�é÷ .(øèð âåç

.r ≥ m ìëì mr = mn éæà ,n àåäù äæéà øåáò mn = mn+1 íà ,ïëàå .éòáè n ìëì mn 6= mn+1 (á2)

øåáò xi = 0 ïëìå xn
i = 0 ù òáåð (à2) ìù íéðåîéñá .mn =

⋂∞
i=1 mi = 0 ,ìåø÷ èôùî éôì ,ïëì

.äøéúñ ,m = 0 ù òáåð ïàëî .i = 1, . . . , n

.(â)à.æ ïåèôùî äàø :(á) ⇐= (à) úçëåä

mn ⊆ Ax ù êë éòáè n í�é÷ (à2) éôì .x 6= 0 ,x ∈ m øçáð .m2 ⊂ m ,(á2) éôì :(â) ⇐= (á) úçëåä

,ïëì .(y ∈ Ax äéä úøçà) π−1 /∈ A éæà .π = x
y ïîñðå y ∈ mn−1 r Ax øçáð .mn−1 6⊆ Ax å

,éðù ãöî .(à.å ïåèôùî) π−1m 6⊆ m ,úéôåñ øöåð ïîàð A[x]-ìåãåî åðä m å ìéàåä .A ìòî íìù åðéà π−1

ìàãéàá ìëåî åðéàù A ìù ìàãéà àåä π−1m ù àåôà åðìá÷ .π−1m ⊆ A ïëìå ym ⊆ mn−1m = mn ⊆ Ax

.çéëåäì äéäù éôë ,m = πA ù ïàëîå π−1m = A ,ïëì .A ìù éáøîä

,(á2) éôì ,éðù ãöî .dimK̄ m/m2 ≤ 1 ,ïëì .m = Aπ ù êë π ∈ A ïúåð (â) éàðú :(ã) ⇐= (â) úçëåä

.dimK̄ m/m2 = 1 ,ïëì .m/m2 6= 0

.m = Aπ ù êë π ∈ A íé÷ù (ä.â ïåèôùî) äî�éJð éôì òáåð dimK̄ m/m2 = 1 ù äçðääî :(ä) ⇐= (ã) úçëåä

.u ∈ Arm àåäù äæéà øåáò y = uπn éæà .y ∈ armn+1 øçáð .a 6⊆ mn+1 å a ⊆ mn ù êë éòáè n í�é÷

.ù÷Ëáîë ,a = mn ,ïëì .mn = Aπn = Ay ⊆ a å êéôä u ,èøôá

å mn ⊆ m éæà .Aπ = mn ù êë n í�é÷ äçðää éôì .π ∈ mrm2 øáà (á2) éôì øçáð :(å) ⇐= (ä) úçëåä

åðä ñôàî äðåù ìàãéà ìëù ìá÷ð m ìù ä÷æç åðä ñôàî äðåù ìàãéà ìëå ìéàåä .m = Aπ å n = 1 ,ïëì .mn 6⊆ m2

.n àåäù äæéà øåáò Aπn äøåöäî

u ∈ A× í�é÷ ïëì .Ax = Aπn ù êë éòáè n úðúåð äçðää .x 6= 0 ,x ∈ A éäé :(à) ⇐= (å) úçëåä

ìëì (1) éàðú úà úî�é÷î äæá äøãâ«äù v: Ar{0} → Z äéö÷ðåôä .v(x) = n àåôà øéãâð .x = uπn ù êë

.x, y ∈ Ar{0} ìëì v(x
y ) = v(x)− v(y) øéãâðù éãé ìò K ìù äëøòäì äúåà áéçøäì ìëåð .x, y ∈ Ar{0}

.ãðé÷ãã éâåç

.åæì åæ úåìå÷ù úåàáä úåðòèä éæà .éáøî ñôàî äðåù éðåùàø ìàãéà ìë åáù éøèð úåîìù íåçú A éäé :ã.àé èôùî

.úåîìùá øåâñ A (à)
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.äãéãá äëøòä âåç åðä Ap éîå÷îä âåçä A ìù ñôàî äðåù p éðåùàø ìàãéà ìëì (á)

.éðåùàø ìàãéà ìù ä÷æç åðä A ìù íéã÷î ìàãéà ìë (â)

úåîìùá øeâñ (á.ç ïåèôùî) øèð âåç åðä Ap éæà .A ìù ñôàî äðåù éðåùàø ìàãéà p éäé :(á) ⇐= (à) úçëåä

âåç åðä Ap ,â.àé ïåèôùî éôì .(è.ä ïåèôùî) éáøî åðä Ap ìù ñôàî äðåù éðåùàø ìàãéà ìëå (áé.å ïåèôùî)

.äãéãá äëøòä

ìàãéà åðä qAp ,éæà .åì ê�éùä éðåùàøä ìàãéàä p =
√

q éäéå A ìù íéã÷î ìàãéà q éäé :(â) ⇐= (á) úçëåä

êúçð íà .qAp = (pAp)n ù êë éòáè n í�é÷ ,ïëì .(è.ä ïåèôùî) pAp =
√

qAp ,ïë ìò øúé .Ap ìù íéã÷î

.(è.ä ïåèôùî) q = pn ù ìá÷ð A á íéôâàä éðù úà

éðåùàø ìàãéà ìëì úåîìùá øåâñ Ap ù çéëåäì ÷éôñî úåîìùÄá øåâñ A ù çéëåäì éãë :(à) ⇐= (â) úçëåä

åðä Ap ìù ñôàî äðåù ìàãéà ìëù çéëåäì ÷éôñî ,â.àé ïåèôùî éôì .(áé.àé ïåèôùî) A ìù p ñôàî äðåù

ìàãéà åðä a øùàá aAp ë Ap ìù ñôàî äðåù ìàãéà ìë âéöäì ïúð ,è.ä ïåèôùî éôì ,ïëàå .pAp ìù ä÷æç

ìù íéîéã÷î íéìàãéà íðä q1, . . . , q2, . . . , qm øùàá a = q1q2 · · · qm ,à.àé äîì éôì .A ìù ñôàî äðåù

øôñîå l éðåùàø ìãéà i ìëì í�é÷ ,äçðää éôì .äæî äæ íéðåù p1, p2, . . . , pm íééðåùàø íéìàãéàì íéë�éùä A

qi = pki

k ïëì .p = l ù òáåð pi ìù úåéáøîäî .pi ⊆ l ïëìï qi ⊆ l èøôá .qi = lki ù êë ki éòáè

.p2, . . . , pn 6= p ù àåôà øîàð .p ì äåù p1, . . . , pn íéìàãéàäî ãçà ÷ø .a = pk1
1 · · · pk2

2 · · · pkn
n å

úøçà ,aAp = Ap = (pAp)0 éæà ,p1 6= p íà .aAp = pk1
1 Ap · pk2

2 Ap · · · pkn
n Ap = pk1

1 Ap ,éæà

.ùøãðë ,pAp ìù ä÷æç åðä aAp íéø÷îä éðùá .aAp = (pAp)k1

.ãðé÷ãã âåç àø÷ð ã.àé èôùî éàðú úà í�é÷îä A úåîìù íåçú

:äàáä äàöåúä ìù äçëåää úà íâ äëåúá úììåë ã.àé èôùî ìù "(à) ⇐= (â)" úçëåä

.íééðåùàø íéìàãéà ìù äìôëîì éëøò ãç ÷åøô ñôàî äðåù ìàãéà ìëì ùé ,ãðé÷ãã âåçá :ä.àé èôùî

éðåùàø ìàãéà ìë ,ïëì .úéëøò ãç úå÷éøô ìòá øèð âåç åðä A èøôá .éùàø âåç A éäé .íééùàø íéâåç :å.àé äîâH

å Z èøôá .ãðé÷ãã âåç åðä A ,ïëì .(é.å ïåèôùî éøçà ïåéD) úåîìùá øåâñ A ,êëì óñåðá .éaøî A ìù ñôàî äðåù

.ãðé÷ãã éâåç íä (äãù K0) K0[x]

:ãðé÷ãã éâåç ìù úåôñåð úåàîâH íéãéìåî íééùàøä íéâåçä

A ìù íìùä øåâñä úà B á ïîñðå K ìù úéôåñ äãéøô äáçøä L éäé .K úåðî äãù ìòá ãðé÷ãã âåç A éäé :æ.àé èôùî

.ãðé÷ãã âåç åðä B éæà .L á

.úåîìùá øåâñä øèð íåçú àåä B íâ ,(à)ç.ç ïåèôùî éôì .úåîìùá øåâñ øèð íåçú åðä A äøãâää éôì :äçëåä
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,ïëì .(ç.å äàöåú) éáøî B ìù ñôàî äðåù éðåùàø ìàãéà ìë íâ ,éáøî A ìù ñôàî äðåù éðåùàø ìàãéà ìëå ìéàåä

.ãðé÷ãã âåç àåä B

âåç åðä Z ,å.àé äîâH éôì .K á Z ìù íìùä øåâñä úà OK á ïîñð .Q ìù úéôåñ äáçøä K éäé :ç.àé äîâH

.ãðé÷ãã âåç àåä OK íâ ,æ.àé èôùî éôì ,ïëì .ãðé÷ãã

ìù íìùä øåâñä éæà .K ìù úéôåñ äãéøô äáçøä L å K = K0(x) ,äðúùî x ,äãù K0 åéäé äúò

.ãðé÷ãã âåç åðä L á K0[x]

úà B á ïîñðå K ìù úéôåñ äøäèá äãéøô éà äáçøä L éäé .K úåðî äãù ìòá ãðé÷ãã âåç A éäé :è.àé ìéâøú

.K ìù úéôåñ äáçøä ìëì ïåëð æ.àé èôùîù ÷ñä .ãðé÷ãã âåç àåä B ù çëåä .L á A ìù íìùä øåâñä
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íééìîøåô úÛ÷�æ¢ç éøåè ìù íéâåç .áé

ìòî íééìîøåô úå÷æç éøåè ìù íéâåç .íééìîøåô úå÷æç éøåèá äøáâìàá íéðã äæéìðàá íéñðëúî úå÷æç íéøåè íå÷îá

.úåãç�éî úåðåëú íäì íéôéñåîå A ìù úåðåëúä úà íéáø íéø÷îá íéùøåé A ïåúð âåç

éìîøåô éåèá åðä A á íéîã÷î íò X á (formal power series) éìîøåô úå÷æç øåè .âåç A éäé

.éùôçä íã÷îä åðä a0 øáàä .i = 0, 1, 2, . . . ,(øåèä éµîEK°î íéàø÷ð åìà íéøáà) ai ∈ A åáù
∑∞

i=0 aiX
i

:àáä ïôàá úå÷æç éøåè ìù ìôëå øåáç íéøéãâî .A[[X]] á åììä úå÷æçä éøåè ìë óñà úà ïîñð

∞∑

i=0

aiX
i +

∞∑

i=0

biX
i =

∞∑

i=0

(ai + bi)Xi

( ∞∑

i=0

aiX
i
)( ∞∑

i=0

bjX
j
)

=
∞∑

k=0

∑

i+j=k

aibjX
k

íéåù íéîã÷îä øàù ìëå äîàúäá a0 = 1 å a0 = 0 íäáù úå÷æçä éøåèë íéøãâ»î A[[X]] ìù ãçàäå ñôàä

A[X] âåçä úà ïëùì ïú�ð .A ìòî X á íééìîøåôä úå÷æçä éøåè âåç àø÷ðä âåçì A[[X]] êôåä äæë ïôàá .ñôàì

ai = 0 åáù
∑∞

i=0 aiX
i úå÷æçä øåè úà íéîéàúî A[X] á

∑n
i=0 aiX

i íåðéìåô ìëìù éãé ìò A[[X]] âåçá

.i > n ìëì

.ai 6= 0 åøåáòù øúåéá ïè÷ä i ë A[[X]] ìù f =
∑∞

i=0 aiX
i ñôàî äðåù øáà ìù øãñä úà øéãâð

ord: A[[X]] → Z ∪ {∞} øãñä úéö÷ðåô .ord(0) = ∞ òá÷�ðù éãé ìò åæ äøãâä íéìùð .ord(f) á åðîñð

:úåàáä úåùéøãä úà úî�é÷î

.f = 0 íà ÷øå íà ord(f) = ∞ (à1)

.ord(f + g) ≥ min(ord(f) + ord(g)) (á1)

.ord(fg) ≥ ord(f) + ord(g) (â1)

.úåîìù íåçú åðä A[[X]] íâ äæ äø÷îá .ord(fg) = ord(f) + ord(g) éæà ,úåîìù íåçú åðä A íà (ã1)

ìåáâä ,ïëì .
⋂∞

n=0 an = 0 ù ìá÷ð X éãé ìò øöåðä A[[X]] ìù ìàãéàä úà a á ïîñð íà

íà ÷øå íà f ∈ an ,ïë åîë .ãéçé ïôàá òá÷ð úéãà-a ä äéâåìåôåèá A[[X]] á úñðëúî äøãñ ìù

íéîìùä íéøôñîä úøãñ íà ÷øå íà ñôàì úôàåù A[[X]] éøáà ìù f1, f2, f3, . . . äøãñ ,ïëì .ord(f) ≥ n

.óåñðéàì úôàåù ord(f1), ord(f2), ord(f3), . . .

.X å a éãé ìò øöåðä A[[X]] ìù ìàãéàä úà A á ïîñð .A ìù ìàãéà a å âåç A éäé :à.áé ïåèôùî

.X éãé ìò øöåðä ìàãéàì ñçéá íìù»î íééìîøåôä úå÷æçä éøåè âåç (à)

.
⋂∞

n=0 An = 0 éæà ,
⋂∞

n=0 an = 0 íà (á)

.a éãé ìò øöåðä A ìàãéàì ñçéá íìù»î A[[X]] éæà ,a ìàãéàì ñçéá íìù»î A íà (â)
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.A á êéôä a0 åìù éùôçä íã÷îä íà ÷øå íà A[[X]] á êéôä f =
∑∞

i=0 aiX
i úå÷æç øåè (ã)

åðä åìù éáøîä ìàãéàäå íìù»î éîå÷î âåç àåä A[[X]] éæà ,A ìù éáøîä ìàãéàä m å íìù»î éîå÷î A íà (ä)

.M = A[[X]]m + A[[X]]X

íééòáè n å k ìëì ,éæà .
⋂∞

n=0 An ìù øáà f =
∑∞

i=0 aiX
i éäé :á úçëåä

.

k+n∑

i=0

aiX
i ∈ Ak+n =

k+n∑

i=0

ak+n−iXi +
∞∑

i=k+n+1

AXi

.f = 0 ù ïàëîå ak = 0 ,ïëì .ak ∈ an ù ìá÷ð íéôâàä éðùá Xk ìù íéîã÷îä úà äåùð íà

aij ∈ A íò fi =
∑∞

j=0 aijX
j í¹ùøð .A ì ñç�éá A[[X]] á éùå÷ úøãÄñ f1, f2, f3, . . . éäú :â úçëåä

i0 ≥ k+n í�é÷ éæà .éòáè øôñî n éäé ,ïëàå .a ì ñçéá éùå÷ úøãñ àéä a1k, a2k, a3k, . . . éòáè k ìëìù çéëåðå

,ïëì .i ≥ i0 ìëì fi+1 − fi ∈ Ak+n ù êë

∞∑

j=0

(ai+1,j − aij)Xj ∈
k+n∑

j=0

ak+n−jXj +
∞∑

j=k+n+1

AXj

.ùøã�ðÌ�ë ,ai+1,k − aik ∈ an ,ïëì

ïîñð .(a ì ñçéá) A ìù ak øáàì a1k, a2k, a3k, . . . äøãñä úñðëúî a ì ñçéá íìù»î A å ìéàåä

.A ì ñçéá fi → f ù çéëåðå f =
∑∞

k=0 akXk

,ïëì .i ≥ i0 ìëìå k = 0, . . . , n − 1 øåáò aik − ak ∈ an êë i0 í�é÷ éæà .éòáè øôñî n àåôà éäé

.fi − f =
∑∞

k=0(aik − ak)Xk ∈ An

.a0 ∈ A× ïëìå a0b0 = 1 ,èøôá .fg = 1 ù êë g =
∑∞

i=0 biX
i í�é÷ ,êéôä f íà :ã úçëåä

í�é÷î g = −∑∞
i=1 aiX

i åæ äçðä úçú .a0 = 1 ù çéðäì éãë åá f úà ÷ìçì ìëåð ,êéôä a0 íà ,êôäì

.f−1 =
∑∞

i=0 gi å f = 1− g

åðä m å ìéàåä ìéàåä .a0 ∈ Arm éæà ,f /∈ M íà .A[[X]] ìù f =
∑∞

i=0 aiX
i øáàá ïðåáúð :ä úçëåä

ìàãéàä åð¤ä M ù òáåð ïàëî .A[[X]] á êéôä f ,(ã) éôì ,ïëì .A á êéôä a0 øáàä ,A ìù ãéçéä éáøîä ìàãéàä

.A[[X]] ìù ãéçéä éáøîä

.X éãé ìò øöåðä ìàãéàì ñçéá íìù»î A[[X]] ,(â) éôì ,ïëì .ñôàä ìàãéàì ñçéá íìù»î A âåçä :à úçëåä

.f á Xord(f) ìù íã÷îä åðä f ìù ïåúçúä íã÷îä .f ∈ A[[X]] éäé
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.øèð âåç àåä A[[X]] íâ éæà ,øèð âåç àåä A íà :á.áé ïåèôùî

íò ãçé ñôàä øáà úà ai á ïîñð i ≥ 0 ìëì .úéôåñ øöåð A[[X]] ìù A ìàãéà ìëù çéëåäì åðéìò :äçëåä

.a0 ⊆ a1 ⊆ a2 ⊆ · · · å A ìù ìàãéà àåä äæ óñà .i øãñî f ∈ A íéøáà ìù íéðåúçúä íéîã÷îä ìë óñà

øåáò ai ìù ai1, . . . , ai,m(i) íéøöåé øçáì ìëåð ïë åîë .r ≥ n ìëì ar = an ù êë n í�é÷ ,éøèð A å ìéàåä

íé-fij äù çéëåð .aij ïåúçú íã÷î ìòá fij ∈ A øçáð 1 ≤ j ≤ m(i) å 0 ≤ i ≤ n ìëì .i = 0, . . . , n

.A úà íéøöåé

,d ≤ n íà .a ∈ ad éæà .f ìù ïåúçúä íã÷îä a éäéå d = ord(f) ïîñð .f ∈ A éäé

ìù øáà åðä g = f − ∑m(d)
j=1 bdjfdj ,ïëì .a =

∑m(d)
j=1 bdjadj ù êë bd1, . . . , bd,m(d) ∈ A íéî�é÷

,ïëì .a =
∑m(n)

j=1 bdjanj ù êë bd1, . . . , bd,m(n) ∈ A íéî�é÷ d ≥ n íà .ord(g) ≥ d + 1 å A

.ord(g) ≥ d + 1 å A ìù øáà åðä g = f −∑m(n)
j=1 bdjfnjX

d−n

äøãñå l ≤ n ,íéîìù íéøôñî ìù 0 ≤ d(0) < d(1) < d(2) < · · · äìåò äøãñ àöîì àåôà ìëåð

,gd(0) = f ,k > l ìëì d(k) ≥ n ,k ≤ l ìëì d(k) < n ù êë A éøáà ìù gd(0), gd(1), gd(2), . . .

å ,ord(gd(i) = d(i)

gd(k) = gd(k−1) −
m(d(k)∑

j=1

bd(k),jfd(k),j , k ≤ l

.gd(k) = gd(k−1) −
m(d(n))∑

j=1

bd(k),jfn,jX
d(k)−n, k > l

ìá÷ð r > l ìë øåáò

f =
l∑

k=1

m(d(k))∑

j=1

bd(k),jfd(k),j +
m(d(n))∑

j=1

( r∑

k=l+1

bd(k),jX
d(k)−n

)
fnj + gd(r+1)

ìåáâá ìá÷ð ,óåñðéàì ó¹àùì r ì ïúð íà

, f =
l∑

k=1

m(d(k))∑

j=1

bd(k),jfd(k),j +
m(d(n))∑

j=1

( ∞∑

k=r+l

bd(k),jX
d(k)−n

)
fnj

.çéëåäì äéäù éôë

íéðúùîá éìîøåô úå÷æç øåè øéãâð .íéðúùî äîëì ãçà äðúùîî éìîøåôä úå÷æçä øåè âùåî úà äúò ìéìëð

.i äìòîî éðâåîåä íåðéìåô àåä fi ∈ A[X1, . . . , Xn] øùàá ,
∑∞

i=0 fi éìîøåô íåëñÌ�ë A ìòî X1, . . . , Xn
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úåàçñ�ðä éãé ìò R̂ á ìôëå øåáç øéãâð .R̂ = A[[X1, . . . , Xn]] á åìàä úå÷æçä éøåè ìë óñà úà ïîñð

∞∑

i=0

fi +
∞∑

i=0

gi =
∞∑

i=0

(fi + gi)

( ∞∑

i=0

fi

)( ∞∑

j=0

gj

)
=

∞∑

k=0

∑

i+j=k

figj

åìù íééðâåîåää íé÷ìçä íåëñë f úà íùøðù éãé ìò úå÷æç øåè íò f ∈ A[X1, . . . , Xn] íåðéìåô ääæð ïë åîë

.âåç úúì R = A[X1, . . . , Xn] å âåçì R̂ êôåä äæë ïôàá .íéñôà éãé ìò íéøñçä íéøáàä úà íéìùðå

éäé k ≥ 0 ìëì :àáä ïôàá A[[X1, . . . , Xn−1]][[Xn]] á øáà íò R̂ á øáà ìë äúò ääæð

éæà .k äìòîî éðâåîåä íåðéìåô fk ∈ A[X1, . . . , Xn]

, fk(X1, . . . , Xn) =
k∑

j=0

fkj(X1, . . . , Xn−1)Xk−j
n

,ïëì .j äìòîî íééðâåîåä íéîåðéìåô íä fkj øùàá

∞∑

k=0

fk(X1, . . . , Xn) =
∞∑

k=0

k∑

j=0

fk,k−j(X1, . . . , Xn−1)Xj
n

=
∞∑

j=0

( ∞∑

l=0

fj+l,l(X1, . . . , Xn−1)
)
Xj

n

(2)

:íéâåç ìù éåäæ åðìá÷ äæë ïôàá .A[[X1, . . . , Xn−1]] ìù øáà åðä ïåøçàä øåèá Xj
n ìù íã÷îäå

A[[X1, . . . , Xn]] = A[[X1, . . . , Xn−1]][[Xn]] (3)

éãé ìò øöåðä M ìàãéàì ñçéá íìù A[[X1, . . . , Xn]] ù øéòð ,(2) á éðùä ïåéåùä úà ññáì éãë

íéáéëøîì fi ìù ÷åøôä àåä fi =
∑∞

j=0 fij å ,M-éùå÷ úøãÄñ àéä f1, f2, f3, . . . íà ,ïëàå .X1, . . . , Xn

óàåù fi ù ïàëî .i ≥ i(j) ìëì fij = fi(j),j ïëìå fi+1 − fi ∈ Mj+1 ù êë i(j) í�é÷ j ìëì éæà ,íééðâåîåä

.ãéçé ïôàá òá÷ð úñðëúî (øåè ìù åà) äøãñ ìù ìåáâä ïëìå
⋂∞

i=0 Mi = 0 ù ïáåîë .f =
∑∞

j=0 fi(j),j ì

fi ∈ A[X1, . . . , Xn−1] åáù A[[X1, . . . , Xn−1]] á f =
∑∞

i=0 øåè ìë úåàøì ïúð ,úàæ úåá÷òá

ìù ãéçé øáàì ñðëúî (2) ìù ïéîé óâàá øåèäå A[[X1, . . . , Xn]] ù øáàë íâ i äìòîî éðâåîåä íåðéìåô åðä
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:í�é÷î åìù éùéìùä øáàäå (2) ìù éðùä øáàä ïéá ùøôää éòáè r ìëì .A[[X1, . . . , Xn]]

∞∑

k=0

k∑

j=0

fk,k−j(X1, . . . , Xn−1)Xj
n −

∞∑

j=0

( ∞∑

l=0

fj+l,l(X1, . . . , Xn−1)
)
Xj

n

=
∞∑

k=r+1

k∑

j=0

fk,k−j(X1, . . . , Xn−1)Xj
n −

r∑

j=0

( ∞∑

l=0

fj+l,l(X1, . . . , Xn−1)
)
Xj

n

−
∞∑

j=r+1

( ∞∑

l=0

fj+l,l(X1, . . . , Xn−1)
)
Xj

n

ì ìàîù óâà íâ ê�éù ,ïëì .Mr+1 ì ê�éù ïåøçàä ïåéåùä ìù ïéîé óâà ìù íéîåëñäî ãçà ìëá íéøáàäî ãçà ìë

.ïòèðù éôë ,ñôàì äåù àåä ïëì ,r á ììëá éåìú åðéà ìàîù óâà íìåà .Mr+1

.úåîìù íåçú àåä A[[X1, . . . , Xn]] íâ ,úåîìù íåçú àåä A íàù ,(4à) éôì ,äàøî n ìò äéö÷åãðà

:á.áé ïåèôùî ìù äììëä åðà íéìá÷î ,ïë åîë

.øèð âåç àåä A[[X1, . . . , Xn]] íâ éæà ,øèð âåç àåä A íà :â.áé èôùî
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íééìîøåô úå÷æç éøåè ìù úéëøò ãç úå÷éøô .âé

.úéëøò ãç úå÷éøô ìòá àåä äãù ìòî íéðúùî n á íééìîøåôä úå÷æçä éøåè âåçù äæ ÷øôá çéëåð

øåè àø÷�é A[[X]] ìù f = a0 + a1X + a2X
2 + · · · øáà .m éáøî ìàãéà íò éîå÷î âåç A éäé

.an ∈ A× å a0, . . . , an−1 ∈ m ù êë n ≥ 0 í�é÷ ,øîåìë .m ì íéë�éù åìù íéîã÷îä ìë àì íà ñøèùøéå

ìù íéîã÷îä íâ éæà ,m ì íéë�éù g ∈ A[[X]] úå÷æç øåè ìù íéîã÷îä ìë íà .f ìù äâøãä n àø÷é äæ äø÷îá

.ñøèùøéå éøåè íä h å g íâ ,ñøèùøéå øåè àåä f å f = gh íà ,ïëì .m ì íéë�éù g ìù äìåôë ìë

f ∈ A[[X]] éäéå éòáè øôñî n éäé ,m éaøî ìàãéà íò íìù»î éøèð éîå÷î âåç A éäé :(úéøàù íò ä÷«ìç) à.âé ïåèôùî

å g = qf + r ù êë íéãéçé r ∈ A[X] å q ∈ A[[X]] íéî�é÷ g ∈ A[[X]] úå÷æç øåè ìëì éæà .n äâøãî ñøèùøéå øåè

.deg(r) ≤ n− 1

éãé ìò α, ω: A[[X]] → A[[X]] úå÷úòä éúù øéãâð :(Manin) äçëåä

α(
∞∑

i=0

biX
i) = b0 + b1X + · · ·+ bn−1X

n−1

ω(
∞∑

i=0

biX
i) = bn + bn+1X + bn+2X

n+2 · · ·

h ∈ A[[X]] ìëìå úåéøàðéì úå÷úòää éúù

å ω(hXn) = h = α(h) + ω(h)Xn (à1)

.n− 1 øúåéä ìëì äìòîî íåðéìåô åðä h íà ÷øå íà ω(h) = 0 (á1)

,(1à) éôì .ω(g) = ω(qf) ù êë q ∈ A[[X]] ìù úåãéçéäå íåé÷ä úà çéëåäì åðéìòù òáåð (á1) éàðúî

. ω(qf) = ω(qα(f) + qω(f)Xn) = ω(qα(f)) + ω(qω(f)Xn) = ω(qα(f)) + qω(f)

áéöð .A[[X]] á êéôä ω(f) = an + an+1X + an+2X
2 + · · · ù (ã)à.áé ïåèôùîî òáåð an ∈ A× å ìéàåä

ù êë A[[X]] á z ìù úåãéçéäå íåé÷ä úà çéëåäì åðéìòù ìá÷ðå h = −α(f)
ω(f) å z = qω(f) àåôà

.ω(g) = −ω(zh) + z (2)

éãé ìò úøãâ»îä åîöò êåúì A[[X]] ìù ä÷úòäë ω ◦ h úà äàøð (á) äàåùîä úà ø¹úôì éãë

äøåöä úà (á) äàåùîä úìá÷î äæ ïôàá .A[[X]] ìù úåäæä ú÷úòä úà 1 á ïîñð ïë åîë .(ω ◦ h)f = ω(hf)

.ω(g) = (1− ω ◦ h)z (3)

,øîåìë) h = α(f)
ω(f) ∈ m[[X]] ù òáåð f ìò íéàðúäî ,ïëàå .äëéôä ä÷úòä äðä 1 − ω ◦ h ù çéëåð

,éæà .(ω ◦ h)ky ∈ mk[[X]] ù äéö÷åãðàá çéðð .y ∈ A[[X]] àåôà éäé .(m ì íéë�éù h ìù íéîã÷îä ìë
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ù òáåð ïàëî (ω ◦ h)k+1y = ω ◦ h
(
(ω ◦ h)ky

)
= ω(h(ω ◦ h)ky

) ∈ mk+1[[X]]

(1− ω ◦ h)−1 =
∞∑

k=0

(ω ◦ h)k

,(3) ìù íéôâàä éðù ìò äúåà ìéòôð íà .1− ω ◦ h ì äëåôää åîöò êåúì A[[X]] ìù áèéä úøãâ»î ä÷úòä àéä

.z = (1− ω ◦ h)−1ω(g) ,eð�é§äÌE ,z ìù úåãéçéäå íåé÷ä úà ìá÷ð

f = Xn + an−1X
n−1 + · · ·+ a0 ∈ A[X] ï÷»úî íåðéìåô .m éáøî ìàãéà íò éîå÷î âåç A áåù éäé

.ñøèùøéå øåè åðä f èøôá .a0, . . . , an−1 ∈ m íà (Weierstrass polynomial) ñøèùø�éå íåðéìåô àø÷ð

.ñøèùø�éå íåðéìåô áåù äðä ñøèùø�éå éîåðéìåô ìù äìôëîù øéòð

øåè f =
∑∞

i=0 aiX
i éäéå m éáøî ìàãéà íò íìù»î éîå÷î âåç A éäé :(ñTÀè°ùY�é�å ìù äðëää èôùî) á.âé ïåèôùî

,ïë ìò øúé .u ∈ A[[X]]× å n äìòîî ñøèùøéå íåðéìåô g äáù f = gu äìôëîë f úà âéöäì ïú�ð éæà .n äâøãî ñøèùøéå

.u = u′ å g = g′ éæà ,u′ ∈ A[[X]]× å ñøèùøéå íåðéìåô åðä g′ åáù f ìù óñåð ÷åøô àåä f(X) = g′u′ íà

r = b0 + b1X + · · ·+ bn−1X
n−1 ∈ A[X] å q ∈ A[[X]] àöîì éãë ñãéì÷åà ìù ïåëúîá ùîúùð :äçëåä

ù êë

. Xn = qf + r (ä)

úàåùäå (ä) á äáöä .qf ≡ c0anXn + dn+1X
n+1 + · · · mod m éæà .q = c0 + c1X + · · · í¹ùøð

êéôä c0 ïëì .b0, . . . , bn−1 ∈ m å c0an ≡ 1 mod m ,úðúåð íéôâàä éðùá 1, X, . . . , Xn ìù íéîã÷îä

úù÷Ëáîä äâöää úà ìá÷ìå (ä) î f úà õìçì àåôà ìëåð .(á.âé ïåèôùî) A[[X]] á êéôä q ù ïàëîå A á

.f = (Xn − r)q−1

øùàá f = (Xm + r′)u′ å f = (Xn + r)u ù çéðð ïåèôùîá äâöää úåãéçé úà çéëåäì éãë

,éæà .A[[X]] ìù íéëéôä íéøáà u, u′ å A[X] á äîàúäá n − 1,m − 1 äìòîî íéîåðéìåô íä r, r′

,ïëì .m = n ù ïàëî òáåð A á íéëéôä u′ å u ìù íééùôçä íéîã÷îäå ìéàåä .Xnu ≡ Xmu′ mod m

.r = r′ å u = u′ ù òáåð ñãéì÷åà ïåëúîá äâöää ìù úåãéçéäî .Xn = (u′)−1f − r′ å Xn = u−1f − r

m éáøî ìàãéà ìòá A úà óé÷·îä íìù»î éîå÷î âåç R éäé ,âåç A éäé .úå÷æç éøåèá úåáöä ìò :â.âé äøòä

ìù íéøáà x1, . . . , xn åéäé ,óåñáì .A ìòî íééìîøåôä úå÷æçä éøåè âåç S = A[[X1, . . . , Xn]] éäéå

éæà ,i äìòîî íééðâåîåä íéîåðéìåô åðä fi ∈ A[X1, . . . , Xn] åáù S ìù øáà àåä f =
∑∞

i=0 fi íà .m

Xi íå÷îá xi ìù äáöääù ,ïàëî .R á ñðëúî
∑∞

i=0 fi(x1, . . . , xn) øåèä ,ïëì .fi(x1, . . . , xn) ∈ mi

.A éøáà úà úéáùîä τ : S → R íæéôøåîåîåä äøéãâî
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éäéå g ∈ S éäé ,ïëàå .M-óéöø τ ù àöî�ð ,X1, . . . , Xn éãé ìò øöåðä S ìù ìàãéàä úà M á ïîñð íà

í�é÷úî f − g ∈ Mn í�é÷îä f ∈ S ìëì éæà .éòáè øôñî n

τ(f)− τ(g) = f(x1, . . . , xn)− g(x1, . . . , xn) ∈ mn

.óéöø τ ù ïàëî .τ(g) ì m-áåø÷ τ(f) éæà ,g ì M-áåø÷ f íà ,úåøçà íéìîá .x1, . . . , xn ∈ m éë

úà ïîñð .åéìòî úå÷æçä éâåç øåè S = K[[X1, . . . , Xn]] å äãù K éäé :(íéîæéôøåîåèåàä èôùî) ã.âé ïåèôùî

éæà .gi ∈ M2 åáù S ìù øáà fi = Xi + gi éäé 1 ≤ i ≤ n ìëì .M á X1, . . . , Xn éãé ìò øöåðä S ìù ìàãéàä

.S ìù τ óéöø íæéôøåîåèåà äøéãâî Xi 7→ fi äáöää

ìù øáà h =
∑∞

i=d hi éäé .τ : S → S óéöø íæéôøåîåîåä äøéãâî Xi 7→ fi äáöää ,å.áé äøòä éôì :äçëåä

åðä h′j øùàá ,τ(h) = hd + h′d+1 + h′d+2 + · · · éæà .hd 6= 0 å i äìòîî éðâåîåä íåðéìåô àåä hi åáù S

.τ(h) 6= 0 íâ éæà ,h 6= 0 íà ,èøôá .h − τ(h) ∈ Md+1 ,ïëì .j ≥ d + 1 ìëì j äìòîî éðâåîåä íåðéìåô

.éëøò ãç ãç τ ù àåôà åðìáN

,äîåã ïôàá .gd+1 = h − τ(h) ∈ Md+1 éæà .ìéòì øàúîë h ∈ S éäé ,ïëàå .S á óåôö Im(τ) :äðòè

äæë ïôàá øéãâäì øùôà äéö÷åãðàá .gd+2 = h− τ(g + gd+1) ∈ Md+2 ,ïëì .gd+1 − τ(gd+1) ∈ Md+2

.epÇòÈèù éôë ,éòáè i ìëì h− τ(h + gd+1 + · · ·+ gd+i) ∈ Md+i+1 ù êë gd+1, gd+2, gd+3, . . .

,èøôá .limi→∞ τ(hi) = h′ ù êë hi ∈ S íéî�é÷ éæà .S ìù øáà h′ äúò éäé

τ(h1), τ(h2), τ(h3), . . .

.hi+1−hi ∈ Md íà ÷øå íà τ(hi+1)−τ(hi) ∈ Md ,ïåèôùîä úçëåä ìù ïåùàøä ÷ìçä éôì .éùå÷ úøãñ àéä

,óéöø τ å ìéàåä .S ìù h øáàì ñðëúî hi ,íìù»î S å ìéàåä .éùå÷ úøãñ àéä h1, h2, h3, . . . ,ïëì

.ìò íâ àéä τ ïëì .h′ = limi→∞ τ(hi) = τ(h)

ù êë d éòáè øôñî í�é÷ éæà .0 6= f ∈ A[[X1, . . . , Xn]] å éòáè øôñî n ,âåç A åéäé :ä.âé äîì

f(T dn−1
, T dn−2

, . . . , T d, T ) 6= 0

.A[[T ]] á

øãñð .X = (X1, . . . , Xn) å i = (i1, . . . , in) øùàá ,Mi(X) ë Xi1
1 · · ·Xin

n íåðåîä úà í¹ùøð :äçëåä

:éðåì´î øãñá íéîåðåîä úà

. Mi(X) < Mj(X) ⇐⇒ i < j ⇐⇒ ∃k ≤ n : i1 = j1, . . . , ik−1 = jk−1, ik < jk
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T dn−ν

ìù äáöää .i ìù iν íéáéëøîä ìëî ìåãâä d øçáð .a 6= 0 íò f á øúåéá ïè÷ä íåðåîä aMi(X) äúò éäé

ïëì .d(j) > d(i) éæà ,j > i íà .d(i) =
∑n

ν=1 iνdn−ν øùàá ,aT d(i) ì aMi(X) úà ä÷éúòî Xν íå÷îá

.g 6= 0 ,úåøçà íéìîá .íöîèöî åðéà g(T ) = f(T dn−1
, T dn−2

, . . . , T d, T ) úå÷æçä øåèá aT d(i) øáàä

ìù τ íæéôøåîåèåà í�é÷ éæà .K ìòî ñôàî äðåù úå÷æç øåè f ∈ K[[X1, . . . , Xn]] å äãù K éäé :å.âé äîì

.τ(f)(0, · · · , 0, Xn) 6= 0 ù êë K[[X1, . . . , Xn]]

èôùî .g(T ) = f(T dn−1
, . . . , T d, T ) 6= 0 ù êë d éòáè øôñî ø©çáì éãë ä.âé äîìá ùîúùð :äçëåä

ν ≤ n− 1 øåáò τ(Xν) = Xν + Xdn−ν

n ù êë K[[X1, . . . , Xn]] ìù τ íæéôøåîåèåà ïúåð íæéôøåîåèåàä

.τ(f)(0, . . . , 0, Xn) = g(Xn) 6= 0 éæà .τ(Xn) = Xn å

íéîåðéìåôä âåç íâ ,úéëøò ãç úå÷éøô ìòá úåîìù íåçú åðä A íàù èôùîá ùîúùð àáä èôùîä úçëåäá

úîì ìòå íéîåðéìåôì ñãéì÷åà ìù ïåëúîä ìò úëîúñî åæ äòåãé äãáËò ìù äçëåää .úéëøò ãç úå÷éøô ìòá A[X]

:øæò èôùî éðù ãåòì ÷÷æð ïë åîë .ñåàâ

.A[X] á ÷éøô éà g ù çéðð .ñøèùøéå íåðéìåô g ∈ A[X] éäéå úéëøò ãç úå÷éøô ìòá íìù»î éîå÷î âåç A éäé :æ.âé äîì

.A[[X]] á íâ ÷éøô éà g éæà

ìù äðëää èôùî éôì .ñøèùøéå øåè åðä g1 éæà .A[[X]] á g ìù ÷åøô àåä g = g1g2 ù çéðð :äçëåä

.ï÷»úî íåðéìåô àåä h èøôá .u ∈ A[[X]]× å ñøèùøéå íåðéìåô àåä h øùàá g1 = hu ,(á.âé ïåèôùî) ñøèùøéå

å g = qh + r ù êë q, r ∈ A[X] íéî�é÷ ,úåøçà íéìîá .A[X] á úéøàù íò g úà åá ÷ìçì øùôà ïëì

ïëì .q = ug2 å r = 0 ù òáåð úéøàù íò ÷åì¤çä ìù úåãéçéäî .g = ug2h ,éðù ãöî .deg(r) < deg(h)

éæà ,h ∈ A[X]× íà .q ∈ A[X]× åà h ∈ A[X]× ,÷éøô éà g å ìéàåä .A[X] á g ìù ÷åøô àåä g = qh

g = g1g2 ÷åøôä ,äø÷î ìëá .g2 ∈ A[[X]]× éæà ,q ∈ A[X]× íà .g1 ∈ A[[X]]× ù ïàëî .h ∈ A[[X]]×

.çéëåäì äéäù éôë ,éìàéáéøè A[[X]] á g ìù

å ñøèùøéå íåðéìåô åðä f ù êë íéð÷»úî íéîåðéìåô f, g, h ∈ A[X] åéäé ,m éáøî ìàãéà íò éîå÷î âåç A éäé :ç.âé äîì

.ñøèùøéå éîåðéìåô íðä h å g íâ éæà .f = gh

.h = b0 + · · ·+ bl−1X
l−1 + X l å g = a0 + · · ·+ ak−1X

k−1 + Xk ,n = deg(f) åéäé :äçëåä

éæà .bs /∈ m ù êë øúåéá ïè÷ä øôñîä s éäé .ar /∈ m ù êë øúåéá ïè÷ä øôñîä r éäé .bl = 1 å ak = 1 ïîñð

å 0 ≤ s ≤ l ,0 ≤ r ≤ k

.
( k∑

i=r

aiX
i
)( l∑

j=s

bjX
j
) ≡ Xn mod m
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å r = k ,ïëì .äçðäì äøéúñá arbs ≡ 0 mod m ïëìå r + s < k + l = n äéä ,s < l åà r < k äéä åìà

.ñøèùøéå éîåðéìåô íä h å g ù øîåà äæ .s = l

.úéëøò ãç úå÷éøô ùé Rn = K[[X1, . . . , Xn]] úå÷æçä éøåè âåçì :(úéëøò ãçä úå÷éøôä èôùî) è.âé èôùî

.τ(f)(0, . . . , 0, Xn) 6= 0 ù êë Rn ìù τ íæéôøåîåèåà úðúåð å.âé äîì .ñôàî äðåù øáà f ∈ Rn éäé :äçëåä

fi ∈ Rn−1 øùàá ,f =
∑∞

i=0 fiX
i
n ù ïàëî .f(0, . . . , 0, Xn) 6= 0 ù çéðäì ìëåð ,τ(f) á f úà óéìçð íà

éãé ìò øöåðä Rn−1 ìù Mn−1 éáøîä ìàãéàì íéë�éù f0, . . . , fd−1 ù êë ñôàì äåù åà ìåãâ d í�é÷å

ìù äðëää èôùî éôì .ñøèùø�éå øåè åðä f ïëì .fd ∈ R×n−1 øîåìë fd(0, . . . , 0) 6= 0 å X1, . . . , Xd−1

n ìò äéö÷åãðà úçðä .u ∈ R×n å d äìòîî ñøèùø�éå íåðéìåô àåä g ∈ Rn−1[Xn] øùàá ,f = gu ,ñøèùY�éå

éà g1, . . . , gr àåôà íéî�é÷ .úéëøò ãç úå÷éøô ìòá Rn−1[Xn] íâ ,ïëì .úéëøò ãç úå÷éøô ìòá Rn−1 ù úðúåð

éôì ,ïëì .ñøèùøéå éîåðéìåô íä g1, . . . , gr ,ç.âé äîì éôì .g = g1 · · · gr ù êë Rn−1[Xn] á íéð÷»úîå íé÷éøô

.Rn−1[[Xn]] = Rn á íé÷éøô éà g1, . . . , gr ,æ.âé äîì

f = f1 · · · fs ù çéðð (úåøá¢ç éãë ãò) ìù úåãéçéä úà çéëåäì éãë .f ìù ÷åøôä íåé÷ úà åðçëåä úàæá

,ïëì .
∏s

i=1 fi(0, . . . , 0, Xn) = f(0, . . . , 0, Xn) 6= 0 ,éæà .Rn á íé÷éøô éà íéîøåâì ÷åøô àåä

ìù ui êéôä øáàå hi ∈ Rn−1[Xn] ÷éøô éà íåðéìåô ïúåð ñøèùY�éå ìù äðëää èôùî .fi(0, . . . , 0, Xn) 6= 0

ïä h1 · · ·hs å g1 · · · gr úåìôëîäå ìéàåä .g1 · · · gru = h1 · · ·hs(u1 · · ·us) ,ïëì .fi = hiui ù êë Rn

.u = u1 · · ·us å g1 · · · gr = h1 · · ·hs ù ñøèùø�éå ìù äðëää èôùîá äâöää úåãéçéî òáåð ,ñøèùø�éå éîåðéìåô

êëá .hi ìù øáç åðä gi ìë h1, . . . , hs ìù ùãçî øåôñ´î øçàìùå r = s ù òáåð Rn−1[Xn] á ÷åøôä úåãéçéî

.Rn á ÷åøôä úåãéçé úçëåä úà åðî�éñ

ìòá A íìù»î âåçá è.âé èôùî úçëåäá K úà óéìçäì øùôà éà .úéëøò ãçä úå÷éøôä èôùî ìù úåììëä :é.âé äøòä

fi ,i ìëì fi ∈ Rn−1 åáù f =
∑∞

i=0 fiX
i
n úå÷æç øåèì íéòéâî äçëåää úìéçúá ,ïëàå .úéëøò ãç úå÷éøô

.äæ ìàãéàì êéù åðéà fd å i = 0, . . . , d − 1 øåáò X1 . . . , Xn−1 éãé ìò øöåðä Rn−1 ìù ìàãéàì íéëéù

äðëää èôùîá ùîúùäì øùôà æàå êéôä fd ù øîåà ïåøçàä éàðúä ,Rn−1 = K[[X1, . . . , Xn−1]] ù äø÷îá

éáøîä ìàãéàì êéù fd ìù éùôçä íã÷îäù ïéãò ïëúé ,Rn−1 = A[[X1, . . . , Xn−1]] íà íìåà .ñøèùø�éå ìù

.è.âé èôùî úçëåäá øîàðë ñøèùøéå øåè åðä f ù ÷éñäì íéìåëé åðà ïéàå êéôä åðéà fd äæ äø÷îá .A ìù m

àåä A íà ,øúåé éììë ïôàá .íìù»î ãéãá äëøòä âåçá K úà óéìçäìå äçëåää úà ìéìëäì øùôàù äàøðë

.[Bur, p. 566, exer. 9(c)] úéëøò ãç úå÷éøô A[[X1, . . . , Xn]] úå÷æçä éøåè âåçì ùé ,éùàø âåç

øùàë ïåëð åðéà àåä ,äîâHì .ïåëð åðéà úéëøò ãçä úå÷éøôä èôùî éììëä äø÷îá

A = K(T )[[X1, X2, X3]]/〈X2
1 + X2

2 + X2
3 〉
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.[Bur] ìù 565 ãåîòá 8 ìéâøúá úøçà úéãâð äîâH äàø .[Sal] äàø

ù íéìá÷î ,éøìåâø íâ äéäéù íìù»î éîå÷î âåç åúåéäì óñåðá A ù íéùøåã íà ,úàæ úîåòì

ìë Auslander-Buchsbaum ìù èôùî éôì ,÷åéã øúéá .úéëøò ãç úå÷éøô ìòá A[[X1, . . . , Xn]]

íâ éæà ,éøìåâø éîå÷î âåç åðä A íà ,äæì óñåðá .[Mat, p. 163] úéëøò ãç úå÷éøô ìòá åðä éøìåâø éîå÷î âåç

ãç úå÷éøô A[[X]] ì ùé ,Auslander-Buchsbaum éôì ,ïëìå [Mat, p. 157] éøìåâø éîå÷î âåç åðä A[[X]]

íà éøìåâø åðä m éáøî ìàãéà íò A éîå÷î øèð âåçù øîàð óåñáì .úéëøò

, dimA/m m/m2 = dim(A)

.m = p0 ⊃ p1 ⊃ · · · ⊃ pd íééðåùàø íéìàãéà ìù äøãñ úî�é÷ åøåáòù d éaøîä øôñîä åðä dim(A) øùàá
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íéîåðéìåô éâåç ìù ãîµîä .ãé

úøùøù úî�é÷ åøåáòù n éáøîä øôñîä úà áùçì àåä R âåç ìù úåéëåáñä úà ããîì íéëøãä úçà

p0 ⊂ p1 · · · ⊂ pn

íàù çéëåäì àéä åðúøèî .dim(R) á ïîËñîå R ìù ìåø÷ ãîî àø÷ð äæ øôñî .R ìù íééðåùàø íéîåðéìåô ìù

íéìëä .dim(R) = trans.deg(Quot(R)/K) éæà ,K äãù ìòî âåçë úéôåñ øöåðä úåîìù íåçú àåä R

. "øèð ìù ïå÷´úä èôùîå" "äéìòä èôùî" íä äçëåäì íéöåçðä

.dim(R) = dim(S) éæà .R âåç ìòî íìùä âåç S éäé :à.ãé äîì

ìàãéà àåä pi = qi ∩ R ,i ìëì .S ìù íééðåùàø íéìàãéà ìù úøùøù q0 ⊂ q1 ⊂ · · · ⊂ qn éäú :äçëåä

.dim(S) ≤ dim(R) ,ïëì .p0 ⊂ p1 ⊂ · · · ⊂ pn ,è.å äàöåú éôìå R ìù éðåùàø

úøùøùì äîøäì úðú�ð R ìù íééðåùàø íéìàãéà ìù úéôåñ úøùøù ìë (àé.å èôùî) ä�é�ìòä èôùî éôì ,êôäì

ïåéåùì äæ ïåéåù éà óøöð íà .dim(R) ≤ dim(S) ,ïëì .êø¹àä åúåà úìòá S ìù íééðåùàø íéìàãéà ìù úéôåñ

.dim(R) = dim(S) ,èôùîä úð÷ñî úà ìá÷ð úîãå÷ä ä÷ñôá

éäé�å K äãù ìòî (âåçë) úéôåñ øöåðä úåîìù íåçú R = K[x1, . . . , xn] éäé :(øèð ìù ïå÷´úä èôùî) á.ãé äîì

K[x1, . . . , xn] ù êë K ìòî úéøáâìà íééåìú íðéàù R á t1, . . . , tr íéî�é÷ éæà .r = trans.deg(Quot(R)/K)

.K[t1, . . . , tr] ìòî íìù

úøçà .i = 1, . . . , n ,ti = xi ø©çáì ìëåðå r = n éæà ,K ìòî úéøáâìà íééåìú íðéà x1, . . . , xn íà :äçëåä

ai ∈ K× í�é÷ i ∈ I ìëìå íééìéìù éà íéîìù íéøôñî ìù i = (i1, . . . , ir) úåé-n ìù I ä÷éø àì äöåá÷ úî�é÷

ù êë

.
∑

i∈I

aix
i1
1 · · ·xin

n = 0 (1)

ìá÷ì éãë (1) á y2 = x2 − xk2
1 , . . . , yn = xn − xkn

1 áéöðå íééòáè íéøôñî k2, . . . , kn åéäé

∑

i∈I

aix
i1
1 (y2 + xk2

1 )i2 · · · (yn + xkn
1 )in = 0 (2)

ù êë fi,j ∈ K[X1, . . . , Xn] íåðéìåô ìá÷ðå (2) ìù i øá«çîá j ä íøåâä úà çúôð

(yj + x
kj

1 )ij = fi,j(x1, yj) + x
kjij

1 (3)
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ù êë fi ∈ K[X1, . . . , Xn] íåðéìåô ïúú (3) íééåèáä ìë ìù äìôëä .degX1
(fi,j) < kjij å

aix
i1
1 (y2 + xk2

1 )i2 · · · (yn + xkn
1 )in = fi(x1, y2 . . . , yn) + aix

i1+k2i2+···+knin
1 (4)

íåðéìåô (2) î ìá÷ð (3) íééåèáä ìë úà íëñð íà .degX1
fi < k1 + k2i2 + · · · + knin å

ù êë f ∈ K[X1, . . . , Xn]

f(x1, y2 . . . , yn) +
∑

i∈I

aix
i1+k2i2+···+knin
1 = 0 (5)

ù êë k2, . . . , kn úà øçáð íà ,ïëì .degX1
f < maxi∈I i1 + k2i2 + · · ·+ knin å

i1 + k2i2 + · · ·+ knin 6= i′1 + k2i
′
2 + · · ·+ kni′n

(5) äåäî ïëìå (5) ìù ïéîé óâàá éðùä øá«çîá íéîåöîö ïéàù ìá÷ð I á i, i′ äæî äæ íéðåù íéøáà éðù ìë øåáò

.K[x1, y2 . . . , yn] ìòî x1 øåáò úð÷»úî äàåùî

øùàá h(k1, . . . , kn) 6= 0 ù êë äùòú k2, . . . , kn ìù äøéçáä

h(Y2, . . . , Yn) =
∏

i6=i′

[
(i1 + Y2i2 + · · ·+ Ynin)− (i′1 + Y2i

′
2 + · · ·+ Yni′n)

]

.íéîìù íéîã÷îá ñôàî äðåù íåðéìåô åðä

.K[y2, . . . , yn] ìòî íìù K[x1, x2, . . . , xn] = K[x1, y2, . . . , yn] ù òáåð (5) îå úåøãâääî

àåôà úðúåð n ìò äéö÷åãðà .K(x1, . . . , xn) ìù åæ åîë àéä K ìòî K(y2, . . . , yn) ìù úåìòðä úìòî ,èøôá

K[x1, . . . , xn] íâ ,ïëì .K[t1, . . . , tr] ìòî íìù K[y2, . . . , yn] ù êë t1, . . . , tr ∈ K[y2, . . . , yn]

.K[t1, . . . , tr] ìòî íìù

F = K(x1, . . . , xn) éäé ,K äãù ìòî âåçë úéôåñ øöåð úåîìù íåçú R = K[x1, . . . , xn] éäé :â.ãé èôùî

.dim(R) = trans.deg(F/K) éæà .R ìù úåðîä äãù

íéøáà á.ãé èôùî éôì àöîð úéùàø .r = trans.deg(F/K) ìò äéö÷åãðàá èôùîä úà çéëåð :äçëåä

,à.ãé äîì éôì .K[t1, . . . , tr] ìòî íìù R ù êë K ìòî úéøáâìà íééåìú íðéàù t1, . . . , tr ∈ R

.K ìòî úéøáâìà íééåìú íðéà x1, . . . , xn ,úåéììëä úìáâä éìá ,ïëì .dim(R) = dim(K[t1, . . . , tr])

ïëìå úåîìù íåçú åðä R/qi
∼= K[xi+1, . . . , xn] éæà .qi =

∑n
i=1 Rxi ïîñð n ì 1 ïéá i ìëì

,ïëì .n êøàî 0 ⊂ q1 ⊂ · · · ⊂ qn íééðåùàø íéìàãéà úøùøù àåôà åðìá÷ .R ìù éðåùàø ìàãéà àåä qi

.n ìò äìåò åðéà R ìù íééðåùàø íéìàãéà ìù äìåò úøùøù ìë ìù êøàäù çéëåäì àåôà åðì øúåð .n ≤ dim(R)
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,f ∈ p1 øçáð .m êøàî R ìù íééðåùàø íéìàãéà ìù äìåò úøùøù 0 ⊂ p1 ⊂ · · · ⊂ pm àåôà éäú

å ìéàåä .÷éøô éà f ù çéðäì ìëåð úåéììëä úìáâä éìá ,ïëì .p1 ì ê�éù f ìù íé÷éøô éàä íéîøåâä ãçà .f 6= 0

íéøáàì âú óéñåð .úåîìù íåçú åðä R/Rf ,ïëì .R ìù éðåùàø ìàãéà åðä Rf éëøò ãç ÷åøô ìòá âåç åðä R

.f(x′1, . . . , x
′
n) = 0 å R′ = K[x′1, . . . , x

′
n] éæà .Rf ì ñç�éá íäìù úéøàùä úà ï�éöì éãë R ìù íéìàãéàå

úçðäî .trans.deg(K(x′1, . . . , x
′
n)/K)) ≤ n − 1 ,ïëìå K ìòî úéøáâìà íééåìú x′1, . . . , x

′
n èøôá

ìù íééðåùàø íéìàãéà ìù äìåò úøùøù àéä p′1 ⊂ · · · ⊂ p′m ,êãéàî .dim(R′) ≤ n− 1 ù äìåò äéö÷åãðàä

.çéëåäì äéäù éôë ,m ≤ n øîåìë ,m− 1 ≤ n− 1 ,ïëì .m− 1 êøàî R′

úéôåñ øöåðä R úåîìù íåçú ìù úéáøî úøùøù ìë ìù êøàäù çéëåäìå â.ãé èôùî úà óéøçäì äöøð äúò

.dim(R) åðä K äãù ìòî

ìòî úéôåñ íéøöåð R′ å R íà .dim(R) ≥ dim(R′) éæà .íéâåç ìù íæéôøåîéôà α: R → R′ éäé :ã.ãé äîì

åðä α éæà ,dim(R) = dim(R′) å ,(K -íæéôøåîéôà åðä α ù øîàð äæ äø÷îá) a ∈ K ìëì α(a) = a å K

.íæéôøåîåæéà

.pi = α−1(p′i) ïîñð i ìëì .R′ ìù íééðåùàø íéìàãéà ìù äìåò úøùøù p′0 ⊂ p′1 ⊂ · · · ⊂ p′m éäú :äçëåä

.dim(R) ≥ dim(R′) ,ïëì .R ìù íééðåùàø íéìàãéà ìù äìåò úøùøù àéä p0 ⊂ p1 ⊂ · · · ⊂ pm éæà

éôì .dim(R) = dim(R′) ùå K-íæéôøåîéôà åðä α ù ,K ìòî úéôåñ íéøöåð R′ å R ù äúò çéðð

øèð ìù ïå÷úä èôùî éôì øçáð .Quot(R′) ìù åæì äåù K ìòî Quot(R) ìù r úåìòðä úìòî ,â.ãé äîì

.α(ti) = t′i ù êë ti ∈ R øçáð i ìëì .K ìòî úéøáâìà íééåìú íðéàù t′1, . . . , t
′
r ∈ R′ íéøáà (á.ãé äîì)

êë 0 6= f ∈ K[X1, . . . , Xr] íåðéìåô í�é÷ äéä ,úøçà .K ìòî úéøáâìà íééåìú íðéà t1, . . . , tr íâ éæà

,ïëì .t′1, . . . , t′r úøéçáì äøéúñá ,f(t′1, . . . , t
′
r) = 0 úðúåð äú�éä α ìù äìòôä .f(t1, . . . , tr) = 0 ù

.K(t1, . . . , tr) ìòî éøáâìà Quot(R)

íéî�é÷ úîãå÷ä ä÷ñôä éôì .α(x) = 0 ù êë ,x 6= 0 ,x ∈ R í�é÷ äéä ,íæéôøåîåæéà äéä àì α åìà

ù êë g0, . . . , gn ∈ K[X1, . . . , Xr]

gn(t)xn + · · ·+ g1(t)x + g0(t) = 0 (6)

åðä α ù äçéëåî åæ äøéúñ .g0(t′) = 0 úðúåð (6) ìò α úìòôä ,êãéàî .g0(t′) 6= 0 íâ ,ïëì .g0 6= 0 å

.íæéôøåîåæéà

.dim(R/Rf) = n− 1 å dim(R) = n éæà .÷éøô éà íåðéìåô f ∈ R = K[X1, . . . , Xn] éäé :ä.ãé äîì

äðä K ìòî åìù úåìòðä úìòîù K(X1, . . . , Xn) úåéìðåéöøä úåéö÷ðåôä äãù åðä R ìù úåðîä äãù :äçëåä

.dim(R) = n ,â.ãé èôùî éôì .n

69



éæà .äðîä ú÷úòä úà α: R → R/Rf á ïîñð .úåîìù íåçú åðä R/Rf ù òáåð ,÷éøô éà f ù äçðääî

.dim(R/Rf) ≤ n− 1 ,äçëåää ìù äðåùàøä ä÷ñôä éôìå ã.ãé äîì éôì ,ïëìå íæéôøåîåæéà åðéà α

íééåìú íðéàù y1, . . . , yn−1 íéøáà n − 1 øçáð .f á òéôåî Xn ù úåéììëä úìáâä éìá çéðð ,êãéàî

éæà .f(y1, . . . , yn−1, yn) = 0 ù êë K(y1, . . . , yn−1) ìù éøáâìàä øÛâñá yn øçáðå K ìòî úéøáâìà

.dim(K[y1, . . . , yn]) = n− 1 ,â.ãé èôùî éôì ,ïëìå n− 1 åðä K ìòî K(y1, . . . , yn) ìù úåìòðä ãîî

,äéðáä éôì .i = 1, . . . , n ,ϕ(Xi) = yi éãé ìò øãâ»îä ϕ: R → K[y1, . . . , yn] K-íæéôøåîéôàá äúò ïðåáúð

,ã.ãé äîì éôì .ϕ̄: R/Rf → K[y1, . . . , yn] íæéôøåîéôà äøùî àåä ïëìå Rf ìò äæ íæéôøåîéôà ñôàúî

,úîãå÷ä ä÷ñôá âùåäù ïåéåùä éàì äæ ïåéåù éà óøöð íà .dim(R/Rf) ≥ dim(K[y1, . . . , yn]) = n − 1

.dim(R/Rf) = n− 1 ù ìá÷ð

ìù ùîî äìåò úøùøù ìë ìù êøàä éæà .r ìåø÷ ãîî ìòá K äãù ìòî úéôåñ øöåð úåîìù íåçú R éäé :å.ãé èôùî

.r àåä íééðåùàø íéìàãéà

á.ãé äîì .R ìù íééðåùàø íéìàãéà ìù úéáøî ùîî äìåò úøùøù 0 ⊂ q0 ⊆ · · · ⊂ qm éäú :äçëåä

øùàá ,K[t] ìòî íìù R ù êë K ìòî úéøáâìà íééåìú íðéàù R ìù t1, . . . , tr íéøáà íéðúåð â.ãé äîìå

ìù éøòæî ñôàî äðåù éðåùàø ìàãéà åðä p0 éæà .i = 0, . . . , m ,pi = qi ∩K[t] ,ïîñð .t = (t1, . . . , tr)

èôùî) äãéø�éä èôùî éôì .p0 á ùîî ìëåî äéäù ñôàî äðåù p éðåùàø ìàãéà K[t] ì í�é÷ äéä úøçà .K[t]

úåéøòæîì äøéúñá ,q0 î ïäå 0 î ïä äðåù q ,è.å äàöåú éôì .q0 á ìëåîä R ìù q éðåùàø ìàãéà p ìòî çðåî ,(ãé.å

ìàãéà åðä K[t]f ,ïëì .÷éøô éà f ù çéðäì ìëåð íé÷éøô éà íéîøåâì ÷åøô éãé ìò .f ∈ q0 íåðéìåô øçáð .q0 ìù

.dim(K[t]/K[t]f) = r − 1 ,ä.ãé äîì éôì .q0 = K[t]f ù òáåð q0 ìù úåéøòæîäî .ñôàî äðåù éðåùàø

äéö÷åãðà .úéáøî äðä K[t]/K[t]f ìù 0 ⊂ p1/p0 ⊂ · · · ⊂ pm/p0 íééðåùàøä íéìàãéàä úøùøù ,ïë åîë

.ïòèðë ,m = r ,ïëì .m− 1 = r − 1 ìù úðúåð r ìò

70



íéìéâøú

äìôëîì ÷øôúî åðéà äãçà åðéàù a ∈ A øáà íà :æîø .úéëøò ãç úå÷éøô ìòá åðä A éùàø âåç ìëù çëåä .1

äúà éìòá a1, a2, a3, . . . íéøáà ìù äøãñ äéö÷åãðàá úåðáì øùôà éæà ,íé÷éøô éà íéøáà ìù éôåñ øôñî ìù

ãç úà çéëåäì éãë .äøéúñ ìá÷ì éãë
⋃∞

i=1 Aai ìàãéàá ïðåáúä äúò .åîãå÷ úà ÷ìçî íäî ãçà ìëù äðåëú

.éáøî Ap ìàãéàä éæà ,÷éøô éà øáà åðä p íàù çëåä ÷åøôä úåéëøò

âåç åðä K[X] íéîåðéìåôä âåçù çéëåäì éãë K[X] á úéøàù íò ä÷«ìçä úà ìöð .äðúùî X å äãù K éäé .2

.úéëøò ãç úå÷éøô ìòá àåä K[X] ù ÷ñä .éùàø

ìù éáøîä óú»ùîä ÷ìçîë f ∈ R[X] íåðéìåô ìù ïëúä úà øéãâð .éëøò ãç úå÷éøô ìòá úåîìù íåçú R éäé .3

.(ñåàâ ìù äîìä) f, g ∈ R[X] íéîåðéìåô éðù ìëì cont(fg) = cont(f)cont(g) ù çëåä .åéîã÷î

íéîåðéìåôä âåçì íâ éæà ,úéëøò ãç úå÷éøô ìòá úåîìù íåçú åðä R íàù çéëåäì éãë ñåàâ ìù äîìá ùîúùä .4

íéâåç íðä äãù ,K øùàá ,K[X1, . . . , Xn] å Z[X1, . . . , Xn] íéâåçäù ÷ñä .úéëøò ãç úå÷éøô ùé R[X]

.úéëøò ãç úå÷éøô éìòá

.êéôä åðä êéôä øáàå éñéôà øáà ìù íåëñäù ÷ñä .1− x ∈ A× éæà ,A âåç ìù éñéô²à øáà åðä x íàù çëåä .5

.ñéñá ùé éøåè÷å áçøî ìëìù çéëåäì éãë ïøåö ìù äîìä úà ìöð .6

éà íåðéìåô ìëì :äëøãä .éøáâìà øÛâñ ùé K äãù ìëìù ïéèøà ìéîà ìù äçëåä ø�æçùì éãë â.à ïåèôùî úà ìöð .7

ìàãéàä úà a á ïîñð .K ìòî Xf íéðúùîá A íéîåðéìåôä âåç úà äðáðå Xf äðúùî øçáð K[X] á f ÷éøô

éäé .a úà óé÷îä A ìù m éáøî ìàãéà øçá .úåàð a ù çëåä .f(Xf ) íéîåðéìåôä ìë éãé ìò øöåðä A ìù

äéö÷åãðàá äðá .ùøù K[X] á òåá÷ àì íåðéìåô ìëì ùé åáù K úà óé÷îä äãù åðä K1 ù çëåä .K1 = A/m

.Ki+1 á ùøù ùé Ki á íéîã÷î íò òåá÷ àì íåðéìåô ìëìù êë K ⊆ K1 ⊆ K2 ⊆ · · · úåãù ìù äìåò äøãñ

L éøáà ìë óñà úà K̃ á ïµîñ ,óåñáì .K úà óé÷îä úéøáâìà øåâñ äãù åðä L =
⋃∞

i=1 Ki ãåçàäù êë ìò ã¹îò

.K ìù éøáâìàä øÛâñä åðä K̃ ù çëåä .K ìòî íééøáâìà íäù

íééðåùàøä íéìàãéàä éðù úà ùîî óé÷îå éáøî m ù çëåä .Y å X éãé ìò øöåðä K[X, Y ] á ìàãéàä m éäé .8

.K[X, Y ]Y å K[X, Y ]X

.äæì äæ íéøæ b å a ù çëåä .äæì äæ íéøæ
√

b å
√

a ù çéðð .A âåçá íéìàãéà b å a åéäé .9

.äìëäì ñçéá éøòæî éðåùàø ìàãéà A ì ùéù â.à ïåèôùî úøæòá çëåä .ñôàî äðåù âåç A éäé .10
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íò A ìù êåúç àåä A ìù éðåùàø ìàãéà ìëù çëåä .A âåç ìòî X äðúùîá íéîåðéìåôä âåç A[X] éäé .11

.A[X] ìù éðåùàø ìàãéà

.A[X] á íåðéìåô f(X) =
∑n

i=0 aiX
i éäéå A âåç ìòî X á íéîåðéìåôä âåç A[X] éäé .12

.íééñéô²à a1, . . . , an å a0 ∈ A× íà ÷øå íà f ∈ A[X]× ù çëåä (à)

.íééñéôà a1, a1, . . . , an íà ÷øå íà éñéôà f ù çëåä (á)

.af = 0 ù êë ñôàî äðåù a ∈ A í�é÷ íà ÷øå íà ñôà ÷ìçî f ù çëåä (â)

éðåùàø ìàãéà íé÷ ïéà ,ïéôåìçì ,
∑n

i=0 Aiai = A íà íåã÷ äð�ëî f =
∑n

i=1 aiX
i ∈ A[X] íåðéìåô (ã)

÷øå íà íåã÷ fg ù çëåä .óñåð íåðéìåô g ∈ A[X] éäé .(â.à ïåèôùî) ai íéîã÷îä ìë úà ìéëîä A ìù p

.(ñåàâ ìù äîìä) íéîåã÷ g íâå f íâ íà

.Z/mZ⊗ Z/nZ = 0 ù çëåä .äæì äæ íéøæ íééòáè íéøôñî n å m åéäé .13

.(A/a)⊗A M ∼= M/aM ù çëåä .A-ìåãåî M å ìàãéà a ,âåç A åéäé .14

.N = 0 åà M = 0 éæà ,M ⊗N = 0 íàù çëåä .úéôåñ íéøöåð A-éìåãåî M, N å éîå÷î âåç A åéäé .15

íà ÷øå íà çåèù A-ìåãåî åðä Mi ìëù çëåä .M =
⊕

i∈I Mi å A-éìåãåî ìù äçôùî (Mi)i∈I éäú .16

.çåèù M

.çåèù A-ìåãåî åðä A âåç ìòî A[X] íéîåðéìåôä âåçù çëåä .17

í�é÷ íà ÷øå íà S−1M = 0 ù çëåä .úéôåñ øöåð A-ìåãåî M éäéå A âåç ìù úéìôë äöåá÷ S éäú .18

.sM = 0 ù êë s ∈ S

.S = 1 + a úéìôëä äöåá÷á ïðåáúðå A âåç ìù ìàãéà a éäé .19

.S−1A ìù ïåñá÷òé ïåùøùá ìëåî S−1a ù çëåä (à)

éæà ,aM = M å úéôåñ øöåð A-ìåãåî àåä M íàù çéëåäì éãë 19 ìéâøúá äîé÷ð ìù äîìá ,(à) á ùîúùä (á)

.xM = 0 ù êë x ≡ 1 mod a í�é÷

.20

.éñéôà A éæà ,A âåç ìù p éðåùàø ìàãéà ìëì éñéôà Ap íàù çëåä (à)

.úåîìù íåçú åðéà åîöò A ù úåøîì p éðåùàø ìàãéà ìë øåáò úåîìù íåçú åðä Ap åáù A âåçì äîâH ïú (á)

ä÷úòää äæ äø÷îáù çëåä .α(A) ìù äîìù äáçøä åðä B íà íìù ä�ð�ëé α: A → B íæéôøåîåîåä .21

.úåøåâñ úåöåá÷ì úåøåâñ úåöåá÷ ÷éúòî α∗ ,úåøçà íéì´îá .äøåâñ α∗: Spec(B) → Spec(A) úéøùåîä
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éðåùàø ìàãéà ìëì K ìù äëøòä âåç åðä Ap ù çëåä .A ìù úåðîä äãù úà K á ïîñð .éùàø âåç A éäé .22

.A ìù p 6= 0

çðåîä B ìù n éáøî ìàãéàìå A ìù m éáøî ìàãéàì ,úåîìù éîåçú ìù A ⊆ B äîìù äáçøäì äîâH ïú .23

.Am ìòî íìù åðéà Bn ù êë m ìòî

B = Z+ Z
√

d ù çëåä .Q(
√

d) á Z ìù íìùä øÛâñä B éäéå .òåáXá ÷ìçúî åðéàù íìù øôñî d éäé .24

.d ≡ 1 mod 4 íà B = 1
2 (Z+ Z

√
d) å d ≡ 3 mod 4 íà

.A ìòî íìù B ù êë íéâåç A ⊆ B åéäé .25

.A á íâ êéôä àåä ,B á êéôä x ∈ A íàù çëåä (à)

.J(B) ∩A = J(A) ù çëåä (á)

íéîåðéìåô f, g ∈ B[X] åéäé .B á A ìù íìùä øÛâñä úà A′ á ïîñð .úåîìù éîåçú A ⊆ B åéäé .26

.f, g ∈ A′[X] ù çëåä .fg ∈ A′[X] ù êë (1 ì íéåù íäìù íéðåéìòä íéîã÷îäù øîåìë) íéð÷»úî

,
√

q = p = AX +AY ù ,íéã÷î q ìàãéàäù çëåä .q = AX +AY 2 å A = K[X, Y ] ,äãù K éäé .27

.A ìù éðåùàø ìàãéà íåù ìù ä÷æç åðéà q ùå p2 ⊂ q ⊂ p ù

íâ éæà ,íééøèð M/M2 å M/M1 íàù çëåä .íéìåãåî úú M1, M2 å A âåç ìòî ìåãåî M éäé .28

.éøèð M/(M1 ∩M2)

.øèð âåç åðä A/a ù çëåä .a = {a ∈ A | aM = 0} éäé .A âåç ìòî øèð ìåãåî M éäé .29

:çëåä .X = Spec(A) ïîñðå øèð âåç A éäé .30

.äãéîÂò úåøåâñ úåöåá÷ ìù úãøåé äøãñ ìë (à)

.äñåçã X ìù äöåá÷ úú ìë (á)

åìù øöåé ìë íà ÷øå íà (an = 0 ù êë n íé÷ øîåìë) éñéôà åðä A âåç ìù a úéôåñ øöåð ìàãéàù çëåä .31

.éñéôà

ìë íà ÷øå íà éñéôà f ù çëåä .A á íéîã÷î íò éìîøåô úå÷æç øåè f =
∑∞

i=0 aiX
i å øèð âåç A éäé .32

.éñéôà ai íéîã÷îäî ãçà

(a : Ab) = {a ∈ A | ab ∈ a} å a + Ab íéìàãéàäù çéðð .A ìù øáà b å ìàãéà a ,âåç A åéäé .33

úåäæáå a/a ∩ Ab ∼= (a + Ab)/Ab íæéôøåîåæéàá ùîúùä :æîø .úéôåñ øöåð a íâ éæà .úéôåñ íéøöåð

.a ∩Ab = (A : Ab)b
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ìë óñà úà A á ïîñ .øèð âåç åðéà A ù äìéìùá çðä .úéôåñ øöåð éðåùàø ìàãéà ìë åáù âåç A éäé .34

éáøî øáà ìëù çëåä .íééaøî íéøáà A á ùéù ïøåö ìù äîìä úøæòá çëåä .úéôåñ íéøöåð íðéàù A ìù íéìàãéàä

øåáçì é÷öéøæ ìù óúåùä ,ïäë ìù èôùî åäæ) øèð âåç åðä A ù åæ äøéúñî ÷ñä .A ìù éðåùàø ìàãéà åðä A ìù

.(Commutative Algebra øôñä

fi ∈ íéîåðéìåô úöåá÷ éãé ìò úøãâ»îä úéøáâìàä äöåá÷ä V éäú .úéøáâìà øåâñ äãù K éäé .35

íøåáòù íé-fi ä éãé ìò úøãâ»î V ù êë I ìù I0 úéôåñ äöåá÷ úú úî�é÷ù çëåä .i ∈ I ,K[X1, . . . , Xn]

.i ∈ I0

.íæéôøåîåæéà α ù çëåä .åîöò ìò M ìù íæéôøåîéôà α éäéå A âåç ìòî øèð ìåãåî M éäé .36

øôñî ìò äéö÷åãðàá ùîúùä .aM = M í�é÷îä A ìù ìàãéà a å A âåç ìòî úéôåñ øöåð ìåãåî M åéäé .37

.(19 ìéâøú íâ äàø) u ≡ 1 mod M å uM = 0 ù êë u ∈ A í�é÷ù çéëåäì éãë M ìù íéøöåéä

.íæéôøåîåæéà åðéàù α: M → M íæéôøåîéôàìå A âåç ìòî úéôåñ øöåðä M ìåãåîì äîâH ïú .38

äð�ëî äæë øáà) a2 = a ù êë a ∈ a øáà í�é÷ éæà .a2 = a ù çéðð .A âåç ìù úéôåñ øöåð ìàãéà a éäé .39

.a = Aa å ((idempotent) éèðèåô°îCéà

.m = n ù çëåä .Am ∼= An ù êë íééòáè íéøôñî m,n å âåç A éäé .40

ñôàî äðåù ìàãéà ìëù ù çëåä .
⋂∞

n=0 mn = 0 å éùàø m ù çéðð .A éîå÷î âåç ìù éáøî ìàãéàä m éäé .41

.éùàø âåç åðä A ,èøôá .m ìù ä÷æç åðä A ìù

a1, . . . , am ∈ K íéîé÷ éæà .A = K[X1, . . . , Xn] ìù éáøî ìàãéà m å úéøáâìà øåâñ äãù K éäé .42

.m =
∑n

i=1 A(X − ai) ù êë

ìàãéà åðä p ù çëåä .p = A(X2 − Y 3) å A = K[[X,Y ]] ïîñð .2 î äðåù ïåéôà ìòá äãù K éäé .43

.A ìù éðåùàø

ïîñð i ìëì .A =
∑r

i=1 Afi ù êë A ìù ñôàî íéðåù íéøáà f1, . . . , fr åéäéå A âåç ìòî ìåãåî M éäé .44

.αi(x) = x
1 éãé ìò øãâ»îä éòáèä íæéôøåîåîåää úà αi: M → Mfi á

.N =
⋂r

i=1 α−1
i (Afi · αi(N)) í�é÷î M ìù N ìåãåî úú ìëù çëåä (à)

äìåò äøãñ ìëù çéëåäì éãë (à) á ùîúùä :æîø .éøèð M íâ éæà ,éøèð Mfi íéìåãåîäî ãçà ìë íàù çëåä (á)

.äãéîÂò M ìù íéìåãåî úú ìù
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íéð�éðÄòä çúôî

1 ,ìàãéà

41 ,÷éøô éà ìàãéà

41 ,íéã÷î ìàãéà

6 ,(íéøáà éãé ìò) øöåð ìàãéà

1 ,íæéôøåîåæéà

2 ,äãçà

12 ,(úéøáâìà äöåá÷) ä÷éøô éà

1 ,íæéôøåîéôà

2 ,(âåçá øáà) éñéôà

37 ,(úéøáâìà äöåá÷ ìù) éøáâìà ñôà

18 ,(ä÷úòä) úéøàðéì-éá

2 ,(íéâåç ú÷úòä ìù) ïéòøâ

ìåãåî ìù) ïéòøâ

1 ,(íéâåç ìù) íæéôøåîåîåä

13 ,(íéìåãåî ìù) íæéôøåîåîåä

2 ,(íéâåç ìù) äðî ú÷úòä

14 ,(íéìåãåî ìù) äðî ú÷úòä

1 ,äãéçé íò éôåìç âåç

1 ,ñôàä âåç

24 ,úåðîä âåç

34 ,äëøÀòä âåç

12 ,úåèðéãøåàå÷ä âåç

46 ,íééãà-p ä íéøôñîä âåç

43 ,íééìîøåôä úå÷æçä éøåè âåç

4 ,éîå÷î âåç

4 ,äöçîì éîå÷î âåç

47 ,íìù»î éîå÷î âåç

46 ,íìù»î âåç
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5 ,éùàø âåç

2 ,(ìàãéà åìåãåî) óôåç

3 ,ïåéìò íñç

9 ,é÷öéøæ ìù äéâåìåôåè

43 ,(ãçà äðúùîá) éìîøåô úå÷æç øåè

44 ,(íéðúùî äîëá) éìîøåô úå÷æç øåè

41 ,(ìàãéà ìù) ñ-ùâãÅôàî

16 ,(äøãñ) ú÷éHî

21 ,(äøãñ) ïé´îé´î ú÷éHî

13 ,ìåãåî

14 ,äðîä ìåãåî

15 ,éùôç ìåãåî

38 ,øèð ìåãåî

2 ,ñôà ÷ìçî

7 ,(íéâåç ìù) äøùé äìôëî

47 ,ïéð¸î

26 ,(âåç ìù äðåëú) úéîå÷î

43 ,(éìîøåô úå÷æç øåè ìù) ïåúçú íã÷î

25 ,íe÷´î

5 ,(âåç) íöî�öî

3 ,(ìàãéà) éáøî

11 ,÷éøô éà áéëøî

46 ,(äøãñ) úñðëúî

49 ,íæéôøåîåèåàä èôùî

14 ,íéìåãåîì ïåùàøä íæéôøåîåæéàä èôùî

15 ,íéìåãåîì éðùä íæéôøåîåæéàä èôùî

15 ,íéìåãåîì éùéìùä íæéôøåîåæéàä èôùî

37 ,èøáìä ìù ÷æçä íéñôàä èôùî

36 ,èøáìä ìù ùìçä íéñôàä èôùî

39 ,èøáìä ìù ñéñáä èôùî
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48 ,ñøèùø�éå ìù äðëää èôùî

34 ,ä�ìÈá¶ù ìù äáçøää èôùî

33 ,äãéøéä èôùî

30 ,äéìòä èôùî

50 ,úéëøò ãçä úå÷éøôä èôùî

41 ,ìeø÷ èôùî

47 ,úå÷æç éøåèì ñãéì÷åà ïåëúî

1 ,(ìàãéà) úåàð

13 ,(ìåãåî) ïîàð

15 ,(ìåãåî) úéôåñ øöåð

12 ,úøöåé äãRð

17 ,(ìù äîì) äîé�é÷ð

31 ,(âåç) úåîìùá øåâñ

16 ,ú÷éHî äøãÄñ

17 ,äøö÷ ú÷éHî äøãñ

46 ,éùå÷ úøãñ

6 ,(íéìàãéà ìù) íåëñ

15 ,(íéìåãåî ìù) íåëñ

15 ,(íéìåãåî ìù) øùé íåëñ

48 ,ñøèùø�éå íåðéìåô

3 ,(äîì) ïYÛö

12 ,úéøáâìà äöåá÷

24 ,úéìôë äöåá÷

14 ,ïéòøâ-å÷

3 ,(ìàãéà) éðåùàø

2 ,(ìàãéà) éùàø

4 ,úåéøàùä äãù

25 ,(ìåãåî) çåèù

28 ,(âåç ìòî øáà) íìù

6 ,ïåñá÷òé ïåùøù
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5 ,éìéð ïåùøù

8 ,(ìàãéà ìù) ïåùøù

3 ,úøùøù

2 ,úåîìù íåçú

2 ,(íéâåç ìù íæéôøåîåîåä ìù) äðåîú

14 ,(íéìåãåî ìù íæéôøåîåîåä ìù) äðåîú

38 ,(íéìåãåîì) ñéñáä éàðú

38 ,(íéìåãåîì) áøîä éàðú

38 ,(íéìåãåîì) äìåòä úøùøùä éàðú

1 ,âåç úú
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