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Introduction

Soit G un groupe algébrique réductif connexe (le corps de base k étant
algébriquement clos et de caractéristique nulle). Soient B un sous-groupe de Borel
de G, et T un tore maximal de B.

0.1 Une G-variété algébrique X est appelée sphérique si elle est normale et si
B a une orbite dense dans X. Un sous-groupe algébrique H de G est dit sphérique si
l’espace homogène G/H est sphérique.

Si G = B = T est un tore, les variétés sphériques ne sont rien d’autre que les
variétés toriques (i.e. les T-variétés algébriques normales dans lesquelles T a une orbite
dense). Il est bien connu que ces dernières se laissent décrire de façon combinatoire
(voir par exemple [Fu]). Rappelons brièvement comment. Notons Ξ(T) le groupe de
caractères de T. Soit X une T-variété torique. Un premier invariant associé à X est
le sous-groupe ΞX de Ξ(T) formé des poids de T dans k(X) (le corps des fonctions
rationnelles sur X). Cet invariant détermine l’orbite dense de T dans X. L’invariant
plus fin qui détermine X est un certain objet combinatoire appelé « éventail », qui
« vit » dans le Q-espace vectoriel NX = HomZ(ΞX , Q). Tout sous-groupe Ξ de Ξ(T), et
tout éventail dans N = HomZ(Ξ , Q) provient d’une (unique) T-variété torique.

Il est naturel de vouloir généraliser ce qui précède aux variétés sphériques. C’est
ce qu’on accomplira dans ce travail, dans le cas où le groupe adjoint de G est de type
A, c’est-à-dire est un produit de groupes PGL.

Voici un premier aperçu de nos résultats (pour les énoncés précis, voir §2).
Le groupe G est bien sûr déterminé par son système des racines et le réseau Ξ(B).
Un premier invariant associé à une G-variété sphérique X est ici le sous-groupe
ΞX de Ξ(B), formé des poids de B dans k(X). Mais dans le contexte sphérique,
cet invariant ne caractérise plus l’orbite dense X◦

G de G dans X. Quelle « donnée
sphérique » faut-il adjoindre à ΞX pour déterminer X◦

G ? Le principal objectif de ce
travail consiste à répondre à cette question (voir §2). La théorie des plongements
des espaces homogènes sphériques ([Kn1], [Br6]) fournit alors les invariants plus
fins déterminant X, les « éventails coloriés », qui vivent dans le Q-espace vectoriel
« colorié » NX = HomZ(ΞX , Q). Ici aussi, tout sous-groupe Ξ de Ξ(B) muni d’une donnée
sphérique, et tout éventail colorié dans N = HomZ(Ξ , Q) provient d’une (unique) G-
variété sphérique.
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0.2 Pourquoi s’intéresser aux variétés sphériques? Voici quelques éléments de
réponse.

Une G-variété affine (normale) est sphérique si et seulement si k[X], l’algèbre des
fonctions régulières sur X, est un G-module (rationnel) sans multiplicité. Ces variétés
jouent par exemple un rôle important comme principe organisationnel dans la théorie
des invariants des groupes classiques (voir [Vu1] et [Ho]).

Un autre endroit où l’on rencontre les variétés sphériques est la théorie des
opérations hamiltoniennes. Lorsque k = C, à toute G-variété algébrique projective lisse
polarisée (i.e. munie d’un fibré en droites ample G-linéarisé, on peut associer une
opération hamiltonienne de K (le groupe compact maximal de G); de plus, cette
opération hamiltonienne est « sans multiplicité » (au sens de [G-S], voir aussi [H-W]),
si et seulement si la G-variété algébrique est sphérique ([Br3]). Les variétés sphériques
fournissent donc des exemples (nombreux) d’opérations hamiltoniennes sans multiplicité
(les géomètres différentiels voient bien sûr tout à l’envers : ils considèrent les premières
comme « quantisations géométriques complexes » des secondes, voir par exemple [Wo]).
Le problème (encore ouvert) de la classification des opérations hamiltoniennes sans
multiplicité est très lié à celui des variétés sphériques affines lisses (voir [Kn3] et
[Kn4]).

Parmi les exemples les plus connus de variétés sphériques, mentionnons les
espaces homogènes symétriques et leurs « complétions » (voir [DeC-P]). Pour des
renseignements supplémentaires, voir aussi [Br4], [Br5] et [Br7].

0.3 Expliquons maintenant comment est organisé ce travail.
Le §1 contient divers rappels concernant les variétés sphériques. On y rappelle en

particulier la notion de « variété magnifique » qui joue un rôle central dans la théorie
(un peu comme les variétés de drapeaux dans la théorie des groupes semi-simples).

Au §2 seront énoncés les résultats principaux :

a) la classification des variétés magnifiques (de type A), en termes de « systèmes
sphériques » (théorème 1) ;

b) celle des espaces homogènes sphériques, en termes de « données sphériques
homogènes » (théorème 2) ;

c) enfin, celle de toutes les variétés sphériques (théorème 3, qui découle
immédiatement du théorème 2 et de la théorie des plongements des espaces homogènes
sphériques).

Les §3 et 4 contiennent des préparatifs à la preuve du théorème 1 (qui,
elle, fera l’objet du §5). Au §3 on présentera diverses constructions concernant les
variétés magnifiques, et leurs analogues combinatoires pour les systèmes sphériques :
« localisation », « quotient », « induction parabolique », « décomposition en produit fibré »

et « fibration projective ». Le §4 concerne la structure des systèmes sphériques de
type A : on y explicitera 29 systèmes sphériques « primitifs » (dont certains sont des
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familles dépendant d’un ou de deux paramètres entiers, et d’autres sont des cas isolés),
à partir desquels tout système de type A s’obtient par induction parabolique, produit
fibré, et fibration projective. Au §5, on vérifie d’abord le théorème 1 pour les systèmes
primitifs, puis grâce aux résultats des §3 et 4, on en déduit le cas général.

Au §6 on introduira une « clôture sphérique » pour tout sous-groupe sphérique,
puis on établira quelques propriétés de cette notion, qui permettront au §7 de réduire
le théorème 2 au théorème 1. Les §6-7 sont (presque) indépendants des §3-5.

0.4 En matière de classification (à part quelques cas isolés) seuls étaient connus
jusqu’ici les sous-groupes sphériques réductifs ([Mi], [Br2]), et les variétés magnifiques
de rang 1 ([Ak], [Br1] et 2 ([Wa]) (1) ; résultats qui étaient présentés sous forme de
tables, « en vrac » et sans ordre apparent. Le présent travail non seulement se veut
plus complet mais aussi plus systématique. On y ramène la classification de toutes les
variétés magnifiques (et de tous les sous-groupes sphériques) à des objets combinatoires
qui ne dépendent que du système des racines (pour les systèmes sphériques, on propose
aussi une présentation sous forme de « diagrammes », partant du diagramme de Dynkin,
voir §4).

Bien que dans ce travail le théorème 1 ne soit prouvé que lorsque le groupe est
de type A, on a pris soin de formuler tous les énoncés pour un groupe semi-simple
(connexe) quelconque, et une partie de la preuve est conduite dans ce cadre général
(seuls le §3, n◦6, le §4 et le §5 à partir du n◦2 font appel à l’hypothèse restrictive).
Les théorèmes 2 et 3 seront établis pour tout groupe réductif dont le groupe adjoint
vérifie le théorème 1.

0.5 Terminons cette introduction par quelques considérations plus spéculatives.
Il y a manifestement des analogies entre la théorie des groupes réductifs et celle des
espaces homogènes sphériques. Par exemple, la structure des groupes réductifs se réduit
à celle des groupes semi-simples, un peu comme la structure des espaces homogènes
sphériques se ramène à celle des variétés magnifiques (voir §6 et 7); à toute variété
sphérique, comme à tout groupe réductif, on peut associer un « groupe de Weyl » (voir
[Kn5]), etc.

Il est bien connu que chaque groupe semi-simple peut être présenté comme
amalgame de certains de ses sous-groupes semi-simples de rang 2. De même, au
niveau combinatoire, chaque système sphérique est visiblement un « amalgame » de ses
« sous-systèmes » de rang 2. Peut-on transposer cette idée dans le contexte géométrique
des variétés magnifiques?

(1) Le rang d'une variété sphérique X est par définition celui du groupe abélien libre ΞX défini ci-dessus.
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§1 Rappels sur les variétés sphériques

Dans toute la suite, G sera un groupe réductif connexe, B un sous-groupe de
Borel de G, et T un tore maximal de B. On identifiera les groupes de caractères Ξ(B)
et Ξ(T). On note R ⊂ Ξ(B) = Ξ(T) le système des racines de G, et S ⊂ R la base de
R associée à B. On désignera par B− le sous-groupe de Borel de G opposé à B et
contenant T.

Soit X une G-variété sphérique (c’est-à-dire une G-variété algébrique normale
dans laquelle B a une orbite dense X◦

B). On note X◦
G l’orbite ouverte de G dans

X. Le groupe B (et à plus forte raison aussi le groupe G) n’a qu’un nombre fini
d’orbites dans X. Toute sous-G-variété irréductible de X est encore sphérique. On
pose PX = {g ∈ G, g.X◦

B = X◦
B}; c’est un sous-groupe parabolique de G contenant B.
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Un sous-groupe H de G est dit sphérique si l’espace homogène G/H est (une
G-variété) sphérique. Un plongement d’un espace homogène G/H est un couple formé
d’une G-variété presque homogène X (d’orbite dense X◦

G) et d’un G-isomorphisme

G/H ∼= X◦
G.

1.1 Espaces vectoriels coloriés ([Kn1], [Br6])

Soit X une G-variété sphérique.
On désigne par k(X) le corps des fonctions rationnelles de X, et par ΞX le sous-

groupe de Ξ(B) formé des poids de B dans k(X). Pour tout γ ∈ ΞX, choisissons un
vecteur propre fγ de B dans k(X) ( fγ est unique à scalaire multiplicatif près).

On associe à ΞX le Q-espace vectoriel NX = HomZ(ΞX , Q).
On appelle rang de X la dimension de NX.
On note ∆X l’ensemble des diviseurs irréductibles de X qui sont stables par B,

mais non stables par G. Les éléments de ∆X sont appelés les couleurs de X (l’ensemble
∆X est en bijection naturelle avec l’ensemble des orbites de codimension 1 de B dans
X◦

G). On note ρX : ∆X → Ξ∗
X l’application définie par :

< ρX(D), γ > = vD( fγ) , γ ∈ ΞX et D ∈ ∆X ,

où Ξ∗
X est le groupe dual de ΞX et où vD désigne la valuation de k(X) associée au

diviseur D.
On note VX l’ensemble des valuations discrètes G-invariantes (non normalisées

et à valeurs dans Q) de k(X) qui s’annulent sur k∗. L’application qui à v ∈ VX associe
l’élément de NX défini par <v , γ> = v( fγ) (γ ∈ ΞX) est injective; on peut donc identifier
VX à son image dans NX.

Tous ces invariants PX, ρX : ∆X → Ξ∗
X ⊂ NX ⊃ VX sont en fait « birationnels »

(c’est-à-dire ne dépendent que de X◦
G); autrement dit, si G/H ∼= X◦

G ⊂ X est un
plongement, alors on a PX = PG/H , ΞX = ΞG/H et ρX = ρG/H (modulo l’identification
naturelle ∆X = ∆G/H), etc.

On appelle ρG/H : ∆G/H → NG/H ⊃ VG/H l’espace vectoriel colorié de G/H; cette
notion joue un rôle important dans la théorie des plongements des espaces homogènes
sphériques (1).

1.2 Racines sphériques et variétés magnifiques de rang 1 ([Br1], [Wa])

Soit X une G-variété sphérique. Un autre invariant (également birationnel),
qu’on associe à X, est l’ensemble de ses « racines sphériques ». Une première façon de
l’introduire est comme suit.

(1) Cette théorie a d'abord été esquissée dans [LV] (voir 8.10, p. 229), puis F. Knop en a donné une version
améliorée et complétée dans [Kn1]. La meilleure référence est actuellement [Br6].
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On montre que le sous-ensemble VX de NX est un cône convexe simplicial;
autrement dit, il existe un sous-ensemble ΣX de ΞX vérifiant :

1) ΣX est composé d’éléments primitifs de ΞX linéairement indépendants;
2) VX = {v ∈ NX , < v , γ > � 0, γ ∈ ΣX}.

On appelle alors cet ensemble ΣX l’ensemble des racines sphériques de X.

Voici une deuxième manière de procéder.
On commence par définir la notion de variété magnifique de rang 1 : une

G-variété algébrique X est dite magnifique de rang 1 si elle est normale et complète, et
si G a une orbite dense dans X dont le complémentaire est un diviseur dans lequel
G opère transitivement (autrement dit, G n’a que deux orbites dans X, une orbite
ouverte et dense, et une orbite fermée de codimension 1). On voit facilement que ces
variétés sont lisses et sphériques.

Si X est une G-variété magnifique de rang 1, notons z l’unique point fixe de
B− dans X, et Z = G.z l’unique orbite fermée de G dans X. Alors TzX/TzZ est un
espace vectoriel de dimension 1 dans lequel T opère. Notons γX le caractère de T ainsi
obtenu, qu’on appelle la racine sphérique de X. On sait que le couple γX, PX détermine
X, à isomorphisme près. Les variétés magnifiques de rang 1 sont toutes connues. En
particulier, pour chaque groupe réductif G, il n’y a qu’un nombre fini de variétés
magnifiques de rang 1, à isomorphisme près. Désignons par Σ(G) l’ensemble (fini) des
racines sphériques des différentes G-variétés magnifiques de rang 1. On appelle cet
ensemble Σ(G) l’ensemble des racines sphériques de G.

À titre d’exemple, voici Σ(G) pour G = PGLn+1(C) (on notera comme d’habitude
α1, ... , αn les racines simples de PGLn+1(C) ) (1) :

type am γ= α i+1 + ... + α i+m (0 � i � n – i , 1 � m � n – i)
type a′ γ= 2α i (1 � i � n)
type d3 γ = α i + 2α i+1 + α i+2 (1 � i � n – 2)
type a1 × a1 γ = α i + α j (1 � i < j � n , j − i � 2).

Si X est maintenant une G-variété sphérique quelconque, et si G/H ∼= X◦
G, on

définit l’ensemble ΣX de ses racines sphériques comme l’ensemble des racines sphériques
des variétés magnifiques de rang 1 qui se laissent réaliser comme sous-G-variété d’un
plongement de G/H. Il faut vérifier bien sûr que cette deuxième définition coïncide
avec la première. L’avantage de cette deuxième définition est qu’elle met en évidence le
fait que les racines sphériques de toute G-variété sphérique appartiennent à l’ensemble
(fini) Σ(G).

(1) Voir [Wa], p. 381, Table 1, 1A-6A.
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1.3 Variétés magnifiques de rang quelconque ([Lu1])

Une G-variété algébrique X est appelée magnifique de rang r si elle vérifie les
conditions suivantes :

1) X est lisse et complète;
2) G possède une orbite dense dans X dont le complémentaire est une réunion

de diviseurs irréductibles Di (i = 1, ... , r), qui sont lisses, à croisements normaux et
d’intersection non vide;

3) si x, x′ ∈ X sont tels que {i , x ∈ Di}= {i , x′ ∈ Di}, alors G.x = G.x′.

Dans une G-variété magnifique (de rang r), G n’a qu’une seule orbite fermée (de
codimension r). Le radical de G opère trivialement dans toute G-variété magnifique.
Toute sous-G-variété irréductible d’une variété magnifique est encore magnifique.

Toute variété magnifique est sphérique (de rang sphérique égal à son rang comme
variété magnifique). Un sous-groupe (sphérique) dont l’espace homogène possède un
plongement magnifique sera appelé magnifique. Si H est un sous-groupe magnifique de
G, le groupe NG(H)/H est fini et le plongement magnifique de G/H est unique (à
isomorphisme près).

Soit X une G-variété magnifique. Notons z l’unique point fixe de B− dans X,
et Z = G.z l’unique orbite fermée de G dans X. Alors le groupe d’isotropie Gz est
aussi le sous-groupe parabolique opposé à PX contenant T, et l’ensemble des racines
sphériques ΣX est aussi l’ensemble des poids de T dans TzX/TzZ. De plus, les éléments
de ΣX forment une base du groupe abélien ΞX. Pour tout γ ∈ ΣX, notons Dγ le diviseur
irréductible G-stable (lisse) de X vérifiant : γ est le poids de T dans TzX/TzDγ. Pour
tout diviseur D de X, notons [D] l’élément de Pic(X) correspondant. Alors les [D],
D ∈ ∆X forment une base du Z-module Pic(X), et

[Dγ] =
∑

D∈∆X

< ρX(D), γ > [D].

1.4 Relations entre couleurs et racines simples ([Lu2])

Pour tout S′ ⊂ S, on désignera par GS′ (resp. par G−S) le sous-groupe parabolique
associé à S′ et contenant B (resp. B−).

Pour tout α ∈ S, notons αv la coracine associée à α.
Soit X une G-variété sphérique. Pour tout α ∈ S, notons ∆X(α) l’ensemble des

couleurs de X qui ne sont pas laissées stables par G{α}. Chacun des ∆X(α) contient au
plus deux éléments. On peut distinguer quatre cas :

1) ∆X(α) = ∅ (cela arrive exactement lorsque G{α} laisse stable X◦
B). On notera

Sp
X l’ensemble des α ∈ S tels que ∆X(α) = ∅. On a PX = G

Sp

X
.
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2) ∆X(α) contient deux éléments (cela arrive exactement lorsque α ∈ ΣX). On
pose Sa

X = S ∩ ΣX. Pour tout α ∈ Sa
X, on note D+

α et D−
α les deux éléments de ∆X(α).

On a alors < ρX(D+
α ), γ > + < ρX(D−

α ), γ > = < αv , γ >, quel que soit γ ∈ ΞX.

3) On a 2α ∈ ΣX (dans ce cas, ∆X(α) contient un seul élément). On pose
Sa′

X = S ∩ 1
2ΣX. Pour tout α ∈ Sa′

X, on note D′
α l’unique élément de ∆X(α). On a alors

< ρX(D′
α ) , γ > = 1

2 < αv , γ >, quel que soit γ ∈ ΞX.

4) Le cas qui reste, c’est-à-dire ∆X(α) contient un seul élément et 2α �∈ ΣX. On
pose Sb

X = S�(Sp
X ∪ Sa

X ∪ Sa′

X). Pour tout α ∈ Sb
X, on note Dα l’unique élément de ∆X(α).

On a alors < ρX(Dα ) , γ > = < αv , γ >, quel que soit γ ∈ ΞX.

On désignera par AX la réunion des ∆X(α), α ∈ Sa
X = S∩ΣX (et on notera encore

ρX la restriction de ρX à AX).

§2 Énoncé des résultats principaux

On conserve les conventions et notations du §1. Rappelons que, pour toute racine
α ∈ R, on note αv la coracine associée.

2.1 Soit Σ un sous-ensemble de Σ(G) (l’ensemble des racines sphériques de G).
On notera Ξ le sous-groupe de Ξ(T) engendré par Σ, et Ξ∗ = HomZ(Ξ , Z) le groupe
dual de Ξ.

Soit A une famille (finie) d’éléments (non nécessairement distincts) de Ξ∗. Pour
tout α ∈ Σ ∩ S, on pose A(α) = {δ ∈ A , δ(α) = 1}. On dira que la famille A est adaptée

à Σ, si A possède les trois propriétés suivantes :

(A1) pour tout δ ∈ A et γ ∈ Σ, on a δ(γ) � 1, et δ(γ) = 1 implique γ= α ∈ Σ ∩ S;
(A2) pour tout α ∈ Σ ∩ S, A(α) contient deux éléments, et si A(α) = {δ+

α , δ−
α },

alors δ+
α (γ) + δ–

α (γ) = < αv , γ >, quel que soit γ ∈ Σ;
(A3) A est la réunion des A(α), α ∈ Σ ∩ S.

Un triplet Sp, Σ, A formé :

1) d’un sous-ensemble Sp de S,
2) d’un sous-ensemble Σ de Σ(G), et
3) d’une famille A d’éléments de Ξ∗ adaptée à Σ,

sera appelé un système sphérique s’il possède les propriétés suivantes.

D’abord deux conditions portant sur Σ :

(Σ1) Si 2α ∈ Σ∩ 2S, alors 1
2 < αv , γ > est un entier négatif ou nul, quel que soit

γ ∈ Σ\{2α}.
(Σ2) Si α + β ∈ Σ (ou si 1

2 (α + β) ∈ Σ), où α, β ∈ S sont orthogonaux, alors
< αv , γ > = < βv , γ > quel que soit γ ∈ Σ.
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Puis une condition portant sur Σ et Sp :

(S) Pour tout γ ∈ Σ, le couple γ, Sp est celui d’une variété magnifique de rang 1.

Voici une forme explicite de la condition (S), lorsque le système de racines est
de type A :

(S, type A) Pour tout γ ∈ Σ, on a

{α ∈ S, < αv , γ > = 0} ∩ supp(γ) ⊂ Sp ⊂ {α ∈ S, < αv , γ > = 0} ,

où l’on a posé supp(γ) = {α ∈ S, < α∗ , γ > |= 0}, les α∗ (α ∈ S) étant les poids fonda-
mentaux du système des coracines Rv (rappelons qu’on a < α∗ , β > = δα , β , quels que
soient α, β ∈ S).

Remarques

1) La notion de système sphérique est purement combinatoire, c’est-à-dire ne
dépend que du système des racines de G.

2) Pour tout G fixé, il n’y a qu’un nombre fini de systèmes sphériques. En effet,
l’ensemble Σ(G) est fini, et des conditions (A1-3) suit que card(A) � 2card(Σ∩S), et que
< αv , γ > –1 � δ(γ) � 1, quel que soit δ ∈ A(α) et γ ∈ Σ.

3) On expliquera plus loin (au §7) que pour toute variété sphérique X, le triplet
Sp

X, ΣX, AX est un système sphérique.

Voici le résultat principal de ce travail.

Théorème 1 — On suppose G semi-simple adjoint de type A. Alors l’application qui, à une

G-variété magnifique X, associe le triplet Sp
X, ΣX, AX, est une bijection entre l’ensemble (des classes

d’isomorphie) des G-variétés magnifiques et l’ensemble des systèmes sphériques de G.

Ce théorème sera démontré au §5. Demeure-t-il vrai plus généralement pour
tout groupe semi-simple G?

2.2 Soit Sp, Σ, A un système sphérique. Il sera souvent commode de considérer
A comme ensemble (abstrait) muni d’une application ρ : A→ Ξ∗.

Un couple Ξ′, ρ′ formé :

1) d’un sous-groupe Ξ′ de Ξ(T) contenant Σ et
2) d’une application ρ′ : A→ (Ξ′)∗,

sera appelé une augmentation du système sphérique Sp, Σ, A, s’il vérifie les conditions
suivantes :

(a1) ρ′, suivi de l’application naturelle (Ξ′)∗ → Ξ∗, est égal à ρ;
(a2) pour tout α ∈ Σ ∩ S, si A(α) = {δ+

α , δ−
α }, alors < ρ′(δ+

α ) , γ > + < ρ′(δ−
α ) , γ >

= < αv , γ > quel que soit γ ∈ Ξ′ ;
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(σ1) si 2α ∈ Σ ∩ 2S, alors α ∈/ Ξ′ et < αv , γ > est un entier pair, quel que soit
γ ∈ Ξ′ ;

(σ2) si α + β ∈ Σ (ou si 1
2 (α + β) ∈ Σ), où α, β ∈ S sont orthogonaux, alors

< αv , γ > = < βv , γ > quel que soit γ ∈ Ξ′ ;
(s) pour tout α ∈ Sp, αv s’annule sur Ξ′.

On dira aussi que le quintuplet Sp, Σ, A, Ξ′, ρ′ est un système sphérique augmenté.
Un système sphérique augmenté tel que tout élément de Σ est primitif dans Ξ′ sera
appelé une donnée sphérique homogène.

Théorème 2 — On suppose que le théorème 1 est vrai pour le groupe adjoint de G. Alors

l’application qui, à une G-variété homogène sphérique X, associe le quintuplet Sp
X, ΣX, AX, ΞX,

ρX est une bijection entre l’ensemble (des classes d’isomorphie) des G-variétés homogènes sphériques et

l’ensemble des données sphériques homogènes de G.

Ce théorème sera démontré au §7.

2.3 Soit Sp, Σ, A, Ξ′, ρ′ un système sphérique augmenté. Nous allons lui
associer, de façon naturelle, un ensemble de « couleurs » et un « espace vectoriel
colorié ».

Posons

Sa = S ∩ Σ,
Sa′ = {α ∈ S, 2α ∈ Σ}, et
Sb = S\(Sa ∪ Sa′ ∪ Sp);

puis posons

∆a =A,
∆a′ = Sa′ , et
∆b = Sb/ ∼ (∼ signifiant qu’on identifie α, β ∈ Sb, s’ils sont orthogonaux et si

α + β ∈ Σ (ou si 1
2 (α + β) ∈ Σ)) ; enfin posons

∆ = ∆a ∪ ∆a′ ∪ ∆b.

Si α ∈ Sa′ , notons δ′
α l’élément de ∆a′ qui lui correspond; si α ∈ Sb, notons δα l’image

de α dans ∆b. Définissons une application ∆ → (Ξ′)∗, encore notée ρ′, de la façon
suivante :

sur ∆a par le ρ′ déjà existant sur ∆a =A;
sur ∆a′ par < ρ′(δ′

α ) , γ > = 1
2 < αv , γ > (α ∈ Sa′ , γ ∈ Ξ′) ;

sur ∆b par < ρ′(δα ) , γ > = < αv , γ > (α ∈ Sb , γ ∈ Ξ′).

On appellera le couple ∆, ρ′ l’ensemble des couleurs du système sphérique augmenté Sp,
Σ, A, Ξ′, ρ′.
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Posons N′ = HomZ(Ξ′ , Q) (espace vectoriel qui contient (Ξ′)∗), et désignons par
V′ l’ensemble (le cône convexe) des éléments de N′ qui sont � 0 sur Σ. On appellera
ρ′ : ∆ → N′ ⊃ V′ l’espace vectoriel colorié du système sphérique augmenté Sp, Σ, A, Ξ′, ρ′.

Nous ne rappellerons pas ici la définition des éventails coloriés (pour cela, ainsi
que pour tout ce qui concerne la théorie des plongements des espaces homogènes
sphériques, voir [Kn1] ou [Br6]). Par éventail colorié d’un système sphérique augmenté,
on entend bien sûr un éventail colorié de son espace vectoriel colorié associé.

Théorème 3 — On suppose que le théorème 1 est vrai pour le groupe adjoint de G. Alors

l’application qui, à une G-variété sphérique, associe sa donnée sphérique et son éventail colorié est une

bijection entre l’ensemble (des classes d'isomorphie) des G-variétés sphériques et l'ensemble des couples

formés

1) d’une donnée sphérique homogène de G et

2) d’un éventail colorié de cette donnée sphérique.

Preuve — Pour tout espace homogène sphérique G/H, son espace vectoriel colorié
s’identifie à l’espace vectoriel colorié de la donnée sphérique homogène associée à G/H
(cela résulte de 1.4 et de la proposition 3.2). Le théorème 3 est alors une conséquence
immédiate du théorème 2 et de la théorie des plongements des espaces homogènes
sphériques.

§3 Variétés magnifiques et systèmes sphériques

Dans ce paragraphe, on étudiera les relations entre la géométrie des variétés
magnifiques et la combinatoire de leurs systèmes sphériques. Sauf mention expresse du
contraire, les données (systèmes sphériques et groupes) seront supposées adjointes (c’est-
à-dire, en ce qui concerne les systèmes sphériques, composées de racines sphériques
appartenant au réseau radiciel).

3.1 Sous-systèmes

Commençons par introduire un peu de terminologie concernant les systèmes
sphériques.

Soit S une base d’un système de racines, et soit Sp, Σ, A un système sphérique
(de S). Rappelons qu’on note Ξ le sous-groupe (du réseau radiciel) engendré par Σ.

Si Σ′ ⊂ Σ, on notera supp Σ′ la réunion des supp γ, γ ∈ Σ′ (pour la définition de
supp γ, voir 2.1). Si S′ ⊂ S, on notera A(S′) la réunion des A(α), α ∈ S′.

Soit (S′ , Σ′) un couple (avec S′ ⊂ S et Σ′ ⊂ Σ) vérifiant supp Σ′ ⊂ S′. Le sous-
système de Sp, Σ, A associé au couple (S′ , Σ′) est par définition le système sphérique (de
S′) donné par S′p = S′∩Sp, Σ′, et A′ = la « restriction » de A(S∩Σ′) à Ξ′ (le sous-groupe
de Ξ engendré par Σ′). Soulignons qu’il y a perte d’information dans le passage de
A(S ∩ Σ′) à A′.
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Nous rencontrerons deux cas particuliers :

Si S′ ⊂ S, on dira que le sous-système associé au couple (S′ , Σ′ = {γ ∈ Σ,
supp γ ⊂ S′} ) est obtenu par localisation en S′.

Si Σ′ ⊂ Σ, on dira que le sous-système associé au couple (S, Σ′) est obtenu par
localisation en Σ′.

Un système sphérique Sp, Σ, A sera appelé cuspidal si suppΣ = S.

Une factorisation d’un système sphérique Sp, Σ, A est une partition de S en deux
sous-ensembles (non vides) S1 et S2 vérifiant :

a) (tout élément de) S1 est orthogonal à (tout élément de) S2 ;
b) si Σi = {γ ∈ Σ, supp(γ) ⊂ Si} (i = 1, 2), alors Σ = Σ1 ∪ Σ2 ;
c) pour tout δ ∈ A(Σ∩ S1), δ est nul sur Σ2, et pour tout δ ∈ A(Σ∩ S2), δ est nul

sur Σ1.

Toute décomposition d’une G-variété magnifique X « en produit » G = G1×G2 et
X = X1 ×X2 (où les Xi sont des Gi-variétés magnifiques, i = 1, 2) factorise son système
sphérique, et l’inverse est également vrai (voir 3.5).

Un système sphérique sera dit irréductible s’il ne possède pas de factorisation. Il
est clair que tout système sphérique se laisse factoriser, de façon unique, en facteurs
irréductibles.

3.2 Localisation ([Lu2])

Soit X une G-variété magnifique, et soit Sp, Σ, A le système sphérique de X.
Soit S′ ⊂ S. Désignons par GS′ (resp. G–S′ ) le sous-groupe parabolique de G contenant
B (resp. B−) et associé à S′. Posons G′ = GS′ ∩ G−S′ (= GS′

) ; c’est un sous-groupe de
Levi de GS′ et de G–S′ . Notons C′ (= CS′

) le centre connexe (le radical) de G′. Enfin,
désignons par X′ (= XS′

) la composante connexe de XC′
contenant z (l’unique point

fixe de B− dans X). Alors la G′-variété X′ est magnifique.
Posons XS′ = {x ∈ X, GS′ .x � z}; c’est un sous-ensemble ouvert de X, stable par

GS′ . On a X′ ⊂ XS′ , et l’application φ : XS′ → X′ définie par φ(x) = l’unique point
de C′.x ∩ X′ est un morphisme lisse (une rétraction). Posons ∆X(S′) = la réunion des
∆X(α), α ∈ S′. Alors l’application D′ ∈ ∆X′ → φ−1(D′) est un bijection de ∆X′ sur ∆X(S′)
(l’application inverse est : D ∈ ∆X(S′) → D ∩ X′).

On peut considérer S′ comme base du système de racines de G′ (associée au sous-
groupe de Borel B ∩ G′ de G′), et identifier Σ(G′) (l’ensemble des racines sphériques de
G′) à {γ ∈ Σ(G), supp(γ) ⊂ S′}. Modulo cette identification, le système sphérique de la
G′-variété magnifique X′ s’obtient, partant du système sphérique de X, par localisation
en S′ (qu’on vient de définir dans la section précédente).

On dira aussi que X′ est obtenu, partant de X, par localisation en S′. La
localisation est une méthode efficace pour obtenir des résultats sur les invariants des
variétés magnifiques. À titre d’exemple, montrons la propriété suivante.
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Proposition 3.2 — Soit G un groupe réductif connexe, et soit X une G-variété sphérique. Si

α, β ∈ S, alors ∆X(α) ∩ ∆X(β) |= ∅ ne se produit que dans deux cas :

a) si α et β ∈ S ∩ ΣX, alors il peut arriver que card ∆X(α) ∪ ∆X(β) = 3 ;

b) si α est orthogonal à β et si α + β (ou sa moitié) appartient à ΣX, alors Dα = Dβ.

Preuve — Il suffit de considérer le cas où X est un espace homogène G/H.
Si H désigne la clôture sphérique de H (voir §6), à cause des bijections naturelles
∆G/H(α) → ∆G/H(α) (α ∈ S), on est ramené au cas G/H. Mais cet espace homogène
possède un plongement magnifique ([Kn2]), donc on est ramené au cas G adjoint et
X magnifique.

Il suffit alors de vérifier la proposition après localisation en S′ = {α , β}, c’est-
à-dire lorsque le groupe est semi-simple de rang 2, auquel cas on connaît toutes les
variétés magnifiques et la vérification se fait facilement, cas par cas (voir par exemple
les tables de [Wa]).

Soit X une variété magnifique. Pour tout Σ′ ⊂ ΣX, désignons par X(Σ′)
l’intersection des Dγ, γ ∈ Σ�Σ′ (pour la définition de Dγ, voir 1.3); c’est une sous-
G-variété magnifique de X, et toutes s’obtiennent ainsi. On vérifie que le système
sphérique de X(Σ′) s’obtient à partir du système sphérique de X, par localisation en Σ′

(pour relier AX(Σ′) à A, on peut utiliser par exemple [Lu2], 3.5).

3.3 Sous-ensembles distingués de couleurs et quotients

Soit Sp, Σ, A un système sphérique et soit ρ : ∆ → N ⊃ V son espace vectoriel
colorié.

Un sous-ensemble ∆′ ⊂ ∆ sera dit distingué si C(ρ(∆′) )◦ (l’intérieur relatif du cône
convexe engendré par ρ(∆′) ) rencontre le cône (convexe) –V.

Lemme 3.3.1 — Pour qu’un sous-ensemble ∆′ ⊂ ∆ soit distingué, il faut et il suffit qu’il

existe un sous-espace vectoriel N′ = N(∆′) (unique) de N vérifiant :

1) le couple N′, ∆′ est un sous-espace vectoriel colorié (c’est-à-dire ρ(∆′) et N′∩V engendrent

N′ comme cône convexe);

2) L’intersection N′ ∩ V est une facette du cône V.

Preuve — Si ∆′ ⊂ ∆ est distingué, soit F′ la plus petite facette de V vérifiant
C(ρ(∆′))◦ ∩ (–F′) |= ∅. Alors le cône convexe N′ engendré par ρ(∆′) et F′ est un sous-
espace vectoriel qui vérifie les conditions (1) et (2).

Inversement, soit N′ un sous-espace vectoriel de N qui vérifie les conditions (1) et
(2), et posons F′ = N′∩V. D’après (2), on obtient ainsi une facette de V, et (1) implique
que C(ρ(∆′))◦ ∩ (–V) |= ∅. L’unicité de N′ vient du fait qu’il est visiblement le sous-espace
vectoriel engendré par la plus petite facette F′ qui vérifie C(ρ(∆′))◦ ∩ (– F′) |= ∅.
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Soit Sp, Σ, A un système sphérique et soit ∆′ un sous-ensemble distingué de ∆.
Notons Ξ/∆′ le sous-groupe des éléments de Ξ annulés par tout élément de N(∆′).
Dans ce qui suit on va définir un triplet quotient (Sp , Σ, A)/∆′ :

a) Posons Sp/∆′ = {α ∈ S, ∆(α) ⊂ ∆′}.
b) Les combinaisons linéaires

∑
γ∈Σ

n(γ)γ (où les n(γ) (γ ∈ Σ) sont des entiers � 0 tels

que
∑
γ∈Σ

n(γ)γ est dans Ξ/∆′) forment un semi-groupe additif; notons Σ/∆′ l’ensemble des

éléments indécomposables de ce semi-groupe.
c) Désignons par A/∆′ la réunion des A(α), α ∈ S ∩ Σ tels que A(α) ∩ ∆′ = ∅, et

notons ρ/∆′ : A/∆′ → (Ξ/∆′)∗ la restriction de ρ à A/∆′ suivi de l’application naturelle
Ξ∗ → (Ξ/∆′)∗.

On dira que ∆′ possède la propriété (*) si les éléments de Σ/∆′ forment une base
du Z-module Ξ/∆′.

Remarque — Lorsque S est de type A, on verra au §5, n◦ 6, que :
1) tous les sous-ensembles distingués possèdent la propriété (*);
2) leur triplet quotient est encore un système sphérique.
Pour les sous-ensembles distingués qu’on rencontrera par la suite, (1) et (2) se

vérifient facilement dans chaque cas.

Soit X une G-variété magnifique, et soit Sp, Σ, A le système sphérique de X.
Soit X′ une deuxième G-variété magnifique, et soit φ : X → X′ un G-morphisme
dominant. Posons ∆(φ) = {D ∈ ∆X , φ(D) = X′}.

Proposition 3.3.2

1) L’application qui à φ associe ∆(φ), est une bijection entre l’ensemble des G-morphismes

dominants à fibres connexes de X dans une autre G-variété magnifique, et l’ensemble des sous-ensembles

distingués de ∆ vérifiant la propriété (*).

2) Le système sphérique de X′ est (Sp , Σ, A)/∆(φ).

Preuve — Posons G/H = X◦
G. D’après la théorie des plongements des espaces

homogènes sphériques, on sait qu’il y a une bijection entre les G-morphismes à fibres
connexes G/H → G/H′, et les sous-espaces vectoriels coloriés N′, ∆′ de ρ : ∆ → N ⊃ V
(voir [Kn1] ou [Br6]). Pour que G/H′ possède un plongement magnifique, il faut et
il suffit que N′ ∩ V soit une facette du cône V (donc que ∆′ soit distingué et que
N′ = N(∆′) ), et que ∆′ vérifie la condition (*). Le morphisme G/H → G/H′ se prolonge
alors (par continuité) en un G-morphisme φ : X → X′ (vérifiant ∆′ = ∆(φ)), d’où 1). De
plus, l’assertion 2) est alors vraie par construction (voir loc. cit.).
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On dira d’un sous-ensemble distingué ∆′ ⊂ ∆ :

qu’il est lisse, si la dimension de N(∆′) est égale à la dimension de la facette N(∆′)∩V;
qu’il est parabolique, si N(∆′) = N.

Proposition 3.3.3

1) Soient X et X′ deux G-variétés magnifiques, et soit φ : X → X′ un G-morphisme

dominant à fibres connexes. Alors φ est lisse si et seulement si ∆(φ) l’est.

2) Soit X une G-variété magnifique et soit S′ ⊂ S. L’application qui à φ associe ∆(φ), est

une bijection entre l’ensemble des G-morphismes φ : X → G/G–S′ , et l’ensemble des sous-ensembles

distingués paraboliques ∆′ ⊂ ∆ tels que S′ = S�(Sp/∆′).

Preuve — 1) Notons z et z′ les points fixes de B− dans X et X′, et Z = G.z
et Z′ = G.z′ les orbites fermées de G dans X et X′. Le morphisme φ est lisse si et
seulement si l’application naturelle

(*) TzX/TzZ → Tz′X′/Tz′Z′ est surjective.

Par ailleurs, ∆(φ) est lisse si et seulement si

(**) Σ/∆(φ) est un sous-ensemble de Σ.

Puisque Σ (resp. Σ/∆(φ)) est l’ensemble des poids de T dans TzX/TzZ (resp. dans
Tz′X′/Tz′Z′), (*) implique (**). On sait que les fonctions rationnelles f–γ , γ ∈ Σ (resp. les
f–γ , γ ∈ Σ/∆(φ)) forment un système de paramètres de Z dans X au point z (resp. de
Z′ dans X′ au point z′), voir par exemple [Lu2] 2.6; par suite (**) entraîne aussi (*).

2) Un sous-ensemble distingué ∆′ ⊂ ∆ est parabolique si et seulement si Σ/∆′ = ∅.
Cela et 3.3.2 impliquent aussitôt 2).

3.4 Induction parabolique

Soit Q un sous-groupe parabolique de G contenant B− (il existe donc un S′ ⊂ S
unique tel que Q = G–S′ ; rappelons qu’on a posé G′ = GS′ ∩ G–S′ ).

Soit X une G-variété magnifique. On dira qu’un G-morphisme φ : X → G/Q
provient d’une induction parabolique si Qr (le radical de Q) opère trivialement dans
X′ = φ–1(Q/Q). Alors X′ est une G′-variété magnifique, et X est canoniquement
isomorphe à G ∗Q X′ (on note ainsi la G-variété algébrique obtenue comme quotient
de G × X′ sous l’opération de Q donnée par

q.( g , x) = ( gq–1 , q.x) , q ∈ Q, g ∈ G, x ∈ X′).

Inversement, si X′ est une G′-variété magnifique (qu’on peut considérer comme une
Q-variété, en faisant opérer Qr trivialement, étant donné que Q = QrG′), alors G∗Q X′

est une G-variété magnifique, et le morphisme naturel G ∗Q X′ → G/Q provient
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d’une induction parabolique. On dira alors aussi que X = G ∗Q X′ est obtenu par
induction parabolique (à travers Q au moyen de X′). On vérifie sans peine que, modulo
les inclusions S′ ⊂ S et Σ(G′) ⊂ Σ(G), X et X′ ont le « même » système sphérique (l’un
étant un système dans S et l’autre dans S′).

Soit X une G-variété magnifique, et soit S′ ⊂ S. Notons Sp, Σ, A le système
sphérique de X, ∆ l’ensemble des couleurs de X, et ∆(S′) la réunion des ∆(α), α ∈ S′.

Proposition 3.4 — Pour qu’il existe un G-morphisme φ : X → G/G–S′ provenant d’une

induction parabolique, il faut et il suffit que S′ ⊃ supp(Σ) ∪ Sp. Ce morphisme est alors unique, et

est donné par ∆(φ) = ∆(S′).

Preuve — Soit φ : X → G/Q un G-morphisme provenant d’une induction para-
bolique, où Q = G–S′ . Du fait que X′ = φ−1(Q/Q) est alors une G′-variété magnifique,
et que X est isomorphe à G ∗Q X′, on déduit sans peine que S′ ⊃ supp(Σ) ∪ Sp et que
φ est donné par ∆(φ) = ∆(S′).

Inversement, supposons S′ ⊃ supp(Σ) ∪ Sp. Alors ∆(S′) est visiblement un sous-
ensemble distingué parabolique de ∆, donc définit un G-morphisme φ : X → G/Q, où
Q = G–S′ . Reste à voir que Qr opère trivialement dans X′ = φ–1(Q/Q).

Pour tout Σ′ ⊂ Σ, notons X(Σ′) la sous-variété magnifique de X dont les racines
sphériques sont Σ′, et posons X′(Σ′) = X′∩X(Σ′). Montrons, par récurrence sur card(Σ′),
que

(#) G′ n’a qu’une seule orbite fermée dans X′(Σ′).

De la classification des variétés magnifiques de rang 1 résulte que Qr opère
trivialement dans les X′( {γ} ) (γ ∈ Σ), d’où (#) dans ces cas. Supposons card(Σ′) � 2,
et notons X′(Σ′)◦G′ l’orbite ouverte de G′ dans X′(Σ′). De l’hypothèse de récurrence on
déduit que la composante connexe de X′(Σ′)�X′(Σ′)◦G′ contenant l’orbite fermée de Q,
ne contient qu’une seule orbite fermée de G′. Mais si card(Σ′) � 2, X′(Σ′)�X′(Σ′)◦G′ est
connexe (cela résulte par exemple de la théorie des « bouts » d’espaces topologiques),
d’où (#) pour Σ′.

Du fait que G′ n’a qu’une seule orbite fermée dans X′ résulte alors que C′, le
centre connexe de G′, opère trivialement dans X′. Puisque la réunion des conjugués
de C′ dans Qr est dense dans Qr, il s’ensuit bien que Q′ opère trivialement dans X′.

Une variété magnifique irréductible de rang � 1, qui ne peut être obtenue par
induction parabolique au moyen d’aucun sous-groupe parabolique propre, sera appelée
cuspidale. La proposition précédente implique en particulier que, pour qu’une variété
magnifique soit cuspidale, il faut et il suffit que son système sphérique soit cuspidal
(c’est-à-dire vérifie supp(Σ) = S).
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3.5 Produits fibrés

Soient X, X1, X2 et X′ quatre G-variétés magnifiques, et soient ψ1 : X → X1,
ψ2 : X → X2, φ1 : X1 → X′, φ2 : X2 → X′ quatre G-morphismes de variétés
vérifiant φ1◦ψ1 = φ2◦ψ2. Ces données impliquent un morphisme de G-variétés ψ : X →
X1 ×X′ X2. En général, la G-variété X1 ×X′ X2 n’est plus sphérique (sa dimension
peut être > dimB!), et même si elle l’est, le morphisme ψ n’est pas toujours un
isomorphisme.

On devrait sans doute étudier systématiquement ces produits fibrés. Notre but
ici est plus modeste, nous visons seulement un résultat particulier (la proposition 3.5),
qui nous servira dans la démonstration du théorème 1 au §5.

Soit Sp, Σ, A un système sphérique et soit ∆ son ensemble de couleurs. Si ∆′ est
un sous-ensemble distingué de ∆, on pose Sp(∆′) = (Sp/∆′)�Sp et Σ(∆′) = Σ�(Σ/∆′).

Soient ∆1 et ∆2 deux sous-ensembles distingués de ∆. Alors le sous-ensemble
∆′ = ∆1 ∪ ∆2 est encore distingué dans ∆. On dira que le couple ∆1, ∆2 décompose le
système sphérique Sp, Σ, A (en produit fibré), si

(1) ∆1 |= ∅, ∆2 |= ∅ et ∆1 ∩ ∆2 = ∅;
(2) ∆1, ∆2 et ∆′ possèdent la propriété (*);
(3) Σ(∆1) ∩ Σ(∆2) = ∅;
(4) Sp(∆1) est orthogonal à Sp(∆2);
(5) ∆1 ou ∆2 est lisse.

Proposition 3.5 — Soit Sp, Σ, A un système sphérique. On suppose donné un couple

∆1, ∆2 (de sous-ensembles distingués de ∆) qui décompose Sp, Σ, A. On suppose aussi qu’il

existe trois variétés magnifiques X1, X2 et X′, uniques à isomorphisme près, ayant comme systèmes

sphériques (Sp , Σ, A)/∆1, (Sp , Σ, A)/∆2 et (Sp , Σ, A)/∆′. Alors il existe des G-morphismes, uniques

à isomorphisme près, φ1 : X1 → X′ et φ2 : X2 → X′ vérifiant :

1) le produit fibré X1 ×X′ X2 est une G-variété magnifique dont le système sphérique est Sp,

Σ, A ;

2) si X est une G-variété magnifique dont le système sphérique est Sp, Σ, A, alors X est

isomorphe à X1 ×X′ X2.

Preuve — Les ensembles de couleurs ∆Xi
s’identifient aux ensembles ∆�∆i (i = 1, 2).

Modulo ces identifications, ∆1 est distingué dans ∆X2, et ∆2 est distingué dans ∆X1, et
les variétés quotient X2/∆1 et X1/∆2 ont comme système sphérique (Sp , Σ, A)/∆′. De
l’hypothèse d’unicité résulte que X2/∆1 = X′ = X1/∆2 (à isomorphisme près), et qu’on
a des G-morphismes (uniques à isomorphisme près) φ1 : X1 → X′ et φ2 : X2 → X′.

Posons X12 = X1 ×X′ X2. De (5) résulte que X12 est lisse. Notons Z1, Z2, Z12, Z′

les orbites fermées de G et z1, z2, z12, z′ les points fixes de B− dans X1, X2, X12, X′.
De (3) résulte que Z12 est isomorphe à Z1 ×Z′ Z2. Supposons ∆1 lisse. Alors les vecteurs
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propres de T dans Tz2X2/Tz2Z2 qui s’envoient vers 0 dans Tz′X′/Tz′Z′ sont ceux des
poids Σ(∆1). Les poids de T dans Tz1X1/Tz1Z1 sont Σ�Σ(∆1). Par suite, les poids de T
dans Tz12X12/Tz12Z12 sont Σ. Il s’ensuit que X12 est sphérique. Que X12 est magnifique
résulte par exemple de la caractérisation suivante des variétés magnifiques : ce sont les
variétés sphérique, lisses, complètes, ne contenant qu’une seule orbite fermée, et dont
aucune couleur ne contient l’orbite fermée. Que X12 possède la dernière propriété
vient de ce que toute couleur de X12 se projette sur l’un des facteurs au moins en
couleur, et que les deux facteurs sont magnifiques. Cela montre que ΣX12 = Σ. Que

Sp
X12

= Sp résulte de Z12
∼= Z1 ×Z′ Z2 et de (4). Enfin, que AX12 =A peut se voir par

exemple par localisation et réduction au rang 2.
Soit maintenant X une G-variété magnifique dont le système sphérique est Sp,

Σ, A. Les ensembles ∆1, ∆2 fournissent des G-morphismes ψ1 : X → X1, ψ2 : X → X2

vérifiant φ1 ◦ ψ1 = φ2 ◦ ψ2. D’où un G-morphisme ψ : X → X12. Des propriétés de X12

qu’on vient de voir résulte que ψ : Z → Z12 est un isomorphisme et que ψ est étale
en z. Cela implique que ψ : X → X12 est un isomorphisme.

Remarque — La proposition précédente s’applique en particulier aux factorisations
(voir 3.1).

3.6 Fibrations projectives

Soit Sp, Σ, A un système sphérique. Si δ ∈ A vérifie δ(Σ) ⊂ {0, 1}, on dira que
δ est un élément projectif de A.

Soit δ un élément projectif de A. Posons Sδ = δ–1(1) ⊂ S∩Σ. Alors {δ}, considéré
comme sous-ensemble de ∆, est distingué lisse, et le triplet quotient (Sp , Σ, A)/{δ} est
donné par :

Sp/{δ}= Sp ;
Σ/{δ}= Σ�Sδ ;
A/{δ} = la restriction de A(S�Sδ) au sous-groupe (de Ξ) engendré par Σ/{δ}.

Si X est une G-variété magnifique dont le système sphérique est Sp, Σ, A, et si δ
est un élément projectif de A, on notera φδ : X → Xδ le G-morphisme correspondant
à {δ}.

Dans ce numéro, on verra que ce G-morphisme est une « fibration projective »,
au sens suivant : il est lisse, ses fibres sont toutes isomorphes à un espace projectif
Pn, et rang(X) = n + rang(Xδ) (ces propriétés caractérisent probablement les morphismes
φδ). Lorsque G est de type A, on précisera la structure de φδ, puis on en déduira le
résultat suivant (qui interviendra dans la preuve du théorème 1) :

Proposition 3.6 — On suppose G de type A. Soit Sp, Σ, A un système sphérique et soit δ
un élément projectif de A. Soit X′ une G-variété magnifique dont le triplet est (Sp , Σ, A)/{δ}. Alors

il existe une G-variété magnifique X, unique à isomorphisme près, vérifiant :
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1) Sp, Σ, A est le système sphérique de X;

2) Xδ est G-isomorphe à X′.

3.6.1 Soit X une G-variété magnifique dont le système sphérique est Sp, Σ, A,
et soit δ un élément projectif de A. Notons Dδ le diviseur de X correspondant à δ.

a) Considérons d’abord le cas particulier S = Sδ = Σ. Dans ce cas, Xδ = G/B−,
d’où il suit que X est G-isomorphe à G ∗B− Y, où Y = φ–1

δ (B−/B−). La variété Y est
visiblement l’espace d’un plongement torique de T.

Explicitons l’éventail associé à ce plongement (qui se trouve dans NT/{e}, qu’on
peut identifier à NX). Les diviseurs irréductibles T-stables de Y sont les Dβ ∩ Y
(β ∈ Σ = S) et Dδ ∩ Y. Les demi-droites associées à ces diviseurs sont : d’une part,
les Q+(– β∗) (β ∈ S) correspondant aux Dβ ∩ Y (qui sont stables par B–); et, d’autre
part, la demi-droite Q+(

∑
α∈S

α∗) correspondante à Dδ ∩ Y (qui n’est pas stable par B−).

Notons CS le cône engendré par les − β∗, (β ∈ S), et CS , α celui engendré par les – β∗,
(β ∈ S�{α} ) et par

∑
α∈S

α∗). L’unique point fixe de B− correspond au cône CS. Partant

de là, on voit que l’éventail est celui dont les cônes maximaux sont CS et les CS , α ,
α ∈ S.

Par suite, Y est isomorphe à l’espace projectif Pm, où m = cardS (et les diviseurs
irréductibles stables par T de Y sont tous isomorphes à Pm–1). Désignons par AY , δ le
groupe des automorphismes de Y qui laissent stable chaque Dβ ∩ Y (β ∈ S), et par
Au

Y , δ le radical unipotent de AY , δ. D’après la théorie des « systèmes d’Enriques » (voir
[De], p. 577, théorème 4), on a AY , δ = TAu

Y , δ, le groupe Au
Y , δ est commutatif, les poids

de T dans Lie(Au
Y , δ) sont les – β, β ∈ S, et chaque espace propre est de dimension 1.

L’opération de B− dans Y est donnée par un morphisme (de groupes algébriques)
B− → AY , δ qui est surjectif et qui prolonge l’opération de T. Un morphisme avec ces
propriétés est clairement unique, à conjugaison par un élément de T près.

b) Revenons au cas général.

L’ensemble {δ} étant distingué lisse, le morphisme φδ : X → Xδ est lisse (voir
3.3). Notons Xδ le localisé de X en Sδ. Posons Lδ = GSδ ∩G–Sδ. Le localisé de Xδ en Sδ

est visiblement Lδ.zδ (où zδ est l’unique point fixe de B− dans Xδ), d’où φδ(Xδ) = Lδ.zδ.
De 3.2, on déduit que la Lδ-variété Xδ vérifie les hypothèses de a), donc que
Yδ = (φδ|Xδ)–1(zδ) est isomorphe à l’espace projectif Pm, où m = cardSδ = dim X – dim Xδ.
Puisque φδ est lisse et à fibres connexes, on en déduit que Yδ = φ–1

δ (zδ), et que chaque
fibre de φδ est isomorphe à Pm.
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3.6.2 Conservons les hypothèses de 3.6.1. Posons ∆ = ∆X, Ξ = ΞX et ρ = ρX :
∆ → Ξ∗.

L’ensemble ∆(S\Sδ)∪{Dδ} est visiblement un sous-ensemble distingué parabolique
de ∆, donc fournit un G-morphisme ψ : X → G/Q, où Q = G−(S/Sδ). Désignons par L
le sous-groupe de Levi de Q contenant T. Notons ψδ : Xδ → G/Q le G-morphisme
tel que ψ = ψδ ◦ φδ. Alors Xδ

∼= G ∗Q Yδ, où Yδ = φ–1
δ (Q/Q).

Lemme — Si G est de type A, alors Qr (le radical de Q) opère trivialement dans Yδ (donc

Yδ est une L-variété magnifique, et Xδ est obtenu par induction parabolique à travers Q au moyen

de Yδ).

Preuve — Puisque ΣXδ = Σ�Sδ, d’après 3.4 on doit montrer que Sδ∩supp(Σ�Sδ) = ∅.
Par localisation, il suffit de le vérifier lorsque X est de rang 2, ce qui est facile (voir
la liste dans 4.1).

Remarque — L’assertion du lemme n’est pas vraie en général. Par exemple,
supposons G de type B2, et notons α1, α2 ses deux racines simples (α1 étant la
racine longue). Considérons le système sphérique Sp = ∅, Σ = {α1 + α2 , α2} et A=A(α2)
composé de deux éléments projectifs. Si δ est l’un d’eux, alors (Sp , Σ, A)/{δ}= (∅ , {α1+
α2} , ∅), système sphérique qui est cuspidal.

Lorsque G est de type A, nous allons montrer que la Q-variété Y et le morphisme
φδ : Y → Yδ ne dépendent que de la G-variété Xδ et du triplet Sp, Σ, A. Commençons
par considérer la L-variété (sphérique) Y (et le L-morphisme φδ : Y → Yδ).

La variété Y comme L-variété

Choisissons des sous-groupes H et Hδ de L vérifiant Y◦
L
∼= L/H, (Yδ)◦L

∼= L/H
et H ⊂ Hδ. Il est clair que Hδ est la clôture sphérique de H (voir §6). On peut
identifier Sp

L/H = Sp

L/Hδ
à Sp, ∆L/H = ∆L/Hδ

à ∆(S�Sδ), ΣL/H = ΣL/Hδ
à Σ�Sδ, ΞL/H à Ξ,

ΞL/Hδ
au sous-groupe de Ξ engendré par Σ�Sδ (qu’on peut noter Ξδ), et modulo ces

identifications, ρG/H est égal à la restriction de ρ. On sait que H est déterminé par Hδ

et par le couple ΞL/H, ρG/H (voir §6). Par suite H est déterminé par Xδ et le triplet
Sp, Σ, A.

Pour décrire la L-variété Y et le L-morphisme φδ : Y → Yδ (en termes de Xδ

et du triplet Sp, Σ, A), il reste à expliciter l’éventail colorié associé au plongement de
L/H dans Y (éventail qui se trouve dans HomZ(Ξ, Q) ).

Les diviseurs irréductibles L-stables de Y sont les Dβ ∩ Y (β ∈ Σ) et Dδ ∩ Y.
Les demi-droites associées à ces diviseurs sont : d’une part, les Q+(− β∗) (β ∈ Σ)
correspondant aux Dβ ∩ Y (diviseurs qui sont stables par Q ); et, d’autre part, la
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demi-droite Q+(
∑

α∈Sδ

α∗) correspondante à Dδ ∩ Y (qui n’est pas stable par Q ). Partant

de là, on voit, comme dans 3.6.1 a), que l’éventail colorié en question est celui, sans
couleurs, dont les cônes maximaux sont CΣ et les CΣ , α , α ∈ Sδ (où l’on a noté CΣ le
cône engendré par les – γ∗, (γ ∈ Σ), et CΣ , α celui engendré par les – γ∗, (γ ∈ Σ�{α} ) et∑
α∈Sδ

α∗).

L’opération de Qu dans Y

Désignons par A∗
Y , δ le groupe des automorphismes unipotents de Y qui laissent

stables chaque fibre de φδ : Y → Yδ et chaque Dβ ∩ Y (β ∈ Σ). Par définition, on
a un morphisme naturel θ∗ : A∗

Y , δ → Au

Yδ , δ. Le groupe L opère de façon naturelle
dans A∗

Y , δ. L’opération de Qu dans Y est donnée par un morphisme θ : Qu → A∗
Y , δ

compatible avec les opérations de L et tel que θ∗◦θ : Qu → Au

Yδ , δ est surjectif.

3.6.3 Démontrons maintenant la proposition 3.6.

Unicité

Nous avons déjà expliqué pourquoi la L-variété Y et le morphisme φδ : Y → Yδ

sont déterminés par la G-variété Xδ et le triplet Sp, Σ, A.
D’après 3.6.1 a), A∗

Y , δ est commutatif, et les poids de C dans Lie(A∗
Y , δ) sont

les – β|C, β ∈ Sδ. Vu la structure du morphisme φδ : Y → Yδ, et vu la théorie
des « systèmes d’Enriques » de [De], il existe un fibré en droites Lβ sur Yδ tel que
les champs de vecteurs de Lie(A∗

Y , δ) de poids – β|C sous C, peuvent être interprétés
comme sections globales de Lβ. Puisque Yδ est sphérique sous L, deux sections de Lβ

ayant un poids − β sous L∩B ne diffèrent que d’un scalaire multiplicatif. Le L-module
Lie(Qu)/[Lie(Qu), Lie(Qu) ] étant isomorphe à la somme directe des L-modules simples
de poids dominant – β, β ∈ Sβ, il s’ensuit que deux morphismes θ : Qu → A∗

Y , δ,
compatibles avec les opérations de L et tels que θ∗◦θ : Qu → Au

Yδ , δ est surjectif, sont
conjugués par un élément de C.

On en déduit que la Q-variété Y (à isomorphisme près) est déterminée par la
G-variété Xδ et le triplet Sp, Σ, A. Puisque X est G-isomorphe à G ∗Q Y, il en est de
même pour la G-variété X.

Existence

Soient X′ et Sp, Σ, A comme dans la proposition 3.6. On a X′ = G ∗Q Y′, où
Y′ est une L-variété magnifique. Posons L/H′ = (Y′)◦L. On commence par construire
H comme le sous-groupe de L de clôture sphérique H′, associé au couple ΞL/H = Ξ,
ρG/H = la restriction de ρ à ∆(S�Sδ) (voir §6).

Puis on construit la L-variété Y (comme le plongement de L/H associé à
l’éventail colorié introduit ci-dessus, voir 3.6.2), avec un L-morphisme φ′ : Y → Y′.
Cela permet en particulier d’introduire les fibrés en droites Lβ, β ∈ Sδ.
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Montrons que le poids – β apparaît effectivement comme poids de L ∩ B dans
H0(Y′ , Lβ). Soit

[Lβ] =
∑

D∈∆Y′

n(β, D)[D]

l’expression de [Lβ] dans la base [D], D ∈ ∆Y′ , de Pic(Y′).

Lemme

1) Si α ∈ S�Sδ est tel que < αv , β > = 0, alors n(β, D) = 0, quel que soit D ∈ ∆Y′ (α).

2) Si α ∈ S�Sδ est tel que < αv , β > |= 0, alors :

ou bien α est de type a, et {n(β, D+
α ), n(β, D–

α ) }= {– < αv , β > , 0} ;

ou bien α est de type b, et n(β, Dα ) = – < αv , β >.

Preuve — Par « localisation », on se ramène au cas où Sδ = {β} et S = {α , β},
auquel cas les assertions du lemme se vérifient facilement.

Reprenons la preuve de la proposition. Rappelons que pour un groupe semi-
simple G, et un diviseur B-stable effectif d sur une G-variété sphérique (lisse) X, σX(d)
désigne le poids de la section canonique de Ld (le fibré en droites associé à d).

Posons d =
∑

D∈∆Y′

n(β, D)D

∆(β) = {D ∈ ∆Y′ , n(β, D) |= 0} et
S(β) = {α ∈ S�Sδ , < αv , β > |= 0}.

Le lemme montre que d est effectif, que pour tout D ∈ ∆(β) il existe un unique
α(D) ∈ S(β) tel que D ∈ ∆Y′ (α(D) ), qu’on obtient ainsi une bijection de ∆(β) sur S(β),
et que σY′ (D) = ωα(D). Par suite

σY′ (d) =
∑

α∈S�Sδ

– < αv , β > ωα = – β,

où l’on considère ici – β comme poids de [L, L] ∩ B. Puisque Ld est isomorphe à Lβ,
il s’ensuit bien que – β se trouve parmi les poids de L ∩ B dans H0(Y′ , Lβ).

Comme la section canonique de d ne s’annule pas au point z′ (l’unique point
fixe de B– ∩ L dans Y′), et vu la structure de Lie(Qu)/[Lie(Qu) , Lie(Qu)], on déduit
de ce qui précède l’existence d’un morphisme θ : Qu → A∗

Y, δ
, compatible avec les

opérations de L et tel que θ∗◦θ : Qu → Au

Yδ , δ
est surjectif (où Y∗ est ici (φ′)–1(z′)). D’où

l’opération de Q dans Y.
Par construction, X = G ∗Q Y possède alors les propriétés voulues.
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§4 Étude combinatoire des systèmes sphériques de type A

Dans tout ce §, sauf mention expresse du contraire, S désignera la base d’un
système de racines de type A, et tous les systèmes sphériques considérés seront supposés
« adjoints » (c’est-à-dire composés de racines sphériques du réseau radiciel).

4.1 Diagrammes

Le premier but visé dans ce § est une représentation « graphique » des systèmes
sphériques, sous forme de « diagrammes » (en partant du diagramme de Dynkin de G).

Soit Sp, Σ, A un système sphérique. Rappelons qu’il induit une décomposition
de S en quatre sous-ensembles : Sp, Sa = S ∩ Σ, Sa′ = S ∩ 1

2Σ, et Sb = S�(Sa ∪ Sa′ ∪ Sp).
Comme première information sur le système sphérique, on représente « graphi-

quement » cette décomposition : selon que α est dans Sa (resp. dans Sa′ , Sb ou Sp), on
ajoute au sommet correspondant à α (du diagramme de Dynkin) le dessin suivant :

genre a �
❤

❤
genre a′ �

❤
genre b

⊙
genre p �

Rappelons qu’au système sphérique est associé un ensemble de couleurs ∆ qui, par
construction, est réunion d’ensembles ∆(α), α ∈ S (en général non disjoints) contenant
2, 1 ou 0 élément. On voit que le nombre de « ronds » qu’on vient d’ajouter à
chaque sommet α correspond au nombre des couleurs de ∆(α). Pour représenter
« graphiquement » les couleurs, comme deuxième information portée sur le diagramme
de Dynkin, on reliera par un trait fin pointillé ceux des ronds qui correspondent à
une même couleur.

Les informations portées jusqu’ici sur le diagramme de Dynkin permettent déjà
de connaître les racines sphériques de type a1, a′ et a1 × a1. Voici comment on va
représenter les autres racines sphériques γ (lorsque S = supp(γ) ) :

type : type : type :a' d a a3 1 1×

type : type ( > 1) :a a n1 n ...

Reste à représenter « graphiquement » la famille A. Lorsque α ∈ S∩Σ, rappelons
que A(α) = {δ+

α , δ–
α}= {δ ∈ A , δ(α) = 1}. On convient que δ+

δ correspond au rond
supérieur associé au sommet α (du diagramme de Dynkin), et δ–

α au rond inférieur.
On s’arrange pour que < δ+

α , γ >∈ {1, 0, –1} quel que soit γ ∈ Σ�{α} (cela est
toujours possible, quitte à échanger δ+

α et δ–
α ). Il ne reste alors plus qu’une ambiguïté,

qu’on lève de la façon suivante :
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si γ ∈ Σ�{α} est tel que < αv , γ > |= 0 et si < δ+
α , γ > = –1, alors on ajoute une

« flèche » > (ou <) à côté du rond correspondant à δ+
α , et « pointant vers » γ

(dans tous les autres cas, on retrouve les A(α) par les informations dont on dispose
déjà, grâce aux propriétés de A).

Remarque — La règle pour l’emploi des « flèches » peut paraître à première vue
compliquée, mais se révèle simple en pratique. À titre d’exemple, considérons les cas
suivants :

(3.1)

(3.3)

(3.5)

(3.7)

(3.9)

(3.2)

(3.4)

(3.6)

(3.8)

>

>

> >

> >

>

Ce sont tous les systèmes sphériques dans A3 vérifiant Sp = ∅ et Σ = S = {α1 , α2 , α3}.
Concentrons-nous plus particulièrement sur les cas (3.6)-(3.9). Dans ces cas, A
comprend cinq éléments δ+

α1
= δ+

α3
, δ–

α1
, δ+

α2
, δ–

α2
, δ–

α3
, dont les valeurs sur α1, α2,

α3 sont données par les matrices suivantes :

1 0 1 1 0 1 1 –1 1 1 –1 1
1 –1 –1 1 –1 –1 1 0 –1 1 0 –1
0 1 0 0 1 –1 0 1 0 0 1 –1

–1 1 –1 –1 1 0 –1 1 –1 –1 1 0
–1 –1 1 –1 –1 1 –1 0 1 –1 0 1

Pour un autre exemple d’emploi de « flèches », voir le cas 3′) plus bas.

Voici les « diagrammes » de tous les systèmes sphériques (adjoints, de type A) de
rang 2 cuspidaux et non factorisables (en deux facteurs de rang 1).
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1)

1 )'

3)

6)

......4)

10)

8)

2)

3 )'

7)

5)

9)

(  = 1)                                        n (  > 1)n...

...

>

...

Remarques — 1) Cette liste découle des axiomes des systèmes sphériques.
Elle apparaît aussi déjà, sous une forme légèrement différente, dans [Wa] (comme
conséquence de la classification des variétés magnifiques de rang 2), voir p. 382,
table A.

2) Comme visiblement (par définition) un système Sp, Σ, A est sphérique si et
seulement si ses sous-systèmes (au sens de 3.1) de rang �2 le sont, la liste ci-dessus peut
« remplacer » les axiomes des systèmes sphériques. Plus visuelle, elle permet souvent de
mieux raisonner que les axiomes. Par exemple, il suffit de la considérer un peu pour
constater que les systèmes sphériques Sp, Σ, A de type A possèdent les propriétés
suivantes :

(1) quel que soit γ ∈ Σ, le système obtenu par localisation en S′ = supp(γ) est
toujours de rang 1;

(2) quel que soit le couple γ1, γ2 ∈ Σ, γ1 |= γ2 le système obtenu par localisation
en S′ = supp(γ1)∪supp(γ2) est toujours de rang 2 (excepté si α1 +α2, α2 +α3, α3 +α4 ∈ Σ,
où α1, α2, α3, α4 sont des éléments consécutifs de S, et si γ1 = α1 + α2, γ2 = α3 + α4).

Ces propriétés ne sont plus vraies pour les systèmes de type B.

L’intérêt des « diagrammes » vient de ce qu’ils rendent plus concret tout ce qui
concerne les systèmes sphériques (comme les notions du §3 : localisation, quotient,
induction parabolique, produit fibré, fibration projective). On en verra de nombreux
exemples dans la suite de ce paragraphe et le suivant. En voici dès à présent quelques-
uns.
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A) Soit Sp, Σ, A le système sphérique suivant (déjà rencontré ci-dessus) :

> >

L’ensemble ∆ des couleurs de ce système contient cinq sous-ensembles distingués
non paraboliques ∆′ :

{δ+
α2
} , {δ–

α1
, δ–

α3
} , {δ+

α1
, δ–

α2
}

{δ–
α1

, δ–
α3

, δ+
α2
} , {δ+

α1
, δ–

α1
, δ–

α2
, δ–

α3
} ,

dont les systèmes sphériques quotients (Sp , Σ, A)/∆′ sont :

Parmi les cinq systèmes sphériques ci-dessus, lesquels sont cuspidaux?

B) Voici un exemple simple de « produit fibré » (au sens de 3.5) :

est produit

de et de

au-dessus de

(on a ∆1 = {δα1} et ∆2 = {δ+
α3
} ).

C) En passant, nous avons rencontré aussi des « fibrations projectives » (au sens
de 3.6) : par exemple pour Sp, Σ, A égal à

> >

δ= δ+
α2

est un élément projectif de A, et (Sp , Σ, A)/{δ} est
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4.2 La liste des cas « primitifs »

Dans ce qui suit, on donnera une liste d’exemples de systèmes sphériques, qu’on
appellera primitifs. L’intérêt des systèmes primitifs pour la structure générale des systèmes
sphériques sera expliqué dans les numéros suivants. Ils jouent un rôle important dans
la preuve du théorème 1 au §5.

On notera S = {α1, ... , αn} la base usuelle du système de racines de type An,
n � 1. La notation {αp, ... , αq} désignera, lorsque p � q, l’ensemble des racines
simples α i (p � i � q), et lorsque p > q, l’ensemble vide.

(1) La famille ao(n), n � 1 :

Sp = ∅

Σ = {2α1, ... , 2αn}
A= ∅

Diagramme de ao(7) :

(2) La famille ac(n), n impair � 3 :

Sp = {α i , i impair, 1 � i � n}
Σ = {α1 + 2α2 + α3 , α3 + 2α4 + α5, ... , αn–2 + 2αn–1 + αn}
A= ∅

Diagramme de ac(7) :

Les familles aa

D’abord,

(3) la famille aa(p + q + p), n = 2p + q, p � 1, q � 1 :

Sp = {αp+2, ... , αp+q–1}
Σ = {α1 + αn , α2 + αn–1, ... , αp + αn–p+1 , αp+1 + ... + αp+q} si q � 2
(si q = 1, Σ = {α1 + αn , α2 + αn–1, ... , αp + αn–p+1 , αp+1})
A= ∅ si q � 2 (si q = 1, A est l’unique famille adaptée à Σ,
sans élément projectif).

Diagramme de aa(2 + 3 + 2) :
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Puis les familles (4) aa(p , p) et (5) aa(q) obtenues par localisation de aa(p + q + p)
en

S′ = {α1, ... , αp , αp+q+1, ... , αn} et
S′ = {αp+1, ... , αp+q}.

Enfin,

(6) la famille aa∗( p + 1 + p), p � 1 :

Sp = ∅

Σ = {α1 + αn , α2 + αn–1, ... , αp + αn–p+1 + 2αp+1}
A= ∅

Diagramme de aa∗(3 + 1 + 3) :

Les familles ci-dessus s’appellent les « cas classiques ». Il y a ensuite quatre autres
familles, les « cas supplémentaires ».

(7) La famille ac∗(n), n � 3 :

Sp = ∅

Σ = {α1 + α2 , α2 + α3, ... , αn–1 + αn}
A= ∅

Diagramme de ac∗(7) :

Les familles ax

D’abord,

(8) la famille ax(1 + p + 1 + q + 1), n = p + q + 3, p � 1, q � 1 :

Sp = {α3, ... , αp , αp+4, ... , αp+q+1}
Σ = {α1 , α2 + ... + αp+1 , αp+2 , αp+3 + ... + αp+q+2 , αn}
A est l’unique famille adaptée à Σ, sans élément projectif, contenant
un élément qui prend les valeurs 1 –1 1 0 –1 sur α1, α2 + ... +
αp+1 , αp+2 , αp+3 + ... + αp+q+2 , αn.

Diagramme de ax(1 + 3 + 1 + 2 + 1) :

<< <
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Puis les familles (9) ax(1 + p + 1, 1) et (10) ax(1 + p + 1), et le cas isolé
(11) ax(1, 1, 1), obtenus de ax(1 + p + 1 + q + 1) par localisation en

S′ = {α1, ... , αp+2 , αn} ,
S′ = {α1, ... , αp+2} et
S′ = {α1 , αp+2 , αn}.

Les familles ay

D’abord,

(12) la famille ay(p + q + p), n = 2p + q, p � 2, q � 1 :

Sp = {αp+2, ... , αp+q–1}
Σ = {α1, ... , αp , αp+1 + ... + αp+q , αp+q+1, ... , αn}
A est l’unique famille adaptée à Σ, sans élément projectif, contenant
un élément qui prend les valeurs 1 et –1 sur αn et α1, et qui est nul
ailleurs.

Diagramme de ay(3 + 2 + 3) :

< <<< <<

Puis les familles (13) ay( p + q + p–1), (14) ay( p , p), et (15) ay(p , p–1), obtenues de
ay(p + q + p) par localisation en

S′ = {α1, ... , αn–1}
S′ = {α1, ... , αp , αp+q+1, ... , αn}, et
S′ = {α1, ... , αp , αp+q+1, ... , αn–1}.

Ensuite,

(16) la famille ay~(p + q + p), n = 2p + q, p � 2, q � 1 :

Sp = {αp+2, ... , αp+q–1}
Σ = {α1, ... , αp , αp+1 + ... + αp+q , αp+q+1, ... , αn}
A est l’unique famille adaptée à Σ, sans élément projectif, contenant
un élément qui prend les valeurs 1 et –1 sur αp et αn, et qui est nul
ailleurs.

Diagramme de ay~(3 + 2 + 3) :

<< <<
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Enfin, (17) la famille ay∗(2 + q + 2), n = 4 + q, q � 1 :

Sp = {α4, ... , αq+1}
Σ = {α1 , α2 , α3 + ... + αq+2 , αn–1 , αn}
A est l’unique famille adaptée à Σ, sans élément projectif, contenant un
élément qui prend les valeurs 1 et –1 sur α1 et αn–1, et qui est nul
ailleurs.

Diagramme de ay∗(2 + 2 + 2) :

< <

Les familles az

D’abord (18) la famille az~(3 + q + 3), n = 6 + q, q � 1 :

Sp = {α5, ... , α2+q}
Σ = {α1 , α2 , α3 , α4 + ... + αq+3 , αn–2 , αn–1 , αn}
A est l’unique famille adaptée à Σ, sans élément projectif, contenant un
élément qui prend les valeurs 1, –1, –1 sur α1, α3, αn–1, et qui est nul
ailleurs.

Diagramme de az~(3 + 1 + 3) :

<< <<<

Puis (19) la famille az~(3 + q + 2) et les cas isolés (20) az(3, 3), (21) az(3, 2) et
(22) az(3, 1) obtenus en localisant az~(3 + q + 3) en

S′ = {α1, ... , αn–1} ,
S′ = {α1 , α2 , α3 , αn–2 , αn–1 , αn}
S′ = {α1 , α2 , α3 , αn–2 , αn–1} et
S′ = {α1 , α2 , α3 , αn–1}.

Enfin, il y a quelques cas « exceptionnels ».

Les cas ae6

D’abord le cas (23) ae6(6), n = 6 :

Sp = ∅

Σ = {α1, ... , α6}
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A est l’unique famille adaptée à Σ, sans élément projectif, contenant un
élément qui prend les valeurs 1, –1, –1 sur α1, α3, α5 et qui est nul
ailleurs.

Diagramme de ae6(6) :

<< <<

Deux autres cas (24) ae6(5) et (25) ae6(4) sont obtenus en localisant ae6(6) en

S′ = {α1, ... , α5} et
S′ = {α2, ... , α5}.

Les cas ae7

D’abord le cas (26) ae7(7), n = 7 :

Sp = ∅

Σ = {α1, ... , α7}
A est l’unique famille adaptée à Σ, sans élément projectif, contenant
un élément qui prend les valeurs 1 et –1 sur α1 et α5, et qui est nul
ailleurs.

Diagramme de ae7(7) :

<< < <<<

Puis deux autres cas (27) ae7(6) et (28) ae7(5) sont obtenus en localisant ae7(7) en

S′ = {α1, ... , α6} et
S′ = {α2, ... , α6}.

(29) Le cas af(4), n = 4 :

Sp = ∅

Σ = {α1, ... , α4}
A est donné par :

1 –1 1 0
1 0 –1 0

–1 0 1 –1
0 1 –1 1
0 –1 0 1

–1 1 0 –1
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Diagramme de af(4) :

<< <<

En résumé, il y a donc 29 cas primitifs. D’abord les 6 cas classiques (1) à (6) :

ao(n) (n � 1) ;
ac(n) (n impair � 3) ;
aa(p + q + p) , aa(p , p) , aa(q) , aa∗(p + 1 + p) (p � 1, q � 1) ;

puis les 16 cas supplémentaires (7) à (22) :

ac∗(n) (n � 3) ;
ax(1 + p + 1 + q + 1), ax(1 + p + 1, 1), ax(1 + p + 1), ax(1, 1, 1)
(p � 1, q � 1) ;
ay(p + q + p) , ay(p + q + p – 1), ay(p , p) , ay(p , p – 1),
ay~(p + q + p) , ay∗(2 + q + 2) (p � 2, q � 1) ;
az~(3 + q + 3), az~(3 + q + 2), az(3, 3) , az(3, 2) , az(3, 1) (q � 1) ;

et enfin les 7 cas exceptionnels (23) à (29) :

ae6(6) , ae6(5) , ae6(4) ;
ae7(7) , ae7(6) , ae7(5) ;
af (4).

4.3 La ∆-connexité

Soit Sp, Σ, A un système sphérique, et soit ∆ son ensemble de couleurs. Pour
tout γ ∈ Σ, on notera ∆(γ) la réunion des ∆(α), α ∈ supp(γ).

On dira que deux éléments γ1, γ2 ∈ Σ sont fortement ∆-voisins si pour tout D ∈ ∆(γ1)
on a < ρ(D), γ2 > |= 0 et pour tout D ∈ ∆(γ2) on a < ρ(D), γ1 > |= 0.

On dira que γ1, γ2 ∈ Σ sont ∆-voisins si :
ou bien ils le sont fortement;
ou bien il existe γ3 ∈ Σ tel que le système obtenu par localisation en supp({γ1 , γ2 , γ3})
est isomorphe à ax(1 + q + 1), q � 1.

Un sous-ensemble Σ′ ⊂ Σ sera dit ∆-connexe (resp. fortement ∆-connexe) si deux
éléments quelconques dans Σ′ peuvent être joints par une suite d’éléments de Σ′, dont
les éléments successifs sont ∆-voisins (resp. fortement ∆-voisins). Une composante ∆-connexe

de Σ est un sous-ensemble ∆-connexe maximal.
Les systèmes sphériques primitifs sont ∆-connexes, sauf les cas ay~(p + q + p),

az~(3 + q + 3) et az~(3 + q + 2).
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Proposition 4.3 — Tout système sphérique ∆-connexe cuspidal et sans couleur projective est

primitif.

Preuve — Soit Sp, Σ, A un système sphérique ∆-connexe cuspidal et sans couleur
projective.

Un regard sur la liste des systèmes sphériques de rang 2 montre que seule une
racine sphérique de type d3 peut être ∆-voisine d’une racine sphérique de même type.
Par suite, si Σ contient une racine sphérique de type d3, alors Sp, Σ, A est isomorphe
à ac(n), n impair � 3.

On voit de même, si Σ contient une racine sphérique de type a′, alors Sp, Σ,
A est isomorphe à ao(n), n � 1 ou à aa∗(p + 1 + p), p � 1, et si Σ contient une racine
sphérique de type a1 × a1, alors Sp, Σ, A est isomorphe à aa(p + q + p), p � 1, q � 1 ou
à aa(p , p), p � 1 ou à aa∗(p + 1 + p), p � 1.

Il reste à examiner les cas où toutes les racines sphériques de Σ sont de type an,
n � 1. Si toutes les racines sphériques de Σ sont de type an, n � 2, alors un regard sur
la liste des cas de rang 2 montre que Sp, Σ, A est isomorphe à aa(q), q � 2 ou à ac∗(n),
n � 3.

Lemme — Soit Sp, Σ, A un système sphérique fortement ∆-connexe, cuspidal, sans couleur

projective. On suppose que toutes les racines sphériques sont de type an (n � 1), qu’il existe une racine

de type a1, et que Σ contient au moins deux éléments. Alors toutes les racines sphériques sont de

type a1, et le système est isomorphe (à automorphisme extérieur près) à l’un des 12 cas suivants :

ax(1, 1, 1) ;
ae6(6) , ae6(5) , ae6(4) ;
ae7(7) , ae7(6) , ae7(5) ;
ay(p , p) , ay(p , p – 1) (p � 2) ;
az(3, 3) , az(3, 2) , az(3, 1).

Preuve du lemme — Aucune racine sphérique de type an (n � 2) ne peut être
fortement ∆-voisine d’une racine de type a1, d’après la liste des cas de rang 2, d’où la
première asserttion du lemme. Il s’ensuit Σ = S. La forte ∆-connexité signifie alors que
deux éléments de S peuvent être joints par une suite d’éléments dont deux successifs
α, β vérifient : A(α) ∩A(β) |= ∅. Vu les propriétés de A, il en résulte que A (et donc le
système sphérique) est déterminé dès qu’on connaît l’un de ses éléments.

L’ensemble S se décompose en « composantes connexes » dont on en notera
{α1, ... , αr} une de longueur maximale, puis {β1, ... , βs} une deuxième, etc. Si r = 1
(c’est-à-dire si les racines de S sont orthogonales deux à deux), alors les hypothèses
sur A (forte ∆-connexité et absence d’éléments projectifs), impliquent que le système
sphérique est isomorphe à ax(1, 1, 1).

Supposons donc r � 2. Dans ce cas, les hypothèses sur A impliquent qu’il existe
un δ ∈ A tel que δ(α1) = 1 et δ(α2) = 0. Ces mêmes hypothèses impliquent aussi qu’il
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existe un seul α ∈ S�{α1 , α2 , α3} tel que δ(α) = –1, et si β ∈ S�{α1 , α2 , α3} est tel
que δ(β) = 1, alors β n’est pas orthogonal à α. En particulier S contient au plus deux
composantes connexes. Les seules possibilités pour δ sont les suivantes (les autres, ou
bien contredisent les propriétés de A, ou bien ne produisent pas un système fortement
∆-connexe).

Ou bien S est connexe, et

1) r = 7 et δ prend les valeurs 1 0 0 0 –1 0 0, auquel cas on trouve ae7(7);
2) r = 6 et δ prend les valeurs 1 0 0 0 –1 0 (ou les valeurs 1 0 –1 1 –1 0), auquel

cas on trouve ae7(6);
3) r = 6 et δ prend les valeurs 1 0 –1 0 –1 0, auquel cas on trouve ae6(6);
4) r = 5 et δ prend les valeurs 1 0 –1 1 –1, auquel cas on trouve ae7(5);
5) r = 5 et δ prend les valeurs 1 0 –1 0 –1 (ou les valeurs 1 0 1 –1 1), auquel cas

on trouve ae6(5);
6) r = 4 et δ prend les valeurs 1 0 1 –1, auquel cas on trouve ae6(4).

Ou bien S possède deux composantes connexes, et

1) r = s = p � 2 et δ prend les valeurs 1 0 ... 0 et –1 0 ... 0 (ou les valeurs 1 0 ... 0
et 1 –1 0 ... 0), auquel cas on trouve ay(p , p) ;

2) r = p � 2, s = p – 1 et δ prend les valeurs 1 0 ... 0 et –1 0 ... 0, auquel cas on
trouve ay(p , p – 1);

3) r = s = 3 et δ prend les valeurs 1 0 –1 et 0 –1 0, auquel cas on trouve az(3, 3);
4) r = 3, s = 2 et δ prend les valeurs 1 0 –1 et 0 –1, auquel cas on trouve az(3, 2);
5) r = 3, s = 1 et δ prend les valeurs 1 0 –1 et –1, auquel cas on trouve az(3, 1).

Revenons à la preuve de la proposition. Considérons le cas qui reste, c’est-à-
dire celui d’un système sphérique non isomorphe à aa(1), ∆-connexe non fortement
∆-connexe, cuspidal et sans couleur projective, dont toutes les racines sphériques sont
de type an (n � 1), l’une au moins étant de type a1.

Pour obtenir ces systèmes, on doit « agrandir » ou « recoller » les exemples du
lemme, en se servant de ax(1 + q + 1) (q � 1). Il y a bien sûr ax(1 + q + 1) (q � 1)
lui-même. Par « agrandissement », on obtient ax(1 + p + 1, 1), ax(1 + p + 1 + q + 1),
(p � 1, q � 1), et ay(p + q + p), ay(p + q + p – 1), ay∗(2 + q + 2) (p � 2, q � 1). Enfin af(4)
est obtenu en « recollant » deux exemplaires de ax(1 + 1 + 1). Il n’y a pas d’autres
possibilités.

4.4 Composantes ∆-connexes effaçables

Soit Sp, Σ, A un système sphérique, et soit Σ′ une composante ∆-connexe de Σ.
Notons ∆(Σ′) l’ensemble des D ∈ ∆(supp(Σ′)) tels que ρ(D) est nul sur Σ�Σ′. On

dira que la composante Σ′ est effaçable, si :

(1) ∆(Σ′) est un sous-ensemble distingué lisse de ∆ ;
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(2) Σ(∆(Σ′)) = Σ′.
(On rappelle que, pour tout sous-ensemble distingué ∆′ de ∆, on a posé

Σ(∆′) = Σ�(Σ/∆′), voir 3.5.)

Une composante ∆-connexe Σ′ de Σ sera dite isolée si supp(Σ) = supp(Σ′) ∪
supp(Σ\Σ′) est une factorisation du système (cuspidal) qu’on obtient en localisant Sp, Σ,
A en supp(Σ). Toute composante isolée est effaçable.

Proposition 4.4 — Soit Sp, Σ, A un système sphérique (adjoint de type A) sans couleur

projective. Soit Σ′ une composante ∆-connexe de Σ.

1) Si le localisé de Sp, Σ, A en supp Σ′ est isomorphe à ao(n), ac(n), aa(p + q + p), aa(p, p),
aa∗(p + 1 + p), ax(1 + p + 1 + q + 1), ax(1 + p + 1 , 1), ax(1 , 1 , 1), ay~(p + q + p), ae6(4) et

ae7(5), alors Σ′ est isolée.

2) Si le localisé de Sp, Σ, A en supp Σ′ n’est pas isomorphe à aa(p) ou à ac∗(n)
(n pair), alors Σ′ est effaçable.

Preuve — La vérification de (1) se fait sans trop de peine, cas par cas, grâce
à la table des systèmes de rang 2. D’après la proposition 4.3, pour montrer (2), il
reste à considérer les cas où le localisé en supp Σ′ est isomorphe à ac∗(n) (n impair),
ax(1 + p + 1), ay(p + q + p), ay(p + q + p – 1), ay(p , p), ay(p , p – 1), ay∗(2 + q + 2), az(3, 3),
az(3, 2), az(3, 1), ae6(6), ae6(5), ae7(7), ae7(6) et af(4).
On vérifie alors également cas par cas, sans trop de peine, que Σ′ est effaçable.

Remarque — Mêmes hypothèses que dans la proposition 4.4. Si Σ |= ∅, il existe
toujours au moins une composante ∆-connexe effaçable. En effet, on peut supposer
que le système est cuspidal, et que les sous-systèmes engendrés par les composantes
∆-connexes sont tous isomorphes à aa(p) ou ac∗(n) (n pair). Alors celles dont le support
contient une racine simple située sur un des « bouts » du diagramme de Dynkin sont
effaçables.

§5 Preuve du théorème 1

5.1 L’application du théorème 1 est bien définie

Soit G un groupe semi-simple adjoint quelconque, et soit X une G-variété
magnifique.

Comment s’assurer que le triplet Sp
X, ΣX, AX possède les propriétés des systèmes

sphériques? Vu la définition de ces systèmes, il suffit de vérifier que, pour tout Σ′ ⊂ ΣX

contenant deux éléments, le sous-triplet de Sp
X, ΣX, AX obtenu par localisation en Σ′

(voir 3.1) possède les propriétés des systèmes sphériques. Mais ces localisés sont encore
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les triplets de variétés magnifiques (loc. cit.). Les variétés magnifiques de rang 2 étant
connues ([Wa]), la vérification se fait cas par cas.

Pour certaines des propriétés des systèmes sphériques, il y a aussi des arguments
plus directs : par exemple, la propriété (A2) peut se déduire (suivant une idée de
M. Brion) de la dualité entre courbes et diviseurs dans X (voir [Lu2]).

5.2 Les cas primitifs classiques

On se place maintenant dans le cadre adjoint de type A. Dans ce numéro et
les deux suivants, on va montrer que tout système sphérique primitif est le système
sphérique d’une variété magnifique unique (à isomorphisme près).

Autrement dit, si G est un groupe semi-simple associé à S, on va voir que, pour
tout système sphérique primitif Sp, Σ, A, il existe un sous-groupe magnifique H de G
(contenant le centre C(G) de G), unique à conjugaison près, tel que Sp, Σ, A soit le
système sphérique (du plongement magnifique) de G/H. On appellera G/H aussi une
« réalisation géométrique » de Sp, Σ, A.

Le cas des systèmes classiques est essentiellement connu. En effet, le travail [Vu2]
peut s’interpréter comme le calcul des systèmes sphériques des espaces homogènes
symétriques. En ne regardant que la partie de [Vu2] qui concerne les groupes de
type A, on voit que les systèmes primitifs classiques sont « réalisés géométriquement »
par les G/H suivants :

(1) ao(n), n � 1

H = NG(SOn+1(C)) et G = SLn+1(C)

(2) ac(n), n impair � 3

H = NG(Spn+1(C)) et G = SLn+1(C)

(3) aa(p + q + p), n = 2p + q, p � 1, q � 1

H = NG(SLp+q(C) × SLp+1(C))0 · C(G) et G = SLn+1(C)

(4) aa(p , p), p � 1

H = (la diagonale de SLp+1(C) × SLp+1(C)) · C(G) et
G = SLp+1(C) × SLp+1(C)

(5) aa(q), q � 1

H = GLq(C) et G = SLq+1(C)

(6) aa∗(p + 1 + p), n = 2p + 1, p � 1

H = NG(SLp+1(C) × SLp+1(C)) et G = SLn+1(C)
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Ce qui précède montre l’existence d’une réalisation géométrique pour les systèmes
sphériques classiques. Pour l’unicité, on peut raisonner comme suit. Si G/H est une
réalisation d’un système sphérique classique, alors H est réductif. En effet, cela résulte
du fait que tout système classique Sp, Σ, A vérifie :

(1) 0 ∈/ ρ(∆) ; et
(2) il existe une forme linéaire sur N qui est > 0 sur ρ(∆) et � 0 sur V

(où ρ : ∆ → N ⊃ V est l’espace vectoriel colorié de Sp, Σ, A qui s’identifie à l’espace
vectoriel colorié de G/H), conditions qui sont équivalentes à la réductivité de H (voir
([Br6]). Or les sous-groupes sphériques réductifs sont connus ([Mi], [Br2]). Seuls les
sous-groupes réductifs magnifiques (d’un groupe adjoint G de type A) nous concernent
ici. Pour chacun des groupes G des six systèmes (1) à (6), il n’y a qu’un nombre fini
de tels sous-groupes. On constate que, dans chaque cas, le H ci-dessus est le seul
(à conjugaison près) parmi ces sous-groupes, vérifiant les formules (vraies pour tout
sous-groupe sphérique) :

dim G/H = dim Gu

–Sp + card(Σ) et
rang Ξ(H) = card(∆) – card(Σ).

5.3 Les cas primitifs non classiques : « l’unicité »

Montrons maintenant l’unicité, à isomorphisme près, des réalisations géométriques
pour les systèmes sphériques primitifs non classiques.

Nous allons procéder par vérification cas par cas. Voici l’argument type qu’on
utilisera (dans presque tous les cas) pour prouver l’unicité des réalisations géométriques.
Soit Sp, Σ, A un système sphérique primitif non classique, et soit G/H une réalisation
géométrique de Sp, Σ, A. On donnera, dans chaque cas, explicitement un sous-ensemble
∆′ ⊂ ∆ distingué vérifiant :

a) (Sp, Σ, A)/∆′ est ou bien parabolique, ou bien l’induit parabolique d’un système
classique;

b) il existe un sous-ensemble ∆′′ distingué parabolique minimal de ∆ contenant ∆′.

D’après 5.2, au système (Sp , Σ, A)/∆′ correspond un sous-groupe magnifique
H1 unique (à conjugaison près). On peut supposer H ⊂ H1. On constatera que H1

est toujours connexe. Choisissons des décompositions de Levi H = LHu et H1 = L1Hu
1

telles que L ⊂ L1, et notons C et C1 les centres connexes de L et L1. D’après a)

Hu
1 est le radical unipotent du groupe parabolique Q = NG(Hu

1). De b) résulte que
(L, L) = (L1 , L1), d’où il suit que Hu ⊂ Hu

1. Alors dim C = rang Ξ(H) = card(∆) – card(Σ).
Dans chaque cas, on calculera dimHu

1/Hu qui se révélera « petit » (par exemple, si
Sp = Sp/∆1, ce qui arrivera souvent, alors dim Hu

1/Hu = card(∆1)). Comme LieHu
1 est un
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L1-module sans multiplicité, ce qui précède ne laissera alors qu’une possibilité pour C
et Hu

1 (à conjugaison près).

Passons donc en revue, cas par cas, les systèmes primitifs non classiques.

(7) ac∗(n), n � 3

Posons ∆′ = {Dαi
, i pair, 1 � 1 � n}; c’est un sous-ensemble distingué de ∆.

1) Si n est pair, le triplet quotient (Sp , Σ, A)/∆′ est donné par :

Sp/∆′ = {α i , i pair, 1 � i � n}
Σ/∆′ = {α2 + 2α3 + α4, ... , αn–2 + 2αn–1 + αn}
A/∆′ = ∅.

On a dim C = dim C1 = 1 et dim Hu
1/Hu = n = dim Hu

1, d’où H = L = L1. Par suite, si
G = SLn+1(C), alors H = NG(Spn(C)) (où Spn(C) ⊂ SLn(C) ⊂ SLn+1(C) sont les inclusions
naturelles).

2) Si n est impair, le triplet quotient (Sp , Σ, A)/∆′ est donné par :

Sp/∆′ = {α i , i pair, 1 � i � n}
Σ/∆′ = {α2 + 2α3 + α4, ... , αn–3 + 2αn–2 + αn–1}
A/∆′ = ∅.

On a dimC = 1, dimC1 = 2 et dimHu
1/Hu = n – 1. Le L1-module LieHu

1 se décompose en
trois modules irréductibles, l’un de dimension 1, et deux de dimension n – 1, isomorphes
en tant que (L1 , L1)-module et dans lesquels C1 opère avec les poids α1 et αn. De ce
qui précède, on déduit que C = {c ∈ C1 , α1(c) = αn(c)}, et que LieHu est un sous-(L1,
L1)-module de codimension n – 1 dans LieHu

1, non stable par C1, ce qui détermine H
à conjugaison près.

(8) ax(1 + p + 1 + q + 1), n = p + q + 3, p � 1, q � 1

L’ensemble ∆ est ici composé de 7 éléments : de D+
α1

= D+
αp+2

, D–
α1

= D–
αn

,
D–

αp+2
= D+

αn
et si p > 1, de Dα2 et Dαp+1 (et si p = 1, de D+

α2
et D–

α2
) et si q > 1,

de Dαp+3 et Dαn−1 (et si q = 1, de D+
αp+3

et D–
αp+3

).

Si p > 1, posons ∆′ = {D+
α1

, D–
α1

, Dα2} (et si p = 1, posons ∆′ = {D+
α1

, D–
α1

, D+
α2
} ).

Alors ∆′ est distingué, et le triplet quotient (Sp , Σ, A)/∆′ est

Sp/∆′ = {α1, ... , αp , αp+4, ... , αn–2}
Σ/∆′ = {αp+2 + αn , αp+3 + ... + αn–1}
A/∆′ = ∅ si q > 1 (et si q = 1, alors A/∆′ est concentré en αp+3, et sans
élément projectif).
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Dans les deux cas, on a dim C = dim C1 = 2, donc L = L1. Si G = SLn+1(C), on a
donc L = NG(SLp+1(C)×SL2(C)×SLq+1(C)). Le L1-module LieHu

1 se décompose en deux
modules irréductibles, l’un de dimension (p + 1)(q + 1) et l’autre de dimension 2(q + 1).
Puisque dimHu

1/Hu = 2(q + 1), il est clair que Lie Hu est égal à celui de dimension
(p + 1)(q + 1), ce qui détermine H (à conjugaison près : en effet, si q = 1, les deux choix
conduisent à des sous-groupes conjugués).

(9) ax(1 + p + 1, 1), p � 1

L’ensemble ∆ est ici composé de 5 éléments : de D+
α1

= D+
αp+2

, D–
α1

= D–
β1

,

D–
αp+2

= D+
β1

et si p > 1, de Dα2 et Dαp+1 (et si p = 1, de D+
α2

et D–
α2

).

Si p > 1, posons ∆′ = {D+
α1

, D–
α1

, Dα2} (et si p = 1, posons ∆′ = {D+
α1

, D–
α1

, D+
α2
}).

Alors ∆′ est distingué, et le triplet quotient (Sp , Σ, A)/∆′ est

Sp/∆′ = {α1, ... , αp}
Σ/∆′ = {αp+2 + β1}
A/∆′ = ∅.

On a dim C = dim C1 = 1 et dimHu
1/Hu = 2(p + 1) = dim Hu

1, d’où H = L = L1.
Si G = SLp+3(C) × SL2(C), on a donc H = NG(SLp+1(C) × SL2(C)), où l’on se sert
du plongement diagonal de SL2(C) dans SL2(C) × SL2(C) et de l’inclusion naturelle
SLp+1(C)×SL2(C) ⊂ SLp+3(C), pour plonger SLp+1(C)×SL2(C) dans SLp+1(C)×SL2(C)×
SL2(C), puis dans G.

(10) ax(1 + p + 1), p � 1

L’ensemble ∆ est ici composé de 5 éléments : de D+
α1

= D+
αp+2

, D–
α1

, D–
αp+2

et si
p > 1, de Dα2 et Dαp+1 (et si p = 1, de D+

α2
et D–

α2
).

Si p > 1, posons ∆′ = {D+
α1

, Dα2 , Dαp+1} (et si p = 1, posons ∆′ = {D+
α1

, D+
α2

, D–
α2
}).

Alors ∆′ est distingué, et le triplet quotient (Sp , Σ, A)/∆′ est

Sp/∆′ = {α2, ... , αp+2}
Σ/∆′ = ∅

A/∆′ = ∅.

On a dim C = dim C1 = 2, donc L = L1. Si G = SLp+3(C), on peut prendre
L = NG(SLp+1(C) ). Le L1-module LieHu

1 se décompose en trois modules irréductibles,
l’un de dimension 1 et les deux autres de dimension p+1. Puisque dimHu

1/Hu = 2(p+1),
il suit que LieHu doit être celui de dimension 1, ce qui détermine H (à conjugaison
près).
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(11) ax(1, 1, 1)

Le groupe H est réductif, de dimension 3, et se projette surjectivement sur tout
facteur de G. Si G = SL2(C) × SL2(C) × SL2(C), cela ne laisse qu’une seule possibilité
(à conjugaison près) : H = (la diagonale de SL2(C) × SL2(C) × SL2(C) ) · C(G).

(12) ay(p + q + p), n = 2p + q, p � 2, q � 1

L’ensemble ∆ est ici composé de 2p + 3 éléments : de D+
α1

= D+
αn–i+1

(1 � i � p), de
D–

αi
= D–

αn–i
(1 � i � p – 1), de D–

αp
et de D–

αn
; et si q > 1, de Dαp+1 et Dαp+q

(ou si q = 1,
de D+

αp+1
et D–

αp+1
; pour distinguer les deux, on convient que < ρ(D–

αp+1
), αp > = –1).

Posons ∆′ = {D–
αi

= D–
αn – i

(1 � i � p – 1), D–
αp

, D–
αn
}. Alors ∆′ est distingué,

et le triplet quotient (Sp, Σ, A)/∆′ est isomorphe à aa(p + q + p) (on s’écarte ici
de l’argument type, car la condition b) n’est pas remplie). Si G = SLn+1(C), on a
H1 = NG(SLp+1(C)× SLp+q(C))0. Un calcul de dimension donne dimH1/H = p, d’où l’on
déduit que H = NG(P×SLp+q(C)), où P est un sous-groupe (parabolique) de codimension
p de SLp+1(C). Il y a deux classes de conjugaison de tels sous-groupes dans SLp+1(C).
Comme ∆�{D–

αp
} est distingué parabolique dans ∆, le groupe H est contenu dans un

conjugué de GS�{αp}, ce qui détermine P (et H) à conjugaison près.

(13) ay(p + q + p−1), p � 2, q � 1

L’ensemble ∆ est ici composé de 2p + 1 éléments : de D+
α1

, de D+
α1

= D+
αn–i+1

(2 � i � p), de D–
αi

= D–
αn–i

(1 � i � p – 1), et de D–
αp

; et si q > 1, de Dαp+1 et
Dαp+q

(ou si q = 1, de D+
αp+1

et D–
αp+1

; pour distinguer les deux, on convient que
< ρ(D–

αp+1
), αp > = –1).

Si q > 1, posons ∆′ = ∆�{D+
α1

, D–
αp

, Dαp+1} (et si q = 1, posons ∆′ = ∆�{D+
α1

,
D–

αp
, D–

αp+1
}). Alors ∆′ est distingué, et le triplet quotient (Sp , Σ, A)/∆′ est

Sp/∆′ = {α2, ... , αp–1 , αp+2, ... , αn}
Σ/∆′ = {α1 + ... + αp}
A/∆′ = ∅.

On a dim C = dim C1 = 2, donc L = L1. Si G = SLn(C), on a donc L = NG(GLp(C)
× SLp+q–1(C)). Le L1-module LieHu

1 se décompose en deux modules irréductibles, l’un de
dimension p(p + q – 1) et l’autre de dimension p + q – 1. Puisque dimHu

1/Hu = p(p + q – 1),
il est clair que LieHu est égal à celui de dimension p + q – 1, ce qui détermine H
(à conjugaison près, lorsque p = 1).
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(14) ay(p , p), p � 2

L’ensemble ∆ est ici composé de 2p + 1 éléments : de D+
αi

= D+
βi

(1 � i � p), de

D–
αi

= D–
βi+1

(1 � i � p – 1), et de D–
αp

et D–
β1

.

Posons ∆′ = ∆�{D–
αi

= D–
βi+1

(1 � i � p – 1)}; cet ensemble est distingué, et le triplet
quotient (Sp , Σ, A)/∆′ est isomorphe à aa(p , p) (on s’écarte ici de l’argument type, car
la condition b) n’est pas vérifiée). On sait que aa(p , p) est réalisé géométriquement par
G/H1, où G = PGLp+1(C) × PGLp+1(C) et où H1 est la diagonale de G.

Un calcul de dimension donne dimH1/H = p, ce qui suffit presque pour
déterminer H. En effet, PGLp+1(C) contient exactement deux classes de conjugaison de
sous-groupes (paraboliques) P de codimension p. L’ensemble ∆�{D–

β1
} étant distingué

parabolique dans ∆, le groupe H est contenu dans un conjugué de GS�{β1}, ce qui
détermine P (et H) à conjugaison près.

(15) ay(p , p – 1), p � 2

L’ensemble ∆ est ici composé de 2p éléments : de D+
α1

, de D+
αi

= D+
βi

(2 � i � p),

de D–
αi

= D–
βi+1

(1 � i � p – 1), et de D–
αp

.

Posons ∆′ = ∆\{D–
αi

= D–
βi+1

(1 � i � p – 1) }; cet ensemble est distingué, et le triplet
quotient (Sp , Σ, A)/∆′ est

Sp/∆′ = ∅

Σ/∆′ = {α1 + β1, ... , αp–1 + βp–1}
A/∆′ = ∅.

On a dim C = dim C1 = 1 et dimHu
1/Hu = p = dim Hu

1, d’où H = L = L1. Si
G = SLp+1(C)×SLp(C), on a donc H = NG(H′), où H′ est la diagonale de SLp(C)×SLp(C),
groupe qu’on plonge dans G au moyen de l’inclusion naturelle de SLp(C) dans SLp+1(C).

(16) La famille ay~(p + q + p), n = 2p + q, p � 2, q � 1

L’ensemble ∆ est ici composé de 2p + 3 éléments : de D+
αi

= D+
αn–p+i

(1 � i � p),

de D–
αi

= D–
αn–p+i+1

(1 � i � p – 1), de D–
αp

et de D–
n–p+1 ; et si q > 1, de Dαp+1 et

Dαp+q
(ou si q = 1, de D+

αp+1
et D–

αp+1
; pour distinguer les deux, on convient que

< ρ(D–
αp+1

), αp > = –1).

Posons ∆′ = {D+
αi

, 1 � i � p}. L’ensemble ∆′ est distingué et le triplet quotient
(Sp , Σ, A)/∆′ est :

Sp/∆′ = {αp+2, ... , αp+q–1}
Σ/∆′ = {α1 + αn–p+2, ... , αp–1 + αn}
A/∆′ = ∅ si q > 1 (si q = 1, A/∆′ est composé de deux éléments non
projectifs, concentrés en αp+1).
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On a dimC = 2, dimC1 = 3 et dimHu
1/Hu = p ( = card∆′). Le L1-module LieHu

1

se décompose en six sous-modules irréductibles, de dimensions 1, p2–1, pq, pq, p et p.
Examinons d’abord le cas où q > 1. Alors les deux sous-modules de dimension p

sont isomorphes en tant que (L1 , L1)-module et C1 opère dans ces deux sous-modules
au moyen des poids δ1 = αp et δ2 = αp+1 + ... + αp+q+1. De ce qui précède, on déduit que
C = {c ∈ C1 , δ1(c) = δ2(c)}, et que LieHu est un sous-(L1 , L1)-module de codimension p

dans LieHu
1, non stable par C1, ce qui détermine H à conjugaison près.

Lorsque q = 1, il y a quatre sous-L1-modules de LieHu
1 de dimension p, Wi

(i = 1, 2, 3, 4), qui sont isomorphes en tant que (L1 , L1)-module. Le groupe C1 opère
dans ces sous-modules au moyen des poids δ1 = αp, δ2 = αp+1 + αp+2, δ3 = αp + αp+1, et
δ4 = αp+2. Pour tout couple (i , j) (1 � i < j � 4) notons Hij = (L1 , L1) CijH

u
ij le sous-

groupe de G, avec Cij = {c ∈ C1 , δi(c) = δj(c)} et où LieHu
ij est un sous-(L1 , L1)-module

de codimension p dans LieHu
1, non stable par C1, et contenant Wk pour k |= i , j. Le

groupe H est conjugué à l’un des Hij. Les groupes H13 et H24 sont exclus, car ils
contiennent le radical d’un sous-groupe parabolique. Le groupe H14 est exclu, car la
variété magnifique associée domine une variété magnifique dont le système sphérique
s’obtient par induction parabolique à partir de ay(p , p), ce qui n’est pas possible pour
ay~(p + 1 + p) (le système sphérique de G/H14 ne diffère de ay~(p + 1 + p) que par le
fait que ∆(αp+1) contient un élément projectif), et H23 est conjugué à H14. Par suite H
est égal à H12, ou à H34, qui sont conjugués.

(17) La famille ay∗(2 + q + 2), n = 4 + q, q � 1

L’ensemble ∆ est ici composé de 7 éléments : de D+
α1

= D+
αn–1

, de D+
α2

= D+
αn

, de
D–

α2
= D–

αn–1
, de D–

α1
et de D–

αn
; et si q > 1, de Dα3 et Dα2+q

(ou si q = 1, de D+
α3

et D−
α3

;
pour distinguer les deux, on convient que < ρ(D−

α3
), α2 > = –1).

Posons ∆′ = {D+
α1

, D+
α2
}. L’ensemble ∆′ est distingué et le triplet quotient

(Sp , Σ, A)/∆′ est :

Sp/∆′ = {α4, ... , αq+1}
Σ/∆′ = {α2 + αn–1 , α3 + ... + α2+q}
A/∆′ = ∅ si q > 1 (si q = 1, A/∆′ est composé de deux éléments non
projectifs, concentrés en α3).

On a dimC = 2, dimC1 = 3 et dimHu
1/Hu = 2 ( = card∆′). Le L1-module LieHu

1

se décompose en quatre sous-modules irréductibles de dimensions 1, 2, 2, q + 1, q + 1.
Examinons d’abord le cas où q > 1. Alors les deux sous-modules de dimension 2

sont isomorphes en tant que (L1 , L1)-module et C1 opère dans ces deux sous-modules
au moyen des poids δ1 = α1 et δ2 = α3 + ... + αn. De ce qui précède, on déduit que
C = {c ∈ C1 , δ1(c) = δ2(c)}, et que Lie Hu est un sous-(L1 , L1)-module de codimension 2
dans LieHu

1, non stable par C1, ce qui détermine H à conjugaison près.
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Lorsque q = 1, il y a quatre sous-L1-modules de LieHu
1 de dimension 2, Wi

(i = 1, 2, 3, 4), qui sont isomorphes en tant que (L1 , L1)-module. Le groupe C1 opère
dans ces sous-modules au moyen des poids δ1 = α1, δ2 = α3 + α4 + α5, δ3 = α1 + α2 + α3,
et δ4 = α5. Pour tout couple (i , j) (1 � i < j � 4) notons Hij = (L1 , L1)CijH

u
ij le sous-

groupe de G, avec Cij = {c ∈ C1 , δi(c) = δj(c)} et où LieHu
ij est un sous-(L1 , L1)-module

de codimension 2 dans LieHu
1, non stable par C1, et contenant Wk pour k |= i, j. Le

groupe H est conjugué à l’un des Hij. Les groupes H13 et H24 sont exclus, car ils
contiennent le radical d’un sous-groupe parabolique. Le groupe H14 est exclu, car il
est contenu dans un sous-groupe magnifique H′, dont l’espace homogène G/H′ a un
système sphérique qui s’obtient par induction parabolique à partir de ay(2, 2), ce qui
n’est pas possible pour ay∗(2 + 1 + 2) (en fait, H14 est magnifique, mais le système
sphérique de G/H14 diffère de ay∗(2 + 1 + 2) en ∆(αp+1), qui contient un élément
projectif), et H23 est conjugué à H14. Par suite, H est égal à H12 ou à H34, qui sont
conjugués.

(18) az~(3 + q + 3), q � 1

L’ensemble ∆ est ici composé de 9 éléments : de D+
α1

= D+
α3

= D+
αq+5

, de
D+

α2
= D+

αq+4
= D+

αq+6
, de D–

α2
= D–

αq+5
, de D–

α1
, D–

α3
, D–

αq+4
et de D–

αq+6
; et si q > 1,

de Dα4 et Dαq+3 (ou si q = 1, de D+
α4

et D–
α4

; pour distinguer les deux, on convient que
< ρ(D–

α4
), α3 > = –1).

Posons ∆′ = {D+
α1

, D+
α2
}. L’ensemble ∆′ est distingué et le triplet quotient

(Sp , Σ, A)/∆′ est :
Sp/∆′ = {α5, ... , αq+2}
Σ/∆′ = {α2 + αq+5 , α4 + ... + αq+3}
A/∆′ = ∅ si q > 1 (si q = 1, A/∆′ est concentré en α4, et sans élément
projectif).

On a dimC = 2, dimC1 = 5 et dimHu
1/Hu = 2 ( = card∆′). Le L1-module LieHu

1

se décompose en 14 sous-modules irréductibles Wi (i = 1, ... , 14). Rangeons ces sous-
modules de façon à ce que les six premiers engendrent LieHu

1 comme algèbre de Lie, et
que leurs poids sous C1 soient donnés par : δ1 = α1, δ2 = α3, δ3 = α3 +α4, δ4 = α4 +αq+4,
δ5 = αq+4 et δ6 = αq+6. Alors les Wi (i = 1, 2, 4, 6) sont de dimension 2 et les deux autres
de dimension 2q.

Examinons d’abord le cas où q > 1. Alors les Wi (i = 1, 2, 4, 6) sont isomor-
phes en tant que (L1 , L1)-module. De ce qui précède, on déduit que C = {c ∈ C1,
δ1(c) = δ2(c) = δ4(c) = δ6(c)}, et que LieHu est un sous-(L1 , L1)-module de codimension
2 dans LieHu

1, contenant les Wi (i |= 1, 2, 4, 6), mais ne contenant aucun des
Wi (i = 1, 2, 4, 6), ce qui détermine H à conjugaison près.

Lorsque q = 1, les Wi (i = 1, ... , 6) sont isomorphes en tant que (L1 , L1)-modules.
Pour tout couple (i , j) (1 � i < j � 6) notons Hij = (L1 , L1)CijH

u
ij le sous-groupe de G,
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où Cij est défini par {c ∈ C1 , δr(c) = δs(c), pour r, s ∈ {1, ... , 6}�{i , j} }, et où Lie Hu
ij

est un sous-(L1 , L1)-module de codimension 2 dans Lie Hu
1, contenant les Wk (k > 6),

Wi et Wj, mais ne contenant aucun des autres Wk. Le groupe H est conjugué à l’un
des Hij. Si i = 1, ou si j = 6, ou si (i , j) = (2, 3) ou (4, 5), alors Hij contient le radical
d’un parabolique, ce qui est exclu. Le groupe H25 est exclu, car il est contenu dans un
sous-groupe magnifique H′, dont l’espace homogène G/H′ a un système sphérique qui
s’obtient par induction parabolique à partir de az(3, 3), ce qui n’est pas possible pour
az~(3 + 1 + 3) (en fait, H25 est magnifique, mais le système sphérique de G/H25 diffère
de az~(3 + 1 + 3) en ∆(α4), qui contient un élément projectif), et H34 est conjugué à
H25. Par suite H est égal à H35 ou à H24, qui sont conjugués.

(19) az~(3 + q + 2), q � 1

L’ensemble ∆ est ici composé de 8 éléments : de D+
α1

= D+
α3

= D+
αq+5

, de
D+

α2
= D+

αq+4
, de D–

α2
= D–

αq+5
, de D–

α1
, D–

α3
et D–

αq+4
; et si q > 1, de Dα4 et Dαq+3 (ou si

q = 1, de D+
α4

et D–
α4

; pour distinguer les deux, on convient que < ρ(D–
α4

), α3 > = –1).

Posons ∆′ = {D+
α1

, D+
α2
}. L’ensemble ∆′ est distingué et le triplet quotient

(Sp , Σ, A)/∆′ est :

Sp/∆′ = {α5, ... , αq+2}
Σ/∆′ = {α2 + αq+5 , α4 + ... + αq+3}
A/∆′ = ∅ si q > 1 (si q = 1, A/∆′ est concentré en α4, et sans élément
projectif).

On a dimC = 2, dimC1 = 4 et dimHu
1/Hu = 2 ( = card∆′). Le L1-module LieHu

1

se décompose en 10 sous-modules irréductibles Wi (i = 1, ... , 10). Rangeons ces sous-
modules de façon à ce que les cinq premiers engendrent LieHu

1 comme algèbre de
Lie, et que leurs poids sous C1 soient donnés par : δ1 = α1, δ2 = α3, δ3 = α3 + α4,
δ4 = α4 + αq+4 et δ5 = αq+4. Alors les Wi (i = 1, 2, 4) sont de dimension 2 et les deux
autres de dimension 2q.

Examinons d’abord le cas où q > 1. Alors les Wi (i = 1, 2, 4) sont isomorphes
en tant que (L1 , L1)-module. De ce qui précède, on déduit que C = {c ∈ C1 ,
δ1(c) = δ2(c) = δ4(c) }, et que LieHu est un sous-(L1 , L1)-module de codimension 2 dans
LieHu

1, contenant les Wi (i |= 1, 2, 4), mais ne contenant aucun des Wi (i = 1, 2, 4), ce
qui détermine H à conjugaison près.

Lorsque q = 1, les Wi (i = 1, ... , 5) sont isomorphes en tant que (L1 , L1)-modules.
Pour tout couple (i , j) (1 � i < j � 5) notons Hij = (L1 , L1) CijH

u
ij le sous-groupe de G, où

Cij est défini par {c ∈ C1 , δr(c) = δs(c), pour r, s ∈ {1, ... , 5}\{i , j} }, et où LieHu
ij est un

sous-(L1 , L1)-module de codimension 2 dans LieHu
1, contenant les Wk (k > 5), Wi et Wj,

mais ne contenant aucun des autres Wk. Le groupe H est conjugué à l’un des Hij. Si
i = 1, ou si (i , j) = (2, 3) ou (4, 5), alors Hij contient le radical d’un parabolique, ce qui
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est exclu. Le groupe H25 est exclu, car il est contenu dans un sous-groupe magnifique
H′, dont l’espace homogène G/H′ a un système sphérique qui s’obtient par induction
parabolique à partir de az(3, 2), ce qui n’est pas possible pour az~(3 + 1 + 2) (en fait,
H25 est magnifique, mais le système sphérique de G/H25 diffère de az~(3 + 1 + 2) en
∆(α4), qui contient un élément projectif), et H34 est conjugué à H25. Par suite, H est
égal à H35 ou à H24, qui sont conjugués.

(20) az(3, 3)

L’ensemble ∆ est ici composé de 7 éléments : de D+
α1

= D+
α3

= D+
β2

, de

D+
α2

= D+
β1

= D+
β3

, de D–
α2

= D–
β2

, de D–
α1

, D–
α3

et D–
β1

et de D–
β3

.

Posons ∆′ = {D+
α1

, D+
α2
}. L’ensemble ∆′ est distingué et le triplet quotient

(Sp , Σ, A)/∆′ est :

Sp/∆′ = ∅

Σ/∆′ = {α2 + β2}
A/∆′ = ∅.

On a dimC = 1, dimC1 = 4 et dimHu
1/Hu = 2 ( = card∆′). Le L1-module LieHu

1 se
décompose en 6 sous-modules irréductibles Wi (i = 1, ... , 6). Rangeons ces sous-modules
de façon à ce que les quatre premiers engendrent LieHu

1 comme algèbre de Lie, et
que leurs poids sous C1 soient donnés par : δ1 = α1, δ2 = α3, δ3 = β1, δ4 = β3. Alors
les Wi (i = 1, 2, 3, 4) sont de dimension 2 et les deux autres de dimension 1. Les
Wi (i = 1, 2, 3, 4) sont isomorphes en tant que (L1 , L1)-modules. De ce qui précède,
on déduit que C = {c ∈ C1 , δ1(c) = δ2(c) = δ3(c) = δ4(c)}, et que LieHu est un sous-(L1 , L1)-
module de codimension 2 dans LieHu

1, contenant W5 et W6, mais ne contenant aucun
des Wi (i = 1, 2, 3, 4), ce qui détermine H à conjugaison près.

(21) az(3, 2)

L’ensemble ∆ est ici composé de 6 éléments : de D+
α1

= D+
α3

= D+
β2

, de D+
α2

= D+
β1

,

de D–
α2

= D–
β2

, de D–
α1

, D–
α3

et D–
β1

.

Posons ∆′ = {D+
α1

, D+
α2
}. L’ensemble ∆′ est distingué et le triplet quotient

(Sp , Σ, A)/∆′ est :

Sp/∆′ = ∅

Σ/∆′ = {α2 + β2}
A/∆′ = ∅.

On a dimC = 1, dimC1 = 4 et dimHu
1/Hu = 2 ( = card∆′). Le L1-module Lie

Hu
1 se décompose en 4 sous-modules irréductibles Wi (i = 1, 2, 3, 4). Rangeons ces

sous-modules de façon à ce que les trois premiers engendrent LieHu
1 comme algèbre
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de Lie, et que leurs poids sous C1 soient donnés par : δ1 = α1, δ2 = α3, δ3 = β1.
Alors les Wi (i = 1, 2, 3) sont de dimension 2 et W4 est de dimension 1. Les Wi

(i = 1, 2, 3) sont isomorphes en tant que (L1 , L1)-modules. De ce qui précède, on
déduit que C = {c ∈ C1 , δ1(c) = δ2(c) = δ3(c)}, et que LieHu est un sous-(L1 , L1)-module
de codimension 2 dans LieHu

1, ne contenant aucun des Wi (i = 1, 2, 3), ce qui détermine
H à conjugaison près.

(22) az(3, 1)

L’ensemble ∆ est ici composé de 5 éléments : de D+
α1

= D+
α3

= D+
β1

, D+
α2

, de

D–
α2

= D–
β1

, de D–
α1

et de D–
α3

. Posons ∆′ = {D+
α1

, D+
α2
}. L’ensemble ∆′ est distingué et le

triplet quotient (Sp , Σ, A)/∆′ est :

Sp/∆′ = ∅

Σ/∆′ = {α2 + β1}
A/∆′ = ∅.

On a dimC = 1, dimC1 = 2 et dimHu
1/Hu = 2 ( = card∆′). Le L1-module LieHu

1

se décompose en 3 sous-modules irréductibles, dont l’un de dimension 1 et deux de
dimension 2. Les deux de dimension 2 sont isomorphes comme (L1 , L1)-modules et
leurs poids sous C1 sont α1 et α3. De ce qui précède suit que C = {c ∈ C1 , α1(c) = α3(c)},
et que LieHu est un sous-(L1 , L1)-module de codimension 2 dans LieHu

1, non stable
par C1, ce qui détermine H à conjugaison près.

(23) ae6(6)

L’ensemble ∆ est ici composé de 7 éléments : de D+
α1

= D+
α3

= D+
α5

, de
D+

α2
= D+

α4
= D+

α6
, de D–

α2
= D–

α5
, et de D–

α1
, D–

α3
, D–

α4
et D–

α6
. Posons ∆′ = {D+

α1
, D+

α2
}.

L’ensemble ∆′ est distingué et le triplet quotient (Sp , Σ, A)/∆′ est :

Sp/∆′ = ∅

Σ/∆′ = {α2 + α5}
A/∆′ = ∅.

On a dimC = 1, dimC1 = 4 et dimHu
1/Hu = 2 ( = card∆′). Le L1-module Lie Hu

1

se décompose en 11 sous-modules irréductibles Wi (i = 1, ... , 11). Rangeons ces sous-
modules de façon à ce que les quatre premiers engendrent LieHu

1 comme algèbre de
Lie, et que leurs poids sous C1 soient donnés par : δ1 = α1, δ2 = α3, δ3 = α4, δ4 = α6.
Alors les Wi (i = 1, 2, 3, 4) sont de dimension 2 et sont isomorphes en tant que (L1 , L1)-
modules. De ce qui précède, on déduit que C = {c ∈ C1 , δ1(c) = δ2(c) = δ3(c) = δ4(c)}, et
que LieHu est un sous-(L1 , L1)-module de codimension 2 dans LieHu

1, contenant les
Wi (i |= 1, 2, 3, 4), mais ne contenant aucun des Wi (i = 1, 2, 3, 4), ce qui détermine
H à conjugaison près.



VARIÉTÉS SPHÉRIQUES DE TYPE A 207

(24) ae6(5)

L’ensemble ∆ est ici composé de 6 éléments : de D+
α1

= D+
α3

= D+
α5

, de D+
α2

= D+
α4

,
de D–

α2
= D–

α5
, et de D–

α1
, D–

α2
et D–

α3
.

Posons ∆′ = {D+
α1

, D+
α2
}. L’ensemble ∆′ est distingué et le triplet quotient

(Sp , Σ, A)/∆′ est :

Sp/∆′ = ∅

Σ/∆′ = {α2 + α5}
A/∆′ = ∅.

On a dimC = 1, dimC1 = 3 et dimHu
1/Hu = 2 ( = card∆′). Le L1-module Lie Hu

1 se
décompose en 7 sous-modules irréductibles Wi (i = 1, ... , 7). Rangeons ces sous-modules
de façon à ce que les trois premiers engendrent LieHu

1 comme algèbre de Lie, et
que leurs poids sous C1 soient donnés par : δ1 = α1, δ2 = α3, δ3 = α4. Alors les Wi

(i = 1, 2, 3) sont de dimension 2 et sont isomorphes en tant que (L1 , L1)-modules. De
ce qui précède, on déduit que C = {c ∈ C1 , δ1(c) = δ2(c) = δ3(c)}, et que Lie Hu est un
sous-(L1 , L1)-module de codimension 2 dans LieHu

1, contenant les Wi (i |= 1, 2, 3), mais
ne contenant aucun des Wi (i = 1, 2, 3), ce qui détermine H à conjugaison près.

(25) ae6(4)

L’ensemble ∆ est ici composé de 5 éléments : de D+
α1

= D+
α3

, de D+
α2

= D+
α4

, de
D–

α1
= D–

α4
, et de D–

α2
et D–

α3
.

Posons ∆′ = {D+
α1

, D+
α2
}. L’ensemble ∆′ est distingué et le triplet quotient

(Sp , Σ, A)/∆′ est :

Sp/∆′ = ∅

Σ/∆′ = {α1 + α4}
A/∆′ = ∅.

On a dimC = 1, dimC1 = 2 et dimHu
1/Hu = 2 ( = card∆′). Le L1-module LieHu

1 se
décompose en 4 sous-modules irréductibles dont deux de dimension 2 qui engendrent
LieHu

1 comme algèbre de Lie, un de dimension 1 et un de dimension 3. Les deux sous-
modules de dimension 2 sont isomorphes en tant que (L1 , L1)-modules et leurs poids
sous C1 sont α2 et α3. De ce qui précède, on déduit que C = {c ∈ C1 , α2(c) = α3(c)}, et
que LieHu est un sous-(L1 , L1)-module de codimension 2 dans LieHu

1, non stable par
C1, ce qui détermine H à conjugaison près.

(26) ae7(7)

L’ensemble ∆ est ici composé de 8 éléments : de D+
α1

= D+
α5

, de D+
α2

= D+
α4

= D+
α6

,
de D+

α3
= D+

α7
, de D−

α2
= D−

α5
, de D–

α3
= D–

α6
, et de D–

α1
, D−

α4
et D–

α7
.



208 D. LUNA

Posons ∆′ = {D+
α1

, D+
α2

, D+
α3
}. L’ensemble ∆′ est distingué et le triplet quotient

(Sp , Σ, A)/∆′ est :

Sp/∆′ = ∅

Σ/∆′ = {α2 + α5 , α3 + α6}
A/∆′ = ∅.

On a dimC = 1, dimC1 = 3 et dimHu
1/Hu = 3 ( = card∆′). Le L1-module Lie

Hu
1 se décompose en 7 sous-modules irréductibles Wi (i = 1, ... , 7). Rangeons ces

sous-modules de façon à ce que les quatre premiers engendrent LieHu
1 comme

algèbre de Lie, que leurs poids sous C1 soient : δ1 = α1, δ2 = δ3 = α4, δ4 = α7, et
que les Wi (i = 1, 2, 4) soient de dimension 3 et W3 de dimension 6. Alors les Wi

(i = 1, 2, 4) sont isomorphes en tant que (L1 , L1)-modules. De ce qui précède, on
déduit que C = {c ∈ C1 , α1(c) = α4(c) = α7(c)}, et que LieHu est un sous-(L1 , L1)-module
de codimension 3 dans LieHu

1, contenant les Wi (i |= 1, 2, 4), mais ne contenant aucun
des Wi (i = 1, 2, 4), ce qui détermine H à conjugaison près.

(27) ae7(6)

L’ensemble ∆ est ici composé de 7 éléments : de D+
α1

= D+
α5

, de D+
α2

= D+
α4

= D+
α6

,
de D–

α2
= D–

α5
, de D–

α3
= D–

α6
, et de D–

α1
, D+

α3
et D–

α4
.

Posons ∆′ = {D+
α1

, D+
α2

, D+
α3
}. L’ensemble ∆′ est distingué et le triplet quotient

(Sp , Σ, A)/∆′ est :

Sp/∆′ = ∅

Σ/∆′ = {α2 + α5 , α3 + α6}
A/∆′ = ∅.

On a dimC = 1, dimC1 = 2 et dimHu
1/Hu = 3 ( = card∆′). Le L1-module LieHu

1

se décompose en 4 sous-modules irréductibles Wi (i = 1, 2, 3, 4). Rangeons ces sous-
modules de façon à ce que les quatre premiers engendrent Lie Hu

1 comme algèbre de
Lie, que leurs poids sous C1 soient : δ1 = α1, δ2 = δ3 = α4, et que les Wi (i = 1, 2) soient
de dimension 3 et W3 de dimension 6. Alors les Wi (i = 1, 2) sont isomorphes en tant
que (L1 , L1)-modules. De ce qui précède, on déduit que C = {c ∈ C1 , α1(c) = α4(c)}, et
que LieHu est un sous-(L1 , L1)-module de codimension 3 dans LieHu

1, contenant les Wi

(i = 3, 4), mais ne contenant aucun des Wi (i = 1, 2), ce qui détermine H à conjugaison
près.



VARIÉTÉS SPHÉRIQUES DE TYPE A 209

(28) ae7(5)

L’ensemble ∆ est ici composé de 6 éléments : de D+
α1

= D+
α3

= D+
α5

, de D–
α1

= D–
α4

,
de D–

α2
= D–

α5
, et de D+

α2
, D–

α3
et D+

α4
.

Posons ∆′ = {D+
α1

, D+
α2

, D+
α4
}. L’ensemble ∆′ est distingué et le triplet quotient

(Sp , Σ, A)/∆′ est :

Sp/∆′ = ∅

Σ/∆′ = {α1 + α4 , α2 + α5}
A/∆′ = ∅.

On a dimC = dimC1 = 1 et dimHu
1/Hu = 3 ( = card∆′). Par suite L = L1.

Comme le L1-module LieHu
1 se décompose en deux sous-modules irréductibles, l’un de

dimension 3 et l’autre de dimension 6. LieHu doit être celui de dimension 6, ce qui
détermine H à conjugaison près.

(29) af (4)

L’ensemble ∆ est ici composé de 6 éléments : de D+
α1

= D+
α3

, de D+
α2

= D+
α4

, de
D–

α1
, D–

α2
, D–

α3
et D–

α4
.

Posons ∆′ = {D+
α1

, D+
α2
}. L’ensemble ∆′ est distingué et le triplet quotient

(Sp , Σ, A)/∆′ est :

Sp/∆′ = ∅

Σ/∆′ = {α2 + α3}
A/∆′ = ∅.

On a dimC = 2, dimC1 = 3 et dimHu
1/Hu = 2 ( = card∆′). Le L1-module LieHu

1

se décompose en 5 sous-modules irréductibles Wi (i = 1, ... , 5), deux de dimension 2 et
trois de dimension 1. Rangeons ces sous-modules de façon à ce que W1 et W2 soient
de dimension 2, et tels que [W1 , W2] = [W3 , W4] = W5. Alors les Wi (i = 1, 2, 4) sont
isomorphes en tant que (L1 , L1)-modules et leurs poids sous C1 sont : δ1 = α1 + α2 et
δ2 = α4. De ce qui précède, on déduit que C = {c ∈ C1 , δ1(c) = δ2(c)}, et que LieHu est
un sous-(L1 , L1)-module de codimension 2 dans LieHu

1, contenant les Wi (i = 3, 4, 5),
mais ne contenant aucun des Wi (i = 1, 2), ce qui détermine H à conjugaison près.

5.4 Les cas primitifs non classiques : « l’existence »

Montrons maintenant l’existence de réalisations géométriques pour les systèmes
sphériques primitifs non classiques. On peut laisser de côté les cas qui se déduisent
par localisation à partir d’autres cas primitifs, ce qui laisse neuf cas. Pour chacun des
cas, la partie « unicité » de la preuve fournit un candidat H = (L1 , L1)CHu.
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Rappelons que :
1) H1 est un sous-groupe magnifique connexe d’un groupe adjoint G, ayant une

décomposition de Levi H1 = L1Hu
1 telle que Hu

1 est le radical unipotent d’un sous-groupe
parabolique de G;

2) H est un sous-groupe de H1 ayant une décomposition de Levi H = LHu,
vérifiant : L ⊂ L1, (L, L) = (L1 , L1) (et donc Hu ⊂ Hu

1);
3) C et C1 désignent les radicaux (les centres connexes) de L et L1.

Voici deux résultats auxiliaires qu’on utilisera plusieurs fois.

(*) Désignons par Q le sous-groupe parabolique NG(Hu
1) et par L(Q) un sous-

groupe de Levi de Q contenant L1. Pour que H soit sphérique dans G, il faut et il
suffit qu’il existe un sous-groupe de Borel B′ de L(Q) vérifiant :

a) B′L est ouvert dans L(Q);
b) B′ ∩ L a une orbite ouverte dans LieHu

1/LieHu.

(**) On suppose que H est magnifique, et qu’il existe une composante ∆-connexe
isolée Σ′ de ΣG/H1

telle que le localisé du système sphérique de G/H1 en supp(Σ′) soit
isomorphe à aa(p + q + p) (p � 2, q � 1) où à aa(q) (q � 1). Notons γ l’unique racine de
type aq dans Σ′. La décomposition S = supp(Σ′)∪ (S�supp(Σ′) ) induit une décomposition
(L1 , L1) = K′ × K′′, où K′ ∼= SLp+1(C) × SLp+q(C) ; si q � 2, notons K le facteur de K′

correspondant à SLp+q(C). Alors,

1) si q � 2, et si K opère trivialement dans LieHu
1/Lie Hu, alors γ ∈ ΣG/H ;

2) si q = 1, alors γ ∈ ΣG/H, et ∆G/H(γ) ∩ ∆G/H(α) = ∅ quel que soit α ∈ S�{γ}.

Preuve de (*) (voir aussi [Br2])

Désignons par Q− le sous-groupe parabolique de G opposé à Q tel que
Q ∩ Q− = L(Q). L’assertion (*) résulte aussitôt de la suite exacte

1 → Hu
1/Hu → Q/H → L(Q)/L → 1,

du fait que Qu
−Q/H est ouvert dans G/H, et de ce que B = B′Qu

− est un sous-groupe
de Borel de G, quel que soit le sous-groupe de Borel B′ de L(Q).

Preuve de (**)

Posons supp(Σ′) = {β1, ... , βn} avec n = 2p+q; c’est la base d’un système de racines
de type An, qu’on ordonne comme d’habitude. On a γ= βp+1 + ... + βp+q. Posons
S′ = {βp+1, ... , βp+q}, et S′′ = {βp+2, ... , βp+q–1}.

Soit B un sous-groupe de Borel de G contenant Qu
−. On pose B′ = B ∩ L(Q), et

on suppose que B′L est ouvert dans L(Q). Pour tout α ∈ S, notons G{α} le sous-groupe
parabolique de G contenant B et associé à α.
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Lemme. — Mêmes hypothèses que pour (**). Si q � 3 et α ∈ S′′ (ou si q = 2 et α ∈ S′),

il existe un sous-groupe Kα de K tel que G{α} ∩ L = (B ∩ L)Kα .

Preuve du lemme. — On se ramène aussitôt au cas où S = S′, c’est-à-dire au cas
où G = SLn(C) et où L1 = H1 = NG(SLp+1(C) × SLp+q(C) ). Soit B un sous-groupe de
Borel de G tel que BL1 est ouvert dans G. Comme (L1 , L1) ⊂ L ⊂ L1, BL est alors
aussi ouvert dans G. Lorsque q � 3 et α ∈ S′′ (resp. lorsque q = 2 et α ∈ S′), on
vérifie qu’il existe un sous-groupe Kα semi-simple de dimension 3 (resp. unipotent de
dimension 1) dans K = SLp+q(C) ) tel que G{α} ∩ L1 = (B ∩ L1)Kα . Il s’ensuit qu’on a
également G{α} ∩ L = (B ∩ L)Kα .

Retournons à la preuve de (**).
Supposons q � 3. D’après le lemme, pour tout α ∈ S′′, le groupe G{α} ∩ L laisse

stable l’orbite ouverte de B∩ L dans Hu
1/Hu. D’autre part, par hypothèse, G{α} ∩ L(Q)

laisse stable l’orbite ouverte de B′ dans L(Q)/L1, donc aussi l’orbite ouverte de B′ dans
L(Q)/L. De la suite exacte

1 → Hu
1/Hu → Q/H → L(Q)/L → 1

et du fait que Qu
−Q/H est ouvert dans G/H, il s’ensuit que G{α} laisse stable l’orbite

ouverte de B dans G/H, ce qui implique α ∈ Sp

G/H.
Supposons q = 2. D’après le lemme, pour tout α ∈ S′, le groupe G{α} ∩ L laisse

stable l’orbite ouverte de B ∩ L dans Hu
1/Hu. Comme ci-dessus, on en déduit que B

a même nombre d’orbites dans l’orbite ouverte de G{α} dans G/H que dans l’orbite
ouverte de G{α} dans G/H1, c’est-à-dire deux, ce qui implique α ∈ Sb

G/H ∪ Sa′

G/H.
Notons X et X1 les variétés magnifiques de G/H et G/H1, et X′ et X′

1 les
localisés de X et X1 en S′. La variété X′

1 a comme système sphérique aa(q) avec
racine sphérique γ. Le morphisme surjectif X → X1 induit un morphisme surjectif
X′ → X′

1. De cela, et si q � 3, de S′′ ⊂ Sp

G/H (et si q = 2, de S′ ⊂ Sb

G/H ∪ Sa′

G/H), on
déduit que X′ → X′

1 est un isomorphisme, d’où γ ∈ ΣX′ ⊂ ΣG/H. Enfin si q = 1, le
morphisme surjectif X′ → X′

1 est un isomorphisme (sans qu’on ait besoin d’hypothèse
supplémentaire), donc γ ∈ ΣG/H ; de plus, comme ∆G/H1

(γ) ∩ ∆G/H1
(α) = ∅ quel que soit

α ∈ S�{γ}, de la surjectivité de X → X1 résulte que ∆G/H(γ) ∩ ∆G/H(α) = ∅ quel que
soit α ∈ S�{γ}.

Voici l’argument type (assez indirect) qu’on utilisera pour montrer l’existence
d’une réalisation géométrique pour les neuf systèmes en question. Soit Sp, Σ, A l’un
de ces systèmes, et soit H le candidat donné par la partie « unicité » de la preuve. On
déduira de (*) que H est sphérique. On vérifiera cas par cas que NG(H) = H. Cela
implique que H est un sous-groupe magnifique de G ([Kn2]). Des considérations de
dimension de H et de C (et dans certains cas (**)) permettront alors de montrer que
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ΣG/H = Σ et que Sp

G/H = Sp. Enfin, puisque la dimension de C sera égale à 1 ou 2 (dans
les neuf cas considérés), il reste peu de possibilités pour AG/H, qu’on éliminera toutes,
sauf A.

(7) ac∗(n), n � 3

On peut supposer n pair (le cas n impair s’en déduit par localisation). Soient G
et H les groupes introduits dans la partie « unicité » de la preuve. Grâce à (*), on voit
que H est sphérique dans G. On vérifie que NG(H) = H et que dimH = dimBu +1. Par
suite, l’espace homogène G/H possède un plongement magnifique, qui est cuspidal,
car H n’est contenu que dans deux sous-groupes paraboliques propres, dont H ne
contient pas le radical. De rangΞ(H) = 1 suit que G/H possède n couleurs. Mais le seul
système sphérique cuspidal de type An, de dimension dimBu + 1, et ayant n couleurs,
est le système ac∗(n).

(8) ax(1 + p + 1 + q + 1), n = p + q + 3, p � 1, q � 1

Soient G et H les groupes introduits dans la partie « unicité » de la preuve.
De (*) on déduit que H est sphérique dans G. On vérifie que NG(H) = H, et que le
plongement magnifique de G/H est cuspidal (car H n’est contenu dans aucun sous-
groupe parabolique propre, dont le radical est contenu dans H). De (**) on tire que
αp+3 + ... + αn–1 ∈ ΣG/H et, si q = 1, que ∆G/H(αp+3) ∩ ∆G/H(α i) = ∅ pour tout i |= p + 3.
Puisque p et q jouent un rôle symétrique, on a aussi α2 + ... + αp+1 ∈ ΣG/H et, si
p = 1, que ∆(α2)∩∆(α i) = ∅ pour tout i |= 2. Pour des raisons de dimension, on voit que
Sp

G/H = Sp et que ΣG/H est composé de 5 racines sphériques. Puisque aucune ne peut
être de type a′, on a ΣG/H = Σ. De rangΞ(H) = 2 suit que G/H possède 7 couleurs.
On en déduit que le localisé en S′ = {α1 , αp+1 , αn} du système sphérique de G/H est
isomorphe à ax(1, 1, 1). Si p > 1 et q > 1, ax(1+p+1+q+1) est le seul système sphérique
ayant toutes les propriétés ci-dessus. Si p = 1, on doit considérer aussi la « variante »

de ax(1 + p + 1 + q + 1) obtenue en mettant un élément projectif dans ∆(α2). Mais si
G/H était une réalisation géométrique de cette variante, alors H serait contenu dans
un sous-groupe parabolique Q vérifiant Sp

G/Q = S�{α2}, ce qui n’est pas vrai. On règle
de la même façon le cas q = 1. Donc, dans tous les cas, G/H est bien une réalisation
géométrique de ax(1 + p + 1 + q + 1).

On va maintenant traiter parallèlement les cas :

(12) ay(p + q + p), n = 2p + q, p � 2, q � 1
(16) ay~(p + q + p), n = 2p + q, p � 2, q � 1
(17) ay∗(2 + q + 2), n = 4 + q, p = 2, q � 1
(18) az~(3 + q + 3), n = 6 + q, p = 3, q � 1

Dans chacun des quatre cas, soient G et H les groupes introduits dans
la partie « unicité » de la preuve. De (*) suit que H est sphérique dans G. On
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vérifie que NG(L) ∩ NG(Hu) = L, d’où il suit que NG(H) = H. De (**) on déduit que
αp+1 + ... + αp+q ∈ ΣG/H et, si q = 1, que ∆(αp+1) ∩ ∆(α i) = ∅ pour tout i |= p + 1. Le
plongement magnifique de G/H est cuspidal (car H n’est contenu dans aucun sous-
groupe parabolique propre, dont H contient le radical). Pour des raisons de dimension,
on voit que Sp

G/H = Sp, et que ΣG/H est composé de 2p + 1 racines sphériques, dont 2p

sont de type a1 (car aucune ne peut être de type a′). De rangΞ(H) = 2, il suit que G/H
possède 2p + 3 couleurs. On en déduit que le localisé du système sphérique de G/H
en S′ = {α1, ... , αp , αp+q+1, ... , αn} ne contient que des racines sphériques de type a1 et
possède 2p + 1 couleurs, donc est ∆-connexe. Voici tous les systèmes sphériques qui
possèdent ces propriétés:

1) les quatre systèmes sphériques considérés, et le système « dual » de ay(p + q + p)
(obtenu à partir de ay(p + q + p) par un automorphisme extérieur);

2) si q = 1, il y a aussi les variantes de ces systèmes, en mettant un élément
projectif dans ∆(αp+1).

Dans la partie « unicité » de la preuve, on a montré que l’application, qui aux
systèmes 1) et 2) associe la classe de conjugaison du candidat H correspondant, est
injective. Il s’ensuit que, pour chacun des quatre systèmes considérés, G/H est bien
une réalisation géométrique.

On va maintenant traiter parallèlement les cas :

(23) ae6(6)
(27) ae7(7)

Dans chacun des deux cas, soient G et H les groupes introduits dans la partie
« unicité » de la preuve. De (*) suit que H est sphérique dans G. On vérifie que
NG(L) ∩ NG(Hu) = L, d’où il suit que NG(H) = H. Pour des raisons de dimension,
Sp

G/H = ∅ et ΣG/H contient card(S) éléments. Aucune racine sphérique ne pouvant être
de type a′, on a ΣG/H = S. Comme rangΞ(H) = 1, il suit que AG/H contient card(S) + 1
éléments. Lorsque card(S) = 7, ae7(7) est le seul système qui possède ces propriétés,
donc G/H est bien une réalisation géométrique. Lorsque card(S) = 6, il y en a deux,
ae6(6) et ae7(6). D’après la partie « unicité » de la preuve, les candidats H de ces deux
systèmes ne sont pas conjugués. Par conséquent, pour ae6(6) aussi, G/H est bien une
réalisation géométrique.

(29) af (4)

Soient G et H les groupes introduits dans la partie « unicité » de la preuve. De (*)
suit que H est sphérique dans G. On vérifie que NG(L)∩NG(Hu) = L, d’où NG(H) = H.
Pour des raisons de dimension, Sp

G/H = ∅ et ΣG/H contient quatre éléments. Aucune
racine sphérique ne pouvant être de type a′, on a ΣG/H = S. Comme rang Ξ(H) = 2,
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il suit que AG/H contient six éléments. Puisque H n’est pas résoluble, il n’y a pas de
sous-ensemble distingué parabolique de ∆G/H ayant deux éléments. Comme le système
af(4) est le seul système sphérique possédant toutes ces propriétés, G/H est bien une
réalisation géométrique de af(4).

Les autres systèmes sphériques primitifs non classiques sont obtenus par localisa-
tion à partir des neuf systèmes précédents.

5.5 Réduction du cas général au cas primitif

Soit Sp, Σ, A un système sphérique (adjoint de type A). Montrons qu’il existe
une variété magnifique unique (à isomorphisme près) ayant Sp, Σ, A comme système
sphérique.

On raisonne par récurrence sur le rang de S. La proposition 3.4 ramène le
cas général au cas cuspidal. La proposition 3.6 permet de supposer qu’il n’y a pas
d’élément projectif (dans A). D’après le §4, toute composante ∆-connexe qui contient
une racine sphérique de type a′, a1 × a1 ou d3 est alors isolée, et engendre un sous-
système primitif (classique). Comme le théorème 1 est vrai pour ces systèmes (voir 5.2),
on est ramené au cas où Sp, Σ, A est un système cuspidal, sans couleur projective, et
dont toutes les racines sphériques sont de type an (n � 1), ce qu’on supposera désormais.

Supposons d’abord que Sp, Σ, A contient plusieurs composantes ∆-connexes
effaçables. Désignons par Σ1, Σ2 deux de ces composantes, et posons ∆i = ∆(Σi) (i = 1, 2).

Montrons que le couple ∆1, ∆2 décompose le système sphérique Sp, Σ, A. Par
définition, les ∆1, ∆2 sont distingués et le couple possède les propriétés (1), (2), (3) et (5).
Soit α i ∈ supp(Σi) (i = 1, 2). Si α1 n’est pas orthogonal à α2, comme toutes les racines
sphériques sont de type an (n � 1), on voit que ∆(α1) �⊂ ∆1, ce qui implique (4).

La proposition 3.5 et l’hypothèse de récurrence ramènent alors au cas où Sp,
Σ, A ne contient qu’une seule composante ∆-connexe effaçable. Le lemme suivant ou
bien ramène au cas primitif, ou bien permet de raisonner de nouveau par récurrence
grâce à la proposition 3.5.

Lemme — Soit Sp, Σ, A un système cuspidal, sans couleur projective, dont toutes les racines

sphériques sont de type an (n � 1). On suppose qu’une seule composante ∆-connexe Σ1 de Σ est

effaçable. Posons Σ2 = Σ�Σ1, et ∆i = ∆(Σi) (i = 1 , 2). Alors :

ou bien Sp, Σ, A est primitif,

ou bien le couple ∆1, ∆2 décompose Sp, Σ, A.

Preuve — Si Σ2 = ∅, alors Sp, Σ, A est primitif.
Si Σ2 |= ∅ et ∆2 = ∅, alors Sp, Σ, A est isomorphe à l’un des trois systèmes primitifs

ay~(p + q + p), az~(3 + q + 3) ou az~(3 + q + 2).
Enfin si ∆2 |= ∅, alors Σ1 engendre un sous-système isomorphe à ay(p , p) (ou

à az(3, 3), ou à az(3, 2) ), et le système engendré par Σ2 est assez simple : il ne
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contient aucun élément projectif, ses composantes ∆-connexes engendrent des sous-
systèmes isomorphes à aa(q) et ac∗(n) (n pair), et le diagramme de Dynkin de supp(Σ2)
est connexe. On voit facilement que ∆2 est distingué (non lisse), et que (Sp , Σ, A)/∆2

est isomorphe à ay~(p + q + p) (ou à az~(3 + q + 3), ou à az~(3 + q + 2) ). Enfin, on vérifie
sans peine que ∆1, ∆2 décompose Sp, Σ, A.

5.6 Résultats complémentaires

Il résulte de la preuve du théorème 1 que les sous-groupes magnifiques sont
« presque tous » connexes.

Corollaire 1 — Soit G un groupe adjoint de type A et soit H un sous-groupe magnifique de

G. On suppose Sp

G/H, ΣG/H, AG/H cuspidal et irréductible. Alors H est connexe, sauf si Sp

G/H,

ΣG/H, AG/H est isomorphe :

ou bien à ao(n), n impair � 3 (auquel cas H◦ n’est pas magnifique);

ou bien à aa∗(p + 1 + p), p � 1, ou à ao(1) (auquel cas H◦ est magnifique).

Cela résulte aussitôt de la preuve du théorème 1.

Corollaire 2 — Soit Sp, Σ, A un système sphérique adjoint de type A, et soit ∆ son ensemble

des couleurs. Alors tout sous-ensemble distingué ∆′ de ∆ possède la propriété (*) du §3, no3.

Preuve — Montrons d’abord qu’on peut se ramener au cas où le système est
cuspidal. Disons d’une couleur δα de type b qu’elle est parabolique, si α ∈/ supp Σ, et
désignons par ∆pb l’ensemble des couleurs paraboliques. Si ∆′ est un ensemble distingué
de ∆, alors ∆′�∆pb est encore distingué dans ∆. Par suite, le passage au quotient peut se
faire en deux temps : d’abord par un ∆′ contenu dans ∆�∆pb, puis par un ∆′ contenu
dans ∆pb. Dans le deuxième cas le corollaire 2 est facile et, dans le premier, il suffit de
montrer le corollaire 2 pour le système localisé en supp Σ, qui est cuspidal.

Lorsque le système est cuspidal, le passage au quotient se fait séparément dans
chaque facteur irréductible, donc on peut supposer le système cuspidal irréductible.
Tout système cuspidal et irréductible, qui contient une racine sphérique de type a′, est
isomorphe à aa∗(p+1+q) (p � 1) ou à ao(n) (n � 1). Dans ces cas, les seuls sous-ensembles
distingués sont l’ensemble vide et l’ensemble ∆.

Restent les systèmes Sp, Σ, A cuspidaux, irréductibles, et ne contenant aucune
racine sphérique de type a′. D’après le théorème 1, Sp, Σ, A est le triplet d’un G/H, où
H est un sous-groupe magnifique de G. D’après 1.4 et la proposition 3.2, ∆ s’identifie
à ∆G/H. D’après la théorie des plongements des espaces homogènes sphériques, au
sous-espace vectoriel colorié N(∆′), ∆′ correspond un G-morphisme (à fibres connexes)
G/H → G/H′. Par construction, le cône des valuations VG/H′ est saillant (donc
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NG(H′)/H′ est fini), et le triplet quotient s’identifie au système sphérique Sp

G/H′ , ΣG/H′ ,
AG/H′ . Reste à voir que ΣG/H′ engendre ΞG/H′ , autrement dit que H′ est magnifique.

Soit H∗ le sous-groupe magnifique de G contenant H′ et dont le système
sphérique est Sp

G/H′ , ΣG/H′ , AG/H′ . Puisque le triplet quotient d’un système sphérique
ne contenant aucune racine sphérique de type a′ ne contient également aucune racine
de type a′, H∗ est connexe d’après le corollaire 1. Par conséquent, H′ = H∗ est bien
magnifique.

Soit Sp, Σ, A un système sphérique adjoint de type A, et soit ∆ son ensemble
des couleurs. Un couple ∆′, S′ (où ∆′ ⊂ ∆ et où S′ ⊂ S) sera dit distingué si ∆′ est
distingué dans ∆, si S′ ⊂ S ∩ Σ, et si tout α ∈ S′ vérifie ∆(α) ∩ ∆′ = ∅ et δ+

α (γ) = δ–
α (γ),

quel que soit γ ∈ Σ. Si φ : X → X′ est un G-morphisme dominant entre G-variétés
magnifiques, on pose ∆(φ) = {D ∈ ∆X , φ(D) = X′} et S(φ) = Sa

X ∩ Sa′

X′ .

Corollaire 3 — Soit G un groupe adjoint de type A, et soit X une G-variété magnifique.

L’application qui à φ associe le couple ∆(φ), S(φ) est une bijection entre l’ensemble des G-morphismes

dominants φ de X dans une autre G-variété magnifique, et l’ensemble des couples distingués ∆′, S′

de Sp
X, ΣX, AX.

La preuve du corollaire 3, proche de celle du corollaire 2, est laissée comme
exercice.

Corollaire 4 — Soit G un groupe adjoint de type A, et soit H un sous-groupe magnifique de

G. Pour que H soit réductif, il faut et il suffit que le système sphérique de G/H soit un produit de

systèmes classiques et de systèmes ac∗(n) (n pair), ax(1+p+1 , 1) (p � 1), ax(1 , 1 , 1) et ay(p, p – 1)
(p � 2).

Preuve — Soit Sp, Σ, A le système sphérique de G/H, et soit ρ : ∆ → N ⊃ V
son espace vectoriel colorié (qui s’identifie à l’espace vectoriel colorié de G/H). La
réductivité de H équivaut aux conditions suivantes (voir ([Br6]) :

1) 0 ∈/ ρ(∆) ; et
2) il existe une forme linéaire sur N qui est > 0 sur ρ(∆) et � 0 sur V.

De (1) et (2) résulte que Sp, Σ, A est cuspidal, que A ne contient pas d’élément
projectif, et que les composantes ∆-connexes sont isolées. Par suite, Sp, Σ, A est
isomorphe à un produit de systèmes primitifs. Or les seuls systèmes primitifs qui
vérifient (1) et (2) sont ceux mentionnés dans l’énoncé du corollaire 4.
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§6 Clôtures sphériques

Dans ce § et le suivant, sauf mention expresse du contraire, G désignera un
groupe réductif connexe quelconque. On note B un sous-groupe de Borel de G, et T
un tore maximal de B.

Rappelons quelques faits bien connus (voir [Kn1] ou [Br6]) qu’on va utiliser
plusieurs fois. Soit H un sous-groupe sphérique de G. Quitte à remplacer H par
un sous-groupe conjugué, on peut (et on va) supposer que BH est ouvert dans
G. Le groupe NG(H)/H est multiplicatif, et BH◦ = BH = BNG(H) (où H◦ désigne la
composante neutre de H). Si P = PG/H est le sous-groupe parabolique associé à G/H
(voir §1), alors BH/H est isomorphe à Pu × Y, où Y est un espace homogène sous T,
dont l’algèbre affine est isomorphe à l’algèbre du groupe ΞG/H.

6.1 La notion de clôture sphérique

Le groupe des G-automorphismes de G/H s’identifie à NG(H)/H, donc NG(H)
opère de façon naturelle dans ∆G/H. Notons H le sous-groupe des éléments de NG(H)
qui agissent trivialement dans ∆G/H. Le groupe H est encore sphérique (dans G) et
le morphisme naturel G/H → G/H induit une bijection ∆G/H → ∆G/H, permettant
d’identifier ces deux ensembles.

On appellera H la clôture sphérique de H. Un sous-groupe H de G sera dit
sphériquement clos s’il est sphérique et si H = H.

La clôture sphérique de tout sous-groupe sphérique est sphériquement close. Par
construction, le centre de G est contenu dans tout sous-groupe sphériquement clos
H, autrement dit G/H est en fait un espace homogène du groupe adjoint de G.
L’intérêt de ces sous-groupes vient de ce que tout sous-groupe sphériquement clos est
magnifique ([Kn2]).

L’objectif de ce § est une caractérisation combinatoire des sous-groupes sphériques
ayant une clôture sphérique donnée (proposition 6.4).

6.2 Sous-groupes sphériquement clos

Soit H un sous-groupe sphériquement clos de G. Pour simplifier, on pose
Ξ = ΞG/H, Σ = ΣG/H, ∆ = ∆G/H et ρ = ρG/H.

L’expression H◦ désigne bien sûr la clôture sphérique de H◦. Posons Ξ◦ = ΞG/H◦ ,
Σ◦ = ΣG/H◦ , ∆◦ = ∆G/H◦ , ρ◦ = ρG/H◦ , S◦ = S ∩ Σ◦ ∩ 1

2Σ et m = card S◦.

Lemme 6.2.1 — Le groupe H/H◦ est isomorphe à (Z/2Z)m, et Ξ◦ est le sous-groupe de

Ξ(T) engendré par Ξ et S◦.

Preuve — Le morphisme naturel G/H◦ → G/H envoie les couleurs de ∆◦(α) sur
celles de ∆(α), quel que soit α ∈ S. Par suite, l’opération naturelle de H dans ∆◦
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échange les deux éléments de ∆◦(α) (pour chaque α ∈ S◦) et fixe les autres couleurs.
D’où un morphisme injectif de groupes H/H◦ → (Z/2Z)m. On en déduit l’inégalité
card H/H◦ � 2m.

Le nombre card H/H◦ est aussi le degré de l’extension [k(G/H◦) : k(G/H)].
Notons φ : BH/H◦ → BH/H le morphisme naturel, et posons Y◦ = φ–1(Y). Il est clair
que le morphisme naturel Pu × Y◦ → BH/H◦ est un isomorphisme, d’où l’on déduit
que Y◦ est homogène sous T et que son algèbre affine est isomorphe à l’algèbre du
groupe Ξ◦. Par suite, card H/H

◦
= [k(G/H

◦
) : k(G/H)] = [k(Y◦) : k(Y) ] = card Ξ◦/Ξ. Du

fait que Ξ◦ et Ξ sont des groupes libres de base Σ◦ et Σ, on déduit que 2m � card Ξ◦/Ξ.
Par conséquent, card H/H

◦
= card Ξ◦/Ξ = 2m. Les assertions du lemme en résultent.

Quitte à remplacer G par un revêtement fini, on peut (et on va) supposer que
G = C×G1, où C est un tore et où G1 est un groupe semi-simple simplement connexe.
Alors k[G1] est une algèbre factorielle ([Iv]). On a B = C×B1 où B1 est un sous-groupe
de Borel de G, et H = C × H1, où H1 est un sous-groupe sphériquement clos de G1.

Désignons par (B)k(G)(H) le groupe multiplicatif des f ∈ k(G) qui sont vecteurs
propres pour l’opération de B × H dans G, B opérant par « translations à gauche » et
H par « translations à droite ». Notons π : G → G/H la projection naturelle. Pour tout
D ∈ ∆, notons fD l’équation de π−1(D) dans k[G] qui est constante égale à 1 sur C. Pour
tout χ ∈ Ξ(C), notons fχ le caractère de G correspondant à χ, modulo l’identification
Ξ(G) = Ξ(C) (pour l’opération de G dans k(G) par « translations à gauche », fχ est un
vecteur propre de poids χ).

Lemme 6.2.2

1) Les f ∈ (B)k(G)(H) sont ceux de la forme

f = cfχ
∏

D∈∆

( fD)n(D) (c ∈ k∗ , χ ∈ Ξ(C) et n(D)D∈∆ ∈ Z∆) ,

et cette écriture est unique.

2) Les π–1(D) (D ∈ ∆) sont irréductibles, sauf si D = D′
α avec α ∈ S◦, auquel cas π–1(D)

possède deux composantes connexes qui sont échangées par H (opérant dans G par translations à

droite).

Preuve. — Soit f ∈ (B)k(G)(H
◦). Puisque la restriction de f à C est un vecteur

propre de C, il existe c ∈ k∗ et χ ∈ Ξ(C) tels que f = cfχg, où g ∈ k(G1) est un vecteur
propre de B1 × H◦

1 (valant 1 en l’élément neutre). Puisque B1 × H◦
1 est connexe, tout

facteur irréductible de g est encore vecteur propre de B1 × H◦
1. On peut identifier ∆◦

à l’ensemble des composantes irréductibles de G�BH = G�BH◦. Pour tout D ∈ ∆◦,
notons fD l’équation de D dans k[G1] qui vaut 1 en l’élément neutre. Tout élément
irréductible de k[G1] qui est vecteur propre de B1 × H◦

1 est visiblement proportionnel
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à l’un des fD, D ∈ ∆◦. De la factorialité de k[G1] résulte alors que

(∗) f = cfχ
∏

D∈∆◦

( fD)n(D) (c ∈ k∗ , χ ∈ Ξ(C) et n(D)D∈∆◦ ∈ Z∆◦
)

(et cette écriture est unique).
L’application qui à D ∈ ∆ associe π–1(D) permet d’identifier ∆ à l’ensemble des

orbites de H dans ∆◦ (H opérant « par translations à droite »). Les assertions du lemme
résultent de cette remarque, de (*) et du lemme 6.2.1.

6.3 Un résultat intermédiaire

On conserve les hypothèses et les notations précédentes.
Notons ρ : Ξ → Ξ(C) × Z∆ l’homomorphisme de groupe défini par ρ(γ) = (γ|Ξ(C) ,

< ρ(D), γ >D∈∆), γ ∈ Ξ.
Notons σ : Ξ(C) × Z∆ → Ξ(B) et τ : Ξ(C) × Z∆ → Ξ(H) les homomorphismes de

groupe définis par :

σ( (χ , n(D)D∈∆) ) = le poids de B de fχ
∏

D∈∆

( fD)n(D) et

τ( (χ , n(D)D∈∆) ) = le poids de H de fχ
∏

D∈∆

( fD)n(D) , (χ , n(D)D∈∆) ∈ Ξ(C) × Z∆.

Par définition de ρ et de Ξ, l’application composée σ ◦ ρ est l’identité de Ξ, et
le noyau de τ est égal à l’image de ρ.

Désignons par H∗ l’intersection des noyaux des caractères de H (H/H∗ est le plus
grand groupe quotient de H qui est un groupe multiplicatif). Si H′ est un sous-groupe
de H contenant H∗, alors Ξ(H/H′) s’identifie à l’ensemble des caractères de H qui
deviennent triviaux en restriction à H′. Posons Φ′ = τ–1(Ξ(H/H′) ) et Φ = τ–1( {e} ) = ρ(Ξ).

Lemme 6.3.1 — L’application qui à H′ associe Φ′ est une bijection entre l’ensemble des

sous-groupes H′ de H contenant H∗, et l’ensemble des sous-groupes Φ′ de Ξ(C) × Z∆ contenant Φ.

Preuve — Puisque H/H∗ est multiplicatif, l’application qui à H′ associe Ξ(H, H′)
est une bijection entre l’ensemble des sous-groupes H′ de H contenant H∗, et l’ensemble
des sous-groupes de Ξ(H) = Ξ(H/H∗). On a déjà mentionné que Φ= τ–1( {e} ). Pour
établir le lemme, il reste à prouver que τ : Ξ(C) × Z∆ → Ξ(H) est surjectif.

Puisque le groupe H/H∗ opère fidèlement dans G/H∗, tout caractère de Ξ(H) est
poids d’un vecteur propre de H dans k(G). Comme l’algèbre k[G] est factorielle, tout
vecteur propre de H dans k(G) est quotient de deux vecteurs propres de H dans k[G].
Par suite, les poids de H dans k[G]H∗

engendrent le groupe Ξ(H). Puisque k[G]H∗
est

un G-module rationnel, tout poids de H dans k[G]H∗
est poids d’un vecteur propre de

B × H dans k[G]H∗
. La surjectivité de τ est alors conséquence du lemme 6.2.2.
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Lemme 6.3.2 — Soit H′ un sous-groupe de H contenant H∗, et soit Φ′ le sous-groupe de

Ξ(C)×Z∆ lui correspondant (d’après le lemme 6.3.1). Si S◦∩σ(Φ′) = ∅, alors H et H′ ont mêmes

orbites dans l’ensemble des composantes irréductibles de G\BH.

Preuve — Soit α ∈ S◦. Désignons par Hα le sous-groupe des éléments de H
qui fixent les deux composantes de π–1(D′

α ). Ce groupe est d’indice 2 dans H, donc
contient H∗. Notons Φα le sous-groupe de Ξ(C) × Z∆ qui lui correspond d’après le
lemme précédent. Puisque card ∆G/Hα (α) = 2, on a α ∈ ΞG/Hα ; par suite, σ(Φα ) = ΞG/Hα

est le sous-groupe de Ξ(B) engendré par Ξ et α. Si α ∈/ σ(Φ′), alors Φ′ ne contient pas
Φα , ce qui implique que H′ n’est pas contenu dans Hα , ce qui démontre le lemme.

Lemme 6.3.3 — Soit H′ un sous-groupe de H contenant H∗, et soit Φ′ le sous-groupe de

Ξ(C)×Z∆ lui correspondant (d’après le lemme 6.3.1). Si la restriction de σ à Φ′ est injective, alors

H′ est un sous-groupe sphérique de G. Si de plus S◦ ∩ σ(Φ′) = ∅, alors la clôture sphérique de H′

est H.

Preuve — Considérons les morphismes naturels

BH/H∗ φ
−−→BH/H′ ψ

−−→BH/H ≈ Pu × Y,

et posons Y′ = ψ–1(Y) et Y∗ = φ–1(Y′). Il est clair que les applications naturelles
Pu × Y′ → BH/H′ et Pu × Y∗ → BH/H∗ sont des isomorphismes, que Y′ (resp.
Y∗) est homogène sous T × H/H′ (resp. T × H/H∗), et que les algèbres affines de Y′

et Y∗ sont isomorphes aux algèbres de groupes Φ′ et Ξ(C) × Z∆. De l’injectivité de σ,
il suit alors que le morphisme B → BH/H′ est dominant, ce qui montre bien que H′

est sphérique.
Notons (H◦)∗ l’intersection des noyaux des caractères de H◦. Ce groupe n’a pas

de caractères non triviaux et est connexe. De là et de H∗ ⊂ H′ ⊂ H on déduit que
(H◦)∗ ⊂ (H′)◦ ⊂ H◦.

Puisque (H′)◦ et H◦ sont sphériques, pour toute représentation rationnelle
irréductible E de G, les vecteurs propres de (H′)◦ et de H◦ forment une base de E(H◦)∗ ,
et tout vecteur propre de H◦ est aussi vecteur propre de (H′)◦. Par conséquent, H◦ et
(H′)◦ ont mêmes vecteurs propres dans E. Puisque k[G], en tant que G × G-module,
est isomorphe à la somme directe des E ⊗ E∗ (E G-module rationnel irréductible),
B × (H′)◦ et B × H◦ ont aussi mêmes vecteurs propres dans k[G]. Cela montre que
BH′ = BH. Par hypothèse (et grâce au lemme précédent), H et H′ ont mêmes orbites
dans l’ensemble des composantes irréductibles de G�BH. On en déduit que les groupes
B × H′ et B × H ont également mêmes vecteurs propres dans k[G]. Comme H est
sphériquement clos, cela montre bien que H est la clôture sphérique de H′.

Soit Ξ′ un sous-groupe de Ξ(B) contenant Σ, et soit ρ′ : ∆ → (Ξ′)∗ une application.
Définissons, comme plus haut, ρ′ : Ξ′ → Ξ(C)×Z∆ par ρ′(γ) = (γ|Ξ(C) , < ρ′(D), γ >D∈∆) ,
γ ∈ Ξ′.
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On dira que le couple Ξ′, ρ′ est adapté à H s’il vérifie les trois conditions
suivantes :

1) pour tout α ∈ S◦, on a α ∈/ Ξ′ ;
2) la restriction de ρ′ à Ξ est égale à ρ;
3) σ ◦ ρ′ est l’identité de Ξ′.

Proposition 6.3 — Soit H un sous-groupe sphériquement clos de G. L’application qui à

un sous-groupe sphérique H′ associe le couple ΞG/H′ , ρG/H′ est une bijection entre l’ensemble des

sous-groupes sphériques H′ de G ayant H comme clôture sphérique, et l’ensemble des couples Ξ′, ρ′

adaptés à H.

Preuve — Soit H′ un sous-groupe sphérique de G ayant H comme clôture
sphérique. Le couple ΞG/H′ , ρG/H′ vérifie les conditions (2) et (3) par construction. On
sait que H/H′ est un groupe multiplicatif (voir [Br6]), donc H∗ ⊂ H′. La condition
(1) vient de ce que H′ permute les deux éléments de ∆G/H′ (α), quel que soit α ∈ S◦.
L’application de la proposition est donc bien définie.

Puisque H∗ ⊂ H′, grâce au lemme 6.3.1, H′ est déterminé par Φ′ = ρG/H′ (ΞG/H′ ),
donc est déterminé par le couple ΞG/H′ , ρG/H′ , ce qui montre que l’application de la
proposition est injective.

Soit maintenant Ξ′, ρ′ un couple adapté à H. Posons Φ′ = ρ′(Ξ′). D’après la
condition (2), Φ′ contient Φ. D’après le lemme 6.3.1, Φ′ détermine donc un sous-
groupe H′ de H contenant H∗. D’après les conditions (1) et (3) et le lemme 6.3.3,
H′ est sphérique dans G, et sa clôture sphérique est H. Enfin par construction on
a ΞG/H′ = Ξ′ et ρG/H′ = (σ|Φ′ )–1 = ρ′, donc ρG/H′ = ρ′, ce qui termine la preuve de la
proposition.

6.4 Caractérisation combinatoire des sous-groupes sphériques ayant une clôture sphérique donnée

Dans la suite on va reformuler les trois conditions (1), (2), (3) (disant qu’un couple
Ξ′, ρ′ est adapté à H), de façon qu’elles ne dépendent plus que du système sphérique
Sp, Σ, A de G/H. Commençons par clarifier la définition de S◦.

Rappelons que Sa′ = S ∩ 1
2Σ.

Lemme 6.4.1 — L’ensemble S◦ est l’ensemble des α ∈ Sa′ vérifiant : < βv , α > est pair,

quel que soit β ∈ Sa′ .

Preuve — Soit α ∈ S◦. Alors α ∈ Σ◦. Si β ∈ Sa′ , alors :
ou bien β ∈/ S◦, auquel cas D′

β ∈ ∆◦ et < ρ◦(D′
β), α > = 1

2 < βv , α > ∈ Z, donc
< βv , α > est pair;
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ou bien β ∈ S◦, auquel cas ∆◦(β) = {D+
β , D–

β} et < ρ◦(D+
β ) , α > = < ρ◦(D–

β), α >,
donc < βv , α > = 2 < ρ◦(D+

β ), α > est également pair.
Soit α ∈ Sa′�S◦. Montrons qu’il existe β ∈ Sa′ tel que < βv , α > est impair.

Raisonnons par l’absurde. Notons Ξ′ le sous-groupe de Ξ(B) engendré par Ξ et α. Si
< βv , α > est pair, quel que soit β ∈ Sa′ , alors le prolongement linéaire naturel de ρ
à Ξ′ (notons le ρ′) est à valeurs dans Z, et le couple Ξ′, ρ′ est adapté à H. Soit H′

le sous-groupe de H qui lui correspond d’après la proposition 6.3. Le groupe H′ est
d’indice 2 dans H, donc H◦ = (H′)◦. Comme α ∈ ΣG/H′ , il s’ensuit que α ∈ Σ◦. Mais
ce dernier signifie que α ∈ S◦, ce qui contredit l’hypothèse α ∈ Sa′�S◦.

Rappelons qu’on a introduit au §2, n◦ 3, pour toute augmentation Ξ′, ρ′ d’un
système sphérique Sp, Σ, A, un « ensemble de couleurs » ∆, ρ′ : ∆ → (Ξ′)∗.

Lemme 6.4.2 — 1) Si Ξ′, ρ′ est un couple adapté à H, alors Ξ′, ρ′|A est une augmentation

de Sp, Σ, A.

2) Si Ξ′, ρ′ est une augmentation de Sp, Σ, A et si ∆, ρ′ est son ensemble des couleurs, alors

le couple Ξ′, ρ′ est adapté à H.

Preuve — Pour tout D ∈ ∆, notons ωD le poids dans Ξ(B) du B-vecteur propre
fD. Si n(D, α) sont les entiers tels que ωD =

∑
α∈S

n(D, α)ωα , alors on sait que

n(D, α) = 1 si D ∈ ∆(α) et 2α ∈/ ∆ ;
n(D, α) = 2 si D ∈ ∆(α) et 2α ∈ ∆ ;
n(D, α) = 0 si D ∈/ ∆(α)

(voir [Fo], p. 37-38).
Par suite, pour tout γ ∈ Ξ′, on a (σ ◦ ρ′)(γ) = γ|Ξ(C) +

∑
D∈∆

< ρ′(D), γ > ωD = γ|Ξ(C) +
∑
α∈S

∑
D∈∆(α)

< n(D, α)ρ′(D), γ > ωα .

Par conséquent, (3) est équivalent à

(∗)
∑

D∈∆(α)

< n(D, α)ρ′(D), γ > = < αv , γ > (α ∈ S et γ ∈ Ξ′).

Si α ∈ Sp, (s) équivaut à (*), et si α ∈ Sa, (a2) équivaut à (*).
Si α ∈ Sa′ , (σ1) est équivalent à (*) et (1). En effet, (σ1) assure que ρ′(D′

α ) est à
valeurs entières sur Ξ′, puis implique (*) et (1); inversement, (*) implique que < αv , γ >

est pair quel que soit γ ∈ Ξ′, et (1) signifie α ∈/ Ξ′ si α ∈ S◦ ; si α ∈/ S◦, alors le lemme
6.4.1 montre qu’il existe β ∈ Sa′ tel que < βv , α > est impair, ce qui implique encore
α ∈/ Ξ′.

Si α ∈ Sb, (*) est vrai par construction de l’extension de ρ′ à ∆, grâce à (σ2);
inversement (σ2) résulte de (*) et de l’égalité Dα = Dβ si α est orthogonal à β et si α +β
(ou 1

2 (α + β) ) appartient à Σ.
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Enfin, (2) équivaut à (a1), ce qui termine la preuve du lemme 6.4.2.

On arrive au résultat principal de ce paragraphe.
Soit H un sous-groupe sphériquement clos de G, et soit Sp, Σ, A le système

sphérique de G/H. Si H′ est un sous-groupe sphérique de G de clôture sphérique H,
alors AG/H′ et A sont visiblement en bijection naturelle; on les identifiera dans ce qui
suit.

Proposition 6.4 — L’application qui à H′ associe le couple Ξ′, ρ′ (où Ξ′ = ΞG/H′ et où

ρ′ = la restriction de ρG/H′ à A), est une bijection entre l’ensemble des sous-groupes sphériques de

G dont la clôture sphérique est H, et l’ensemble des augmentations du système sphérique Sp, Σ, A.

Preuve — C’est une conséquence immédiate de la proposition 6.3 et du lemme
6.4.2.

§7 Preuve du théorème 2

On conserve les notations et conventions du paragraphe précédent.

7.1 Clôture sphérique d’un système sphérique

Soit Sp, Σ, A un système sphérique. On notera 2Σ(Sp) l’ensemble des γ ∈ Σ�S
vérifiant : 2γ ∈ Σ(G) et le couple 2γ, Sp est celui d’une variété magnifique de rang 1.

Pour tout γ ∈ Σ, on pose

γ= 2γ si γ ∈ 2Σ(Sp) et γ= γ sinon.

On pose Σ = {γ, γ ∈ Σ} et on notera Ξ le sous-groupe de Ξ(B) engendré par Σ.
On désignera encore par A la famille de Ξ∗

obtenue « par restriction » de A à Ξ.
Il est clair que Sp, Σ, A est encore un système sphérique, qu’on appellera la

clôture sphérique du système Sp, Σ, A. Un système sphérique qui est égal à sa clôture
sphérique sera appelé sphériquement clos. Du fait que deux racines sphériques différentes
et proportionnelles sont forcément l’une le double de l’autre (voir [Wa]), il résulte que
la clôture sphérique d’un système sphérique est sphériquement close.

Soit H′ un sous-groupe sphérique de G, et notons H la clôture sphérique de H′.

Lemme 7.1 — On suppose le théorème 1 vrai pour le groupe adjoint de G. Alors le système

sphérique de G/H est la clôture sphérique du système sphérique de G/H′.

Preuve — Soit Sp, Σ, A le système sphérique de G/H, et soit Sp, Σ, A la clôture
sphérique de Sp, Σ, A. Si le théorème 1 est vrai pour le groupe adjoint de G, alors il
existe un sous-groupe magnifique H ayant comme système sphérique Sp, Σ, A. Il est
clair que ΞG/H, ρG/H est une augmentation de Sp, Σ, A. Soit H� le sous-groupe de H
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correspondant à l’augmentation ΞG/H, ρG/H de Sp, Σ, A (voir proposition 6.4). Alors H
et H� sont deux sous-groupes magnifiques (contenant le centre de G) dont les espaces
homogènes G/H et G/H� ont même système sphérique. D’après l’assertion d’unicité
du théorème 1, H et H� sont conjugués. Puisque H est sphériquement clos et que la
clôture sphérique de H� est H (voir proposition 6.4), on a H� = H, ce qui démontre
le lemme.

Remarque — Lorsque G est adjoint de type A, tout système sphérique est
« sphériquement clos ». En effet, pour tout γ ∈ Σ(G)�S on a alors toujours 2γ ∈/ Σ(G).

7.2 Preuve du théorème 2

1) Montrons que l’application du théorème est bien définie. Soit H′ un sous-
groupe sphérique de G. Il faut expliquer pourquoi le quintuplet Sp

G/H′ , ΣG/H′ , AG/H′ ,
ΞG/H′ , ρG/H′ est une donnée sphérique homogène.

Commençons par expliciter pourquoi Sp

G/H′ , ΣG/H′ , AG/H′ est un système
sphérique. Soit H la clôture sphérique de H′ et soit Sp, Σ, A le système sphérique
de G/H. Comme ∆G/H′ (α) → ∆(α) est bijectif, quel que soit α ∈ S, on déduit que
Sp

G/H′ = Sp, que S ∩ ΣG/H′ = S ∩ Σ, que S ∩ 1
2ΣG/H′ = S ∩ 1

2Σ et que AG/H′ peut être
identifié à A (en tant qu’ensemble). Puisque ΣG/H′ et Σ définissent tous deux le cône
simplicial VG/H′ dans NG/H′ , pour tout γ ∈ ΣG/H′ , on a ou bien γ ∈ Σ, ou bien
2γ ∈ Σ (deux racines sphériques différentes et proportionnelles sont l’une le double de
l’autre, voir [Wa]). De cela et du fait (vu au §6) que Sp, Σ, A, ΞG/H′ , ρG/H′ est un
système sphérique augmenté, on déduit sans peine que AG/H′ est adapté à ΣG/H′ et que
Sp

G/H′ , ΣG/H′ , AG/H′ vérifie (Σ1) et (Σ2). Par définition, tout γ ∈ ΣG/H′ peut être réalisé
comme racine sphérique d’une sous-variété magnifique X de rang 1 d’un plongement
de G/H′ ; avec un peu de soin, on peut choisir l’éventail colorié de ce plongement
« sans couleurs », auquel cas il est bien connu que Sp

X = Sp

G/H′ , ce qui montre que Sp

G/H′ ,
ΣG/H′ , AG/H′ vérifie aussi la condition (S).

Du fait que ΞG/H′ , ρG/H′ est une augmentation de Sp, Σ, A, on déduit sans
peine que ΞG/H′ , ρG/H′ est aussi une augmentation de Sp

G/H′ , ΣG/H′ , AG/H′ . Enfin, les
éléments de ΣG/H′ sont par définition primitifs dans ΞG/H′ .

2) Montrons maintenant que l’application du théorème 2 est injective. Notons
H la clôture sphérique de H′. D’après le lemme 7.1, le système sphérique de G/H′

détermine celui de G/H (noté Sp , Σ, A). D’après le théorème 1, ce dernier détermine H
(à conjugaison près). Mais ΞG/H′ , ρG/H′ est une augmentation de Sp, Σ, A qui, d’après
la proposition 6.4, détermine H′. En résumé, H′ est bien déterminé (à conjugaison
près) par la donnée sphérique homogène de G/H′.

3) Enfin, montrons que l’application du théorème 2 est aussi surjective. Soit Sp,
Σ, A, Ξ′, ρ′ une donnée sphérique homogène et soit Sp, Σ, A la clôture sphérique de Sp,
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Σ, A. D’après le théorème 1 et le lemme 7.1, il existe un sous-groupe sphériquement
clos H dont l’espace homogène G/H possède Sp, Σ, A comme système sphérique. Le
couple Ξ′, ρ′ est aussi une augmentation de Sp, Σ, A. Soit H′ le sous-groupe de H
qui lui correspond d’après la proposition 6.4. Alors par construction G/H′ possède
Sp, Σ, A, Ξ′, ρ′ comme donnée sphérique homogène, ce qui termine la preuve du
théorème 2.
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