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Einleitung

Mochte man eine Klasse von Objekten genauer verstehen, so kann ein entscheiden-
der Fortschritt darin liegen, eine Aquivalenz zu einer anderen Klasse von Objekten zu
finden, die sich leichter studieren ldsst. Ein beriihmtes Beispiel ist die Korrespondenz
zwischen den Zwischenkorpern einer Korpererweiterung und den Untergruppen ihrer
Galoisgruppe.

Auch in der algebraischen Geometrie gibt es ein bekanntes Beispiel: Eine irreduzible
Varietit X mit (C*)” C X offen und auf ganz X fortgesetzter (C*)"-Wirkung heif3t
torisch. Eine bijektive Korrespondenz besteht nun zwischen den Einbettungen

) cXx

mit X normal und den Fachern im Vektorraum R", die als kombinatorische Objekte gut
handhabbar sind. Eine Einfiihrung in die Theorie der torischen Varietiten findet man
zum Beispiel in [CLS11] oder [Oda85].

In dieser Arbeit wollen wir folgende allgemeinere Klasse von Varietdten betrachten: Sei
G eine reduktive affine algebraische Gruppe und H eine abgeschlossene Untergruppe,
sodass eine Boreluntergruppe B C G eine dichte Bahn in G/ H besitzt. Wir interessieren

uns fiir Einbettungen
G/H C X

mit G/H C X offen, X irreduzibel, normal, und einer fortgesetzten Gruppenwirkung
von G auf X. Eine solche Varietdt X nennen wir sphirisch. Auch zu solchen Einbet-
tungen korrespondieren gewisse kombinatorische Objekte, namlich die sogenannten
spitzen gefiirbten Ficher. Zuerst veroffentlicht wurde diese Theorie in [LV83]. Weitere
Einfithrungen sind [Bri97], [Kno91] und [Pau89].

Der homogene Raum SL(n)/ SL(n — 1) ist fiir n > 3 ein Beispiel fiir eine sphérische Va-
rietdt und wird in dieser Arbeit genauer untersucht werden. Der Spezialfall SL(3)/ SL(2)
wurde schon in [Pau83] behandelt, jedoch unter anderen Gesichtspunkten. Unser Ziel

wird es sein, gewisse Einbettungen von SL(n)/SL(n — 1) explizit als abgeschlossene



Einleitung

Untervarietidten von torischen Varietiten zu konstruieren, darunter insbesondere alle
einfachen Einbettungen. Der Facher der torischen Varietédt wird dabei aus dem gefarbten
Facher der sphérischen Varietét konstruiert. Da alle Einbettungen von SL(n)/ SL(n—1)
Verklebungen von einfachen Einbettungen sind, erhalten wir gleichzeitig einen alterna-
tiven Beweis fiir die Existenz der Einbettung von SL(n)/ SL(n — 1) zu einem gegebenen
spitzen gefarbten Facher.

Das erste Kapitel dieser Arbeit enthélt zundchst die Grundlagen tiber affine algebrai-
sche Gruppen und Gruppenwirkungen, die fiir das Verstindnis von Kapitel zwei be-
notigt werden. Anschliefiend folgt ein Abschnitt mit ersten Aussagen tiber den homo-
genen Raum SL(n)/ SL(n — 1).

Das zweite Kapitel enthélt die Darstellung der Korrespondenz zwischen Einbettungen
sphérischer homogener Rdume und spitzen gefarbten Fachern. Die Theorie wird an-
schlielend auf das Beispiel SL(n)/SL(n — 1) angewandt. Es wird sich unter anderem
herausstellen, dass der Vektorraum, in welchem die gefarbten Facher liegen, in diesem
Fall zweidimensional ist, weshalb die Situation gut mittels einiger Skizzen illustriert
werden kann.

Im dritten Kapitel werden einige Grundlagen tiber torische Varietdten und Quotienten
kurz zusammengefasst, die im vierten Kapitel fiir die Konstruktion der sphérischen
Einbettungen von SL(n)/ SL(n — 1) nach der oben geschilderten Vorgehensweise beno-
tigt werden. Im fiinften Kapitel wird dann die Konstruktion auf einige Beispiele ange-

wandt.



Symboltabelle

Die folgende Tabelle listet die Symbole auf, die in dieser Arbeit verwendet, aber nicht

definiert werden.

0 die leere Menge

N die Menge der natiirlichen Zahlen (enthélt nicht die Null)

Ny Nu{0}

Z die Menge der ganzen Zahlen

V(f) die Menge der Punkte, wo f = 0 gilt

Q der Korper der rationalen Zahlen

Q>0 {zeQlz >0}

R der Korper der reellen Zahlen

R> {reR|z >0}

C der Korper der komplexen Zahlen

A" der n-dimensionale komplexe affine Raum

P der n-dimensionale komplexe projektive Raum

R* die Menge der Einheiten eines kommutativen Rings R
Mat(n,C) die Menge der n x n-Matrizen mit Koeffizienten aus C

GL(n) die allgemeine lineare Gruppe tiber C, Teilmenge von Mat(n, C)
ker ¢ der Kern von ¢

im ¢ das Bild von ¢

dim X die Dimension einer algebraischen Varietdt X

End(V) die Menge der Endomorphismen eines Vektorraums V'

span(S) der von S aufgespannte Vektorraum

Vv der duale Vektorraum zu V/

Gy der Stabilisator von x

Ajj die Streichungsmatrix, die durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte aus A entsteht
A die Adjunkte einer Matrix A

AT die transponierte Matrix zu A

Ry die Lokalisierung eines kommutativen Rings R, wo das einzelne Element f invertiert wird
VI das Radikalideal von



Symboltabelle

VD
cone(S)
[+G

XG

=
Spec(R)
ClX]
C(X)
flx
P(X)

die von einem Primdivisor D induzierte diskrete Valuation

der von S erzeugte konvexe Kegel

die direkte Bildgarbe von G

die G-invarianten Elemente von X

der zu einem Morphismus von Varietdten f gehdrende Morphismus von Garben
das Spektrum von R

der Koordinatenring von X

der Funktionenkorper von X

die Einschrankung von f auf X

die Potenzmenge von X

Die folgende Tabelle listet die Symbole auf, die in dieser Arbeit definiert werden.

GO
SL(n)
T(n)
X(G)

Cx
Dxy
Cxy
F(X)
fan(F)
[

die Komponente der algebraischen Gruppe G, die das neutrale Element enthalt
die spezielle lineare Gruppe tiber C, Untergruppe von GL(n)
die Gruppe der invertierbaren oberen Dreiecksmatrizen, Untergruppe von GL(n)
die Charaktergruppe von G
die Ein-Parameter-Untergruppen-Gruppe von G
die Menge der G-Eigenvektoren von V/
das Gewicht von v
das Radikal von ¢
das unipotente Radikal von G
die Teilmenge der unipotenten Elemente von G
die einfache sphédrische G-Untervarietdt von X mit abgeschlossener Bahn Y
die unter einer Gruppenwirkung invarianten diskreten Valuationen von X
die diskreten Valuationen einer einfachen sphérischen Varietat X,
die ihren gefarbten Kegel (mit-)erzeugen
die Farben einer einfachen sphéarischen Varietat X
der Kegel einer einfachen sphérischen Varietdt X
Dx Y,G
CXY,G
der gefdarbte Facher einer sphérischen Varietat X
der von F erzeugte Facher
der Gitterhomomorphismus zu einem torischen Morphismus ¢

Wir betrachten in dieser Arbeit nur algebraische Varietdten {iber dem Korper C.



1 Algebraische Gruppen

Die ersten drei Abschnitte dieses Kapitels behandeln die benétigten Grundlagen tiber
algebraische Gruppen und folgen der Darstellung von [Hum98]. Der letzte Abschnitt
ist im Wesentlichen eine Verallgemeinerung des ersten Kapitels von [Pau83].

1.1 Grundlagen

Definition 1.1.1. Eine affine algebraische Gruppe ist eine affine algebraische Varietit G,
die so mit einer Gruppenstruktur versehen ist, dass die Verkniipfungsabbildung

w:GxG— G
und die Inversenabbildung
1:G—=G

zugleich Morphismen algebraischer Varietdten sind. Das neutrale Element e ist in ge-
nau einer irreduziblen Komponente von G enthalten (siehe [Hum98, 7.3]). Diese wird
mit G° bezeichnet. Falls G = G° gilt, so heifst G zusammenhingend.

Beispiel 1.1.2. 1. Fur n € N ist die allgemeine lineare Gruppe GL(n) die affine of-
fene Teilmenge {det # 0} C Mat(n,C). Da die Inverse einer Matrix durch die
Adjunktenformel gegeben ist und das Produkt zweier Matrizen als Eintrdge Po-
lynome der Koeffizienten der urspriinglichen Matrizen enthilt, ist GL(n) eine af-
fine algebraische Gruppe. Insbesondere ist C* = GL(1) eine affine algebraische
Gruppe.

2. Jede abgeschlossene Untergruppe einer affinen algebraischen Gruppe ist selbst ei-
ne affine algebraische Gruppe. Wir erhalten so beispielsweise die spezielle lineare
Gruppe SL(n) := V(det —1) € GL(n) und die Gruppe der invertierbaren oberen
Dreiecksmatrizen T(n) C GL(n) als affine algebraische Gruppen.
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Definition 1.1.3. Seien G und G’ affine algebraische Gruppen. Ein Morphismus von
affinen algebraischen Gruppen ist ein Gruppenhomomorphismus ¢ : G — G’, der

zugleich ein Morphismus von algebraischen Varietdten ist.

Proposition 1.1.4. Sei ¢ : G — G’ ein Morphismus von affinen algebraischen Gruppen.
Dann gelten folgende Aussagen:

(i) ker ¢ ist eine abgeschlossene Untergruppe von G,
(i) im ¢ ist eine abgeschlossene Untergruppe von G/,
(ifi) $(G°) = 3(G)°,
(iv) dim G = dimker ¢ + dim im ¢.
Beweis. [Hum98, Proposition 7.4.B] O

Definition 1.1.5. Sei G eine affine algebraische Gruppe. Ein Charakter von G ist ein
Morphismus von algebraischen Gruppen x : G — C*. Die Menge aller Charaktere
X (G) mit der Verkniipfung

+:X(G) x X(G) = X(G),
die durch

(x1 + x2)(9) = x1(9)x2(9)

definiert ist, ist eine kommutative Gruppe und wird Charaktergruppe von G genannt
(sieche [Hum98, 11.4]).

Proposition 1.1.6. Sei G eine affine algebraische Gruppe. Dann ist GG isomorph zu einer

abgeschlossenen Untergruppe von GL(n) fiir ein n € N.

Beweis. [Hum98, Theorem 8.6] O

1.2 Gruppenwirkungen

Definition 1.2.1. Sei G eine affine algebraische Gruppe, X eine algebraische Varietit,

und

p:GxX =X
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eine Gruppenwirkung, die zugleich ein Morphismus von algebraischen Varietdten ist.
Dann nennen wir X eine G-Varietit. Wenn im Folgenden algebraische Gruppen auf
algebraische Varietdten wirken, so sind immer Wirkungen im Sinne dieser Definition

gemeint.

Proposition 1.2.2. Sei G eine affine algebraische Gruppe und X eine G-Varietit. Dann
ist jede Bahn eine glatte, lokal abgeschlossene Teilmenge von X, deren Rand die Verei-
nigung von Bahnen echt kleinerer Dimension ist. Insbesondere sind Bahnen von mini-

maler Dimension abgeschlossen.
Beweis. [Hum98, Proposition 8.3] O

Bemerkung 1.2.3. Sei G eine affine algebraische Gruppe und X eine G-Varietdt. Dann
wirkt G auf nattirliche Weise auch auf den Koordinatenring C[X] durch

(9-f)@):=flg™"-2)

furg € G, f € C[X],z € X und entsprechend auch auf C(X) und C[U] fiir G-invariante
offene Teilmengen U C X.

Definition 1.2.4. Sei G eine affine algebraische Gruppe. Einen C-Vektorraum V' mit ei-
ner linearen G-Wirkung nennen wir einen G-Modul. Falls jedes v € V' in einem endlich-

dimensionalen G-invarianten Untervektorraum von V enthalten ist, nennen wir den
G-Modul rational. Ein G-Modul heifst irreduzibel, falls kein echter Untermodul

0£V' CV

existiert.

Definition 1.2.5. Sei G eine affine algebraische Gruppe, V ein G-Modul und v € V'\ {0}.
Falls fiir alle ¢ € G ein A € C mit g - v = Av existiert, so heifst v ein G-Eigenvektor.
Die Menge aller G-Eigenvektoren in V' bezeichnen wir mit V(©), Sie heiflen auch G-
semiinvariante Elemente.

Bemerkung 1.2.6. Sei G eine affine algebraische Gruppe und V ein G-Modul. Fiir v €
V() definiert g-v = X(g)v einen Charakter y von G (sieche [Hum98, 11.4]). Wir schreiben
fiir dieses x auch x, und nennen es das Gewicht von v.

Definition 1.2.7. Sei G eine affine algebraische Gruppe, H eine abgeschlossene Unter-
gruppe. Dann operiert H auf G durch Rechtstranslation. Ein Morphismus

m:G—Q
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heifit Quotient dieser Gruppenwirkung, falls fiir jeden H-invarianten Morphismus
¢:G—=Y
genau ein Morphismus

Pv:Q =Y

mit ¢ = 1 o 7 existiert. Der Quotient ist dann nach den tiblichen Argumenten fiir uni-
verselle Eigenschaften eindeutig bestimmt, falls er existiert. In diesem Fall konnen wir

deshalb von dem homogenen Raum G/H := () mit kanonischem Morphismus
m:G—G/H

sprechen.

Proposition 1.2.8. Sei G eine affine algebraische Gruppe und H eine abgeschlossene
Untergruppe. Dann existiert der homogene Raum G/H. Falls aulerdem X eine G-
Varietit und 7 : G — X ein G-dquivarianter surjektiver Morphismus mit 7! (7(e)) =
H ist, dann gilt X = G/H und 7 ist der kanonische Morphismus.

Beweis. Die erste Aussage wird in [Hum98, 12.1-12.3] bewiesen. Fiir die zweite Aussage
siehe [Hum98, 12.4]. Bemerkung: Fiir Korper der Charakteristik p # 0 gilt die zweite
Aussage nur unter verschirften Voraussetzungen (siehe [Hum98, 12.4]). O

1.3 Reduktive Gruppen und Boreluntergruppen

Definition 1.3.1. Sei V' ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum und x € End(V). Falls
1 der einzige Eigenwert von z ist, so nennen wir = unipotent. Falls x diagonalisierbar

ist, so nennen wir z halbeinfach.

Proposition 1.3.2. Seien G eine affine algebraische Gruppe und ¢ : G — GL(n) sowie
Y : G — GL(m) zwei injektive Morphismen algebraischer Gruppen. Sei g € G. Dann
ist ¢(g) unipotent bzw. halbeinfach genau dann, wenn #(g) unipotent bzw. halbeinfach
ist.

Beweis. Ergibt sich direkt aus [Hum98, Theorem 15.3(c)]. O

Definition 1.3.3. Sei G eine algebraische Gruppe und ¢ : G — GL(n) ein injektiver
Morphismus algebraischer Gruppen, der nach Proposition 1.1.6 immer existiert. Dann
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heifit x € G unipotent bzw. halbeinfach, falls ¢(g) unipotent bzw. halbeinfach ist. Mit der
vorhergehenden Proposition ist dies wohldefiniert.

Proposition 1.3.4. Sei GG eine zusammenhédngende auflosbare affine algebraische Grup-
pe. Dann ist die Teilmenge G, C G der unipotenten Elemente eine abgeschlossene

zusammenhdngende Untergruppe von G.

Beweis. [Hum98, 19.1] O

Definition 1.3.5. Sei G eine affine algebraische Gruppe. Dann besitzt G einen eindeuti-
gen maximalen zusammenhéngenden auflosbaren Normalteiler, der abgeschlossen ist
(siehe [Hum98, 19.5]). Dieser heifst das Radikal von G und wird mit R(G) bezeichnet.
Die Untergruppe R,(G) C R(G) der unipotenten Elemente heifst unipotentes Radikal

von G.

Definition 1.3.6. Sei G eine affine algebraische Gruppe. Wir nennen G reduktiv, falls G
nichttrivial und zusammenhéangend ist, sowie R, (G) = {e} gilt.

Beispiel 1.3.7. Fiir n > 1 ist SL(n) reduktiv (siehe [Hum98, 19.5]).

Definition 1.3.8. Sei G eine affine algebraische Gruppe. Eine maximale zusammenhan-

gende auflosbare Untergruppe, die abgeschlossen ist, heifst Boreluntergruppe.

Beispiel 1.3.9. Fiir SL(n) ist die Teilmenge der oberen Dreiecksmatrizen eine Borelun-
tergruppe (folgt aus [Hum98, 21.2]).

Proposition 1.3.10. Sei B eine Boreluntergruppe einer affinen algebraischen Gruppe G.
Dann sind alle Boreluntergruppen von G zu B konjugiert.

Beweis. [Hum98, Theorem 21.3] ]

1.4 Der homogene Raum SL(n)/SL(n —1),n >3

Wir betrachten fiir n > 3 den Vektorraum C" mit Standardbasis (¢;)!_;. Die entspre-
chende duale Basis des dualen Vektorraums (C")* notieren wir (f;);- . Die reduktive
affine algebraische Gruppe G := SL(n) operiert auf natiirliche Weise auf C". Sie ope-
riert aulerdem auf (C")* durch (g - y)(z) := y(¢~! - 2) firy € (C*)*, 2 € C" Ko-
ordinatenindizes fiir Vektoren aus C" oder (C")* beziehen sich, wenn nichts anderes

angegeben ist, immer auf die obigen Basen. Fiir die natiirliche Paarung

() :C* x (C")* = C
(z,y) = y(=)
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gilt dann

n
=1

Wir sehen aufierdem, dass ¢ € G auf einem y € (C")* beziiglich der dualen Stan-
dardbasis (f;)"_; durch Multiplikation mit der Matrix (g~ !)? operiert. Wir setzen M :=
C" @ (C")* und v := (e1, f1) € M. Dann operiert G auf M und wir setzen H := G,, (der

Stabilisator von v).

Proposition 1.4.1. Es gilt:

oo{ )

Insbesondere ist H = SL(n — 1).

hESL(n—l)}.

Beweis. Wir zeigen nur die Notwendigkeit der Nulleintrdge oben rechts. Wir nehmen
an, dass ein g € H existiert, sodass oben rechts keine Nullzeile ist. Da die Zeilen von
h eine Basis von C"~! bilden, existiert in diesem Fall ein Zeilenindex j > 1, sodass die
Determinante der Streichungsmatrix gj; nicht Null ist. Daher folgt nacheinander

(g7)1 #0
(g #0
g-fi # [,

was ein Widerspruch zu g € H ist. O

Wir identifizieren im Folgenden G/H und G - v (gemaf3 Proposition 1.2.8). Die Borelun-

tergruppe der oberen Dreiecksmatrizen von G bezeichnen wir mit B.

Proposition 1.4.2. Es gilt:

G-v:{(:c,y)eM

n
Zmiyi = 1} .

i=1

Beweis. Falls g € G und (z,y) = g - v ist, so gilt

Y wwyi=(z,y) =(g-er,g- f1) = filg” - g-e)) = 1.
i=1

10
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Seinun (z,y) € M mit ) ;" , z;y; = 1. Insbesondere ist y # 0, und deshalb gibt es ein
g" = (a;j) € G, wo die Koordinaten von y die erste Zeile von g” sind. Sei ¢’ € G die
Inverse von ¢” und g die Matrix, die aus ¢’ entsteht, indem die erste Spalte durch x
ersetzt wird.

Wir berechnen det g durch Entwicklung nach der ersten Spalte. Es gilt:

n n n n
detg = Z(—l)”lxi det g1 = an:i(—l)i‘Irl det giy = inali = inyi =1
i=1 i=1 i=1 i=1

Daher ist g € G und y ist auch die erste Zeile von g~1. Es folgt g - v = (z, y). O

Wir bezeichnen mit X, Y; fiir 1 <14 < n die Koordinatenfunktionen von M mit X;((z,y)) =
x; und Y;((x,y)) = y;. Der Koordinatenring der affinen Varietit G/H = G - v ist dann

C[G/H]=C[X1,...,Xn, Y1,..., Y] /<§:XY - 1> .
=1

Die folgende Aussage wird sicherstellen, dass G/H eine sphérische Varietdt im Sinne
von Kapitel 2 ist.

Proposition 1.4.3. Es ist
U:={(z,y) € G-v|wn# 0und y; # 0}

eine offene B-Bahn in G/H.

Beweis. Sei zy := (e1 + ey, f1). Esist klar, dass B - zgp C U gilt. Sei nun

Tn—1 t
Tn—2 Yn—2
z:=(,y) = )
I Y1
b F

mitb # 0,¢t # 0 und z € G - v. Dann ist F' wegen b # 0 durch die anderen Eintrdge

11
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eindeutig festgelegt. Wir miissen zeigen, dass g € B existiert mit g - zp = 2. Sei dazu

1 —Yn— — — 1
T R i A el
0 1 0 0 Tp—2
g:=
1 0 i)
g 1
0 0 b

Wir sehen, dass g - (e1 + e,) = = gilt. Um g - fi = y nachzuweisen, berechnen wir
die Determinanten der Streichungsmatrizen g;; fiir 1 < j < n — 1. Die schwierigere
Berechnung von det g,,; braucht nicht durchgefiihrt zu werden, da F' schon durch die
anderen Eintrdge eindeutig festgelegt ist. O

C[Xl,...,Xn,Yl,...,Yn]/<iXiYi—1>)/<Xn>

n—1
C[Xl,...,Xn_l,n,...,Yn}/<2Xm—1>
=1

Bemerkung 1.4.4. Da

CIG/H] [(Xn)

gilt, ist X,, € C[G/H] ein Primelement. Analog gilt dies fiir Y;. Diese beiden Elemente
sind B-Eigenvektoren von C|G/H] (siehe Bemerkung 1.2.3). Da U eine offene B-Bahn
ist, entsprechen diese genau den B-invarianten irreduziblen abgeschlossenen Unterva-
rietdten von Codimension 1 in G/H, also den B-invarianten Primdivisoren.

Lemma 1.4.5. Sei R ein Integritatsring, p € R ein Primelement und R, faktoriell. Dann
ist R faktoriell.

Beweis. [Eis95, Lemma 19.20] O

12



1.4 Der homogene Raum SL(n)/SL(n — 1), n > 3
Hilfssatz 1.4.6. Sei R ein faktorieller Ring und p € R ein Primelement. Dann gilt:
(Ry)* = {cp*|ce R*, k€ Z}.

Beweis. Aus

sb o
p p
mit a,b € Rund I,m € N folgt ab = p!*™ und damit die Aussage. O

Proposition 1.4.7. Der Ring C[G/H] ist faktoriell und es gilt: C|G/H|* = C*.

Beweis. Wir betrachten

ClG/Hlx=C[X1,..., Xp, Y1,.... Y0, X, "] /<ZXY - 1>
=1

und sehen, dass die kanonische Abbildung
ClX1,..., X0, V1, Yoo, X, '] = C[G/H]x-
ein Isomorphismus ist, weil in C[G// H]+~

-3 XY,
X,

gilt. Mit Lemma 1.4.5 folgt, dass C[G// H| faktoriell ist. Fiir die zweite Aussage beachten
wir, dass die Inklusion C[G//H] — C[G/H|%- Einheiten auf Einheiten abbildet. Also

sind die Einheiten von C[G/H] hochstens Elemente der Form ¢X, mit ¢ € C* und
k € Z.Da X,, ein Primelement in C[G/H] ist, folgt k = 0. O

Proposition 1.4.8. Jeder B-Eigenvektor f € C[G/H]P) lasst sich als Produkt X,V
mit k&, € Ng und ¢ € C* schreiben.

Beweis. Sei f € C|G/H] ein Eigenvektor von B und nicht in C*, also keine Einheit.
Wir zeigen zunéchst, dass dann X,, | f oder Y; | f gilt. Da B irreduzibel ist, sind die
Komponenten von V(f) alle B-invariant. Da sie alle von Codimension 1 in G/H sind

gilt also entweder

V(f) = V(Xn) UV(T)

13
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oder
V(f) =V(Xa)
oder
V(f)=V(¥7)
Es folgt entsprechend
VA = (X)) 0 (1) = (Xa17)
oder
(f) = (Xn)
oder
(fy=M).

In jedem Fall gilt also X,, | f oder Y; | f. Da wir wieder einen B-Eigenvektor erhalten,
wenn wir f durch einen B-Eigenvektor teilen, folgt, dass die Primfaktorzerlegung von
f nur zu X,, oder Y; assoziierte Primelemente enthalten kann. O

Proposition 1.4.9. Jeder B-Eigenvektor f € C(G/H)(P) lasst sich als Produkt X,V
mit k,! € Z und ¢ € C* schreiben.

Beweis. Sei x = ¢ ein B-Eigenvektor in C(G/H) mit a,b € C[G/H] und als vollstandig
gekiirzter Bruch dargestellt. Sei g € B beliebig. Dann ist g - 2 = %3 eine vollstindig
gekiirzte Darstellung von ¢ - © = Az fiir ein A € C*. Es folgt, dass in C[G/H] sowohl
g-azuaalsauch g - b zu b assoziiert ist. Wegen C[G//H|* = C* folgt dann, dass a und b

B-Eigenvektoren sind. Mit der vorherigen Proposition folgt die Aussage. O
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2 Spharische Varietaten

In diesem Kapitel wird die Theorie tiber die Klassifikation der Einbettungen sphéri-
scher homogener Raume vorgestellt. Sie wurde in grofser Allgemeinheit in [LV83] ver-
offentlicht. Wir folgen der Darstellung in [Bri97]. Weitere Darstellungen findet man in
[Kno91] und [Pau89]. Im dritten Abschnitt dieses Kapitels werden dann Daten, die spa-
ter fiir die Klassifikation der Einbettungen von SL(n)/ SL(n — 1) benotigt werden, be-
stimmt.

2.1 Grundlagen

Sei G eine reduktive affine algebraische Gruppe und B eine Boreluntergruppe.

Definition 2.1.1. Eine irreduzible G-Varietdt X heifst sphirisch, falls X normal ist und
eine offene B-Bahn enthilt.

Definition 2.1.2. Sei X eine irreduzible G-Varietiat, x € X und H C G der Stabili-
sator von z. Falls Gx C X offen ist, so heifit (X, z) eine Einbettung von G/H. Wir
sehen zwei Einbettungen (X, z) und (X’,z) von G/H als dquivalent an, falls es einen
G-aquivarianten Isomorphismus ¢ : X — X’ gibt, der x auf 2’ abbildet. Ein solche Ein-
bettung heifdt sphirisch, falls X sphérisch ist. Falls G/H sphérisch ist, reicht es also aus,
dass X normal ist.

Bemerkung 2.1.3 ([Bri97, 2.1]). Sei X eine sphédrische G-Varietdt. Dann enthédlt X nur
endlich viele G-Bahnen.

Bemerkung 2.1.4 ([Bri97, 2.2]). Sei X eine sphédrische G-Varietdt und Y eine G-Bahn in
X. Dann ist

Xyg={zeX|Gz2Y}

offen in X, G-invariant und enthélt Y als einzige abgeschlossene Bahn.
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2 Sphiérische Varietdten

Definition 2.1.5. Eine sphérische G-Varietit heifdt einfach, wenn sie nur eine abgeschlos-
sene G-Bahn enthailt. Eine sphérische Einbettung (X, z) von G/ H heif3t einfach, wenn X
einfach ist.

Wir konnen also jede sphdrische Einbettung (X, z) von G/H durch endlich viele ein-
fache sphérische Einbettungen tiberdecken. Deshalb werden wir zuerst einfache und
dann allgemeine sphirische Einbettungen betrachten. Davor fithren wir im nidchsten
Abschnitt noch die benétigten Hilfsmittel ein.

2.2 Diskrete Valuationen und der Vektorraum V/

Sei zundchst X eine normale irreduzible Varietdt und G eine affine algebraische Grup-

pe.
Wiederholung 2.2.1. Eine diskrete Valuation von X ist eine Abbildung
v:CX) = Q
die die folgenden Eigenschaften erfiillt:
(©) v(f1 + f2) 2 min(v(f1),v(f2)) furalle fi, f» € C(X)" mit f; + fo € C(X)",

(ii) v(fif2) = v(f1) + v(f2) fur alle f1, fo € C(X)*,

(iti) v

C*:O.

Man kann dann zeigen, dass das Bild von v eine diskrete Untergruppe von Q ist, d. h.
von der Form aZ fiir ein a € Q>¢ ([Bri97, 3.1]). Falls X eine G-Varietét ist, so heifst
v G-invariant, falls v(g - f) = v(f) fur alle g € G, f € C(X)* gilt. Die Menge aller
G-invarianten diskreten Valuationen von X bezeichnen wir mit V(X).

Wiederholung 2.2.2. Fiir einen Primdivisor D von X bezeichnen wir die diskrete Va-
luation, die jedem f die Ordnung der Nullstelle oder des Pols in D zuordnet mit vp.

Sei nun G eine reduktive affine algebraische Gruppe, B eine Boreluntergruppe und
H C G eine abgeschlossene Untergruppe, sodass G/H sphérisch ist. Die (endliche)
Menge der B-invarianten Primdivisoren von G/H bezeichnen wir mit D. Wir verwen-

den die Zuordnung

x: C(G/H)B) - x(B)
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2.2 Diskrete Valuationen und der Vektorraum V'

aus Bemerkung 1.2.6 und setzen X" := im x sowie V' := Hom(X', Q). Nach [Hum?98, 16.2
und 19.3] ist X'(B) und daher auch X eine endlich erzeugte freie abelsche Gruppe.

Proposition 2.2.3. Folgende Sequenz ist exakt:
1 - C* = C(G/H)B) = x 0.

Beweis. [Bri97, 3.1] O

Definition 2.2.4. Jede diskrete Valuation v von G//H definiert durch Einschrankung
einen Homomorphismus C(G/H)(®) — Q, dessen Kern C* enthilt, also mit Proposition
2.2.3 auch einen Homomorphismus p(v) : X — Q.

Definition 2.2.5. Wir definieren die Abbildung p : D — V durch D — p(vp).
Proposition 2.2.6. Die Abbildung plyq/m) : V(G/H) — V ist injektiv.
Beweis. [Bri97, 3.1, Corollaire 3] O

Bemerkung 2.2.7. Die Abbildung p ist in Definition 2.2.4 nicht nur auf V(G/H), son-
dern auf allen diskreten Valuationen von G/H definiert, aber nicht notwendigerweise
injektiv.

Fiir den Rest dieses Abschnittes behandeln wir wieder G := SL(n), H := SL(n — 1).

Bemerkung 2.2.8. Wir bestimmen V. Aus Proposition 2.2.3 folgt mit Proposition 1.4.9,
dass X von x(X,) und x (Y1) erzeugt wird. Da X,, und Y; in C[G/H] nicht assoziiert
sind, folgt mit Proposition 2.2.3 nun, dass (x(Xy), x(Y1)) eine Basis von X ist. Die dazu
duale Basis von V bezeichnen wir mit (cj, c2) und identifizieren damit V = Q2. Damit
konnen wir die Abbildung p : V(G/H) — V als

p:V(G/H) — Q?
interpretieren und dann gilt:
v (0(%).0(7)).

Wir schreiben auch kurz v fiir p(v); und v fiir p(v)s.

Proposition 2.2.9. Es gilt:

p(V(G/H)) € {(q1,q2) € Q® | q1 + g2 < 0}
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2 Sphiérische Varietdten

Beweis. Sei v € V(G/H). Durch die Wahl geeigneter Koordinatenvertauschungen fin-
den wir fiir jedes 1 < ¢ < n sowohl ein g € G mit g - X,, = X; als auch ein g € G mit
g - Y1 =Y. Damit erhalten wir:

V() =v(X) = .. = v(X0)
v(V1) = v(Va) = ... = v(Ty).

Es folgt:

0= V(l) =V <Z Xﬂi) > V(lel) =11 + o.
=1
O

Fiir den Rest dieses Abschnittes betrachten wir C*"*! =~ C" ¢ (C")* @ C. Die neue
Koordinate nennen wir z mit Koordinatenfunktion Z. Wir lassen G auf C>"*! linear
operieren, indem G auf C" & (C")* wie bisher sowie auf C durch g- z := z operiert. Seien
ni,ng € Zmitny +ny < 0. Wir definieren W := V(Y1 | X,Y; — Z7™7"2) C C*"F! mit
Koordinatenring

CW]=ClZ, X1,...,Xn, Y1,..., Yy /<ZXY - Z‘”l_”2> .
i=1

Auflerdem setzen wir Wy := {Z # 0} C W.Da aus (z,y) = z~™ ™ furalleg € G

—ni—n2

(g-z,9-y)=ylg™" -g-z)=(z,y) =27 =(g-2)
folgt, ist W und dann auch Wy, G-invariant.

Proposition 2.2.10. Der Homomorphismus ¥ : C[G/H] — C[Wy], genauer

A R/<§n:XzYz — 1> — R[Z, Z_l] /<§:X2Yi . Z—n1—n2>

mit R := C[X1,..., X, Y1,...,Y,], gegeben durch X; — X, Z" und Y; — Y, 2", ist
wohldefiniert, injektiv und G-dquivariant. Er induziert deshalb eine G-dquivariante In-
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2.2 Diskrete Valuationen und der Vektorraum V'

klusion der Funktionenkorper
U : C(G/H) — C(Wy) = C(W).

Beweis. Die Wohldefiniertheit ergibt sich aus dem Homomorphiesatz. Fiir die Injektivi-
tat und die G-Aquivarianz betrachten wir den zugehorigen Morphismus Wy — G/H.
Er bildet

n n n n
(Z>$17"'7xn7yla"'7yn)H(l’lz 17"'7an lvylz 2,...,]/”2 2)

ab und ist offenbar G-dquivariant. Er ist auflerdem surjektiv (wir konnen z = 1 wéahlen),

insbesondere dominant. Damit folgt die Aussage. O
Proposition 2.2.11. Es existiert v € V(G/H) mit v; = nj und v» = no.

Beweis. Sei D = V(Z) C W.Esist Z in C[W] ein Primelement (dhnlich Bemerkung
1.4.4) und der Primdivisor D ist G-invariant. Sei v die von D induzierte G-invariante
diskrete Valuation auf C(W). Dann gilt 7(Z) = 1, 7(X,,) = O und 7(Y;) = 0, da Z,
X,, und Y] paarweise nicht assoziierte Primelemente in C[IW] sind (weil sie paarweise

verschiedene Untervarietdten von W definieren). In C(W) folgt dann
(X, Z") =nund (V1 Z2"?) = no.

Wenn wir 7 mit der Inklusion ¥ : C(G/H) — C(W) einschrénken, erhalten wir ein
v € V(G/H) mit v; = nj und vy = no. O

Satz 2.2.12. Es gilt:

p(V(G/H)) = {(q1,32) € Q*| 1 + q2 < 0}.

Beweis. Es ist nur noch die Inklusion ,2” zu zeigen. Seien ¢1,¢q2 € Q mit ¢; + g2 < 0.
Dann existiert m € Z mit mgq;, mqa € Z. Nach Proposition 2.2.11 existiert v/ € V(G/H)
mit 1 = mq; und vo = mgqy. Dann ist v := %V’ € V(G/H) und v; = ¢ sowie vy =
q2- O
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2 Sphiérische Varietdten

D .

C1

V(G/H) \

Abbildung 1: Der Vektorraum V mit V(G/H)

2.3 Klassifikation der Einbettungen

Wir verwenden wieder die Bezeichnungen des allgemeinen Teils des vorhergehenden
Abschnittes. Wenn wir in diesem Abschnitt iiber Einbettungen sprechen, so sind immer

sphérische Einbettungen gemeint.

Definition 2.3.1 ([Bri97, 3.3]). Ein gefirbter Kegel ist ein Tupel (C,F) mit C C V und
F C D, welches die folgenden Bedingungen erfiillt:

(i) C ist ein konvexer Kegel, erzeugt von p(F) und endlich vielen Elementen aus
V(G/H),

(ii) das relative Innere von C hat nichtleeren Durchschnitt mit V(G/H).

Die Farben sind die Elemente von F. Ein gefarbter Kegel heift spitz, wenn C spitz ist
und 0 ¢ p(F).

Definition 2.3.2. Sei (X,z) eine einfache Einbettung von G/H mit abgeschlossener
Bahn Y. Dann definieren wir:

Dx := {D € D | der Abschluss von D in X enthélt Y}

Vx = {v € V(G/H) | v wird von einem G-invarianten Primdivisor von X induziert}

Cx := cone(p(Vx) U p(Dx)).
Satz 2.3.3. Die Abbildung

{ Aquivalenzklassen einfacher Einbettungen von G/H } — {spitze gefdrbte Kegel}
(X,z) = (Cx,Dx)

ist wohldefiniert und bijektiv.
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2.3 Klassifikation der Einbettungen

Beweis. [Bri97, 3.3, Théoreme] O
Wir kommen nun zu den allgemeinen Einbettungen.

Definition 2.3.4 ([Bri97, 3.4]). Eine Seite eines gefarbten Kegels (C,F) ist ein Tupel
(C', F'), wo C' eine Seite des Kegels C ist, das relative Innere von C’ nichtleeren Durch-
schnitt mit V hat und 7' = F N p~1(C’) gilt.

Definition 2.3.5 ([Bri97, 3.4]). Sei (X, z) eine Einbettung von G/H und Y eine G-Bahn
in X. Mit (Cxy, Dx,y) bezeichnen wir den gefarbten Kegel der einfachen Einbettung
Xya.-

)

Proposition 2.3.6. Sei (X, z) eine Einbettung von G/H und Y eine G-Bahn in X. Die
Abbildung

{G-Bahnen in X, deren Abschluss Y enthdlt} — {Seiten von (Cx y,Dxy)}
Z+ (Cx,z,Dx,z)
ist wohldefiniert und bijektiv.
Beweis. [Bri97, 3.4, Proposition] O

Definition 2.3.7 ([Bri97, 3.4]). Ein gefiirbter Fiicher ist eine endliche Menge F von gefarb-
ten Kegeln, die folgende Eigenschaften erfiillt:

(i) Jede Seite eines gefarbten Kegels aus F istin F,

(ii) fur jedes v € V(G/H) gibt es hochstens ein (C,F) € F, sodass v im relativen

Inneren von C liegt.
Ein gefarbter Facher heifit spitz, wenn alle enthaltenen gefarbten Kegel spitz sind.

Satz 2.3.8. Die Abbildung

{Aquivalenzklassen von Einbettungen von G/H } — {spitze gefarbte Ficher}
(X,z) = F(X,x)

mit F(X, z) := {(Cx,y,Dx,y) | Y ist eine G-Bahn in X} ist wohldefiniert und bijektiv.

Beweis. [Bri97, 3.4, Théoreme 1] O
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2 Sphiérische Varietdten

2.4 lllustrationen

Wir betrachten nun wieder den Fall G/H = SL(n)/ SL(n—1) und illustrieren die mogli-
chen gefarbten Kegel (C, F), die den einfachen Einbettungen von G/ H entsprechen. Die
erste Moglichkeit ist, dass der Kegel C von einem Vektor (p,q) € V(G/H) und mogli-
cherweise noch den Farben aus F erzeugt wird. Fiir eine nichttriviale Einbettung muss
immer p < 0 oder g < 0 gelten. Wir illustrieren nur p < 0. Die ersten 10 Abbildungen
zeigen die verschiedenen Fille. Die zweite Moglichkeit ist, dass C von zwei linear un-
abhingigen Vektoren aus V(G//H) erzeugt wird. Dies zeigt die letzte Abbildung. Einige
Beispiele fiir nicht-einfache Einbettungen werden wir im letzten Kapitel behandeln.

C2

C1

Abbildung 2: ¢ < 0und C =0

C2

&1

Abbildung 3: ¢ < 0und C = {c1 }
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&1

Abbildung 4: ¢ < 0 und C = {c2}

Abbildung 5: ¢ =0und C = 0

C1

Abbildung 6: ¢ = 0 und C = {c2}

C2

&1

Abbildung 7: ¢ > 0,p+ ¢ #0und C = 0
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Abbildung 8: ¢ > 0,p+¢#0und C = {c1}

Abbildung 9: ¢ > 0,p+ ¢ # 0und C = {c2}

Abbildung 10: ¢ > 0, p+ ¢ # 0und C = {c1, c2}

C2

&1

Abbildung 11: ¢ > 0,p+¢=0und C = 0
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2.4 Illustrationen

Abbildung 12: Zwei Erzeuger aus V(G/H),C = ()
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3 Quotienten und torische Varietaten

Die letzten Hilfsmittel, die wir benotigen, um die Konstruktion im letzten Kapitel durch-

fithren zu konnen, werden in diesem Kapitel vorgestellt.

3.1 Quotienten

Operiert eine affine algebraische Gruppe G auf einer Varietédt X, so stellt sich die Frage,
ob man einen dazugehorigen Quotienten definieren kann. Wir werden nur den Fall
betrachten, wo die Gruppe G reduktiv ist. Ohne diese Voraussetzung gilt die wichtige
Proposition 3.1.7 nicht.

Definition 3.1.1. Sei G eine reduktive affine algebraische Gruppe, die auf der algebrai-
schen Varietdt X operiert. Ein Morphismus von algebraischen Varietidten

T X —=>Q

heifdt kategorieller Quotient dieser Gruppenwirkung, falls fiir jeden G-invarianten Mor-

phismus

p: X =Y
genau ein Morphismus

v:Q—=Y

mit ¢ = 1 o 7 existiert. Der Quotient ist nach den {iblichen Argumenten fiir universel-
le Eigenschaften eindeutig bestimmt, falls er existiert. Wir schreiben dann fiir () auch
X/G.

Definition 3.1.2 (cf. [ADHL, 2.3.1]). Sei G eine reduktive affine algebraische Gruppe,
die auf der algebraischen Varietdt X operiert. Ein Morphismus von algebraischen Va-
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3 Quotienten und torische Varietéiten

rietiaten
T X —=>Q

heifdt guter Quotient dieser Gruppenwirkung, falls die folgenden Eigenschaften erfiillt
sind:

(i) = ist affin und G-invariant,
)G

(ii) 7™ : Og — (m.Ox)" ist ein Isomorphismus.

Falls zusitzlich die Fasern von 7 genau die G-Bahnen sind, so heifst 7 : X — @ ein

geometrischer Quotient.

Fiir die folgenden vier Propositionen operiere stets eine reduktive affine algebraische
Gruppe G auf einer algebraischen Varietdat X und sei 7 : X — @ ein guter Quotient.

Proposition 3.1.3. Es gelten die folgenden Aussagen:
(i) Ist Z C X G-invariant und abgeschlossen, so ist 7(Z) C @ abgeschlossen,

(ii) sind Z, 7’ C X G-invariant, abgeschlossen und disjunkt, so sind 7(Z) und = (Z’)
disjunkt.

Beweis. [ADHL, 2.3.6] U
Proposition 3.1.4. Es ist 7 surjektiv und fiir jedes ¢ € @ gilt:

(i) Es gibt genau eine abgeschlossene G-Bahn G - z in der Faser 771(g),

(i) jede Bahn G - 2’ C 771(q) hat G - z in ihrem Abschluss.
Insbesondere parametrisiert 7 genau die abgeschlossenen GG-Bahnen in X.
Beweis. [ADHL, 2.3.7] O
Proposition 3.1.5. Es gelten die folgenden Aussagen:

(i) Der topologische Raum () trdgt die Quotiententopologie beziiglich 7 : X — @,

(ii) 7 : X — @ ist ein kategorieller Quotient.

Beweis. [ADHL, 2.3.8] O

Proposition 3.1.6. Es gelten die folgenden Aussagen:
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(i) Ist U C @ offen, so ist die Einschrankung 7 : 7 Y(U) = U ein guter Quotient,

(ii) Ist Z C X G-invariant und abgeschlossen, so ist die Einschrankung 7 : Z — 7(Z2)

ein guter Quotient.
Beweis. [ADHL, 2.3.9] O
Wir kommen nun zu der Proposition, auf die oben verwiesen wurde.

Proposition 3.1.7. Sei GG eine reduktive affine algebraische Gruppe, die auf der affinen
Varietdt X operiert. Dann gilt:

(i) C[X] ist eine endlich erzeugte C-Algebra,

(ii) der von der Inklusion C[X]¢ C C[X]induzierte Morphismus 7 : X — Spec(C[X]%)
ist ein guter Quotient,

(iii) ist C[X] normal, so ist auch C[X]¥ normal.
Beweis. [CLS11,5.0.4 und 5.0.9] O
Schliefslich benétigen wir noch die folgende Aussage.

Proposition 3.1.8. Seien G, H reduktive algebraische Gruppen, die auf der Varietat X
operieren. Wir nehmen weiter an, dass die beiden Wirkungen kommutieren, d. h. es gilt
g-(h-z)="h-(g-z)furalleg € G, h € H, z € X. Dann gilt: Falls ein guter Quotient
7 : X — X/H existiert, dann operiert G auch auf X/H.

Beweis. Der Beweis verwendet Ideen aus [ANHO01, 6.2-6.4]. Wir bezeichnen die Opera-
tion von G bzw. H auf X mit opy bzw. op. Dann operiert H auf G x X durch

idxopg:GxHxX—GxX.
Wir zeigen nun, dass
idxnm:Gx X —-GxX/H

auch ein guter Quotient ist. Es reicht die Eigenschaften eines guten Quotienten auf
einer affinen offenen Uberdeckung von G x X/H nachzuweisen. Daher kénnen wir
ohne Einschrankung annehmen, dass X/H affin ist. Dann ist X affin und damit auch
G x X. Mit Proposition 3.1.7 ist

7 C[X/H] = C[X]" - C[X]
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3 Quotienten und torische Varietéiten

die Inklusion der H-invarianten Elemente. Dann ist
(id x 7)* : C[G] ®c C[X]¥ — C[G] ®c C[X]

auch die Inklusion der H-invarianten Elemente. Alsoistid x 7 : G x X — G x X/H ein

guter Quotient. Als nidchstes betrachten wir den Morphismus
moopg:GxX — X/H.

Wegen der Kommutativitidt der beiden Gruppenwirkungen ist dieser Morphismus H-
invariant. Nach der universellen Eigenschaft des kategoriellen Quotienten existiert ein

entsprechender Morphismus
G x X/H — X/H.

Die Eigenschaften einer Gruppenwirkung rechnet man leicht nach. O

3.2 Torische Varietaten

Definition 3.2.1. Eine zu T := (C*)" fiir n € N isomorphe affine algebraische Gruppe
heifdit n-dimensionaler Torus. Eine irreduzible Varietiat X heif3t torisch, falls T' C X offen
enthalten ist und die Wirkung von 7" auf sich selbst zu einer algebraischen Gruppen-

wirkung
TxX —-X

fortgesetzt werden kann.

Definition 3.2.2. Sei T ein Torus. Ein Morphismus von algebraischen Gruppen
N Cr=>T

heifst Ein-Parameter-Untergruppe von T'. Die Menge aller Ein-Parameter-Untergruppen
von T bezeichnen wir mit X*(7"). Durch die Verkniipfung (A1 + A2)(7) := A1 (r)Aa(r)
wird X*(T') zu einer abelschen Gruppe. Fiir x € X(T) und A € X*(T') ist yo\ : C* — C*
ein Morphismus von algebraischen Gruppen, also gegeben durch ein z € Z, da alle
solchen Morphismen von der Form a — o sind. Wir erhalten folglich eine natiirliche
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3.2 Torische Varietidten

Paarung
X(T)x X*(T) — Z.

Bemerkung 3.2.3 (siehe [CLS11, 1.1]). Sei T" ein Torus. Durch die Wahl eines Isomor-
phismus 7' = (C*)" = {z € C" | a; # 0 fur 1 < i < n} erhalten wir einen Gruppeniso-

morphismus

" — X(T),
gegeben durch

(21, 2n) = (x> 2]t xl),

sowie einen Gruppenisomorphismus

7" — x*(T),
gegeben durch

(2150 oy2n) = (L= (E7L, . 7).

Fiir die nattirliche Paarung Z" x Z" — Z gilt dann

n
(m,n) Z min;.
i=1

Definition 3.2.4 (siehe [CLS11, 3.1.2]). Sei N := Z"™ und Ng := N ® R. Ein Ficher in
Ng = R" ist eine endliche Menge F von konvexen Kegeln 0 C N, sodass die folgenden

Eigenschaften erfiillt sind:

(i) Jedes o € F ist ein spitzer konvexer Kegel, der von endlich vielen Elementen aus

Z" erzeugt wird,
(ii) jede Seite eines Kegels aus F ist in F,
(iii) far alle 01,09 € F ist 01 N o9 eine Seite von o1 und 0.

Solche Féacher nennen wir torische Facher, wo eine Verwechslung mit den gefarbten Fa-

chern sphérischer Varietdten moglich ist. Ist F eine Menge von Kegeln, so definieren
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3 Quotienten und torische Varietéiten

wir den davon erzeugen Facher durch
fan(F) := {7 | 7 ist Seite von o fiir ein o € F}.

Diese Schreibweise soll nicht implizieren, dass fan(F') tatsachlich ein wohldefinierter
Féacher im Sinne dieser Definition ist, weil Eigenschaft (iii) nicht notwendigerweise er-

tullt ist. Dies muss, falls notig, zusadtzlich nachgewiesen werden.

Bemerkung 3.2.5. Es gibt eine bijektive Korrespondenz zwischen den n-dimensionalen
normalen torischen Varietdten und den Fiachern in R". Eine der Moglichkeiten zu ge-
wissen gegebenen Fichern die entsprechende torische Varietdt zu konstruieren, wird
weiter unten angegeben. Die restlichen Details sind beispielsweise in [CLS11] zu fin-

den.

Definition 3.2.6. Seien X, X normale torische Varietdten mit (C*)" C X; und (C*)"2 C
Xo. Ein Morphismus

¢2X1—>X2

heifit torisch, falls ¢((C*)™) C (C*)™ gilt und ¢|(c+)n ein Gruppenhomomorphismus
ist. In diesem Fall erhalten wir einen Gruppenhomomorphismus

G XT((C)™) = A7((C7)™)
mit A = ¢[(c=)m © A, also einen Gitterhomomorphismus
62" 7
Definition 3.2.7. Seien F; bzw. F; Facher in R™ bzw. R"2. Ein Gitterhomomorphismus

Gz -7

heiflt zu F, und F» kompatibel, falls fiir jedes o1 € F) ein 0y € Fy mit ¢gp(0o1) C o9

existiert, wobei ¢p : R™ — R"2 die lineare Fortsetzung von ¢ ist.

Proposition 3.2.8. Seien X, Xs torische Varietiten mit Fachern F; in R™ und F3 in
R"2, Wir definieren

T :={¢: X1 — Xy | ¢ torischer Morphismus}
S :={¢: Z™ — Z"* | 1) zu F; und F; kompatibler Gitterhomomorphismus} .
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3.2 Torische Varietidten

Dann ist die Zuordnung

T—S
¢ ¢
wohldefiniert, bijektiv und funktoriell.
Beweis. [CLS11, 3.3.4] O

Satz 3.2.9. Sei F ein Facher in R", sodass die enthaltenen eindimensionalen Kegel
o; € F, die jeweils von s; € Z" erzeugt seien, 1 < ¢ < k, den ganzen Vektorraum
R™ aufspannen. Sei weiter e, ..., e die Standardbasis von ZF und fi, ..., fi die dazu
duale Basis. Ist o ein beliebiger Kegel, dann bezeichnen wir mit o (1) seine eindimen-
sionalen Seiten. Wir definieren

G = {x e (C)*

k
[Tz =1fur1<j< n}
i=1
Fiir jedes o € F definieren wir das Polynom

x7= 1] X,

oi¢o(1)
bilden das Ideal

I:=(X%|ceF)CClXy,..., X,

und setzen

Fiir jedes 0 € F definieren wir
o = cone(e; | 0; € 0(1)),
und weiter

F:=fan({c|o € F}).

Dann gelten folgende Aussagen:
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3 Quotienten und torische Varietéiten

(i) F istein Ficher und C* \ S die zugehorige torische Varietdt mit Torus
(C*)k C Ck\ 8,
wobei die Toruswirkung linear fortgesetzt wird,
(ii) G C (C*)* ist eine abgeschlossene Untergruppe und operiert daher auf C* \ S,
(iii) es gibt einen guten Quotienten

m:Ck\ S — (C*\ 9)/G,

(iv) (C*\ S)/G ist die torische Varietit zum Facher F,

(v) der Morphismus 7 ist torisch und
AR /A
bildet €e; — S; ab.

Definieren wir fiir & € F die offene Teilmenge Uy := {Il..¢5 Xi # 0} € C*\ S, dann
gilt auerdem 7! (7(Uz)) = Us und Us ist affin.

Beweis. [CLS11,5.1.1 bis 5.1.11] O

Proposition 3.2.10. Sei F; C F; eine Inklusion von Fachern in R" und seien X1, X5 die
zugehorigen torischen Varietdten. Dann ist der torische Morphismus ¢ : X; — X5, der
vom Gitterhomomorphismus id : Z" — Z" induziert wird, eine offene Einbettung.

Beweis. Folgt aus [CLS11, 3.2.6]. O
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4 Konstruktion der spharischen
Einbettungen von SL(n)/SL(n — 1)

Das Ziel dieses Kapitels ist es, gewisse spharische Einbettungen von
SL(n)/SL(n—1)=:G/H

mit n > 3 explizit zu konstruieren, darunter alle einfachen. Wir fiithren zunéchst die
Bezeichnungen C := V(X,,) C G/H und C; := V(Y1) C G/H fur die B-invarianten
Primdivisoren von G/H ein. Die Querstriche, die {iblicherweise fiir den Ubergang zur
Aquivalenzklasse geschrieben werden, lassen wir in diesem Kapitel weg (wir hitten
hier sonst V(X,,) und V(Y;) schreiben miissen). Wir betrachten die Inklusion

G/H=V (ixiyi—1> C A"\ (V(X1,..., X)) UV(Yy,...,Y,)) = A

i=1
und lassen G wie bisher auf A?® = C" @ (C")* operieren. Sei e1, ..., en, fi,..., fn die
Standardbasis von R?". Fiir die spitere Verwendung setzen wir e := Y 1 ,¢;, f =

> | fi und bezeichnen mit (., .) das Standardskalarprodukt in R?". Es bezeichne

CY :=cone ({e1, .. en, fi, s fu} \ {ei, f;})

den entsprechenden Kegel in R?". Sei nun

Fa :=fan ( LnJ {Cij}) .

i,j=1

Dann ist 4 ein wohldefinierter torischer Ficher und A die entsprechende torische Va-
rietdt (siehe Satz 3.2.9), die auflerdem G-invariant ist. Wir werden als néchstes geeignete
Facher Fp mit 74 C F( konstruieren und offene Einbettungen von torischen Varieta-
ten A C @ erhalten (siehe Proposition 3.2.10). Die gesuchte sphérische Varietdt wird

dann eine Hyperflache in @ sein.
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4 Konstruktion der sphdrischen Einbettungen von SL(n)/SL(n — 1)

4.1 Transformation des gefarbten Fachers

Gegeben sei der gefdrbte Fiacher F einer nichttrivialen spharischen Einbettung von

G/H. Seien

die Erzeuger der eindimensionalen Kegel, die in F vorkommen und entgegen dem Uhr-
zeigersinn geordnet. Wir konnen fiir alle 1 < a < r ohne Einschrankung p,,q, € Z
teilerfremd wiéhlen. Sei T die Menge der spitzen konvexen Kegel in R?". Wir setzen

nun

fiurl <a < r, sowie

CY
cel
ci
cel

ij .
Co:

(phql)a EER) (pra QT> € V(G/H)

Vg = Pa€ + Qaf

- fayvad \AHeis £51)
oy fsva} N {5}

- fayva} \ {ei})

vy [y })

-y fryvas v} \ e, fi1)

firl <a,b <rund1 <14,j < n. Wir definieren die Abbildung
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4.1 Transformation des gefdrbten Fachers

durch

0.0 - | )

i,j=1
(cone((pa, qa)),0) — | J {7}
i,j=1

(cone((pas 4a), 1), {C1}) = | 1€}
j=1

(cone((pas 4a), c2), {C2}) = (J{CIT}

i=1
(cone((pa, Qa)a ‘1, 62)7 {Clv 02}) = {Cgf}

(cone((pa; 4a); (Pat1: da+1)),0) = | J {C, 11}

1,j=1

fur 1 < a < r. Wir sehen, dass andere gefarbte Kegel als die auf der linken Seite ange-

gebenen nicht vorkommen kénnen.
Proposition 4.1.1. Die Abbildung @ ist wohldefiniert.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass die Kegel auf der rechten Seite alle spitz sind. Da die
gefarbten Kegel (cone((pqg,qa),c1), {C1}) mit g, = 0 und ((cone(pq, qq), c2), {C2}) mit
Pa = 0nicht vorkommen kénnen, werden alle Kegel bis auf die der Form c;f von linear
unabhingigen Vektoren erzeugt und sind daher spitz. Fiir ce/ muss p, > 0 oder g, > 0

gelten. Wir konnen also «, 3 > 0 so wéahlen, dass
apa + B4a >0
gilt. Ein 0 # v € c¢/ hat die Form
v="y1€1+ ... +Vmen +01f1+ ...+ dnfn + €vq
mit 7;, d;, € € R>p, 1 <4 < n und mindestens ein Koeffizient ist nicht Null. Damit ist
(v,ae+ Bf) > 0.

Da dies fiir alle 0 # v € C/ gilt, ist der Kegel spitz. O

37



4 Konstruktion der sphdrischen Einbettungen von SL(n)/SL(n — 1)

Wir setzen nun

Fq :=fan (U <I>(F)> .

Es ist nicht klar, ob F( in jedem Fall ein wohldefinierter torischer Facher ist. Wir werden
tiir den Rest dieses Kapitels daher voraussetzen, dass F¢ ein wohldefinierter torischer
Fécher ist. Aber zuvor geben wir noch zwei hinreichende Bedingungen dafiir an.

Proposition 4.1.2. Esist 7 ein wohldefinierter torischer Facher, falls in F keine gefarb-

ten Kegel enthalten sind, die beide Farben enthalten.

Beweis. Da alle Kegel in U®(F) spitz sind, miissen wir nur noch zeigen, dass fiir je zwei
Kegel aus U®(F) deren Durchschnitt eine Seite von beiden ist. Sind F;, E2 Mengen
von Vektoren, die jeweils einen der beiden Kegel erzeugen, so reicht es ein w € R*"
zu finden, sodass (v,w) > 0 fiir alle v € E; \ Ey, (v,w) < 0 fur alle v € Ey \ E; und
(v,w) = 0 fir alle v € E; N Ey gilt. Wir werden fiir alle Fille ein solches w angeben.
Wir wihlen also zwei Kegel C;lljbll und C;zjbz, wobei fiir o = 1,2 gegebenenfalls auch
io = eund j, = f zugelassen ist sowie a, oder b, weggelassen werden konnen. Wir
betrachten zunichst E’l = {vq,, v, } und Eg = {Vqy, Ub, }. Da die v,, und v, von den

entsprechenden Vektoren des Fachers in Q? kommen, existieren 7, € R mit

>0fur'U€E€\EN‘2/
(v,me+0f){ < 0fiirve E,\ Ey,
= 0 fiir v € Fy N Es.

Nun fiihren wir die Fallunterscheidung durch. Erster Fall: iy, 2, j1,jo ¢ {e, f}. Dann
dann erfiillt w := ne;;, + 0f;, + N(ei, — €, + fj, — fj,) fir N > 0 grof8 genug das
gewtinschte. Zweiter Fall: i1 = e (dann ist j; # f) und iz, j2 ¢ {e, f}. In diesem Fall
kann wegen der Lage der Vektoren in Q2 immer > 0 gew&hlt werden. Dann erfiillt
w = ne;, + 0fj, + N(fj2 — fj1) fir N > 0 grofs genug das gewtinschte. Dritter Fall:
i1 = eund ip = e. Dann kann 1 = 0 gewéahlt werden und w := 6f;, + N(fj2 — fj) fur
N > 0 grof3 genug erfiillt das gewtinschte. Vierter Fall: iy = e und j» = f. Dann kénnen
n > 0 und 0§ < 0 gewdhlt werden. Dann erfiillt w := ne;, + 0f;, das gewiinschte. Die

restlichen Félle mit i = e gehen analog. O

Proposition 4.1.3. Es ist 7 ein wohldefinierter torischer Ficher, falls F der gefdrbte
Facher einer einfachen sphérischen Einbettung ist.
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4.2 Der gute Quotient

Beweis. Mit der vorhergehenden Proposition miissen wir nur noch den Fall priifen, wo
der gefarbte Kegel der einfachen spharischen Einbettung beide Farben enthalt. Dazu
werden wir zeigen, dass Cflj (und damit automatisch auch C¥) fiir 1 < i,j < n ei-
ne Seite von Cfff ist. Wir konnen dhnlich wie in der vorherigen Proposition 7, mit
(va;ne + 0 f) = 0 finden und wegen der Lage von v, konnen wir 7,0 > 0 wahlen. Das
Funktional (., ne; + 0f;) ist dann nichtnegativ auf C¢/ und genau auf C5/\C¥ positiv. [
4.2 Der gute Quotient

Nach Satz 3.2.9 erhalten wir die torische Varietdt () zum Facher Fg als guten Quotienten
T AT\ S = Q
einer Gruppenwirkung. Die Koordinatenfunktionen von A?"*" seien mit
X1, X Vs Yo 0 T

bezeichnet. Nach Satz 3.2.9 ist 2n + r tatsdchlich die richtige Dimension, da in F¢ ge-
nau 2n + r eindimensionale Kegel vorkommen. Auch die Gruppe ist durch die eindi-
mensionalen Kegel festgelegt. Nach Satz 3.2.9 handelt es sich um die Untergruppe von
(C*)?n*7, die durch die Gleichungen

X Z% - ZPr = lund V; 21 - 28 =1

fur ¢ = 1,...,n gegeben ist. Wir konnen sie durch die Koordinaten 71, ..., Z, para-
metrisieren und erhalten, dass die Gruppe ein r-dimensionaler Torus ist. Die Wirkung

konnen wir dann als Wirkung von (C*)" auf A?"*" wie folgt schreiben: Fiir
AQn—I—r =C" ((Cn)* oCr

operiert A = (A1,...,\;) € (C*)" linear durch

Av=AP AP furv e C",
Av= AT ATy fur v € (C"),
A (01, 00) = (Aor, e, Avy) far (vy,...,v,) € C".
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4 Konstruktion der sphdrischen Einbettungen von SL(n)/SL(n — 1)

Diesen Torus werden wir in diesem Abschnitt immer mit (C*)" bezeichnen. Wir lassen
aulerdem auch G auf A?"*7 linear operieren, indem wir fiir C* @ (C")* die Wirkung
auf A?" {ibernehmen und jedes g € G auf C" als Identitt operieren lassen. Da jedes
g € G auf den ersten beiden direkten Summanden linear, jedes A € (C*)" auf diesen
durch Multiplikation mit demselben Skalar operiert und G auf dem dritten direkten
Summanden als Identitédt operiert, sehen wir, dass die beiden Wirkungen kommutieren.
Als nichstes wollen wir S bzw. A?"*" \ S bestimmen, wobei erstmals auch die Infor-

mationen der nicht-eindimensionalen Kegel in 7 eingehen werden. Wir setzen
V= AT\ S
und definieren folgende Teilmengen von A2"*":

Sx = V(X1,...,Xp)
Sy :==V(W,...,Yy)
Sy i=V(X1,..., X)) UV(Y1,...,Y,)

]

Uti=< [ 2 #0
k+#a,b

U*:

U .= U%\ Sy
Ug = U\ Sy
U= U\ S,

U .=y s,
fur 1 < a,b < r. Wir definieren schliefilich die Indexmengen

Iy :={(a,b) | (cone((pa,qa), (Pv, @)),0) € F}

Ie := {a| (cone((pa; qa), c1),{C1}) € F}

Iy :={a| (cone((pa,qa),c2),{C2}) € F}
Iy :={a| (cone((pa, qa), 1, ¢2),{C1,Ca}) € F}.
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4.2 Der gute Quotient

Proposition 4.2.1. Es gilt:

Vz(CLL;JlUf)U (U U U(UU{})U YUuk|ul U v

ab)els acle acly a€ley

Beweis. Mit den Bezeichnungen von Satz 3.2.9 miissen wir C* \ S bestimmen. Nach der
Konstruktion von S sehen wir aber, dass wir genauso C* \ S fiir jeden Kegel im Facher
einzeln bestimmen und dann die so erhaltenen offenen Teilmengen vereinigen konnen.
Es ist sogar ausreichend, wenn mindestens die maximalen Kegel berticksichtigt wor-
den sind. Genau dies ist hier geschehen. Unklar konnte allenfalls sein, ob ein Kegel der
Form C¢/ tatséchlich alle jeweils von ey, ..., ey, f1,..., fn und v, erzeugten eindimen-
sionalen Kegel als Seiten enthdlt. Aber dies ergibt sich aus der Kompatibilitdt mit den
Kegeln Céj firl <i,j <n. O

Da alle Mengen, die in der obigen Proposition vorkommen, G-invariant sind, operiert
G auch auf V. Nach Proposition 3.1.8 erhalten wir eine Operation von G auf Q. Sei nun
e: A — @Qdievon Fy C Fg induzierte torische offene Einbettung. Wir definieren den
G-dquivarianten torischen Morphismus

t: A=V

durch (z1,...,2Zn,y1,-- - Yn) — (T1,-- -, TnsY1,- - Yn,L,...,1). Wegen T o7 = €ist
wohldefiniert und wir erhalten das folgende kommutative Diagramm:

Wir betrachten nun

V=V (Z X;Y; -z errqr> cVv.

i=1

Da V sowohl G- als auch (C*)"-invariant ist, erhalten wir (nach Proposition 3.1.3) eine
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4 Konstruktion der sphdrischen Einbettungen von SL(n)/SL(n — 1)

abgeschlossene Teilmenge

durch Einschrankung von 7 (Proposition 3.1.6).

Hilfssatz 4.2.2. Sei f : A — B eine stetige Abbildung topologischer Riume und X C A.

Dann gilt f(X) C f(X).

Beweis. Seix ¢ f(X).Dann gibt es eine offene Umgebung U, von z mit U, N f(X) = 0.
Es folgt f~1(U,) N f~1(f(X)) = 0, also f~1(U,) N X = (. Da f stetig ist, ist f~1(U,)
offen. Falls also f(z) = x, so folgt z ¢ X, also x ¢ f(X). O

Proposition 4.2.3. In Q gilt 7(«(G/H)) = Q

Beweis. Die Inklusion ,C* ist klar, da @ eine abgeschlossene Teilmenge von @ ist, die
7(¢«(G/H)) enthalt.
Zu 2" 7 (n((G/H))) ist (C*)"-invariant und enthalt

\% (Zn:XZY; —z g 2y — 1, 2y — 1) ,
i=1
also folgt
cH v (inYz —z g gy — 1 Ly — 1) C 7 (r(«(G/H))).
i=1

Eine einfache Rechnung zeigt

(C*) -V (Zn:XY —ZP g 7 Ty — 1) —Vn{Z - Z #0}

i=1

und damit folgt wegen der Irreduzibilitit von V und Hilfssatz 4.2.2

Q=n(V)=n(Vni{zi 2 #0})  7((G/H)).
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4.3 Die invarianten Primdivisoren

Korollar 4.2.4. Es ist Q eine sphérische Einbettung von G/H.

Beweis. Zunichst bemerken wir, dass V nach Lemma 1.4.5, dhnlich Proposition 1.4.7,
faktoriell ist, also insbesondere normal. Damit ist auch der gute Quotient @ normal
(Proposition 3.1.7). Da nach der vorherigen Proposition @ der Abschluss von G/H in Q
und auflerdem G-invariant ist, folgt, dass G/H in C~2 offen ist (nach Proposition 1.2.2).

O

4.3 Die invarianten Primdivisoren

Nachdem wir im vorherigen Abschnitt @ als spharische Einbettung von G/ H erkannt
haben, wollen wir nun zeigen, dass F tatsachlich ihr gefarbter Facher ist. Zundchst
tiberpriifen wir die eindimensionalen Kegel, die den G-invarianten Primdivisoren ent-

sprechen.

Bemerkung 4.3.1. Durch Einschrankung des kommutativen Diagramms oben erhalten

wir das folgende kommutative Diagramm:

G/H

EN

Q

%

Es induziert € einen G-dquivarianten Isomorphismus der Funktionenkorper

e:c(Q) =c(M ) s ca/m),

der folgendermafien abbildet:

furl <i<n.
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4 Konstruktion der sphdrischen Einbettungen von SL(n)/SL(n — 1)

Proposition 4.3.2. Die G-invarianten Primdivisoren von @ sind genau die Teilmengen
m(V(Z;)) fur 1 < i < r. Der Primdivisor 7(V(Z;)) induziert die diskrete Valuation

(pi, @) € V(G/H).

Beweis. Zunidchst tiberdecken die Teilmengen 7(V(Z;)) fiir 1 < i < r zusammen ganz
@\G/H Fireinl < <rsetzenwirdannU,; := {X,,;Y121---Z;_1Zj41--- Z, #0} C V.
Mit Satz 3.2.9 gilt

und U; ist affin. Insbesondere erhalten wir einen eingeschrankten guten Quotienten
mlu, : Ui = 7(U;).
Deshalb ist 7 (U; N X~/) C Q eine affine offene Teilmenge. Wenn wir
R:=C[Xy,....X,,V1,....Y0, Z1,..., Z,]

definieren, dann ist ihr Koordinatenring

n ((C*)r
(RXnylzl"'Zi—1Zi+1Zr /<Z XY — Z;pliql s Z;p”_qr>> A
=1

Der Durchschnitt von 7(V(Z;)) mit dieser offenen Teilmenge ist durch das dortige
Primelement 7 := Z; X Y}’ gegeben, wobei r, s € Z so gewdahlt sind, dass rp; + sq; = 1
gilt (dies ist moglich, da wir oben p; und ¢; teilerfremd gewidhlt haben). Sei nun v die
von 7(V(Z;)) induzierte diskrete Valuation. Es gilt p; + ¢; < 0, d.h. p; < 0 oder p; < 0.
Wir nehmen p; < 0 an, fiir p; < 0 rechnen wir analog mit p und ¢ bzw. X,, und Y;
vertauscht. Wir sehen

Z;pl .. Z;pr Z*m .. Z;pr

X € (17P1), aber =L X ¢ (r7Pith,

Ebenso ist

—p1—q1 —pr—q
Z; oL g TP
XY

Z;pl —-q1 Z;pr*(h
XnY1

c (T*pi*%’), aber ¢ (Tfpifqﬁl)'
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4.4 Die Bahnen

Es folgt

n und n’l +
vy —— = ; 1% = D; iy
Zl—pl .. ZT—Qr Di Zl—pl—fh . Z2_p7'_qr p 4

und damit auch v (_Y1_> = q;.
Zl Q1'.‘ZT,QT'

Mit dem Isomorphismus C(Q) — C(G/H) aus Bemerkung 4.3.1 sehen wir, dass dies
genau v = (p;, ¢;) bedeutet.
O

4.4 Die Bahnen

Als letztes miissen wir noch die zweidimensionalen Kegel iiberpriifen. Wir beginnen
mit den zweidimensionalen Kegeln, die von zwei linear unabhéngigen Elementen aus
V(G/H) erzeugt werden und deshalb keine Farben enthalten.

Proposition 4.4.1. Fiir 1 <i,i 41 < r gilt:

T(V(Z:)) N7 (V(Ziy1)) # 0 < (cone((pi, 6i), (Pi+qs Gitq)): V) € F.

Beweis. Da 7 ein guter Quotient ist, gilt 7(V(Z;)) N 7(V(Zit1)) = m(V(Z;) N V(Zi11)).
Mit Proposition 4.2.1 sehen wir, dass §) # V(Z;) N V(Zi41) C V genau dann gilt, wenn
(cone((pi, i), (Pi+1,¢it1)),0) € F. O

Als letztes behandeln wir die zweidimensionalen Kegel mit Farben.

Proposition 4.4.2. Es gilt:

T(V(Xn) =C1 CQ

V(Y1) =2 C Q.

Beweis. Da V(X,,) C V irreduzibel ist, folgt mit Hilfssatz 4.2.2

T(V(Xn) =7 ({21 - Zp # 0} ﬂV(Xn)) cF7{Z1- 2 20} NV(X,)) = C1.

Mit Proposition 3.1.3 ist 7(V(X,,)) abgeschlossen, also gilt

Cr=n({Z1 Z # 0} NV(X,)) € 7(V(Xp)) = 7(V(Xn)).
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4 Konstruktion der sphdrischen Einbettungen von SL(n)/SL(n — 1)

Die zweite Gleichung geht analog. O

Proposition 4.4.3. Sei M C A?"*7 eine G-invariante Teilmenge. Dann gilt:

MCV(X,)=MCV(Xy,...,Xp)
MCV(MY) = MCV(Yi,...,Yy).

Beweis. Sei M ¢ V(Xj,...,X,) und G-invariant. Dann existiert ein v € M mit X;(v) #
0 fir ein 1 < i < n. Also gibt es eine geeignete Koordinatenvertauschung g € G mit
g-v ¢ V(X,). Alsoist M ¢ V(X,). Die zweite Implikation geht analog. O

Proposition 4.4.4. Fiir 1 < ¢ < r gelten folgende Aussagen:

(i) 7(V(Z;)) enthilt eine nichtleere G-invariante Teilmenge, die in C; C @ liegt genau
dann, wenn (cone((p;, ¢),c1),{C1}) € F oder (cone((p;, ¢i), c1,¢2),{C1,C2}) € F,

(ii) 7(V(Z;)) enthilt eine nichtleere G-invariante Teilmenge, die in Cz C Q liegt genau
dann, wenn (cone((p;, ¢;), c2),{Ca}) € F oder (cone((pi, gi), c1,¢2),{C1,C2}) € F,

(iii) 7(V(Z;)) enthélt eine nichtleere G-invariante Teilmenge, die in C1; NC; liegt genau
dann/ wenn (Cone((piv Ql)u C1, 62)7 {Cla 02}) eF.

Beweis. Wir beweisen alle drei Aussagen gleichzeitig. Fiir (i) setzen wir O := V(Z;) N
V(X1,...,X,), fur (ii) setzen wir O := V(Z;)NV(Y1,...,Y,) und fir (iii) setzen wir O :=
V(Z)NV(Xy1,...,X,) NV(Y,...,Y,) mitjeweils O C V. Existiert nun eine nichtleere
G-invariante Teilmenge mit einer der Eigenschaften, dann liegt sie nach Proposition
4.4.2 und Proposition 4.4.3 in 7(O). Also ist O nichtleer, was nach Proposition 4.2.1 die
Existenz einer der angegebenen gefarbten Kegel erzwingt. Existiert andererseits einer
der angegebenen Kegel, dann ist O nach Proposition 4.2.1 nichtleer und 7(O) ist die

gesuchte nichtleere G-invariante Teilmenge. O
Insgesamt haben wir also unser gewiinschtes Ergebnis erhalten.

Satz 4.4.5. Es ist Q eine sphérische Einbettung von G/ H und F ihr gefarbter Facher.
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5 Beispiele

Wir verwenden die Resultate aus dem letzten Kapitel, um noch einige Beispiele fiir

nicht-einfache spharische Einbettungen von SL(n)/ SL(n — 1) anzugeben.

Beispiel 5.0.6. Wir betrachten den gefarbten Facher

F := {(cone((—1,—1),¢1),{C1}), (cone((—1,—1),c2),{C2}), (cone((—1,—1)), D), (0,0)} .

Er ist in folgender Skizze illustriert:

C2

C1

Dieser gefarbte Facher erfiillt die Voraussetzung von Proposition 4.1.2. Der torische Fa-
cher Fg, der mit der Konstruktion von Kapitel 4 aus diesem gefarbten Facher entsteht,
ist im Facher .77-"29 der torischen Varietit P2" enthalten, den wir durch die Adjunktion
von cone(eq, ..., en, f1,..., fn) Zu Fg erhalten (siehe beispielsweise [CLS11, Example
3.1.10]). Aber die Konstruktion von Kapitel 4 konnen wir genauso mit j-"z? statt Fg
durchfiihren, weil V unveréndert bleibt. Daher erhalten wir die sphérische Einbettung
Q von SL(n)/ SL(n — 1) als Hyperfliche in P2", die durch die homogene Gleichung

n
Y XYi-Z7=0
=1

gegeben ist.
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5 Beispiele

Beispiel 5.0.7. Wir betrachten den gefarbten Facher

= {(cone((—1,0),¢2), {C2}),
(cone((0, =1),¢1), {C1}),
(cone((—1,0), (0,—1)),0),
(cone((0, —1)),0),
(cone((—1,0)),0),
(0,0)}.

Er ist in folgender Skizze illustriert:

N

C2

C1

Dieser gefarbte Facher erfiillt die Voraussetzung von Proposition 4.1.2. Der torische Fa-
cher F, der mit der Konstruktion von Kapitel 4 aus diesem gefarbten Facher entsteht,
ist im Facher .7-"22 der torischen Varietdt P" x P" enthalten, den wir durch die Adjunkti-
on von cone(ey, ..., en, fi,..., fn) zu Fq erhalten (siehe beispielsweise [CLS11, Exam-
ple 3.1.12]). Aber die Konstruktion von Kapitel 4 konnen wir genauso mit fz) statt Fg
durchfiihren, weil V unverindert bleibt. Daher erhalten wir die sphirische Einbettung
Q von SL(n)/ SL(n — 1) als Quadrik

n
Z XY, — Z175 =0
=1

in P* x P".
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Beispiel 5.0.8. Wir betrachten den gefarbten Facher

F := {(cone((—1,1),(0,-1)),0),
(cone((0, =1),¢1), {C1}),
(cone((—1,1)),0),
(cone((0, —1)),0),

(0,0)}.

Er ist in folgender Skizze illustriert:

C2

C1

In diesem Fall gilt mit der Konstruktion von Kapitel 4
V =AM\ (V(Xy,..., X0, Z1) UV(YL,..., ).

Weil die Gleichung von V hier Yo XiYi — Zy = 0 lautet, konnen wir die Variable Z,
eliminieren und erhalten

V2 AP\ (V(XY,. ., X, Z1) UV(Y, .. Y).
Der Torus (C*)? operiert auf V durch
(>\1? /\2) ' (mlﬂ <o Tns Y1y - -5 Yny Zl) = (>\1$1> RN Alxna Afl)\2y17 ceey )\IlAQyna )\121)-

Nach Vorschalten von (A1, A2) — (A1, A1 A2), was ein Automorphismus von (C*)? ist,
operiert der Torus (C*)2 auf V durch

()\1,)\2) . (:pl, e Ty Y1y - ,yn,zl) = ()\1.%1, e ,Alxn,)\gyl, e ,)\Qyn,/\lzl)
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5 Beispiele
und es folgt

Q =P x Pl
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