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Einleitung

Möchte man eine Klasse von Objekten genauer verstehen, so kann ein entscheiden-
der Fortschritt darin liegen, eine Äquivalenz zu einer anderen Klasse von Objekten zu
finden, die sich leichter studieren lässt. Ein berühmtes Beispiel ist die Korrespondenz
zwischen den Zwischenkörpern einer Körpererweiterung und den Untergruppen ihrer
Galoisgruppe.
Auch in der algebraischen Geometrie gibt es ein bekanntes Beispiel: Eine irreduzible
Varietät X mit (C∗)n ⊆ X offen und auf ganz X fortgesetzter (C∗)n-Wirkung heißt
torisch. Eine bijektive Korrespondenz besteht nun zwischen den Einbettungen

(C∗)n ⊆ X

mitX normal und den Fächern im Vektorraum Rn, die als kombinatorische Objekte gut
handhabbar sind. Eine Einführung in die Theorie der torischen Varietäten findet man
zum Beispiel in [CLS11] oder [Oda85].
In dieser Arbeit wollen wir folgende allgemeinere Klasse von Varietäten betrachten: Sei
G eine reduktive affine algebraische Gruppe und H eine abgeschlossene Untergruppe,
sodass eine BoreluntergruppeB ⊆ G eine dichte Bahn inG/H besitzt. Wir interessieren
uns für Einbettungen

G/H ⊆ X

mit G/H ⊆ X offen, X irreduzibel, normal, und einer fortgesetzten Gruppenwirkung
von G auf X . Eine solche Varietät X nennen wir sphärisch. Auch zu solchen Einbet-
tungen korrespondieren gewisse kombinatorische Objekte, nämlich die sogenannten
spitzen gefärbten Fächer. Zuerst veröffentlicht wurde diese Theorie in [LV83]. Weitere
Einführungen sind [Bri97], [Kno91] und [Pau89].
Der homogene Raum SL(n)/ SL(n− 1) ist für n ≥ 3 ein Beispiel für eine sphärische Va-
rietät und wird in dieser Arbeit genauer untersucht werden. Der Spezialfall SL(3)/ SL(2)

wurde schon in [Pau83] behandelt, jedoch unter anderen Gesichtspunkten. Unser Ziel
wird es sein, gewisse Einbettungen von SL(n)/ SL(n − 1) explizit als abgeschlossene
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Einleitung

Untervarietäten von torischen Varietäten zu konstruieren, darunter insbesondere alle
einfachen Einbettungen. Der Fächer der torischen Varietät wird dabei aus dem gefärbten
Fächer der sphärischen Varietät konstruiert. Da alle Einbettungen von SL(n)/ SL(n−1)

Verklebungen von einfachen Einbettungen sind, erhalten wir gleichzeitig einen alterna-
tiven Beweis für die Existenz der Einbettung von SL(n)/SL(n−1) zu einem gegebenen
spitzen gefärbten Fächer.
Das erste Kapitel dieser Arbeit enthält zunächst die Grundlagen über affine algebrai-
sche Gruppen und Gruppenwirkungen, die für das Verständnis von Kapitel zwei be-
nötigt werden. Anschließend folgt ein Abschnitt mit ersten Aussagen über den homo-
genen Raum SL(n)/ SL(n− 1).
Das zweite Kapitel enthält die Darstellung der Korrespondenz zwischen Einbettungen
sphärischer homogener Räume und spitzen gefärbten Fächern. Die Theorie wird an-
schließend auf das Beispiel SL(n)/ SL(n − 1) angewandt. Es wird sich unter anderem
herausstellen, dass der Vektorraum, in welchem die gefärbten Fächer liegen, in diesem
Fall zweidimensional ist, weshalb die Situation gut mittels einiger Skizzen illustriert
werden kann.
Im dritten Kapitel werden einige Grundlagen über torische Varietäten und Quotienten
kurz zusammengefasst, die im vierten Kapitel für die Konstruktion der sphärischen
Einbettungen von SL(n)/SL(n− 1) nach der oben geschilderten Vorgehensweise benö-
tigt werden. Im fünften Kapitel wird dann die Konstruktion auf einige Beispiele ange-
wandt.
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Symboltabelle

Die folgende Tabelle listet die Symbole auf, die in dieser Arbeit verwendet, aber nicht
definiert werden.

∅ die leere Menge
N die Menge der natürlichen Zahlen (enthält nicht die Null)
N0 N ∪ {0}
Z die Menge der ganzen Zahlen
V(f) die Menge der Punkte, wo f = 0 gilt
Q der Körper der rationalen Zahlen
Q≥0 {x ∈ Q | x ≥ 0}
R der Körper der reellen Zahlen
R≥0 {x ∈ R | x ≥ 0}
C der Körper der komplexen Zahlen
An der n-dimensionale komplexe affine Raum
Pn der n-dimensionale komplexe projektive Raum
R∗ die Menge der Einheiten eines kommutativen Rings R
Mat(n,C) die Menge der n× n-Matrizen mit Koeffizienten aus C
GL(n) die allgemeine lineare Gruppe über C, Teilmenge von Mat(n,C)

kerφ der Kern von φ
imφ das Bild von φ
dimX die Dimension einer algebraischen Varietät X
End(V ) die Menge der Endomorphismen eines Vektorraums V
span(S) der von S aufgespannte Vektorraum
V ∗ der duale Vektorraum zu V
Gx der Stabilisator von x
Aij die Streichungsmatrix, die durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte aus A entsteht
A# die Adjunkte einer Matrix A
AT die transponierte Matrix zu A
Rf die Lokalisierung eines kommutativen Rings R, wo das einzelne Element f invertiert wird√
I das Radikalideal von I
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Symboltabelle

νD die von einem Primdivisor D induzierte diskrete Valuation
cone(S) der von S erzeugte konvexe Kegel
f∗G die direkte Bildgarbe von G
XG die G-invarianten Elemente von X
f∗ der zu einem Morphismus von Varietäten f gehörende Morphismus von Garben
Spec(R) das Spektrum von R
C[X] der Koordinatenring von X
C(X) der Funktionenkörper von X
f |X die Einschränkung von f auf X
P(X) die Potenzmenge von X

Die folgende Tabelle listet die Symbole auf, die in dieser Arbeit definiert werden.

G◦ die Komponente der algebraischen Gruppe G, die das neutrale Element enthält
SL(n) die spezielle lineare Gruppe über C, Untergruppe von GL(n)

T(n) die Gruppe der invertierbaren oberen Dreiecksmatrizen, Untergruppe von GL(n)

X (G) die Charaktergruppe von G
X ∗(G) die Ein-Parameter-Untergruppen-Gruppe von G
V (G) die Menge der G-Eigenvektoren von V
χv das Gewicht von v
R(G) das Radikal von G
Ru(G) das unipotente Radikal von G
Gu die Teilmenge der unipotenten Elemente von G
XY,G die einfache sphärische G-Untervarietät von X mit abgeschlossener Bahn Y
V(X) die unter einer Gruppenwirkung invarianten diskreten Valuationen von X
VX die diskreten Valuationen einer einfachen sphärischen Varietät X ,

die ihren gefärbten Kegel (mit-)erzeugen
DX die Farben einer einfachen sphärischen Varietät X
CX der Kegel einer einfachen sphärischen Varietät X
DX,Y DXY,G
CX,Y CXY,G
F(X) der gefärbte Fächer einer sphärischen Varietät X
fan(F ) der von F erzeugte Fächer
φ der Gitterhomomorphismus zu einem torischen Morphismus φ

Wir betrachten in dieser Arbeit nur algebraische Varietäten über dem Körper C.
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1 Algebraische Gruppen

Die ersten drei Abschnitte dieses Kapitels behandeln die benötigten Grundlagen über
algebraische Gruppen und folgen der Darstellung von [Hum98]. Der letzte Abschnitt
ist im Wesentlichen eine Verallgemeinerung des ersten Kapitels von [Pau83].

1.1 Grundlagen

Definition 1.1.1. Eine affine algebraische Gruppe ist eine affine algebraische Varietät G,
die so mit einer Gruppenstruktur versehen ist, dass die Verknüpfungsabbildung

µ : G×G→ G

und die Inversenabbildung

ι : G→ G

zugleich Morphismen algebraischer Varietäten sind. Das neutrale Element e ist in ge-
nau einer irreduziblen Komponente von G enthalten (siehe [Hum98, 7.3]). Diese wird
mit G◦ bezeichnet. Falls G = G◦ gilt, so heißt G zusammenhängend.

Beispiel 1.1.2. 1. Für n ∈ N ist die allgemeine lineare Gruppe GL(n) die affine of-
fene Teilmenge {det 6= 0} ⊆ Mat(n,C). Da die Inverse einer Matrix durch die
Adjunktenformel gegeben ist und das Produkt zweier Matrizen als Einträge Po-
lynome der Koeffizienten der ursprünglichen Matrizen enthält, ist GL(n) eine af-
fine algebraische Gruppe. Insbesondere ist C∗ = GL(1) eine affine algebraische
Gruppe.

2. Jede abgeschlossene Untergruppe einer affinen algebraischen Gruppe ist selbst ei-
ne affine algebraische Gruppe. Wir erhalten so beispielsweise die spezielle lineare
Gruppe SL(n) := V(det−1) ⊆ GL(n) und die Gruppe der invertierbaren oberen
Dreiecksmatrizen T(n) ⊆ GL(n) als affine algebraische Gruppen.
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1 Algebraische Gruppen

Definition 1.1.3. Seien G und G′ affine algebraische Gruppen. Ein Morphismus von
affinen algebraischen Gruppen ist ein Gruppenhomomorphismus φ : G → G′, der
zugleich ein Morphismus von algebraischen Varietäten ist.

Proposition 1.1.4. Sei φ : G→ G′ ein Morphismus von affinen algebraischen Gruppen.
Dann gelten folgende Aussagen:

(i) kerφ ist eine abgeschlossene Untergruppe von G,

(ii) imφ ist eine abgeschlossene Untergruppe von G′,

(iii) φ(G◦) = φ(G)◦,

(iv) dimG = dim kerφ+ dim imφ.

Beweis. [Hum98, Proposition 7.4.B]

Definition 1.1.5. Sei G eine affine algebraische Gruppe. Ein Charakter von G ist ein
Morphismus von algebraischen Gruppen χ : G → C∗. Die Menge aller Charaktere
X (G) mit der Verknüpfung

+ : X (G)×X (G)→ X (G),

die durch

(χ1 + χ2)(g) := χ1(g)χ2(g)

definiert ist, ist eine kommutative Gruppe und wird Charaktergruppe von G genannt
(siehe [Hum98, 11.4]).

Proposition 1.1.6. Sei G eine affine algebraische Gruppe. Dann ist G isomorph zu einer
abgeschlossenen Untergruppe von GL(n) für ein n ∈ N.

Beweis. [Hum98, Theorem 8.6]

1.2 Gruppenwirkungen

Definition 1.2.1. Sei G eine affine algebraische Gruppe, X eine algebraische Varietät,
und

φ : G×X → X

6



1.2 Gruppenwirkungen

eine Gruppenwirkung, die zugleich ein Morphismus von algebraischen Varietäten ist.
Dann nennen wir X eine G-Varietät. Wenn im Folgenden algebraische Gruppen auf
algebraische Varietäten wirken, so sind immer Wirkungen im Sinne dieser Definition
gemeint.

Proposition 1.2.2. Sei G eine affine algebraische Gruppe und X eine G-Varietät. Dann
ist jede Bahn eine glatte, lokal abgeschlossene Teilmenge von X , deren Rand die Verei-
nigung von Bahnen echt kleinerer Dimension ist. Insbesondere sind Bahnen von mini-
maler Dimension abgeschlossen.

Beweis. [Hum98, Proposition 8.3]

Bemerkung 1.2.3. Sei G eine affine algebraische Gruppe und X eine G-Varietät. Dann
wirkt G auf natürliche Weise auch auf den Koordinatenring C[X] durch

(g · f)(x) := f(g−1 · x)

für g ∈ G, f ∈ C[X], x ∈ X und entsprechend auch auf C(X) und C[U ] fürG-invariante
offene Teilmengen U ⊆ X .

Definition 1.2.4. Sei G eine affine algebraische Gruppe. Einen C-Vektorraum V mit ei-
ner linearen G-Wirkung nennen wir einen G-Modul. Falls jedes v ∈ V in einem endlich-
dimensionalen G-invarianten Untervektorraum von V enthalten ist, nennen wir den
G-Modul rational. Ein G-Modul heißt irreduzibel, falls kein echter Untermodul

0 6= V ′ ( V

existiert.

Definition 1.2.5. SeiG eine affine algebraische Gruppe, V einG-Modul und v ∈ V \{0}.
Falls für alle g ∈ G ein λ ∈ C mit g · v = λv existiert, so heißt v ein G-Eigenvektor.
Die Menge aller G-Eigenvektoren in V bezeichnen wir mit V (G). Sie heißen auch G-
semiinvariante Elemente.

Bemerkung 1.2.6. Sei G eine affine algebraische Gruppe und V ein G-Modul. Für v ∈
V (G) definiert g·v = χ(g)v einen Charakter χ vonG (siehe [Hum98, 11.4]). Wir schreiben
für dieses χ auch χv und nennen es das Gewicht von v.

Definition 1.2.7. Sei G eine affine algebraische Gruppe, H eine abgeschlossene Unter-
gruppe. Dann operiert H auf G durch Rechtstranslation. Ein Morphismus

π : G→ Q

7



1 Algebraische Gruppen

heißt Quotient dieser Gruppenwirkung, falls für jeden H-invarianten Morphismus

φ : G→ Y

genau ein Morphismus

ψ : Q→ Y

mit φ = ψ ◦ π existiert. Der Quotient ist dann nach den üblichen Argumenten für uni-
verselle Eigenschaften eindeutig bestimmt, falls er existiert. In diesem Fall können wir
deshalb von dem homogenen Raum G/H :∼= Q mit kanonischem Morphismus

π : G→ G/H

sprechen.

Proposition 1.2.8. Sei G eine affine algebraische Gruppe und H eine abgeschlossene
Untergruppe. Dann existiert der homogene Raum G/H . Falls außerdem X eine G-
Varietät und π : G → X ein G-äquivarianter surjektiver Morphismus mit π−1(π(e)) =

H ist, dann gilt X ∼= G/H und π ist der kanonische Morphismus.

Beweis. Die erste Aussage wird in [Hum98, 12.1-12.3] bewiesen. Für die zweite Aussage
siehe [Hum98, 12.4]. Bemerkung: Für Körper der Charakteristik p 6= 0 gilt die zweite
Aussage nur unter verschärften Voraussetzungen (siehe [Hum98, 12.4]).

1.3 Reduktive Gruppen und Boreluntergruppen

Definition 1.3.1. Sei V ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum und x ∈ End(V ). Falls
1 der einzige Eigenwert von x ist, so nennen wir x unipotent. Falls x diagonalisierbar
ist, so nennen wir x halbeinfach.

Proposition 1.3.2. Seien G eine affine algebraische Gruppe und φ : G → GL(n) sowie
ψ : G → GL(m) zwei injektive Morphismen algebraischer Gruppen. Sei g ∈ G. Dann
ist φ(g) unipotent bzw. halbeinfach genau dann, wenn ψ(g) unipotent bzw. halbeinfach
ist.

Beweis. Ergibt sich direkt aus [Hum98, Theorem 15.3(c)].

Definition 1.3.3. Sei G eine algebraische Gruppe und φ : G → GL(n) ein injektiver
Morphismus algebraischer Gruppen, der nach Proposition 1.1.6 immer existiert. Dann
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1.4 Der homogene Raum SL(n)/ SL(n− 1), n ≥ 3

heißt x ∈ G unipotent bzw. halbeinfach, falls φ(g) unipotent bzw. halbeinfach ist. Mit der
vorhergehenden Proposition ist dies wohldefiniert.

Proposition 1.3.4. Sei G eine zusammenhängende auflösbare affine algebraische Grup-
pe. Dann ist die Teilmenge Gu ⊆ G der unipotenten Elemente eine abgeschlossene
zusammenhängende Untergruppe von G.

Beweis. [Hum98, 19.1]

Definition 1.3.5. Sei G eine affine algebraische Gruppe. Dann besitzt G einen eindeuti-
gen maximalen zusammenhängenden auflösbaren Normalteiler, der abgeschlossen ist
(siehe [Hum98, 19.5]). Dieser heißt das Radikal von G und wird mit R(G) bezeichnet.
Die Untergruppe Ru(G) ⊆ R(G) der unipotenten Elemente heißt unipotentes Radikal
von G.

Definition 1.3.6. Sei G eine affine algebraische Gruppe. Wir nennen G reduktiv, falls G
nichttrivial und zusammenhängend ist, sowie Ru(G) = {e} gilt.

Beispiel 1.3.7. Für n ≥ 1 ist SL(n) reduktiv (siehe [Hum98, 19.5]).

Definition 1.3.8. Sei G eine affine algebraische Gruppe. Eine maximale zusammenhän-
gende auflösbare Untergruppe, die abgeschlossen ist, heißt Boreluntergruppe.

Beispiel 1.3.9. Für SL(n) ist die Teilmenge der oberen Dreiecksmatrizen eine Borelun-
tergruppe (folgt aus [Hum98, 21.2]).

Proposition 1.3.10. SeiB eine Boreluntergruppe einer affinen algebraischen GruppeG.
Dann sind alle Boreluntergruppen von G zu B konjugiert.

Beweis. [Hum98, Theorem 21.3]

1.4 Der homogene Raum SL(n)/ SL(n− 1), n ≥ 3

Wir betrachten für n ≥ 3 den Vektorraum Cn mit Standardbasis (ei)
n
i=1. Die entspre-

chende duale Basis des dualen Vektorraums (Cn)∗ notieren wir (fi)
n
i=1. Die reduktive

affine algebraische Gruppe G := SL(n) operiert auf natürliche Weise auf Cn. Sie ope-
riert außerdem auf (Cn)∗ durch (g · y)(x) := y(g−1 · x) für y ∈ (Cn)∗, x ∈ Cn. Ko-
ordinatenindizes für Vektoren aus Cn oder (Cn)∗ beziehen sich, wenn nichts anderes
angegeben ist, immer auf die obigen Basen. Für die natürliche Paarung

〈·, ·〉 : Cn × (Cn)∗ → C

(x, y) 7→ y(x)

9



1 Algebraische Gruppen

gilt dann

〈x, y〉 =

n∑
i=1

xiyi.

Wir sehen außerdem, dass g ∈ G auf einem y ∈ (Cn)∗ bezüglich der dualen Stan-
dardbasis (fi)

n
i=1 durch Multiplikation mit der Matrix (g−1)T operiert. Wir setzen M :=

Cn ⊕ (Cn)∗ und v := (e1, f1) ∈M . Dann operiert G auf M und wir setzen H := Gv (der
Stabilisator von v).

Proposition 1.4.1. Es gilt:

H =

{(
1 0

0 h

)
∈ G

∣∣∣∣∣ h ∈ SL(n− 1)

}
.

Insbesondere ist H ∼= SL(n− 1).

Beweis. Wir zeigen nur die Notwendigkeit der Nulleinträge oben rechts. Wir nehmen
an, dass ein g ∈ H existiert, sodass oben rechts keine Nullzeile ist. Da die Zeilen von
h eine Basis von Cn−1 bilden, existiert in diesem Fall ein Zeilenindex j > 1, sodass die
Determinante der Streichungsmatrix gj1 nicht Null ist. Daher folgt nacheinander

(g#)Tj1 6= 0

(g−1)Tj1 6= 0

g · f1 6= f1,

was ein Widerspruch zu g ∈ H ist.

Wir identifizieren im Folgenden G/H und G · v (gemäß Proposition 1.2.8). Die Borelun-
tergruppe der oberen Dreiecksmatrizen von G bezeichnen wir mit B.

Proposition 1.4.2. Es gilt:

G · v =

{
(x, y) ∈M

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

xiyi = 1

}
.

Beweis. Falls g ∈ G und (x, y) = g · v ist, so gilt

n∑
i=1

xiyi = 〈x, y〉 = 〈g · e1, g · f1〉 = f1(g
−1 · g · e1) = 1.

10



1.4 Der homogene Raum SL(n)/ SL(n− 1), n ≥ 3

Sei nun (x, y) ∈ M mit
∑n

i=1 xiyi = 1. Insbesondere ist y 6= 0, und deshalb gibt es ein
g′′ = (aij) ∈ G, wo die Koordinaten von y die erste Zeile von g′′ sind. Sei g′ ∈ G die
Inverse von g′′ und g die Matrix, die aus g′ entsteht, indem die erste Spalte durch x

ersetzt wird.
Wir berechnen det g durch Entwicklung nach der ersten Spalte. Es gilt:

det g =
n∑
i=1

(−1)i+1xi det gi1 =
n∑
i=1

xi(−1)i+1 det g′i1 =
n∑
i=1

xia1i =
n∑
i=1

xiyi = 1.

Daher ist g ∈ G und y ist auch die erste Zeile von g−1. Es folgt g · v = (x, y).

Wir bezeichnen mitXi, Yi für 1 ≤ i ≤ n die Koordinatenfunktionen vonM mitXi((x, y)) =

xi und Yi((x, y)) = yi. Der Koordinatenring der affinen Varietät G/H = G · v ist dann

C[G/H] = C[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn]

/〈
n∑
i=1

XiYi − 1

〉
.

Die folgende Aussage wird sicherstellen, dass G/H eine sphärische Varietät im Sinne
von Kapitel 2 ist.

Proposition 1.4.3. Es ist

U := {(x, y) ∈ G · v | xn 6= 0 und y1 6= 0}

eine offene B-Bahn in G/H .

Beweis. Sei z0 := (e1 + en, f1). Es ist klar, dass B · z0 ⊆ U gilt. Sei nun

z := (x, y) :=





xn−1

xn−2
...
x1

b


,



t

yn−2
...
y1

F




mit b 6= 0, t 6= 0 und z ∈ G · v. Dann ist F wegen b 6= 0 durch die anderen Einträge
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1 Algebraische Gruppen

eindeutig festgelegt. Wir müssen zeigen, dass g ∈ B existiert mit g · z0 = z. Sei dazu

g :=



1
t
−yn−2

t . . . −y2
t

−y1
b xn−1 − 1

t

0 1 0 . . . 0 xn−2
...

. . . . . . . . .
...

...
...

. . . 1 0 x2
...

. . . t
b x1

0 . . . . . . . . . 0 b


.

Wir sehen, dass g · (e1 + en) = x gilt. Um g · f1 = y nachzuweisen, berechnen wir
die Determinanten der Streichungsmatrizen gj1 für 1 ≤ j ≤ n − 1. Die schwierigere
Berechnung von det gn1 braucht nicht durchgeführt zu werden, da F schon durch die
anderen Einträge eindeutig festgelegt ist.

Bemerkung 1.4.4. Da

C[G/H]
/〈
Xn

〉
=

(
C[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn]

/〈
n∑
i=1

XiYi − 1

〉)/〈
Xn

〉
= C[X1, . . . , Xn−1, Y1, . . . , Yn]

/〈
n−1∑
i=1

XiYi − 1

〉

gilt, ist Xn ∈ C[G/H] ein Primelement. Analog gilt dies für Y1. Diese beiden Elemente
sind B-Eigenvektoren von C[G/H] (siehe Bemerkung 1.2.3). Da U eine offene B-Bahn
ist, entsprechen diese genau den B-invarianten irreduziblen abgeschlossenen Unterva-
rietäten von Codimension 1 in G/H , also den B-invarianten Primdivisoren.

Lemma 1.4.5. Sei R ein Integritätsring, p ∈ R ein Primelement und Rp faktoriell. Dann
ist R faktoriell.

Beweis. [Eis95, Lemma 19.20]
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1.4 Der homogene Raum SL(n)/ SL(n− 1), n ≥ 3

Hilfssatz 1.4.6. Sei R ein faktorieller Ring und p ∈ R ein Primelement. Dann gilt:

(Rp)
∗ = {cpk | c ∈ R∗, k ∈ Z}.

Beweis. Aus

a

pl
· b
pm

= 1

mit a, b ∈ R und l,m ∈ N folgt ab = pl+m und damit die Aussage.

Proposition 1.4.7. Der Ring C[G/H] ist faktoriell und es gilt: C[G/H]∗ = C∗.

Beweis. Wir betrachten

C[G/H]Xn = C[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn, X
−1
n ]

/〈
n∑
i=1

XiYi − 1

〉

und sehen, dass die kanonische Abbildung

C[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn−1, X
−1
n ]→ C[G/H]Xn

ein Isomorphismus ist, weil in C[G/H]Xn

Yn =
1−

∑n−1
i=1 XiYi

Xn

gilt. Mit Lemma 1.4.5 folgt, dass C[G/H] faktoriell ist. Für die zweite Aussage beachten
wir, dass die Inklusion C[G/H] → C[G/H]Xn Einheiten auf Einheiten abbildet. Also

sind die Einheiten von C[G/H] höchstens Elemente der Form cXn
k mit c ∈ C∗ und

k ∈ Z. Da Xn ein Primelement in C[G/H] ist, folgt k = 0.

Proposition 1.4.8. Jeder B-Eigenvektor f ∈ C[G/H](B) lässt sich als Produkt cXn
k
Y1
l

mit k, l ∈ N0 und c ∈ C∗ schreiben.

Beweis. Sei f ∈ C[G/H] ein Eigenvektor von B und nicht in C∗, also keine Einheit.
Wir zeigen zunächst, dass dann Xn | f oder Y1 | f gilt. Da B irreduzibel ist, sind die
Komponenten von V(f) alle B-invariant. Da sie alle von Codimension 1 in G/H sind
gilt also entweder

V(f) = V
(
Xn

)
∪ V

(
Y1
)

13



1 Algebraische Gruppen

oder

V(f) = V
(
Xn

)
oder

V(f) = V
(
Y1
)
.

Es folgt entsprechend √
〈f〉 =

〈
Xn

〉
∩
〈
Y1
〉

=
〈
XnY1

〉
oder √

〈f〉 =
〈
Xn

〉
oder √

〈f〉 =
〈
Y1
〉

.

In jedem Fall gilt also Xn | f oder Y1 | f . Da wir wieder einen B-Eigenvektor erhalten,
wenn wir f durch einen B-Eigenvektor teilen, folgt, dass die Primfaktorzerlegung von
f nur zu Xn oder Y1 assoziierte Primelemente enthalten kann.

Proposition 1.4.9. Jeder B-Eigenvektor f ∈ C(G/H)(B) lässt sich als Produkt cXn
k
Y1
l

mit k, l ∈ Z und c ∈ C∗ schreiben.

Beweis. Sei x = a
b ein B-Eigenvektor in C(G/H) mit a, b ∈ C[G/H] und als vollständig

gekürzter Bruch dargestellt. Sei g ∈ B beliebig. Dann ist g · x = g·a
g·b eine vollständig

gekürzte Darstellung von g · x = λx für ein λ ∈ C∗. Es folgt, dass in C[G/H] sowohl
g · a zu a als auch g · b zu b assoziiert ist. Wegen C[G/H]∗ = C∗ folgt dann, dass a und b
B-Eigenvektoren sind. Mit der vorherigen Proposition folgt die Aussage.

14



2 Sphärische Varietäten

In diesem Kapitel wird die Theorie über die Klassifikation der Einbettungen sphäri-
scher homogener Räume vorgestellt. Sie wurde in großer Allgemeinheit in [LV83] ver-
öffentlicht. Wir folgen der Darstellung in [Bri97]. Weitere Darstellungen findet man in
[Kno91] und [Pau89]. Im dritten Abschnitt dieses Kapitels werden dann Daten, die spä-
ter für die Klassifikation der Einbettungen von SL(n)/ SL(n − 1) benötigt werden, be-
stimmt.

2.1 Grundlagen

Sei G eine reduktive affine algebraische Gruppe und B eine Boreluntergruppe.

Definition 2.1.1. Eine irreduzible G-Varietät X heißt sphärisch, falls X normal ist und
eine offene B-Bahn enthält.

Definition 2.1.2. Sei X eine irreduzible G-Varietät, x ∈ X und H ⊆ G der Stabili-
sator von x. Falls Gx ⊆ X offen ist, so heißt (X,x) eine Einbettung von G/H . Wir
sehen zwei Einbettungen (X,x) und (X ′, x′) von G/H als äquivalent an, falls es einen
G-äquivarianten Isomorphismus φ : X → X ′ gibt, der x auf x′ abbildet. Ein solche Ein-
bettung heißt sphärisch, falls X sphärisch ist. Falls G/H sphärisch ist, reicht es also aus,
dass X normal ist.

Bemerkung 2.1.3 ([Bri97, 2.1]). Sei X eine sphärische G-Varietät. Dann enthält X nur
endlich viele G-Bahnen.

Bemerkung 2.1.4 ([Bri97, 2.2]). Sei X eine sphärische G-Varietät und Y eine G-Bahn in
X . Dann ist

XY,G :=
{
x ∈ X

∣∣Gx ⊇ Y }
offen in X , G-invariant und enthält Y als einzige abgeschlossene Bahn.
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2 Sphärische Varietäten

Definition 2.1.5. Eine sphärischeG-Varietät heißt einfach, wenn sie nur eine abgeschlos-
seneG-Bahn enthält. Eine sphärische Einbettung (X,x) vonG/H heißt einfach, wennX
einfach ist.

Wir können also jede sphärische Einbettung (X,x) von G/H durch endlich viele ein-
fache sphärische Einbettungen überdecken. Deshalb werden wir zuerst einfache und
dann allgemeine sphärische Einbettungen betrachten. Davor führen wir im nächsten
Abschnitt noch die benötigten Hilfsmittel ein.

2.2 Diskrete Valuationen und der Vektorraum V

Sei zunächst X eine normale irreduzible Varietät und G eine affine algebraische Grup-
pe.

Wiederholung 2.2.1. Eine diskrete Valuation von X ist eine Abbildung

ν : C(X)∗ → Q,

die die folgenden Eigenschaften erfüllt:

(i) ν(f1 + f2) ≥ min(ν(f1), ν(f2)) für alle f1, f2 ∈ C(X)∗ mit f1 + f2 ∈ C(X)∗,

(ii) ν(f1f2) = ν(f1) + ν(f2) für alle f1, f2 ∈ C(X)∗,

(iii) ν|C∗ = 0.

Man kann dann zeigen, dass das Bild von ν eine diskrete Untergruppe von Q ist, d. h.
von der Form aZ für ein a ∈ Q≥0 ([Bri97, 3.1]). Falls X eine G-Varietät ist, so heißt
ν G-invariant, falls ν(g · f) = ν(f) für alle g ∈ G, f ∈ C(X)∗ gilt. Die Menge aller
G-invarianten diskreten Valuationen von X bezeichnen wir mit V(X).

Wiederholung 2.2.2. Für einen Primdivisor D von X bezeichnen wir die diskrete Va-
luation, die jedem f die Ordnung der Nullstelle oder des Pols in D zuordnet mit νD.

Sei nun G eine reduktive affine algebraische Gruppe, B eine Boreluntergruppe und
H ⊆ G eine abgeschlossene Untergruppe, sodass G/H sphärisch ist. Die (endliche)
Menge der B-invarianten Primdivisoren von G/H bezeichnen wir mit D. Wir verwen-
den die Zuordnung

χ : C(G/H)(B) → X (B)
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2.2 Diskrete Valuationen und der Vektorraum V

aus Bemerkung 1.2.6 und setzen X := imχ sowie V := Hom(X ,Q). Nach [Hum98, 16.2
und 19.3] ist X (B) und daher auch X eine endlich erzeugte freie abelsche Gruppe.

Proposition 2.2.3. Folgende Sequenz ist exakt:

1→ C∗ → C(G/H)(B) → X → 0.

Beweis. [Bri97, 3.1]

Definition 2.2.4. Jede diskrete Valuation ν von G/H definiert durch Einschränkung
einen Homomorphismus C(G/H)(B) → Q, dessen Kern C∗ enthält, also mit Proposition
2.2.3 auch einen Homomorphismus ρ(ν) : X → Q.

Definition 2.2.5. Wir definieren die Abbildung ρ̃ : D → V durch D 7→ ρ(νD).

Proposition 2.2.6. Die Abbildung ρ|V(G/H) : V(G/H)→ V ist injektiv.

Beweis. [Bri97, 3.1, Corollaire 3]

Bemerkung 2.2.7. Die Abbildung ρ ist in Definition 2.2.4 nicht nur auf V(G/H), son-
dern auf allen diskreten Valuationen von G/H definiert, aber nicht notwendigerweise
injektiv.

Für den Rest dieses Abschnittes behandeln wir wieder G := SL(n), H := SL(n− 1).

Bemerkung 2.2.8. Wir bestimmen V . Aus Proposition 2.2.3 folgt mit Proposition 1.4.9,
dass X von χ

(
Xn

)
und χ

(
Y1
)

erzeugt wird. Da Xn und Y1 in C[G/H] nicht assoziiert
sind, folgt mit Proposition 2.2.3 nun, dass

(
χ
(
Xn

)
, χ
(
Y1
))

eine Basis vonX ist. Die dazu
duale Basis von V bezeichnen wir mit (c1, c2) und identifizieren damit V ∼= Q2. Damit
können wir die Abbildung ρ : V(G/H)→ V als

ρ : V(G/H)→ Q2

interpretieren und dann gilt:

ν 7→
(
ν
(
Xn

)
, ν
(
Y1
))

.

Wir schreiben auch kurz ν1 für ρ(ν)1 und ν2 für ρ(ν)2.

Proposition 2.2.9. Es gilt:

ρ(V(G/H)) ⊆
{

(q1, q2) ∈ Q2
∣∣ q1 + q2 ≤ 0

}
.
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2 Sphärische Varietäten

Beweis. Sei ν ∈ V(G/H). Durch die Wahl geeigneter Koordinatenvertauschungen fin-
den wir für jedes 1 ≤ i ≤ n sowohl ein g ∈ G mit g · Xn = Xi als auch ein g ∈ G mit
g · Y1 = Yi. Damit erhalten wir:

ν
(
X1

)
= ν

(
X2

)
= . . . = ν

(
Xn

)
ν
(
Y1
)

= ν
(
Y2
)

= . . . = ν
(
Yn
)
.

Es folgt:

0 = ν(1) = ν

(
n∑
i=1

XiYi

)
≥ ν

(
X1Y1

)
= ν1 + ν2.

Für den Rest dieses Abschnittes betrachten wir C2n+1 ∼= Cn ⊕ (Cn)∗ ⊕ C. Die neue
Koordinate nennen wir z mit Koordinatenfunktion Z. Wir lassen G auf C2n+1 linear
operieren, indemG auf Cn⊕(Cn)∗ wie bisher sowie auf C durch g ·z := z operiert. Seien
n1, n2 ∈ Z mit n1 + n2 ≤ 0. Wir definieren W := V

(∑n
i=1XiYi −Z−n1−n2

)
⊆ C2n+1 mit

Koordinatenring

C[W ] = C[Z,X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn]

/〈
n∑
i=1

XiYi − Z−n1−n2

〉
.

Außerdem setzen wir W0 := {Z 6= 0} ⊆W . Da aus 〈x, y〉 = z−n1−n2 für alle g ∈ G

〈g · x, g · y〉 = y(g−1 · g · x) = 〈x, y〉 = z−n1−n2 = (g · z)−n1−n2

folgt, ist W und dann auch W0 G-invariant.

Proposition 2.2.10. Der Homomorphismus Ψ : C[G/H]→ C[W0], genauer

Ψ : R

/〈
n∑
i=1

XiYi − 1

〉
→ R[Z,Z−1]

/〈
n∑
i=1

XiYi − Z−n1−n2

〉

mit R := C[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn], gegeben durch Xi 7→ XiZ
n1 und Yi 7→ YiZ

n2 , ist
wohldefiniert, injektiv undG-äquivariant. Er induziert deshalb eineG-äquivariante In-
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2.2 Diskrete Valuationen und der Vektorraum V

klusion der Funktionenkörper

Ψ : C(G/H)→ C(W0) = C(W ).

Beweis. Die Wohldefiniertheit ergibt sich aus dem Homomorphiesatz. Für die Injektivi-
tät und die G-Äquivarianz betrachten wir den zugehörigen Morphismus W0 → G/H .
Er bildet

(z, x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) 7→ (x1z
n1 , . . . , xnz

n1 , y1z
n2 , . . . , ynz

n2)

ab und ist offenbarG-äquivariant. Er ist außerdem surjektiv (wir können z = 1 wählen),
insbesondere dominant. Damit folgt die Aussage.

Proposition 2.2.11. Es existiert ν ∈ V(G/H) mit ν1 = n1 und ν2 = n2.

Beweis. Sei D = V
(
Z
)
⊆ W . Es ist Z in C[W ] ein Primelement (ähnlich Bemerkung

1.4.4) und der Primdivisor D ist G-invariant. Sei ν̃ die von D induzierte G-invariante
diskrete Valuation auf C(W ). Dann gilt ν̃

(
Z
)

= 1, ν̃
(
Xn

)
= 0 und ν̃

(
Y1
)

= 0, da Z,
Xn und Y1 paarweise nicht assoziierte Primelemente in C[W ] sind (weil sie paarweise
verschiedene Untervarietäten von W definieren). In C(W ) folgt dann

ν̃
(
XnZ

n1
)

= n1 und ν̃
(
Y1Z

n2
)

= n2.

Wenn wir ν̃ mit der Inklusion Ψ : C(G/H) → C(W ) einschränken, erhalten wir ein
ν ∈ V(G/H) mit ν1 = n1 und ν2 = n2.

Satz 2.2.12. Es gilt:

ρ(V(G/H)) =
{

(q1, q2) ∈ Q2
∣∣ q1 + q2 ≤ 0

}
.

Beweis. Es ist nur noch die Inklusion „⊇“ zu zeigen. Seien q1, q2 ∈ Q mit q1 + q2 ≤ 0.
Dann existiert m ∈ Z mit mq1,mq2 ∈ Z. Nach Proposition 2.2.11 existiert ν ′ ∈ V(G/H)

mit ν1 = mq1 und ν2 = mq2. Dann ist ν := 1
mν
′ ∈ V(G/H) und ν1 = q1 sowie ν2 =

q2.
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2 Sphärische Varietäten

c1

c2

V(G/H)

Abbildung 1: Der Vektorraum V mit V(G/H)

2.3 Klassifikation der Einbettungen

Wir verwenden wieder die Bezeichnungen des allgemeinen Teils des vorhergehenden
Abschnittes. Wenn wir in diesem Abschnitt über Einbettungen sprechen, so sind immer
sphärische Einbettungen gemeint.

Definition 2.3.1 ([Bri97, 3.3]). Ein gefärbter Kegel ist ein Tupel (C,F) mit C ⊆ V und
F ⊆ D, welches die folgenden Bedingungen erfüllt:

(i) C ist ein konvexer Kegel, erzeugt von ρ(F) und endlich vielen Elementen aus
V(G/H),

(ii) das relative Innere von C hat nichtleeren Durchschnitt mit V(G/H).

Die Farben sind die Elemente von F . Ein gefärbter Kegel heißt spitz, wenn C spitz ist
und 0 /∈ ρ(F).

Definition 2.3.2. Sei (X,x) eine einfache Einbettung von G/H mit abgeschlossener
Bahn Y . Dann definieren wir:

DX := {D ∈ D | der Abschluss von D in X enthält Y }

VX := {ν ∈ V(G/H) | ν wird von einem G-invarianten Primdivisor von X induziert}

CX := cone(ρ(VX) ∪ ρ̃(DX)).

Satz 2.3.3. Die Abbildung

{
Äquivalenzklassen einfacher Einbettungen von G/H

}
→ {spitze gefärbte Kegel}

(X,x) 7→ (CX ,DX)

ist wohldefiniert und bijektiv.
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2.3 Klassifikation der Einbettungen

Beweis. [Bri97, 3.3, Théorème]

Wir kommen nun zu den allgemeinen Einbettungen.

Definition 2.3.4 ([Bri97, 3.4]). Eine Seite eines gefärbten Kegels (C,F) ist ein Tupel
(C′,F ′), wo C′ eine Seite des Kegels C ist, das relative Innere von C′ nichtleeren Durch-
schnitt mit V hat und F ′ = F ∩ ρ̃−1(C′) gilt.

Definition 2.3.5 ([Bri97, 3.4]). Sei (X,x) eine Einbettung von G/H und Y eine G-Bahn
in X . Mit (CX,Y ,DX,Y ) bezeichnen wir den gefärbten Kegel der einfachen Einbettung
XY,G.

Proposition 2.3.6. Sei (X,x) eine Einbettung von G/H und Y eine G-Bahn in X . Die
Abbildung

{G-Bahnen in X , deren Abschluss Y enthält} → {Seiten von (CX,Y ,DX,Y )}

Z 7→ (CX,Z ,DX,Z)

ist wohldefiniert und bijektiv.

Beweis. [Bri97, 3.4, Proposition]

Definition 2.3.7 ([Bri97, 3.4]). Ein gefärbter Fächer ist eine endliche Menge F von gefärb-
ten Kegeln, die folgende Eigenschaften erfüllt:

(i) Jede Seite eines gefärbten Kegels aus F ist in F,

(ii) für jedes ν ∈ V(G/H) gibt es höchstens ein (C,F) ∈ F, sodass ν im relativen
Inneren von C liegt.

Ein gefärbter Fächer heißt spitz, wenn alle enthaltenen gefärbten Kegel spitz sind.

Satz 2.3.8. Die Abbildung

{
Äquivalenzklassen von Einbettungen von G/H

}
→ {spitze gefärbte Fächer}

(X,x) 7→ F(X,x)

mit F(X,x) := {(CX,Y ,DX,Y ) | Y ist eine G-Bahn in X} ist wohldefiniert und bijektiv.

Beweis. [Bri97, 3.4, Théorème 1]
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2 Sphärische Varietäten

2.4 Illustrationen

Wir betrachten nun wieder den FallG/H = SL(n)/ SL(n−1) und illustrieren die mögli-
chen gefärbten Kegel (C,F), die den einfachen Einbettungen vonG/H entsprechen. Die
erste Möglichkeit ist, dass der Kegel C von einem Vektor (p, q) ∈ V(G/H) und mögli-
cherweise noch den Farben aus F erzeugt wird. Für eine nichttriviale Einbettung muss
immer p < 0 oder q < 0 gelten. Wir illustrieren nur p < 0. Die ersten 10 Abbildungen
zeigen die verschiedenen Fälle. Die zweite Möglichkeit ist, dass C von zwei linear un-
abhängigen Vektoren aus V(G/H) erzeugt wird. Dies zeigt die letzte Abbildung. Einige
Beispiele für nicht-einfache Einbettungen werden wir im letzten Kapitel behandeln.

c1

c2

Abbildung 2: q < 0 und C = ∅

c1

c2

Abbildung 3: q < 0 und C = {c1}
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2.4 Illustrationen

c1

c2

Abbildung 4: q < 0 und C = {c2}

c1

c2

Abbildung 5: q = 0 und C = ∅

c1

c2

Abbildung 6: q = 0 und C = {c2}

c1

c2

Abbildung 7: q > 0, p+ q 6= 0 und C = ∅
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2 Sphärische Varietäten

c1

c2

Abbildung 8: q > 0, p+ q 6= 0 und C = {c1}

c1

c2

Abbildung 9: q > 0, p+ q 6= 0 und C = {c2}

c1

c2

Abbildung 10: q > 0, p+ q 6= 0 und C = {c1, c2}

c1

c2

Abbildung 11: q > 0, p+ q = 0 und C = ∅
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2.4 Illustrationen

c1

c2

Abbildung 12: Zwei Erzeuger aus V(G/H), C = ∅
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3 Quotienten und torische Varietäten

Die letzten Hilfsmittel, die wir benötigen, um die Konstruktion im letzten Kapitel durch-
führen zu können, werden in diesem Kapitel vorgestellt.

3.1 Quotienten

Operiert eine affine algebraische Gruppe G auf einer Varietät X , so stellt sich die Frage,
ob man einen dazugehörigen Quotienten definieren kann. Wir werden nur den Fall
betrachten, wo die Gruppe G reduktiv ist. Ohne diese Voraussetzung gilt die wichtige
Proposition 3.1.7 nicht.

Definition 3.1.1. Sei G eine reduktive affine algebraische Gruppe, die auf der algebrai-
schen Varietät X operiert. Ein Morphismus von algebraischen Varietäten

π : X → Q

heißt kategorieller Quotient dieser Gruppenwirkung, falls für jeden G-invarianten Mor-
phismus

φ : X → Y

genau ein Morphismus

ψ : Q→ Y

mit φ = ψ ◦ π existiert. Der Quotient ist nach den üblichen Argumenten für universel-
le Eigenschaften eindeutig bestimmt, falls er existiert. Wir schreiben dann für Q auch
X/G.

Definition 3.1.2 (cf. [ADHL, 2.3.1]). Sei G eine reduktive affine algebraische Gruppe,
die auf der algebraischen Varietät X operiert. Ein Morphismus von algebraischen Va-
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3 Quotienten und torische Varietäten

rietäten

π : X → Q

heißt guter Quotient dieser Gruppenwirkung, falls die folgenden Eigenschaften erfüllt
sind:

(i) π ist affin und G-invariant,

(ii) π∗ : OQ → (π∗OX)G ist ein Isomorphismus.

Falls zusätzlich die Fasern von π genau die G-Bahnen sind, so heißt π : X → Q ein
geometrischer Quotient.

Für die folgenden vier Propositionen operiere stets eine reduktive affine algebraische
Gruppe G auf einer algebraischen Varietät X und sei π : X → Q ein guter Quotient.

Proposition 3.1.3. Es gelten die folgenden Aussagen:

(i) Ist Z ⊆ X G-invariant und abgeschlossen, so ist π(Z) ⊆ Q abgeschlossen,

(ii) sind Z,Z ′ ⊆ X G-invariant, abgeschlossen und disjunkt, so sind π(Z) und π(Z ′)

disjunkt.

Beweis. [ADHL, 2.3.6]

Proposition 3.1.4. Es ist π surjektiv und für jedes q ∈ Q gilt:

(i) Es gibt genau eine abgeschlossene G-Bahn G · x in der Faser π−1(q),

(ii) jede Bahn G · x′ ⊆ π−1(q) hat G · x in ihrem Abschluss.

Insbesondere parametrisiert π genau die abgeschlossenen G-Bahnen in X .

Beweis. [ADHL, 2.3.7]

Proposition 3.1.5. Es gelten die folgenden Aussagen:

(i) Der topologische Raum Q trägt die Quotiententopologie bezüglich π : X → Q,

(ii) π : X → Q ist ein kategorieller Quotient.

Beweis. [ADHL, 2.3.8]

Proposition 3.1.6. Es gelten die folgenden Aussagen:
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3.1 Quotienten

(i) Ist U ⊆ Q offen, so ist die Einschränkung π : π−1(U)→ U ein guter Quotient,

(ii) Ist Z ⊆ X G-invariant und abgeschlossen, so ist die Einschränkung π : Z → π(Z)

ein guter Quotient.

Beweis. [ADHL, 2.3.9]

Wir kommen nun zu der Proposition, auf die oben verwiesen wurde.

Proposition 3.1.7. Sei G eine reduktive affine algebraische Gruppe, die auf der affinen
Varietät X operiert. Dann gilt:

(i) C[X]G ist eine endlich erzeugte C-Algebra,

(ii) der von der Inklusion C[X]G ⊆ C[X] induzierte Morphismus π : X → Spec(C[X]G)

ist ein guter Quotient,

(iii) ist C[X] normal, so ist auch C[X]G normal.

Beweis. [CLS11, 5.0.4 und 5.0.9]

Schließlich benötigen wir noch die folgende Aussage.

Proposition 3.1.8. Seien G, H reduktive algebraische Gruppen, die auf der Varietät X
operieren. Wir nehmen weiter an, dass die beiden Wirkungen kommutieren, d. h. es gilt
g · (h · x) = h · (g · x) für alle g ∈ G, h ∈ H , x ∈ X . Dann gilt: Falls ein guter Quotient
π : X → X/H existiert, dann operiert G auch auf X/H .

Beweis. Der Beweis verwendet Ideen aus [ANH01, 6.2-6.4]. Wir bezeichnen die Opera-
tion von G bzw. H auf X mit opH bzw. opG. Dann operiert H auf G×X durch

id× opH : G×H ×X → G×X .

Wir zeigen nun, dass

id×π : G×X → G×X/H

auch ein guter Quotient ist. Es reicht die Eigenschaften eines guten Quotienten auf
einer affinen offenen Überdeckung von G × X/H nachzuweisen. Daher können wir
ohne Einschränkung annehmen, dass X/H affin ist. Dann ist X affin und damit auch
G×X . Mit Proposition 3.1.7 ist

π∗ : C[X/H] ∼= C[X]H → C[X]
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3 Quotienten und torische Varietäten

die Inklusion der H-invarianten Elemente. Dann ist

(id×π)∗ : C[G]⊗C C[X]H → C[G]⊗C C[X]

auch die Inklusion der H-invarianten Elemente. Also ist id×π : G×X → G×X/H ein
guter Quotient. Als nächstes betrachten wir den Morphismus

π ◦ opG : G×X → X/H .

Wegen der Kommutativität der beiden Gruppenwirkungen ist dieser Morphismus H-
invariant. Nach der universellen Eigenschaft des kategoriellen Quotienten existiert ein
entsprechender Morphismus

G×X/H → X/H .

Die Eigenschaften einer Gruppenwirkung rechnet man leicht nach.

3.2 Torische Varietäten

Definition 3.2.1. Eine zu T := (C∗)n für n ∈ N isomorphe affine algebraische Gruppe
heißt n-dimensionaler Torus. Eine irreduzible Varietät X heißt torisch, falls T ⊆ X offen
enthalten ist und die Wirkung von T auf sich selbst zu einer algebraischen Gruppen-
wirkung

T ×X → X

fortgesetzt werden kann.

Definition 3.2.2. Sei T ein Torus. Ein Morphismus von algebraischen Gruppen

λ : C∗ → T

heißt Ein-Parameter-Untergruppe von T . Die Menge aller Ein-Parameter-Untergruppen
von T bezeichnen wir mit X ∗(T ). Durch die Verknüpfung (λ1 + λ2)(r) := λ1(r)λ2(r)

wirdX ∗(T ) zu einer abelschen Gruppe. Für χ ∈ X (T ) und λ ∈ X ∗(T ) ist χ◦λ : C∗ → C∗

ein Morphismus von algebraischen Gruppen, also gegeben durch ein z ∈ Z, da alle
solchen Morphismen von der Form α 7→ αz sind. Wir erhalten folglich eine natürliche
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3.2 Torische Varietäten

Paarung

X (T )×X ∗(T )→ Z.

Bemerkung 3.2.3 (siehe [CLS11, 1.1]). Sei T ein Torus. Durch die Wahl eines Isomor-
phismus T ∼= (C∗)n = {x ∈ Cn | xi 6= 0 für 1 ≤ i ≤ n} erhalten wir einen Gruppeniso-
morphismus

Zn → X (T ),

gegeben durch

(z1, . . . , zn) 7→ (x 7→ xz11 · · ·x
zn
n ),

sowie einen Gruppenisomorphismus

Zn → X ∗(T ),

gegeben durch

(z1, . . . , zn) 7→ (t 7→ (tz1 , . . . , tzn)).

Für die natürliche Paarung Zn × Zn → Z gilt dann

(m,n) 7→
n∑
i=1

mini.

Definition 3.2.4 (siehe [CLS11, 3.1.2]). Sei N := Zn und NR := N ⊗ R. Ein Fächer in
NR ∼= Rn ist eine endliche MengeF von konvexen Kegeln σ ⊆ NR, sodass die folgenden
Eigenschaften erfüllt sind:

(i) Jedes σ ∈ F ist ein spitzer konvexer Kegel, der von endlich vielen Elementen aus
Zn erzeugt wird,

(ii) jede Seite eines Kegels aus F ist in F ,

(iii) für alle σ1, σ2 ∈ F ist σ1 ∩ σ2 eine Seite von σ1 und σ2.

Solche Fächer nennen wir torische Fächer, wo eine Verwechslung mit den gefärbten Fä-
chern sphärischer Varietäten möglich ist. Ist F eine Menge von Kegeln, so definieren
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3 Quotienten und torische Varietäten

wir den davon erzeugen Fächer durch

fan(F) := {τ | τ ist Seite von σ für ein σ ∈ F}.

Diese Schreibweise soll nicht implizieren, dass fan(F) tatsächlich ein wohldefinierter
Fächer im Sinne dieser Definition ist, weil Eigenschaft (iii) nicht notwendigerweise er-
füllt ist. Dies muss, falls nötig, zusätzlich nachgewiesen werden.

Bemerkung 3.2.5. Es gibt eine bijektive Korrespondenz zwischen den n-dimensionalen
normalen torischen Varietäten und den Fächern in Rn. Eine der Möglichkeiten zu ge-
wissen gegebenen Fächern die entsprechende torische Varietät zu konstruieren, wird
weiter unten angegeben. Die restlichen Details sind beispielsweise in [CLS11] zu fin-
den.

Definition 3.2.6. SeienX1, X2 normale torische Varietäten mit (C∗)n1 ⊆ X1 und (C∗)n2 ⊆
X2. Ein Morphismus

φ : X1 → X2

heißt torisch, falls φ((C∗)n1) ⊆ (C∗)n2 gilt und φ|(C∗)n1 ein Gruppenhomomorphismus
ist. In diesem Fall erhalten wir einen Gruppenhomomorphismus

φ : X ∗((C∗)n1)→ X ∗((C∗)n2)

mit λ 7→ φ|(C∗)n1 ◦ λ, also einen Gitterhomomorphismus

φ : Zn1 → Zn2 .

Definition 3.2.7. Seien F1 bzw. F2 Fächer in Rn1 bzw. Rn2 . Ein Gitterhomomorphismus

φ : Zn1 → Zn2

heißt zu F1 und F2 kompatibel, falls für jedes σ1 ∈ F1 ein σ2 ∈ F2 mit φR(σ1) ⊆ σ2

existiert, wobei φR : Rn1 → Rn2 die lineare Fortsetzung von φ ist.

Proposition 3.2.8. Seien X1, X2 torische Varietäten mit Fächern F1 in Rn1 und F2 in
Rn2 . Wir definieren

T := {φ : X1 → X2 | φ torischer Morphismus}

S := {ψ : Zn1 → Zn2 | ψ zu F1 und F2 kompatibler Gitterhomomorphismus} .
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3.2 Torische Varietäten

Dann ist die Zuordnung

T → S

φ 7→ φ

wohldefiniert, bijektiv und funktoriell.

Beweis. [CLS11, 3.3.4]

Satz 3.2.9. Sei F ein Fächer in Rn, sodass die enthaltenen eindimensionalen Kegel
σi ∈ F , die jeweils von si ∈ Zn erzeugt seien, 1 ≤ i ≤ k, den ganzen Vektorraum
Rn aufspannen. Sei weiter e1, . . . , ek die Standardbasis von Zk und f1, . . . , fk die dazu
duale Basis. Ist σ ein beliebiger Kegel, dann bezeichnen wir mit σ(1) seine eindimen-
sionalen Seiten. Wir definieren

G :=

{
x ∈ (C∗)k

∣∣∣∣∣
k∏
i=1

x
fj(si)
i = 1 für 1 ≤ j ≤ n

}
.

Für jedes σ ∈ F definieren wir das Polynom

Xσ :=
∏

σi /∈σ(1)

Xi,

bilden das Ideal

I := 〈Xσ | σ ∈ F〉 ⊆ C[X1, . . . , Xk],

und setzen

S := V(I).

Für jedes σ ∈ F definieren wir

σ̃ := cone(ei | σi ∈ σ(1)),

und weiter

F̃ := fan({σ̃ | σ ∈ F}).

Dann gelten folgende Aussagen:
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3 Quotienten und torische Varietäten

(i) F̃ ist ein Fächer und Ck \ S die zugehörige torische Varietät mit Torus

(C∗)k ⊆ Ck \ S,

wobei die Toruswirkung linear fortgesetzt wird,

(ii) G ⊆ (C∗)k ist eine abgeschlossene Untergruppe und operiert daher auf Ck \ S,

(iii) es gibt einen guten Quotienten

π : Ck \ S → (Ck \ S)/G,

(iv) (Ck \ S)/G ist die torische Varietät zum Fächer F ,

(v) der Morphismus π ist torisch und

π : Zk → Zn

bildet ei 7→ si ab.

Definieren wir für σ̃ ∈ F̃ die offene Teilmenge Uσ̃ :=
{∏

ei /∈σ̃Xi 6= 0
}
⊆ Ck \ S, dann

gilt außerdem π−1(π(Uσ̃)) = Uσ̃ und Uσ̃ ist affin.

Beweis. [CLS11, 5.1.1 bis 5.1.11]

Proposition 3.2.10. Sei F1 ⊆ F2 eine Inklusion von Fächern in Rn und seien X1, X2 die
zugehörigen torischen Varietäten. Dann ist der torische Morphismus ι : X1 → X2, der
vom Gitterhomomorphismus id : Zn → Zn induziert wird, eine offene Einbettung.

Beweis. Folgt aus [CLS11, 3.2.6].
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4 Konstruktion der sphärischen
Einbettungen von SL(n)/ SL(n− 1)

Das Ziel dieses Kapitels ist es, gewisse sphärische Einbettungen von

SL(n)/SL(n− 1) =: G/H

mit n ≥ 3 explizit zu konstruieren, darunter alle einfachen. Wir führen zunächst die
Bezeichnungen C1 := V(Xn) ⊆ G/H und C2 := V(Y1) ⊆ G/H für die B-invarianten
Primdivisoren von G/H ein. Die Querstriche, die üblicherweise für den Übergang zur
Äquivalenzklasse geschrieben werden, lassen wir in diesem Kapitel weg (wir hätten
hier sonst V(Xn) und V(Y1) schreiben müssen). Wir betrachten die Inklusion

G/H = V

(
n∑
i=1

XiYi − 1

)
⊆ A2n \ (V(X1, . . . , Xn) ∪ V(Y1, . . . , Yn)) =: A

und lassen G wie bisher auf A2n = Cn ⊕ (Cn)∗ operieren. Sei e1, . . . , en, f1, . . . , fn die
Standardbasis von R2n. Für die spätere Verwendung setzen wir e :=

∑n
i=1 ei, f :=∑n

i=1 fi und bezeichnen mit 〈., .〉 das Standardskalarprodukt in R2n. Es bezeichne

Cij := cone ({e1, . . . , en, f1, . . . , fn} \ {ei, fj})

den entsprechenden Kegel in R2n. Sei nun

FA := fan

 n⋃
i,j=1

{Cij}

 .

Dann ist FA ein wohldefinierter torischer Fächer und A die entsprechende torische Va-
rietät (siehe Satz 3.2.9), die außerdemG-invariant ist. Wir werden als nächstes geeignete
Fächer FQ mit FA ⊆ FQ konstruieren und offene Einbettungen von torischen Varietä-
ten A ⊆ Q erhalten (siehe Proposition 3.2.10). Die gesuchte sphärische Varietät wird
dann eine Hyperfläche in Q sein.
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4 Konstruktion der sphärischen Einbettungen von SL(n)/ SL(n− 1)

4.1 Transformation des gefärbten Fächers

Gegeben sei der gefärbte Fächer F einer nichttrivialen sphärischen Einbettung von
G/H . Seien

(p1, q1), . . . , (pr, qr) ∈ V(G/H)

die Erzeuger der eindimensionalen Kegel, die in F vorkommen und entgegen dem Uhr-
zeigersinn geordnet. Wir können für alle 1 ≤ a ≤ r ohne Einschränkung pa, qa ∈ Z
teilerfremd wählen. Sei T die Menge der spitzen konvexen Kegel in R2n. Wir setzen
nun

va := pae+ qaf

für 1 ≤ a ≤ r, sowie

Cija := cone ({e1, . . . , en, f1, . . . , fn, va} \ {ei, fj})

Ceja := cone ({e1, . . . , en, f1, . . . , fn, va} \ {fj})

Cifa := cone ({e1, . . . , en, f1, . . . , fn, va} \ {ei})

Cefa := cone ({e1, . . . , en, f1, . . . , fn, va})

Cijab := cone ({e1, . . . , en, f1, . . . , fn, va, vb} \ {ei, fj})

für 1 ≤ a, b ≤ r und 1 ≤ i, j ≤ n. Wir definieren die Abbildung

Φ : F→ P(T)
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4.1 Transformation des gefärbten Fächers

durch

(0, ∅) 7→
n⋃

i,j=1

{Cij}

(cone((pa, qa)), ∅) 7→
n⋃

i,j=1

{Cija }

(cone((pa, qa), c1), {C1}) 7→
n⋃
j=1

{Ceja }

(cone((pa, qa), c2), {C2}) 7→
n⋃
i=1

{Cifa }

(cone((pa, qa), c1, c2), {C1, C2}) 7→ {Cefa }

(cone((pa, qa), (pa+1, qa+1)), ∅) 7→
n⋃

i,j=1

{Cija,a+1}

für 1 ≤ a ≤ r. Wir sehen, dass andere gefärbte Kegel als die auf der linken Seite ange-
gebenen nicht vorkommen können.

Proposition 4.1.1. Die Abbildung Φ ist wohldefiniert.

Beweis. Wir müssen zeigen, dass die Kegel auf der rechten Seite alle spitz sind. Da die
gefärbten Kegel (cone((pa, qa), c1), {C1}) mit qa = 0 und ((cone(pa, qa), c2), {C2}) mit
pa = 0 nicht vorkommen können, werden alle Kegel bis auf die der Form Cefa von linear
unabhängigen Vektoren erzeugt und sind daher spitz. Für Cefa muss pa > 0 oder qa > 0

gelten. Wir können also α, β > 0 so wählen, dass

αpa + βqa > 0

gilt. Ein 0 6= v ∈ Cefa hat die Form

v = γ1e1 + . . .+ γnen + δ1f1 + . . .+ δnfn + εva

mit γi, δi, ε ∈ R≥0, 1 ≤ i ≤ n und mindestens ein Koeffizient ist nicht Null. Damit ist

〈v, αe+ βf〉 > 0.

Da dies für alle 0 6= v ∈ Cefa gilt, ist der Kegel spitz.
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4 Konstruktion der sphärischen Einbettungen von SL(n)/ SL(n− 1)

Wir setzen nun

FQ := fan
(⋃

Φ(F)
)

.

Es ist nicht klar, obFQ in jedem Fall ein wohldefinierter torischer Fächer ist. Wir werden
für den Rest dieses Kapitels daher voraussetzen, dass FQ ein wohldefinierter torischer
Fächer ist. Aber zuvor geben wir noch zwei hinreichende Bedingungen dafür an.

Proposition 4.1.2. Es istFQ ein wohldefinierter torischer Fächer, falls in F keine gefärb-
ten Kegel enthalten sind, die beide Farben enthalten.

Beweis. Da alle Kegel in ∪Φ(F) spitz sind, müssen wir nur noch zeigen, dass für je zwei
Kegel aus ∪Φ(F) deren Durchschnitt eine Seite von beiden ist. Sind E1, E2 Mengen
von Vektoren, die jeweils einen der beiden Kegel erzeugen, so reicht es ein w ∈ R2n

zu finden, sodass 〈v, w〉 > 0 für alle v ∈ E1 \ E2, 〈v, w〉 < 0 für alle v ∈ E2 \ E1 und
〈v, w〉 = 0 für alle v ∈ E1 ∩ E2 gilt. Wir werden für alle Fälle ein solches w angeben.
Wir wählen also zwei Kegel Ci1j1a1b1

und Ci2j2a2b2
, wobei für α = 1, 2 gegebenenfalls auch

iα = e und jα = f zugelassen ist sowie aα oder bα weggelassen werden können. Wir
betrachten zunächst Ẽ1 := {va1 , vb1} und Ẽ2 := {va2 , vb2}. Da die vaα und vbα von den
entsprechenden Vektoren des Fächers in Q2 kommen, existieren η, θ ∈ R mit

〈v, ηe+ θf〉


> 0 für v ∈ Ẽ1 \ Ẽ2,

< 0 für v ∈ Ẽ2 \ Ẽ1,

= 0 für v ∈ Ẽ1 ∩ Ẽ2.

Nun führen wir die Fallunterscheidung durch. Erster Fall: i1, i2, j1, j2 /∈ {e, f}. Dann
dann erfüllt w := ηei1 + θfi1 + N(ei2 − ei1 + fj2 − fj1) für N > 0 groß genug das
gewünschte. Zweiter Fall: i1 = e (dann ist j1 6= f ) und i2, j2 /∈ {e, f}. In diesem Fall
kann wegen der Lage der Vektoren in Q2 immer η > 0 gewählt werden. Dann erfüllt
w := ηei2 + θfj2 + N(fj2 − fj1) für N > 0 groß genug das gewünschte. Dritter Fall:
i1 = e und i2 = e. Dann kann η = 0 gewählt werden und w := θfj1 + N(fj2 − fj1) für
N > 0 groß genug erfüllt das gewünschte. Vierter Fall: i1 = e und j2 = f . Dann können
η > 0 und θ < 0 gewählt werden. Dann erfüllt w := ηei2 + θfj1 das gewünschte. Die
restlichen Fälle mit i2 = e gehen analog.

Proposition 4.1.3. Es ist FQ ein wohldefinierter torischer Fächer, falls F der gefärbte
Fächer einer einfachen sphärischen Einbettung ist.
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4.2 Der gute Quotient

Beweis. Mit der vorhergehenden Proposition müssen wir nur noch den Fall prüfen, wo
der gefärbte Kegel der einfachen sphärischen Einbettung beide Farben enthält. Dazu
werden wir zeigen, dass Cija (und damit automatisch auch Cij) für 1 ≤ i, j ≤ n ei-
ne Seite von Cefa ist. Wir können ähnlich wie in der vorherigen Proposition η, θ mit
〈va, ηe+ θf〉 = 0 finden und wegen der Lage von va können wir η, θ > 0 wählen. Das
Funktional 〈., ηei + θfj〉 ist dann nichtnegativ auf Cefa und genau auf Cefa \Cija positiv.

4.2 Der gute Quotient

Nach Satz 3.2.9 erhalten wir die torische VarietätQ zum FächerFQ als guten Quotienten

π : A2n+r \ S → Q

einer Gruppenwirkung. Die Koordinatenfunktionen von A2n+r seien mit

X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn, Z1, . . . , Zr

bezeichnet. Nach Satz 3.2.9 ist 2n + r tatsächlich die richtige Dimension, da in FQ ge-
nau 2n + r eindimensionale Kegel vorkommen. Auch die Gruppe ist durch die eindi-
mensionalen Kegel festgelegt. Nach Satz 3.2.9 handelt es sich um die Untergruppe von
(C∗)2n+r, die durch die Gleichungen

XiZ
p1
1 · · ·Z

pr
r = 1 und YiZ

q1
1 · · ·Z

qr
r = 1

für i = 1, . . . , n gegeben ist. Wir können sie durch die Koordinaten Z1, . . . , Zr para-
metrisieren und erhalten, dass die Gruppe ein r-dimensionaler Torus ist. Die Wirkung
können wir dann als Wirkung von (C∗)r auf A2n+r wie folgt schreiben: Für

A2n+r = Cn ⊕ (Cn)∗ ⊕ Cr

operiert λ = (λ1, . . . , λr) ∈ (C∗)r linear durch

λ · v = λ−p11 · · ·λ−prr v für v ∈ Cn,

λ · v = λ−q11 · · ·λ−qrr v für v ∈ (Cn)∗,

λ · (v1, . . . , vr) = (λ1v1, . . . , λrvr) für (v1, . . . , vr) ∈ Cr.
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4 Konstruktion der sphärischen Einbettungen von SL(n)/ SL(n− 1)

Diesen Torus werden wir in diesem Abschnitt immer mit (C∗)r bezeichnen. Wir lassen
außerdem auch G auf A2n+r linear operieren, indem wir für Cn ⊕ (Cn)∗ die Wirkung
auf A2n übernehmen und jedes g ∈ G auf Cr als Identität operieren lassen. Da jedes
g ∈ G auf den ersten beiden direkten Summanden linear, jedes λ ∈ (C∗)r auf diesen
durch Multiplikation mit demselben Skalar operiert und G auf dem dritten direkten
Summanden als Identität operiert, sehen wir, dass die beiden Wirkungen kommutieren.
Als nächstes wollen wir S bzw. A2n+r \ S bestimmen, wobei erstmals auch die Infor-
mationen der nicht-eindimensionalen Kegel in FQ eingehen werden. Wir setzen

V := A2n+r \ S

und definieren folgende Teilmengen von A2n+r:

SX := V(X1, . . . , Xn)

SY := V(Y1, . . . , Yn)

S∗ := V(X1, . . . , Xn) ∪ V(Y1, . . . , Yn)

Ua :=

∏
k 6=a

Zk 6= 0


Uab :=

 ∏
k 6=a,b

Zk 6= 0


UaX := Ua \ SX
UaY := Ua \ SY
Ua∗ := Ua \ S∗
Uab∗ := Uab \ S∗

für 1 ≤ a, b ≤ r. Wir definieren schließlich die Indexmengen

I2 := {(a, b) | (cone((pa, qa), (pb, qb)), ∅) ∈ F}

Ie := {a | (cone((pa, qa), c1), {C1}) ∈ F}

If := {a | (cone((pa, qa), c2), {C2}) ∈ F}

Ief := {a | (cone((pa, qa), c1, c2), {C1, C2}) ∈ F} .
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4.2 Der gute Quotient

Proposition 4.2.1. Es gilt:

V =

(
r⋃

a=1

Ua∗

)
∪

 ⋃
(a,b)∈I2

Uab∗

 ∪(⋃
a∈Ie

UaY

)
∪

⋃
a∈If

UaX

 ∪
 ⋃
a∈Ief

Ua

 .

Beweis. Mit den Bezeichnungen von Satz 3.2.9 müssen wir Ck \S bestimmen. Nach der
Konstruktion von S sehen wir aber, dass wir genauso Ck \ S für jeden Kegel im Fächer
einzeln bestimmen und dann die so erhaltenen offenen Teilmengen vereinigen können.
Es ist sogar ausreichend, wenn mindestens die maximalen Kegel berücksichtigt wor-
den sind. Genau dies ist hier geschehen. Unklar könnte allenfalls sein, ob ein Kegel der
Form Cefa tatsächlich alle jeweils von e1, . . . , en, f1, . . . , fn und va erzeugten eindimen-
sionalen Kegel als Seiten enthält. Aber dies ergibt sich aus der Kompatibilität mit den
Kegeln Cija für 1 ≤ i, j ≤ n.

Da alle Mengen, die in der obigen Proposition vorkommen, G-invariant sind, operiert
G auch auf V . Nach Proposition 3.1.8 erhalten wir eine Operation von G auf Q. Sei nun
ε : A → Q die von FA ⊆ FQ induzierte torische offene Einbettung. Wir definieren den
G-äquivarianten torischen Morphismus

ι : A→ V

durch (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) 7→ (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, 1, . . . , 1). Wegen π ◦ ι = ε ist ι
wohldefiniert und wir erhalten das folgende kommutative Diagramm:

A

VQ

ε
ι

π

Wir betrachten nun

Ṽ := V

(
n∑
i=1

XiYi − Z−p1−q11 · · ·Z−pr−qrr

)
⊆ V .

Da Ṽ sowohl G- als auch (C∗)r-invariant ist, erhalten wir (nach Proposition 3.1.3) eine
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4 Konstruktion der sphärischen Einbettungen von SL(n)/ SL(n− 1)

abgeschlossene Teilmenge

Q̃ := π(Ṽ ) ⊆ Q,

auf der G operiert und einen guten Quotienten

π̃ : Ṽ → Q̃

durch Einschränkung von π (Proposition 3.1.6).

Hilfssatz 4.2.2. Sei f : A→ B eine stetige Abbildung topologischer Räume undX ⊆ A.
Dann gilt f(X) ⊆ f(X).

Beweis. Sei x /∈ f(X). Dann gibt es eine offene Umgebung Ux von x mit Ux∩ f(X) = ∅.
Es folgt f−1(Ux) ∩ f−1(f(X)) = ∅, also f−1(Ux) ∩ X = ∅. Da f stetig ist, ist f−1(Ux)

offen. Falls also f(z) = x, so folgt z /∈ X , also x /∈ f(X).

Proposition 4.2.3. In Q gilt π(ι(G/H)) = Q̃.

Beweis. Die Inklusion „⊆“ ist klar, da Q̃ eine abgeschlossene Teilmenge von Q ist, die
π(ι(G/H)) enthält.
Zu „⊇“: π−1(π(ι(G/H))) ist (C∗)r-invariant und enthält

V

(
n∑
i=1

XiYi − Z−p1−q11 · · ·Z−pr−qrr , Z1 − 1, . . . , Zr − 1

)
,

also folgt

(C∗)r · V

(
n∑
i=1

XiYi − Z−p1−q11 · · ·Z−pr−qrr , Z1 − 1, . . . , Zr − 1

)
⊆ π−1(π(ι(G/H))).

Eine einfache Rechnung zeigt

(C∗)r · V

(
n∑
i=1

XiYi − Z−p1−q11 · · ·Z−pr−qrr , Z1 − 1, . . . , Zr − 1

)
= Ṽ ∩ {Z1 · · ·Zr 6= 0}

und damit folgt wegen der Irreduzibilität von Ṽ und Hilfssatz 4.2.2

Q̃ = π
(
Ṽ
)

= π
(
Ṽ ∩ {Z1 · · ·Zr 6= 0}

)
⊆ π(ι(G/H)).
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4.3 Die invarianten Primdivisoren

Korollar 4.2.4. Es ist Q̃ eine sphärische Einbettung von G/H .

Beweis. Zunächst bemerken wir, dass Ṽ nach Lemma 1.4.5, ähnlich Proposition 1.4.7,
faktoriell ist, also insbesondere normal. Damit ist auch der gute Quotient Q̃ normal
(Proposition 3.1.7). Da nach der vorherigen Proposition Q̃ der Abschluss von G/H in Q
und außerdem G-invariant ist, folgt, dass G/H in Q̃ offen ist (nach Proposition 1.2.2).

4.3 Die invarianten Primdivisoren

Nachdem wir im vorherigen Abschnitt Q̃ als sphärische Einbettung von G/H erkannt
haben, wollen wir nun zeigen, dass F tatsächlich ihr gefärbter Fächer ist. Zunächst
überprüfen wir die eindimensionalen Kegel, die den G-invarianten Primdivisoren ent-
sprechen.

Bemerkung 4.3.1. Durch Einschränkung des kommutativen Diagramms oben erhalten
wir das folgende kommutative Diagramm:

G/H

ṼQ̃

ε̃
ι̃

π̃

Es induziert ε̃ einen G-äquivarianten Isomorphismus der Funktionenkörper

ε̃∗ : C
(
Q̃
)

= C
(
Ṽ
)(C∗)r → C(G/H),

der folgendermaßen abbildet:

Xi

Z−p11 · · ·Z−prr

7→ Xi

Yi

Z−q11 · · ·Z−qrr

7→ Yi

für 1 ≤ i ≤ n.
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4 Konstruktion der sphärischen Einbettungen von SL(n)/ SL(n− 1)

Proposition 4.3.2. Die G-invarianten Primdivisoren von Q̃ sind genau die Teilmengen
π̃(V(Zi)) für 1 ≤ i ≤ r. Der Primdivisor π̃(V(Zi)) induziert die diskrete Valuation
(pi, qi) ∈ V(G/H).

Beweis. Zunächst überdecken die Teilmengen π̃(V(Zi)) für 1 ≤ i ≤ r zusammen ganz
Q̃\G/H . Für ein 1 ≤ i ≤ r setzen wir dann Ui := {XnY1Z1 · · ·Zi−1Zi+1 · · ·Zr 6= 0} ⊆ V .
Mit Satz 3.2.9 gilt

π−1(π(Ui)) = Ui

und Ui ist affin. Insbesondere erhalten wir einen eingeschränkten guten Quotienten

π|Ui : Ui → π(Ui).

Deshalb ist π̃
(
Ui ∩ Ṽ

)
⊆ Q̃ eine affine offene Teilmenge. Wenn wir

R := C[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn, Z1, . . . , Zr]

definieren, dann ist ihr Koordinatenring

(
RXnY1Z1···Zi−1Zi+1Zr

/〈
n∑
i=1

XiYi − Z−p1−q11 · · ·Z−pr−qrr

〉)(C∗)r

.

Der Durchschnitt von π̃(V(Zi)) mit dieser offenen Teilmenge ist durch das dortige
Primelement τ := ZiX

r
nY

s
1 gegeben, wobei r, s ∈ Z so gewählt sind, dass rpi + sqi = 1

gilt (dies ist möglich, da wir oben pi und qi teilerfremd gewählt haben). Sei nun ν die
von π̃(V(Zi)) induzierte diskrete Valuation. Es gilt pi + qi < 0, d.h. pi < 0 oder pi < 0.
Wir nehmen pi < 0 an, für pi < 0 rechnen wir analog mit p und q bzw. Xn und Y1

vertauscht. Wir sehen

Z−p11 · · ·Z−prr

Xn
∈ (τ−pi), aber

Z−p11 · · ·Z−prr

Xn
/∈ (τ−pi+1).

Ebenso ist

Z−p1−q11 · · ·Z−pr−qrr

XnY1
∈ (τ−pi−qi), aber

Z−p1−q11 · · ·Z−pr−qrr

XnY1
/∈ (τ−pi−qi+1).
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4.4 Die Bahnen

Es folgt

ν

(
Xn

Z−p11 · · ·Z−qrr

)
= pi und ν

(
XnY1

Z−p1−q11 · · ·Z−pr−qr2

)
= pi + qi,

und damit auch ν

(
Y1

Z−q11 · · ·Z−qrr

)
= qi.

Mit dem Isomorphismus C
(
Q̃
)
→ C(G/H) aus Bemerkung 4.3.1 sehen wir, dass dies

genau ν = (pi, qi) bedeutet.

4.4 Die Bahnen

Als letztes müssen wir noch die zweidimensionalen Kegel überprüfen. Wir beginnen
mit den zweidimensionalen Kegeln, die von zwei linear unabhängigen Elementen aus
V(G/H) erzeugt werden und deshalb keine Farben enthalten.

Proposition 4.4.1. Für 1 ≤ i, i+ 1 ≤ r gilt:

π̃(V(Zi)) ∩ π̃(V(Zi+1)) 6= ∅ ⇔ (cone((pi, qi), (pi+q, qi+q)), ∅) ∈ F.

Beweis. Da π̃ ein guter Quotient ist, gilt π̃(V(Zi)) ∩ π̃(V(Zi+1)) = π̃(V(Zi) ∩ V(Zi+1)).
Mit Proposition 4.2.1 sehen wir, dass ∅ 6= V(Zi) ∩ V(Zi+1) ⊆ Ṽ genau dann gilt, wenn
(cone((pi, qi), (pi+1, qi+1)), ∅) ∈ F.

Als letztes behandeln wir die zweidimensionalen Kegel mit Farben.

Proposition 4.4.2. Es gilt:

π̃(V(Xn)) = C1 ⊆ Q̃

π̃(V(Y1)) = C2 ⊆ Q̃.

Beweis. Da V(Xn) ⊆ Ṽ irreduzibel ist, folgt mit Hilfssatz 4.2.2

π̃(V(Xn)) = π̃
(
{Z1 · · ·Zr 6= 0} ∩ V(Xn)

)
⊆ π̃ ({Z1 · · ·Zr 6= 0} ∩ V(Xn)) = C1.

Mit Proposition 3.1.3 ist π̃(V(Xn)) abgeschlossen, also gilt

C1 = π̃ ({Z1 · · ·Zr 6= 0} ∩ V(Xn)) ⊆ π̃(V(Xn)) = π̃(V(Xn)).
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4 Konstruktion der sphärischen Einbettungen von SL(n)/ SL(n− 1)

Die zweite Gleichung geht analog.

Proposition 4.4.3. Sei M ⊆ A2n+r eine G-invariante Teilmenge. Dann gilt:

M ⊆ V(Xn)⇒M ⊆ V(X1, . . . , Xn)

M ⊆ V(Y1)⇒M ⊆ V(Y1, . . . , Yn).

Beweis. Sei M * V(X1, . . . , Xn) und G-invariant. Dann existiert ein v ∈M mit Xi(v) 6=
0 für ein 1 ≤ i ≤ n. Also gibt es eine geeignete Koordinatenvertauschung g ∈ G mit
g · v /∈ V(Xn). Also ist M * V(Xn). Die zweite Implikation geht analog.

Proposition 4.4.4. Für 1 ≤ i ≤ r gelten folgende Aussagen:

(i) π̃(V(Zi)) enthält eine nichtleereG-invariante Teilmenge, die inC1 ⊆ Q liegt genau
dann, wenn (cone((pi, qi), c1), {C1}) ∈ F oder (cone((pi, qi), c1, c2), {C1, C2}) ∈ F,

(ii) π̃(V(Zi)) enthält eine nichtleereG-invariante Teilmenge, die inC2 ⊆ Q liegt genau
dann, wenn (cone((pi, qi), c2), {C2}) ∈ F oder (cone((pi, qi), c1, c2), {C1, C2}) ∈ F,

(iii) π̃(V(Zi)) enthält eine nichtleereG-invariante Teilmenge, die in C1∩C2 liegt genau
dann, wenn (cone((pi, qi), c1, c2), {C1, C2}) ∈ F.

Beweis. Wir beweisen alle drei Aussagen gleichzeitig. Für (i) setzen wir O := V(Zi) ∩
V(X1, . . . , Xn), für (ii) setzen wirO := V(Zi)∩V(Y1, . . . , Yn) und für (iii) setzen wirO :=

V(Zi) ∩ V(X1, . . . , Xn) ∩ V(Y1, . . . , Yn) mit jeweils O ⊆ Ṽ . Existiert nun eine nichtleere
G-invariante Teilmenge mit einer der Eigenschaften, dann liegt sie nach Proposition
4.4.2 und Proposition 4.4.3 in π̃(O). Also ist O nichtleer, was nach Proposition 4.2.1 die
Existenz einer der angegebenen gefärbten Kegel erzwingt. Existiert andererseits einer
der angegebenen Kegel, dann ist O nach Proposition 4.2.1 nichtleer und π̃(O) ist die
gesuchte nichtleere G-invariante Teilmenge.

Insgesamt haben wir also unser gewünschtes Ergebnis erhalten.

Satz 4.4.5. Es ist Q̃ eine sphärische Einbettung von G/H und F ihr gefärbter Fächer.
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5 Beispiele

Wir verwenden die Resultate aus dem letzten Kapitel, um noch einige Beispiele für
nicht-einfache sphärische Einbettungen von SL(n)/ SL(n− 1) anzugeben.

Beispiel 5.0.6. Wir betrachten den gefärbten Fächer

F := {(cone((−1,−1), c1), {C1}), (cone((−1,−1), c2), {C2}), (cone((−1,−1)), ∅), (0, ∅)} .

Er ist in folgender Skizze illustriert:

c1

c2

Dieser gefärbte Fächer erfüllt die Voraussetzung von Proposition 4.1.2. Der torische Fä-
cher FQ, der mit der Konstruktion von Kapitel 4 aus diesem gefärbten Fächer entsteht,
ist im Fächer F̂Q der torischen Varietät P2n enthalten, den wir durch die Adjunktion
von cone(e1, . . . , en, f1, . . . , fn) zu FQ erhalten (siehe beispielsweise [CLS11, Example
3.1.10]). Aber die Konstruktion von Kapitel 4 können wir genauso mit F̂Q statt FQ
durchführen, weil Ṽ unverändert bleibt. Daher erhalten wir die sphärische Einbettung
Q̃ von SL(n)/ SL(n− 1) als Hyperfläche in P2n, die durch die homogene Gleichung

n∑
i=1

XiYi − Z2
1 = 0

gegeben ist.
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5 Beispiele

Beispiel 5.0.7. Wir betrachten den gefärbten Fächer

F := {(cone((−1, 0), c2), {C2}),

(cone((0,−1), c1), {C1}),

(cone((−1, 0), (0,−1)), ∅),

(cone((0,−1)), ∅),

(cone((−1, 0)), ∅),

(0, ∅)}.

Er ist in folgender Skizze illustriert:

c1

c2

Dieser gefärbte Fächer erfüllt die Voraussetzung von Proposition 4.1.2. Der torische Fä-
cher FQ, der mit der Konstruktion von Kapitel 4 aus diesem gefärbten Fächer entsteht,
ist im Fächer F̂Q der torischen Varietät Pn × Pn enthalten, den wir durch die Adjunkti-
on von cone(e1, . . . , en, f1, . . . , fn) zu FQ erhalten (siehe beispielsweise [CLS11, Exam-
ple 3.1.12]). Aber die Konstruktion von Kapitel 4 können wir genauso mit F̂Q statt FQ
durchführen, weil Ṽ unverändert bleibt. Daher erhalten wir die sphärische Einbettung
Q̃ von SL(n)/ SL(n− 1) als Quadrik

n∑
i=1

XiYi − Z1Z2 = 0

in Pn × Pn.
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Beispiel 5.0.8. Wir betrachten den gefärbten Fächer

F := {(cone((−1, 1), (0,−1)), ∅),

(cone((0,−1), c1), {C1}),

(cone((−1, 1)), ∅),

(cone((0,−1)), ∅),

(0, ∅)}.

Er ist in folgender Skizze illustriert:

c1

c2

In diesem Fall gilt mit der Konstruktion von Kapitel 4

V = A2n+2 \ (V(X1, . . . , Xn, Z1) ∪ V(Y1, . . . , Yn)).

Weil die Gleichung von Ṽ hier
∑n

i=1XiYi − Z2 = 0 lautet, können wir die Variable Z2

eliminieren und erhalten

Ṽ ∼= A2n+1 \ (V(X1, . . . , Xn, Z1) ∪ V(Y1, . . . , Yn)).

Der Torus (C∗)2 operiert auf Ṽ durch

(λ1, λ2) · (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, z1) = (λ1x1, . . . , λ1xn, λ
−1
1 λ2y1, . . . , λ

−1
1 λ2yn, λ1z1).

Nach Vorschalten von (λ1, λ2) 7→ (λ1, λ1λ2), was ein Automorphismus von (C∗)2 ist,
operiert der Torus (C∗)2 auf Ṽ durch

(λ1, λ2) · (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, z1) = (λ1x1, . . . , λ1xn, λ2y1, . . . , λ2yn, λ1z1)
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5 Beispiele

und es folgt

Q̃ ∼= Pn × Pn−1.
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